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Presentacion

Tzaloa es una publicacién periddica trimestral de la Olimpiada Mexicana de Matemaéticas
y su objetivo es fomentar el estudio de las matemadticas como una disciplina dindmica y
creativa. El disefio de las secciones y la cuidadosa seleccién de sus contenidos buscan
apoyar de manera efectiva, con informacién y con materiales de calidad, a estudiantes
y profesores de nivel medio superior que cada afo se preparan para participar en los
diferentes concursos de la Olimpiada de Matematicas.

Esta revista, con orgullo, toma su nombre del ndhuatl porque estd hecha por y para los
mexicanos. Tzaloa significa aprender y las paginas que la conforman buscan ayudar a
satisfacer la necesidad de contar con espacios adecuados para profesores, estudiantes
y, en general, para todas aquellas personas interesadas en desarrollar e incrementar sus
capacidades para el razonamiento 16gico matematico y la resolucion de problemas.

Tzaloa, Ao 2010, Numero 2

El contenido para este segundo nimero del afio 2010 se selecciond pensando en estudi-
antes y profesores que actualmente se estdn preparando para participar en las diferentes
etapas de los concursos estatales. De esta manera, las secciones Problemas de Prdctica
y Problemas Propuestos, estdn integradas con material clasificado con niveles introduc-
torio e intermedio. Esperamos que, en su conjunto, los problemas que las conforman
sean un apoyo efectivo para tu preparacion.

Por otro lado, para el articulo de matemadticas de este niimero, a sugerencia de varios
de nuestros lectores, hemos escogido tratar el Principio de Casillas, también conocido
como Principio del Palomar. La amplia experiencia que tiene Pablo Soberén Bravo
en concursos olimpicos se suma con su claridad para exponer, logrando asi un mate-
rial muy atractivo. El lector encontrard que detrds de la sencillez de este principio, se
encierra un enorme poder para resolver problemas de gran complejidad. Los ejemplos
escogidos ilustran la enorme cantidad de contextos en que esta herramienta puede ser
aplicada. Asimismo, se debe destacar el tratamiento gradual del nivel de dificultad y
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la redaccion concisa, lo anterior permite comprender el principio de forma didéctica y
desde un punto de vista muy préctico.

Por dltimo, cabe sefialar que en este nimero también aparecen los problemas y solu-
ciones del Concurso Nacional de 2009, en la seccién correspondiente mencionamos
los nombres de los ganadores y ademds presentamos algunas de las soluciones dadas
por ellos. En el dmbito internacional hemos incluido los exdmenes con soluciones de
la XX1V Olimpiada Iberoamericana asi como de la XI Olimpiada Centroamericana y
del Caribe, donde México participé el afio pasado obteniendo el 5° y 1¢” lugar respec-
tivamente.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Hace mds de 23 afios que la Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido gracias a la participacién de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboracién de muchos profesores quienes,
de manera espontdnea y altruista, han dedicado sus esfuerzos a mejorar la enseianza
y elevar la cultura matemdtica de nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio nacional, se han desarrollado innu-
merables talleres de resolucién de problemas, donde estudiantes y profesores trabajan
con el tnico afdn de incrementar sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contribui-
do a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jévenes con talento matemdtico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

242 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.

= Concurso Nacional.
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= Entrenamiento, seleccidn y participacion de las delgaciones nacionales que rep-
resentan a México en concursos internacionales.

En la 24% Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 1991. Los concursantes deberdn estar in-
scritos en una institucion preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2010-2011y, para el 1° de julio de 2011, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.omm.unam.mx

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 24 Olimpiada Mexicana de Mateméticas se realizara del
21 al 26 de noviembre de 2010 en Ensenada, Baja California. A los primeros lugares
de este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion de las delega-
ciones que representardn a México en las distintas Olimpiadas Internacionales del afio
2011: Ia XXIII Olimpiada Matemadtica de la Cuenca del Pacifico, que se llevard a cabo
en el mes de marzo; la XIII Olimpiada Matemética de Centroamérica y el Caribe, que
se celebrard en el mes de junio; la 52* Olimpiada Internacional de Matemadticas, que se
llevard a cabo en julio en Amsterdam, Paises Bajos, y la XX VI Olimpiada Iberoameri-
cana de Matemadticas que se realizard en el mes de septiembre en Costa Rica.
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El Principio de las Casillas

Por Pablo Soberén Bravo

Nivel Basico

El principio de las casillas es una de las ideas mds importantes a la hora de atacar un
problema de combinatoria. Lo que dice es realmente sencillo:

Siempre que se acomoden al menos n + 1 objetos en n lugares hay un lugar que tiene
al menos 2 objetos.

El primer uso del principio de las casillas tal cual se atribuye a Johann P. G. L. Dirichlet
(1805 - 1859) en 1834. También es llamado el principio del Dirichlet o el principio del
palomar (se enuncia frecuentemente con palomas y palomares en vez de objetos y
lugares).

La demostracién no podria ser mds sencilla. Si hubiera a lo mds un objeto por lugar,
tendriamos a lo mds n objetos, jlo cual no sucede! A pesar de que este principio parece
completamente inocente, es sorprendente el nimero de aplicaciones que tiene y la di-
ficultad de los problemas que se pueden resolver usdndolo. Hay una versién un poco
mds fuerte de este principio, que dice lo siguiente:

Dados al menos nk + 1 objetos acomodados en n lugares, siempre hay un lugar con
al menos k + 1 objetos.

Iremos viendo algunas formas de utilizarlo a lo largo de este articulo. Comencemos
con el ejemplo mds fécil:

Ejemplo 1 De cualesquiera 3 personas siempre hay al menos 2 del mismo sexo.

Aqui consideramos a las personas como los objetos y una casilla donde ponemos a los
hombres y una casilla donde ponemos a las mujeres. A pesar de que la explicacién
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parece exagerada para este ejemplo, hay que enfatizar que al resolver este tipo de prob-
lemas la estrategia siempre serd tratar de decidir cuales son los objetos y las casillas
para que se resuelva el problema. Veamos un ejemplo ligeramente mas complicado,
donde ya no es evidente.

Ejemplo 2 Dados n niimeros enteros, demuestra que hay algunos de ellos cuya suma
es miiltiplo de n. (La suma puede ser de un solo elemento)

Para resolver este ejemplo consideremos a1, ag, . . ., a, los n nimeros y los nimeros
b = a,
by = a1+ az,
by, = ai1+as+- -+ an.

Si alguno de los b; es miltiplo de n ya acabamos, por lo que podemos suponer que
cada uno de ellos deja algin residuo al dividirlo por n, dicho residuo estd entre 1 y
n — 1. Si consideramos a los b; como los objetos y los acomodamos en n — 1 lugares
segun su residuo al dividirlo por n, por el principio de las casillas hay dos de ellos que
dejan el mismo residuo. Digamos que son b; y b; con ¢ < j. Como dejan el mismo
residuo al dividirlos por n, su diferencia debe ser miiltiplo de n. Como b; — b; =
@;y1 + @42 + - - - + aj hemos acabado.

Ejemplo 3 Demuestra que dados 13 puntos en el plano cartesiano con coordenadas
enteras siempre hay 4 cuyo gravicentro tiene coordenadas enteras.

El gravicentro de 4 puntos es el punto cuyas coordenadas son los promedios de las
coordenadas de los puntos. Por ejemplo, si tomas los puntos (1,0), (3,3), (2,5) y
(0,4) su gravicentro es el punto (L3120 0134544y — (3 3)

Para resolver este problema hay que trabajar un poco més antes de aplicar el principio
de las casillas. Vamos a ver primero que de 5 puntos con coordenadas enteras siempre
hay 2 cuyo punto medio tiene coordenadas enteras. Para ver esto, consideremos 4 casil-
las donde cada una representa alguna de las parejas (0, 0), (0,1), (1,0), (1,1). Vamos
a colocar cada punto en la casilla cuya pareja tenga coordenadas con las mismas pari-
dades que las coordenadas del punto (por ejemplo, el punto (5,2) va a la casilla que
contiene la pareja (1,0)). Como hay al menos 2 en la misma casilla, su punto medio
también tiene coordenadas enteras, ;podrias explicar por qué?

Ya que sabemos esto podemos atacar el problema. Como tenemos al menos 5 puntos
podemos sacar 2 cuyo punto medio tenga coordenadas enteras. Como nos quedan 11
puntos podemos repetir este proceso y seguir sacando parejas hasta que quedan 3 pun-
tos nada mas. Entonces hemos sacado 5 parejas. Ahora veamos que como los 5 puntos
medios de estas parejas tienen coordenadas enteras (por el principio de las casillas)
hay 2 de ellos cuyo punto medio tiene coordenadas enteras. Es fécil ver que este punto



El Principio de las Casillas 3

es realmente el gravicentro de los 4 puntos que generaban a estos ultimos 2 puntos
medios.

En este ejemplo, ademds de haber necesitado usar el principio de las casillas mds de
una vez, se puede apreciar la fuerza de este tipo de conteos. Resulta que al cambiar el
nimero 13 por 12 el teorema deja de ser cierto, jpuedes encontrar 12 puntos que no
cumplan con el problema?

Una de las areas de las matemadticas donde se encuentra casi siempre el principio de
las casillas es la teorfa de gréaficas. Una gréifica es un conjunto de puntos en el plano
(llamados vértices) y algunas lineas que unen parejas de estos puntos (llamadas aristas).
Veamos un ejemplo de esto:

Ejemplo 4 Entre cualesquiera 6 personas siempre hay 3 que se conocen dos a dos o
hay 3 que dos a dos no se conocen. (Conocerse es una relacion mutua.)

Para resolver este ejemplo consideremos una gréifica con 6 vértices que representan
a las personas y vamos a trazar una arista azul entre dos vértices si esas personas se
conocen o0 una arista verde si no se conocen. Queremos ver que hay 3 vértices que
forman un tridngulo con los lados del mismo color.

Para hacer esto consideremos vg un vértice cualquiera. Como de él salen 5 aristas de
dos colores posibles (jpor el principio de las casillas!) deben salir al menos 3 del mismo
color (digamos que es azul). Llamemos vy, v2 y vs a los vértices que estdn unidos a vg
por las tres aristas azules. Si dos de esos vértices estdn unidos por una arista azul, con
v forman el tridngulo que buscabamos. Si no, estdn unidos por puras aristas verdes,
con lo que también tenemos el tridngulo que buscdbamos.

Resulta que el ejemplo anterior se puede generalizar mucho mds. De hecho para cua-
lesquiera enteros positivos [ y s hay un entero m tal que entre cualesquiera m personas
siempre hay [ que se conocen todos o s donde no hay dos que se conocen. Para probar
esto se usa un argumento muy similar al que usamos para resolver el ejemplo. Resul-
ta que si queremos encontrar el menor m que cumpla eso el problema ya se vuelve
enormemente dificil. De hecho si [ y s son mayores que 5 no se conoce ninguno de
estos nimeros m (jpero se sabe que existen!).

Abhora ya estamos listos para un ejemplo bastante mds complicado.

Ejemplo 5 (Rusia 2000) En un tablero de 100 x 100 se colorean las casillas de 4
colores de tal manera que cada fila 'y cada columna tenga 25 casillas de cada color.
Demuestra que hay 2 filas y 2 columnas tales que sus 4 intersecciones estdn pintadas
de colores distintos.

Para resolver este ejemplo primero vamos a contar el nimero P de parejas de casillas
(a1, az) tales que ay y as estdn en la misma fila y tienen colores distintos. Como hay
4 colores hay (3) = 2‘,‘—;, = 6 maneras de hacer parejas con dos colores distintos. En
cada fila hay 25 casillas de cada color, por lo que debe haber (3)25 <20 =6-25-25

parejas en cada fila. Entonces, P = 100 - 6 - 25 - 25. Sabemos que hay (120) parejas
de columnas, y cada pareja de P debe estar en alguna de esas parejas. Es decir, en este
problema los lugares que vamos a utilizar son las parejas de columnas y los objetos las
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parejas de casillas en la misma fila de distintos colores. Entonces, por el principio de
las casillas, hay una pareja de columnas que tiene al menos

P _100-6-25-25 122525 10075

(130) - 1002-99 - 99 99

75,

parejas de P. A partir de ahora s6lo consideraremos las parejas de casillas en la misma
fila, con colores distintos y que usan estas dos columnas. Veamos que estas dos colum-
nas son las que estamos buscando. Si no nos sirven, entonces cualesquiera dos de las
parejas que acabamos de contar deben compartir al menos un color. Consideremos una
de estas parejas, la cual debe tener dos colores distintos (digamos negro y azul). Como
hay mds de 50 de estas parejas, debe haber alguna que no tenga color negro. Si no
tuviera azul ya habriamos acabado por lo que debe tener otro color y azul (digamos
verde y azul). Como hay mds de 50 de estas parejas, debe haber alguna que no tenga
color azul, por lo que debe ser negro y verde. Ya con estas 3 parejas, cualquier otra
debe ser azul y negra o azul y verde o negra y verde. Cada pareja usa 2 de esos colores,
por lo que estarfamos usando en total mas de 150 veces estos colores (habia mds de 75
de estas parejas). Pero cada color aparece exactamente 25 veces en cada una de las 2
columnas, por lo que sélo se pueden usar 150 veces los colores. Entonces debe haber
dos de las parejas que cumplan la condicién que buscamos.

Ademas de usarse en problemas de combinatoria, el principio de las casillas también
se usa en otras dreas. En teoria de nimeros se puede usar para probar resultados muy
fuertes, como que todo primo de la forma 4k + 1 se puede escribir como suma de
dos cuadrados, o que todo entero positivo se puede escribir como suma de 4 cuadra-
dos. De otra manera para esto se necesita una prueba muy larga o saber mucha teorfa.
Normalmente las pruebas que salen usando el principio de las casillas suelen ser muy
elegantes.

Otra 4rea en la que se puede usar el principio de las casillas es en geometria. Veamos
un par de ejemplos:

Ejemplo 6 Demuestra que no hay una recta que corte los 3 lados de un tridngulo.

Para probar eso consideremos como las casillas las 2 partes en la que una recta divide
al plano. Dado un tridngulo cualquiera y una recta, dos de sus vértices deben quedar en
la misma parte, por lo que el lado que forman no intersecta a la recta.

Ejemplo 7 Dentro de un cuadrado de lado 1 hay varios circulos cuyos perimetros
suman 10. Demuestra que hay una recta paralela a un lado del cuadrado que intersecta
a al menos 4 de estos circulos.

Para ver esto proyectemos a los circulos sobre un lado del cuadrado. Cada circulo se
proyecta en un segmento de longitud igual a su didmetro. Entonces se proyectan sobre
varios segmentos cuyas longitudes suman en total %. Como este niimero es mayor que
3y el lado del cuadrado es 1, hay un punto que recibi6 al menos 4 proyecciones distin-
tas. Si trazamos por ese punto la recta perpendicular al lado, intersecta a al menos 4 de
los circulos.
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A continuacién proponemos una lista de ejercicios para que practiques usar este prin-
cipio.

Ejercicio 1. Demuestra que en toda fiesta siempre hay dos personas que han dado el
mismo nimero de saludos.

Ejercicio 2. En un zoologico hay animales de 3 especies distintas y hay 4 jaulas
disponibles. Demuestra que si hay al menos 25 animales entonces en al menos una
jaula hay al menos 2 animales de la misma especie y el mismo sexo.

Ejercicio 3. Demuestra que si se consideran n+ 1 niimeros del conjunto {1, 2, ...,2n}
siempre hay dos que son primos relativos.

Ejercicio 4. Demuestra que de 5 enteros positivos siempre hay 3 de ellos cuya suma es
muiltiplo de 3.

Ejercicio 5. (Olimpiada Iberoamericana, 1998)

En una reunién hay representantes de n paises (n > 2) sentados en una mesa redonda.
Se sabe que cualesquiera dos representantes del mismo pais sus vecinos a la derecha
son de paises distintos. Encuentra el mayor nimero de representantes que puede haber.

Ejercicio 6. (Vietnam, 2007)

Dado un 2007-adgono regular encuentra el menor k tal que entre cualesquiera k vértices
del poligono haya 4 tal que el cuadrildtero convexo que forman comparte 3 lados del
poligono.

Bibliografia
1.- Engel, A. Problem - solving strategies. Springer, 1998.

2.- Pérez, M.L. Combinatoria. Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas. Instituto
de Matematicas, UNAM. 2000.
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Problemas de practica

Para este nimero hemos escogido 20 problemas cuya dificultad estd clasificada en los
niveles introductorio e intermedio, aunque es probable que algunos de ellos te resulten
dificiles de resolver. Destacamos que, ademds de incrementar la dificultad de los prob-
lemas, otra diferencia con respecto del nimero anterior, es que ahora abandonamos el
formato de opcion miiltiple, mismo que se acostumbra usar en la primera eliminatoria
de los concursos estatales, para adoptar el formato de pregunta abierta que caracteriza
a las etapas mds avanzadas de la olimpiada.

Te invitamos a poner en practica todas tus habilidades y usar todos tus conocimientos
para encontrar las soluciones de los 20 problemas de este nimero. En la siguiente
seccién encontrards las respuestas de todos ellos, pero te recomendamos que no la
consultes sino hasta después de que hayas llegado por ti mismo a tu propia solucion.

Por ultimo, te invitamos a contribuir para que esta seccién de la revista se siga en-
riqueciendo con la participacion de todos. Estamos seguros que concoces y tienes
problemas interesantes que proponer, por €so ponemos a tu disposicién la direccién
revistaomm@gmail . com, donde con gusto recibiremos tus sugerencias.

Problema 1. Si n es un entero positivo divisible entre 7, de los niimeros 6, 14,21, 28y
42, ;cudl no es necesariamente un divisor de n3 —n?

Problema 2. Un cuadrado grande es dividido en uno mds pequefio rodeado por cuatro
rectdngulos congruentes como se muestra en la figura. Sabiendo que el perimetro de
cada uno de los rectdngulos congruentes mide 14 cm, determina el area del cuadrado
grande.
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Problema 3. En un rectdngulo de lados 8 cm y 9 cm se dibujan dos circunferencias
de igual radio tangentes entre si y de forma que una de ellas sea tangente a dos lados
consecutivos del rectdngulo y la otra tangente a los otros dos. ;Cudnto mide el radio de
las circunferencias?

Problema 4. A una convencidn asisten 50 politicos. Se sabe que:
= Cada politico es honesto o deshonesto (no hay otra posibilidad).
= Al menos uno de los politicos es deshonesto.
= Dado cualquier par de politicos, al menos uno de los dos es honesto.

(Cudntos politicos son deshonestos y cudntos son honestos?

Problema 5. Se ha encuestado a un grupo de 132 alumnos preguntando qué les gusta
jugar: basquet o fitbol. A 16 alumnos les gustan ambos juegos; el nimero de alumnos
a los que les gusta jugar futbol es el doble del nimero de alumnos a los que les gusta
jugar basquet y el nimero de alumnos a quienes no les gusta jugar ninguno de los dos
juegos es la mitad de quienes sélo gustan de jugar fitbol. ;A cudntos alumnos les gusta
jugar futbol?

Problema 6. Un cuadrado con lados de longitud 1 ¢m se divide en un pentdgono y dos
trapecios iguales por medio de segmentos que parten del centro del cuadrado y van a
tres puntos en los lados del cuadrado como se muestra en la figura. Sabiendo que las
areas de las tres figuras son iguales, determina el valor de x, el lado mds largo de cada
trapecio.

T

Problema 7. Sean a, b, ¢ y d niimeros enteros tales que a < 2b,b < 3¢, c < 4d 'y
d < 40. Determina el mayor valor posible de a.

Problema 8. Una semicircunferencia de didmetro AB se divide, mediante 29 puntos,
en treinta arcos de igual longitud. Los 29 puntos estdn numerados en sentido horario
con los enteros del 1 al 29. ;Cudl es la longitud de la proyeccidn, sobre dicho didmetro,
del arco comprendido entre los puntos 5 y 10, sabiendo que la longitud de AB es
2+ 24/3 em?

Problema 9. Luis tiene 5 pesas A, B,C, D, E que pesan 1kg,2kg,3kg,4kg,5kg,
en alguin orden. Utilizando una balanza Luis observé lo siguiente,
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CDE
BC E
AB

(Cuanto pesa D?

Problema 10. El nimero de cinco digitos 36aa3 es multiplo de 7. ;Cual es la suma de
todos los valores posibles de a?

Problema 11. En un tridngulo ABC, sea D un punto sobre el lado BC tal que DB =
14em, DA = 13em y DC' = 4cm. Si se sabe que el radio de la circunferencia
circunscrita al tridngulo ADB es igual al radio de la circunferencia circunscrita al
tridngulo ADC), determina el drea del tridngulo ABC.

Problema 12. En la pirdmide, el nimero en cada casilla es igual al producto de las dos
casillas que estdn abajo. ;De cudntas formas puedes llenar la pirdmide? (Dos formas se
consideran distintas si los nimeros son distintos).

300

Problema 13. Carlos encontré una pirimide de madera con base cuadrada, que es-
taba un poco maltratada en los vértices. Decidi6 cortar los vértices con un serrucho.
(Cuadntas aristas tiene el nuevo s6lido?

Problema 14. Tres cartas, con un nimero entero positivo en cada una, se ponen boca
abajo en una mesa. Se les dice a Paco, Ana y Jacobo que los niimeros de las tres cartas
son todos diferentes, en total suman 13 y estdn acomodados en orden creciente de
izquierda a derecha. En primer lugar, Paco mira el nimero de la carta situada en el
extremo izquierdo y dice, No tengo suficiente informacion para determinar los otros
dos niimeros. Después, Ana mira el nimero de la carta del extremo derecho y dice,
No tengo suficiente informacion para determinar los otros dos niimeros. Finalmente,
Jacobo mira el nimero de la carta de enmedio y dice No tengo suficiente informacion
para determinar los otros dos niimeros. Suponiendo que cada persona sabe que las
otras razonan prefectamente bien y que todos han escuchado los comentarios, ;tienes
suficiente informacidn para determinar alguno de los tres nimeros?

Problema 15. Un nimero telefénico de 7 digitos dydads — dydsdgdy se llama mem-
orable si la sucesion d;dsds coincide exactamente con dsdsdg 0 con dsdgd; (0 con
ambas). Suponiendo que cada d; puede ser cualquiera de los digitos 0, 1, ..., 9, deter-
mina la cantidad de ndmeros telefénicos memorables.
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Problema 16. Juan tiene muchos cubos blancos idénticos. En cada cara de cada cubo
traza una diagonal. ;Cudl es el mayor nimero de cubos diferentes que puede obtener?
(Dos cubos son iguales si difieren por una rotacion.)

Problema 17. Determina todos los tridngulos rectdngulos que tienen lados de longi-
tudes nimeros enteros y tales que su area es igual a su perimetro.

Problema 18. Calcula el valor de la suma

1 1 1 1
Tog, 1001 | log, 100!  Tog, 100! T~ T Togeq 1001

(Nota: n! =n(n—1)---(2)(1)).

Problema 19. En un pizarrén estdn escritos los ndmeros 12,22,32,...,20102. Curro
y Jacob juegan un juego donde borran alternadamente un niimero a la vez hasta que
queden sélo dos niimeros en el pizarrén. Si la diferencia entre estos dos nimeros es
un multiplo de 2011, Jacob gana. En caso contrario, gana Curro. Si Curro empieza el
juego, determina quién tiene una estrategia ganadora y explicala.

Problema 20. Cinco enteros positivos a, b, ¢, d y e mayores que 1 satisfacen las sigu-
ientes condiciones.

alb+c+d+e) = 128,
bla+c+d+e) = 155,
cla+b+d+e) = 203,
dla+b+c+e) = 243,
efa+b+c+d = 275

Determina los valores de a, b, ¢, d y e.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion te presentamos las soluciones que hemos preparado para los 20 prob-
lemas de practica que figuran en este nimero de tu revista. Date cuenta que para cada
solucién se incluye la explicacion que justifica su validez. Observa que, en todos los
casos, la argumentacion se basa en resultados conocidos y/o en razonamientos 16gicos
y que para ningin problema la solucién se presenta sin sustento.

Como siempre, las soluciones que presentamos no son unicas y probabalemente tam-
poco son las mejores, por lo que es muy posible que tu hayas encontrado una solucién
distinta pero igualmente vélida. Si este es el caso y no estds muy seguro de su validez
o simplemente la quieres compartir con nosotros te invitamos para que nos escribas a
revistaomm@gmail.com.

Solucién del problema 1. Podemos escribir n = 7k, para algin entero positivo k, y
tenemos que n —n = Tk(49k? — 1). Si k = 1 es f4cil verificar que todos los nimeros
6,14,21,28y 42 son divisores de n —n. Si k = 2, tenemos que n® —n = 14 x 195 =
2x 3 x5 xT7x 13y el 28 no es divisor.

Solucién del problema 2. Sabemos que cada uno de los rectdangulos congruentes tiene
perimetro igual a 14 cm. Denotemos por a y b a la base y la altura de los rectangulos.
Como el perimetro P = 2a + 2b = 2(a + b) = 14 ¢m, tenemos que a + b = 7 cm.
Ahora, como cada lado del cuadrado grande mide a + b = 7 ¢m, tenemos que el drea
es A= (7)(7) = 49 em?>.

Solucién del problema 3. Recordemos que las dos tangentes que podemos trazar a
una circunferencia desde un punto exterior a ella, tienen la misma longitud (ver el
teorema 15 del apéndice). Asi, BL = BN =9 —r,CL=CM =8 —-ry AM =
AN = r, donde r es el radio de las circunferencias.
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Ar M 8—r C

9—r

B

Por el teorema de Pitdgoras (ver el teorema 8 del apéndice) tenemos que,

(BL+LC)? = 8*49?
(9= +(8—-7)2 = 145
(17 —2r)* = 145
4r* —68r+144 = 0
r?—17r+36 = 0
. 17+ /145

Como el radio no puede ser mayor que el lado del rectangulo, entonces r = 17% V145 om.

Solucién del problema 4. Sea D el politico deshonesto (sabemos que hay al menos
uno). Para cada par formado por D y otro politico, como al menos uno es honesto,
el otro politico necesariamente tiene que ser honesto, es decir, todos los politicos son
honestos excepto D. Por lo tanto, hay un politico deshonesto y 49 honestos.

Solucién del problema 5. Denotemos por x al nimero de alumnos a los cuales les
gusta jugar basquet, entonces a 2z alumnos les gusta el fiitbol. Sea m el niimero de
alumnos a los cuales no les gusta ninguno de los dos juegos, entonces a 2m alumnos
les gusta sélo el fiitbol. Sabemos que a x alumnos les gusta el basquet y a 16 de ellos
les gusta también el fitbol, luego a (x — 16) alumnos les gusta s6lo el basquet. Con
estos datos, podemos completar el siguiente diagrama.

Bésquet

r— 16
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Observemos que 2x = 2m + 16 es el ntimero de alumnos a los que les gusta el ftitbol
y que el total de alumnos es z + 3m = 132. Luego, resolviendo el sistema anterior de
dos ecuaciones con dos incdgnitas, tenemos que

x+3m=(m+8)+3m=4m+8=132,

de donde m = 31 y x = 39. Por lo tanto, a 2z = 78 alumnos les gusta el fitbol.

Solucién del problema 6. Recordemos que el drea de un trapecio puede calcularse
mediante la férmula A = w, donde B es la longitud de la base mayor, b la base

menor y h la altura. Observemos que B = z, b = % yh= %, por lo tanto

2x+1
== 2 1
I x; em?.

Por otro lado, como el drea del cuadrado es igual a 1c¢m? y como las tres figuras

(los dos trapecios y el pentdgono) en que éste se divide tienen dreas iguales, podemos

concluir que el drea de cada trapecio es igual a % em?. Ahora es ficil calcular el valor
2041 _ 1

. ., [
de z, pues resolviendo la ecuacién =g~ = 3, obtenemos que x = g cm.

Solucion del problema 7. Como a, b, ¢ y d son enteros, tenemos que

a<2b = a<2b—-1,

b<3c = b<3c—1,
c<4d = c¢<4d-1,
d<40 = d<39.

Luego,

2—-1<2B3c—1)—1=6c—3
6(4d—1)—3=24d—9
24(39) — 9 = 927.

IN A CIA

Tomandod = 39,c = 4(39)—1 = 155,b = 3(155)—1 = 464y a = 2(464)—1 = 927,
concluimos que el maximo valor de a es 927.

Solucién del problema 8. Denotemos por Py, Pa, ..., Py alos puntos 1,2, ...,29.
Como se ha dividido a la semicircuenferencia en 30 arcos de igual longitud, la medida
de cada uno de ellos es de % =6°.

Sean O y R el centro de la circunferencia y la longitud de su radio, respectivamente.
Entonces, ZAOP5; = /P;O Py = 30°, pues cada uno de estos dngulos abarca 5 arcos
pequefios de 6° cada uno.

Sean M y N las proyecciones de los puntos Ps y Py sobre el didmetro AB, y R el
radio de la semicircunferencia.
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Py
Ps
00
L 4 —I 300 2
AM N 0] B

Los tridngulos OPs M 'y P1oON son congruentes por el criterio ALA (ver el criterio 10
del apéndice) y son la mitad de un tridngulo equildtero de lado OP; = P;oO = R.
Entonces, PsM = ON = %, y aplicando el teorema de Pitdgoras (ver el teorema 8
del apéndice) tenemos que

R?  3R?

OM? =R*> - —/— =",
4 4

Entonces, OM = @R y en consecuencia,

MN:OM—ON:?R—%R:@7

pero 2R = 2 4 21/3, luego R = 1 + /3 cm. Entonces,

VN — R(\/z—l) _ (\/§+1)2(\/§—1) —lem,

que es la longitud de la proyeccion del arco que va de P5 a Pjq sobre el didmetro AB.

Solucién del problema 9. Si escribimos las expresiones que corresponden tenemos
que

A+B > C+D+FE
B+C = E.

Observemos que B + C' < 5, es decir B < 5. Ademads, como la suma de todos los
pesos es igual a 15 tenemos que 5+4 > A+ B > 7 lo que implica que A + B es igual
a9u8. SiA+ B =09, tenemosque A=5,B=4yB+C=44+1=5=FEloque
es una contradiccion. Entonces, A+ B = 8. Como B < 5, tenemos que A =5, B =3
yB+C=3+4+1=4,esdecirC =1y E = 4. Por lo tanto, D pesa 2 kg.

Solucién del problema 10. Tenemos que 7 divide a 36aa3 si y s6lo si 7 divide a
(36003 + aa0). Como 36003 = 7(5143) + 2y aa0 = 110-a = 7(15-a) + 5 - a,
entonces 7 divide a (36003 + aa0) siy s6lo si 7 divide a5 - a + 2, si'y s6lo si 7 divide
ab-a+2+28 =>5(a+6). Pero 7y 5 son primos relativos, entonces 7 divide a 36aa3
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siy s6lo si 7 divide a @ + 6. Luego, los unicos valores posibles de a son 1y 8. Por lo
tanto, la suma de todos los posibles valoresde aes 1 + 8 = 9.

Solucién del problema 11. Como los radios de las circunferencias circunscritas son

iguales, se sigue del teorema del dngulo inscrito (ver el teorema 16 del apéndice) que
LACB = ZABC,y en consecuencia AB = AC.

A

Sea AM la altura sobre el lado BC. Como el tridngulo ABC' es isdsceles, tenemos que
AM también es mediana, es decir, M es punto medio de BC. Luego, MC = % =
DBADC — 14t — 18 —9emy MD = MC — DC =9 — 4 = 5 cm. Aplicando el
teorema de Pitdgoras (ver el teorema 8 del apéndice) en el tridngulo AM D, tenemos

que

AM = /DA? — MD? = /132 — 52 = 12 cm.
Por lo tanto, el 4rea del tridngulo ABC es  AM - BC' = $(12)(18) = 108 cm?.

1
2

Solucién del problema 12. Los dos niimeros del segundo rengldn tienen que ser divi-
sores de 300. Como 300 = 22 x 3 x 52, tenemos que este niimero tiene 3 X 2 x 3 = 18
divisores positivos (ver el teorema 2 del apéndice), los cuales acomodamos por parejas
como sigue:

(300, 1), (150, 2), (100, 3), (75,4), (60, 5), (50, 6), (30, 10), (25, 12), (20, 15).

Para llenar el primer renglén de la pirdmide necesitamos analizar cada uno de los 9
casos anteriores. Si ponemos los ndmeros (300, 1) en el segundo renglén tenemos una
sola forma de llenar la pirdmide.

300
300 | 1
(300 1 | 1 |

Si tomamos ahora los nimeros (150, 2) tenemos dos formas de llenar el primer renglén,
yasea con los nimeros (150, 1,2) 6 (75, 2, 1). Andlogamente tenemos que para (100, 3)
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hay una forma de llenar la pirdmide, para (75, 4) hay una, para (60, 5) hay dos formas,
para (50,6) hay dos, para (30, 10) hay cuatro, para (25,12) hay una y para (20, 15)
hay dos.

Porlo tanto,entotalhay 1 +2+1+4+1+2+ 244+ 1+ 2 = 16 formas de llenar la
pirdmide.

Solucién del problema 13. Como la pirdmide tiene base cuadrada, tiene una cara que
es un cuadrado y cuatro que son tridngulos. En total tiene, 4 + 4 = 8 aristas.

Al cortar los vértices se crean cuatro caras triangulares y una cuadrada, entonces se
crean 4(3) + 4 = 16 aristas. Por lo tanto, el nuevo sélido tiene 16 + 8 = 24 aristas.

Solucién del problema 14. La respuesta es si. Veamos que bajo las condiciones dadas,
el nimero de la carta de enmedio forzosamente tiene que ser 4.

Considerando las tres condiciones inciales es ficil ver que las inicas combinaciones
de valores posibles para las cartas son:

(1,2,10), (1,3,9), (1,4,8), (1,5,7), (2,3,8), (2,4,7), (2,5,6) y (3,4, 6).

Después de que Paco mira la carta de la izquierda y declara que no tiene suficiente
informacién para determinar los valores de las otras dos, sabemos que Paco no vio el
nimero 3 y podemos descartar la terna (3, 4, 6). La conclusién anterior se justifica con
base en que Paco razona perfectamente y conoce las tres condiciones inciales, por tanto
sabe que (3,4, 6) es la dnica combinacién posible de valores que comienza con 3. De
haber visto el niimero 3 hubiera podido determinar que los nimeros de las otras cartas
eran 4y 6.

En segundo lugar, después de que Ana, quien concoce las condiciones iniciales y ha
escuchado el comentario de Paco, mira el niimero de la derecha y declara que tampoco
puede determinar el valor de las otras cartas, podemos descartar las ternas (1,2, 10),
(1,3,9) y (2,5,6). Sabemos que Ana no pudo ver los nimeros 9 6 10, pues bajo las
condiciones inciales estas ternas son tnicas por lo que hubiera sido posible detreminar
los valores de los otros dos nimeros. Ana tampoco vio el nimero 6, pues aunque incial-
mente habia dos ternas posibles de la forma (a, b, 6), después del comentario de Paco,
se ha descartado la posibilidad (3,4, 6). Si Ana hubiera visto el nimero 6, entonces
con facilidad hubiera determinado que los otros niimeros eran 2 y 5.

Para cuando llega el turno de Jacobo, ya se han descartado 4 de las 8 posibles ternas
iniciales, por lo que antes de ver la carta de enmedio €l sabe que las tinicas posibles
combinaciones de valores son: (1,4,38), (1,5,7), (2,3,8) y (2,4,7).

A partir de aqui, la declaracién de Jacobo al ver el valor de la carta de enmedio, implica
que €l no vio los nimeros 5 6 3, pues al ser ternas Unicas, en cualquiera de estos casos
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hubiera podido determinar con seguridad los valores de los otros dos nimeros.
Finalmente, considerando las condiciones iniciales y las declaraciones de Paco, Ana 'y
Jacobo, tenemos que las dnicas ternas posibles son (1,4, 8) y (2,4, 7). Es claro que la
carta de enmedio tiene al nimero 4 y que no hay suficiente informacién para deteminar
el valor de las otras dos.

Solucién del problema 15. Comenzamos contando todos los valores posibles para
la sucesion dydsds. Como cada d; tiene 10 valores posibles, tenemos que hay 10°
combinaciones distintas para el inicio de un nimero memorable. Ahora contemos por
casos segln la terminacién del ndimero.

m Caso 1.- La sucesion didsds coincide exactamente con dydsdg. En este caso,
como dy puede tomar cualquier valor, tenemos un total de 102-10 = 10* niimeros
memorables.

m Caso 2.- La sucesion d;dads coincide con dsdgdr. Andlogamente, dado que dy
puede tomar culaquier valor, nuevamente tenemos que la cantidad de combina-
ciones posibles es 10%.

= Caso 3.- Ndmeros en los que d;dads coincide con ambas sucesiones (d4dsdg
y dsdgdr). En este caso debe cumplirse que dy = dy = ds, doy = ds = dg y
ds = dg = d7; de donde se concluye que dy = dy = ds = dy = ds = dg = d7
y por lo tanto s6lo hay 10 de estos nimeros.

Dado que los primeros dos casos contemplan el total de posibilidades y que, salvo
por los ntimeros del caso 3, los nimeros considerados en ellos son todos distintos,
concluimos que la cantidad de niimeros memorables es 10 + 10* — 10 = 19, 990.

Solucién del problema 16. Vamos a considerar el desarrollo de un cubo, y para cada
trazo de diagonales que haga Juan escogemos una cara de forma que el desarrollo quede
como en la figura.

Ahora es muy fécil contar, pues en las otras 5 caras tenemos 2 diagonales posibles. Por
lo tanto, hay 25 = 32 cubos diferentes.

Solucién del problema 17. Supongamos que los catetos miden a, b y la hipotenusa
mide c. Como el drea y el perimetro son iguales, tenemos que %ab =a+b+cde
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donde ¢ = %ab — a — b. Por otra parte, aplicando el teorema de Pitdgoras (ver el
teorema 8 del apéndice), tenemos que

1 2 1
a?+b? = (§ab—a—b) =a2+b2+2ab—a2b—b2a+Zasz,

es decir, 8ab — 4ab — 4b%a + a?b? = 0. Dividiendo esta ecuacién entre ab, obtenemos
(a —4)(b — 4) = 8. Como a y b son enteros, se sigue que a — 4 divide a 8. Luego,
los valores posibles de a son 2, 3, 5, 6, 8 y 12. Determinando los valores de b y c,
obtenemos los tridngulos de ladosa = 5,b =12, ¢ =13,ya=6,b=8yc = 10.

Solucion del problema 18. Usando la férmula para cambio de base log, M = lfoggbbt[,
comenzamos rescribiendo la expresion con logaritmos base 10.
1 1 1 1
Tog 100! + Tog 100! + log 100! +o Tog 100! *
log 2 log 3 log4 log 100
Resolviendo los cocientes y sumando obtenemos,
log 2 log 3 log 4 log100  log2 +log3 +log4 + --- + log 100

log 100! ' 1og 100! ' log100! ' log100! log 100!
Finalmente, recordando que log A + log B = log(AB), concluimos que
100

Z( 1 )_10g(2-3-4---100)_1og100!_1
log, 100!/ log 100! ~ log100!

k=2

Solucién del problema 19. Observemos que (2011 — x)? — 22 = 2011(2011 — 2z)
es un miltiplo de 2011. Luego, siempre que Curro borre un nimero, digamos 22, basta
que Jacob borre el nimero (2011 — z). De este modo, al final quedaran dos nimeros
cuya diferencia es multiplo de 2011. Por lo tanto, Jacob gana.

Solucién del problema 20. Como «, b, ¢, d y e son enteros mayores o iguales que 2, la
suma de cualesquiera cuatro de ellos es por lo menos 8. Luego, ya que

b(a+ ¢+ d+ e) = 155 = 5(31),

donde 5 y 31 son nimeros primos, tenemos que b = 5y a+c+d+ e = 31. De manera
andloga, la igualdad

cla+b+d+e) =203 =7(29)
implicaque c =7y a + b+ d + e = 29. Por lo tanto,

at+d+e = 24,
a+b+c+d+e = 36.
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De la primera ecuacién tenemos que

ab+c+d+e) = 128
a(36 —a) = 27,

para que a 'y 36 — a sean potencias de 2 las tinicas posbilidades son a =4 6 a = 32.
Si a = 32, tenemos que

b=a+bt+ct+d+e>32+2+2+2+2=40,
lo cual no puede ser, de modo que

efla+b+c+d) = 275
e(16+d) = 275,

cond+e =36—a—b—c=20.Como 275 = 11(25) y 16 + d > 18, tenemos
quee =11y d = 25— 16 = 9. (Observemos que la factorizacién 275 = 5(55) darfa
d =39 yentonces 36 = a + b+ c+ d+ e > 39, lo cual es un absurdo). Por lo tanto,
a=4,b=5,c=7,d=9ye=11.
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Problemas propuestos

Problemas propuestos.
Ano 2010 No. 2.

Tzaloa se construye con la contribucidn de todos y esta seccioén estd especialmente
disefiada para que sus lectores tengan un espacio de participacién. A continuacidn, te
presentamos 5 problemas nuevos que te necesitan para encontrar su respuesta. En esta
ocasién queremos agradecer a Irving Daniel Calderén Camacho, del Estado de México,
quien nos propone el problema 4.

Para dar tiempo a que nos puedas enviar tus soluciones, las respuestas de los prob-
lemas propuestos en cualquier niimero de la revista, se publican con dos nimeros de
diferencia. Es asi, que en este nimero (Tzaloa 2, afio 2010), aparecen las respuestas
de los problemas propuestos en Tzaloa 4, afio 2009 y las respuestas de los problemas
propuestos en esta ocasion, se publicardn en Tzaloa 4, afio 2010, por lo que atn tienes
tiempo para enviarnos tus contribuciones.

Ponemos a tu disposicidn nuestra direccidn electrénica revistaomm@gmail . com
ya que a través de ella estaremos recibiendo con gusto todas las soluciones que nos
lleguen desde cualquier rincén del pafs.

3
Problema 1. (Introductorio) Si se sabe que S i, calcula el valor de
x2 +y? 6
4 —4
T T
(5)+()

Y Y

Problema 2. (Introductorio) Los nimeros 1,2, 3, .. ., 24, 25, se han escrito en las casil-

las de un tablero cuadrado de 5 x 5, de tal forma que los nimeros en cada rengldén estdn
ordenados en forma creciente de izquierda a derecha. Halla el maximo valor posible de
la suma de los nimeros que estdn en la tercera columna.
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Problema 3. (Intermedio) Si « es un nimero real tal que x2 + % = 7, determina los
valores posibles de la expresién 2% + I%

Problema 4. (Intermedio) Sean w; y wsy dos circunferencias que no se intersectan,
tienen radios distintos y son tangentes interiormente a una circunferencia ws en los
puntos A y B, respectivamente. Se traza la recta [ tangente comiin a wy y wa, tal como
se muestra en la figura. Demuestra que las rectas AB, [ y la que pasa por los centros de
w1 Yy wa, son concurrentes. (Problema sugerido por Irving Daniel Calderén Camacho).

A B

Problema 5. (Avanzado) Un entero n > 1 tiene la siguiente propiedad: para cada
divisor positivo d de n, d + 1 es un divisor de n + 1. Demuestra que n es un nimero
primo.

Soluciones a los problemas propuestos.
Ano 2009 No. 4.

Como se mencioné al principio de esta seccidn, a continuacién publicamos las solu-
ciones de los problemas propuestos en Tzaloa 4, afio 2009. Recuerda que esta revista
necesita de ti y ten la seguridad que en el préximo niimero nos encantaria poder pub-
licar tus soluciones.

Problema 1. (Intermedio) Para cada entero positivo n, denotamos por a(n) al producto
de los digitos de n.

(a) Demuestra que a(n) < n.

(b) Determina todas las soluciones de la ecuacién n? — 17n + 56 = a(n).

Solucién. (a) Supongamos que n tiene & digitos bk, bx—1, ..., b1, con k > 1, de modo
que n = bibi_1 - - - by es la representacién decimal de n. Entonces

a(n) bk'bk—l'---'bl
bp-9-...-9 (yaque b; <9)
k—1

= 9"

IN
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Sin embargo, n = by + 10by + - - - + 10F71b;, > 10¥~1b, > 9%~ 1hy > a(n). Luego,
n > a(n).

(b) Primero consideremos el caso en que n es un nimero de un digito. Entonces,
a(n) = n. Resolviendo la ecuacién n? — 17n + 56 = n encontramos las soluciones
n =46 n = 14. Luego, n = 4 es la tinica solucién de un digito.

Ahora, buscaremos soluciones con mds de un digito. Aplicando la desigualdad del in-
ciso anterior, tenemos que n? — 17n + 56 < n, es decir, (n — 4)(n — 14) < 0.
Resolviendo esta desigualdad obtenemos que 4 < n < 14. Como n tiene mds de un
digito, los posibles valores paran son 10, 11, 12, 13 y 14. Verificando cada uno de estos
valores, vemos que ninguno es solucién de la ecuacion.

Por lo tanto, n = 4 es la Unica solucion.

Solucion alternativa para (b). Del inciso (a) tenemos que a(n) < n. Como todos los
digitos de n son no negativos, tenemos que 0 < a(n). Como n? — 17n + 56 = a(n),
entonces

0<n?—17n+ 56 < n.

Consideremos primero la restriccién n? — 17n + 56 > 0. Resolviendo la ecuacién
n? —17n+56 = 0 encontramos que la expresién cuadratica n? — 17n + 56 se factoriza
como (n — (17 — V/65))(n — (17 + v/65)). Como n? — 17n + 56 > 0, entonces
n>4(17+65) > L(17+V64) =124 6n < 1(17—-/65) < 3(17—64) = 41.
Pero n es un entero, luegon > 136 n < 4.

Consideremos ahora la restriccion n* — 17n 4 56 < n. Entonces, (n —4)(n —14) <0
y de aqui se sigue que 4 < n < 14.

Combinando las dos restricciones sobre n, tenemos que los valores posibles de n son
n =4,n = 13 6 n = 14. Verificando cada uno de estos valores, vemos que s6lo n = 4
es solucion.

Problema 2. (Intermedio) Sea .S un conjunto de 2010 puntos del plano tales que 3
cualesquiera de ellos no son colineales. Denotemos por £ al conjunto de todas las
rectas (extendidas indefinidamente en ambas direcciones) que determinan dos puntos
de S. Demuestra que es posible colorear los puntos de S con a lo més dos colores,
de modo que para cualesquiera dos puntos, p y ¢ de S, el nimero de rectas en £ que
separan a p de g es impar si 'y s6lo si p y ¢ tienen el mismo color.

Nota: Una recta [ separa dos puntos py g si p 'y ¢ estdn en lados opuestos de [ pero ninguno de
los dos esta en [.

Solucién. Supongamos primero que el conjunto de 2010 puntos forman un 2010-4gono
convexo P. Coloreamos sus vértices de manera alternada con rojo y azul. Si borramos
dos vértices u y v, el resto del poligono se divide en dos piezas con ¢ y j vértices re-
spectivamente, donde 7 + j = 2008, luego 7 y j son de la misma paridad (posiblemente
1 6 j es 0). El nimero de rectas en £ que separan a v de w es ij, que es par si v y w
tienen diferente color e impar si v y w tienen el mismo color. Por lo tanto tenemos una
“buena” coloracion, es decir, una que satisfaga las condiciones del problema.

Ahora consideremos los 2010 puntos con una configuracién arbitraria S y tales que
3 cualesquiera de ellos no sean colineales. Empezaremos con un poligono convexo
P y moveremos cada punto de P a un punto de .S teniendo sumo cuidado en que el
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punto movido cruce rectas en £ una a la vez. Después de 2010 de estos movimientos,
tendremos una “buena” coloracién de S si se fue “manteniendo” la buena coloracién
durante los movimientos.

Para mantener la buena coloracién, cuando un punto A es movido y cruza una recta
definida por dos puntos B y C, invertimos los colores de A, B y C'. Demostraremos que
esto mantiene la buena coloracion. Notemos que A termina del lado opuesto de la recta
BC en el que estaba, asi que después del movimiento BC separard a A de un punto
P (distinto de A, B 6 C') si y s6lo si BC no separaba a A de P antes del movimiento.
Dado que hemos cambiado el color de A perono de P, Ay P atin estdn bien coloreados
o correctamente coloreados respecto a la recta BC'. Lo mismo se cumple para el punto
B respecto alarecta AC, y el punto C' respecto a la recta AB. Las posiciones relativas
de otros puntos o rectas no son afectadas por el movimiento del punto A. Por lo tanto,
la nueva coloracién sigue siendo buena.

Problema 3. (Intermedio) Si se ponen tres puntos en una circunferencia, ;cudl es la
probabilidad de que estén en una misma semicircunferencia?

Solucién. Llamemos a los tres puntos A, By C, y sea O el centro de la circunfer-
encia. Podemos poner el primer punto A en el extremo derecho de la circunferencia.
Comencemos por poner el punto B en A y moverlo a lo largo de la circunferencia en
sentido inverso a la manecillas del reloj. Para cada posicién de B podemos definir la
zona donde colocar C' para que los tres puntos estén en una misma semicircunferencia.

B

),

Cuando B estd encima de A, el punto C puede estar en cualquier punto de la circun-
ferencia. Al mover B a lo largo de la circunferencia, los radios OA y OB forman un
angulo de = grados que va creciendo. Supongamos que = < 180°. Entonces, para que
los tres puntos estén en la misma semicircunferencia tenemos que alguno de los dngu-
los COA 6 COB tiene que ser menor o igual a 180° — x, es decir, si medimos a partir
de A en sentido contrario a las manecillas del reloj, tenemos que 0 < ZCOA < 180°
6180°+ 2 < LZCOA < 360°.

Observemos que cuando B estd diametralmente opuesto a A, no importa dénde esté el
punto C, los tres puntos estdn en la misma semicircunferencia. Cuando = > 180°, sea
y = x — 180° entonces tenemos que para que C' esté en la misma semicircunferencia
necesitamos que 0 < ZCOA <y 6180° < ZCOA < 360°.

Podemos representar esta situacion en un cuadrado, donde en el lado horizontal ponemos
la medida del angulo BO A y en el vertical las medidas del angulo COA, y el area som-
breada representa los valores del dangulo COA para los cuales los tres puntos estan en
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la misma semicircunferencia.

360°

180°

0° 180° 360°

Por lo tanto, la probabilidad de que los tres puntos estén en la misma semicircunferen-
cia es igual a la porcién del drea total que representa el drea de la region sombreada, es
decir, es igual a g = %.

Problema 4. (Avanzado) En un tridngulo acutangulo ABC, los puntos E'y F estdn en
AC'y BC, respectivamente. Las rectas BE y AF' se cortan en un punto 7', de manera
que % =4y % = 3. Encuentra el valor de %.

Solucion. Observemos primero que para cualquier punto P en el lado BC' de un

tridngulo ABC, se cumple que % = Eﬁggg, ya que los tridngulos ABP y APC

tienen la misma altura desde A. (Los paréntesis denotan drea).

C

A B

Usaremos esta propiedad varias veces en la solucion.
Sean z, y, ndmeros tales que (BT F) = 3z y (IT'FC) = 3y.
Aplicando la propiedad en el tridngulo ABF', obtenemos

L_ AT _(ABT) _ (ABT)

TF ~ (BTF) 3z

de donde (ABT) = 12uz.
Aplicando ahora la propiedad en el tridngulo ABFE, tenemos

5. BT _ (ABT) 12z
 TE (ATE) (ATE)’

de donde (ATE) = 4.
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Si ahora aplicamos la propiedad en el tridngulo B EC', tenemos

BT (BTC) 3(z+y)
TE (TEC) (TEC)’

de donde (TEC) =z +y.

12z
A B

Aplicamos ahora la propiedad en el tridngulo AF'C' y obtenemos

AT _ (ATC) _ (ATE)+(TEC) _bx+y

1= TF = TFo) (TFC) 3y

de donde 12y = 5z + y. Luego, y = ?_glc
Finalmente, aplicando la propiedad en el tridngulo AT'C, obtenemos

CE (TEC) az+y ¥ 4

FA~ (ATE) 4z 4z 11

Problema 5. (Avanzado) Sea A = (a1, as, . . ., asp10) una sucesién de enteros no nece-
sariamente distintos, cada uno de ellos tomados del intervalo [—1005, 1005]. Adems,
supongamos que la suma de todos los términos de A es igual a 1. Demuestra que existe
una subsucesion de A tal que la suma de sus términos es igual a cero.

Solucién. En primer, lugar observemos que si algin término de A es igual a cero (dig-
amos ay), entonces el resultado es trivial pues podemos tomar la subsucesién que con-
tiene s6lo a ese término: (ay).

Supondremos entonces que para todo 1 < k£ < 2010, tenemos que ar # 0. Reorden-
emos A en una nueva sucesion B = (by, ba, . . ., bag10) seleccionando los elementos de
A de uno en uno mediante el siguiente procedimiento: comencemos tomando b; > 0.
Después, paracada i € {2,3,...,2010} escogemos b; como cualquiera de los elemen-
tos no seleccionados de A que tenga signo contrario al signo del resultado de la suma
parcial s;_1 = by + ba + - - - + b;_1. Notese que si en algin paso llegara a suceder que
escogiéramos b; = —s;_1, entonces el resultado es trivial, por lo que a partir de este
momento supondremos que s;—1 7 0.

Noétese que para cada paso del proceso de seleccion, la existencia de un candidato
apropiado para b; estd garantizada, toda vez que la condicién a; +as +- - -+ ag010 = 1
implica que la suma de los términos todavia no seleccionados de A tiene que ser cero
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o tiene que ser de signo contario que s;_.

Por la manera en que hemos ido seleccionando a los términos de B, cada una de las
sumas parciales s1, S2,--- , 2010 €s alguno de los 2009 enteros distintos de cero del
intervalo [—1004, 1005]. Por el principio de las casillas, existen enteros m y n tales que
Sm = Sn,donde 1 < m < n < 2010. Entonces es claro que b, 1 +byr2+- - +b, =
0.
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Problemas y Soluciones del
Concurso Nacional 2009

Del 8 al 14 de noviembre de 2009 se llevé a cabo en Campeche, Campeche, el Concurso
Nacional de la 23* Olimpiada Mexicana de Matemadticas, con la participacién de 31
estados de la Republica. El estado de Tabasco no participd. Los 17 alumnos ganadores
del primer lugar fueron:

Hernidndez Gonzdlez Flavio (Aguascalientes)
Arreola Gutiérrez Fernando Ignacio (Aguascalientes)
Zhou Tan David (Baja California)

Dosal Bustillos Manuel Enrique (Chihuahua)
Embarcadero Ruiz Daniel (Distrito Federal)
Calderén Camacho Irving Daniel (Estado de México)
Leal Camacho Manuel Alejandro (Jalisco)

Miranda Olvera José Luis (Jalisco)

Ortiz Rhoton Juan Carlos (Jalisco)

Belanger Albarrdn Georges (Morelos)

Perales Anaya Daniel (Morelos)

Aforve Lopez Fernando Josafath (Nuevo Le6n)
Roque Montoya Diego Alonso (Nuevo Le6n)
Jiménez Reichow Tilman (Oaxaca)

Guardiola Espinosa José Ramoén (San Luis Potosi)
Jiménez Benitez José Manuel (San Luis Potosi)
Ucén Aké Rail Eugenio (Yucatdn)

Los 8 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
Caribe fueron:

Garcia Gonzélez Héctor Benjamin (Colima)
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Ortiz Rhoton Juan Carlos (Jalisco)

Gonzilez Cazares Jorge Ignacio (Jalisco)
Arancibia Alberro Maria Natalie (Morelos)
Roque Montoya Diego Alonso (Nuevo Le6n)
Aforve Lopez Fernando Josafath (Nuevo Le6n)
Diaz Calderén Julio César (Oaxaca)

Cervantes Pérez Angel Gustavo (Yucatan)

Aunque la participacion en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado a cabo los estados de la Republica apoyando a sus concur-
santes. Con el propdsito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los esta-
dos que ocuparon los primeros 10 lugares en el Concurso Nacional de 1a 23 Olimpiada
Mexicana de Matematicas.

Jalisco

Morelos

San Luis Potosi
Nuevo Ledén
Distrito Federal
Yucatan
Chihuahua
Baja California
. Aguascalientes
0. Oaxaca

SO XN R W=

En esta ocasion, el premio a la Superacién Académica se llamé6 Copa “San Francisco
de Campeche” y fue ganado por San Luis Potosi. El segundo y tercer lugar de este
premio lo ocuparon, Distrito Federal y Nuevo Ledn, respectivamente.

A continuacién presentamos los problemas y las soluciones del Concurso Nacional
2009. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para re-
solverlos.

Solucion del Examen del Concurso Nacional 2009

Problema 1. Sean ABC' un tridangulo y AD la altura sobre el lado BC'. Tomando a D
como centro y a AD como radio, se traza una circunferencia que corta a la recta AB en

P, ycortaalarecta AC en (). Muestra que el tridngulo AQ P es semejante al tridngulo
ABC.

Solucién. (Georges Belanger Albarrdn.) Tenemos que D es el centro del circulo que
pasa por A, Py Q. Por lo tanto, D es el circuncentro del tridngulo AP(Q. Llamemos
x al angulo PAD. Como DA = DP por ser radios, el tridngulo D AP es isésceles y
LDAP = /ZAPD = x.
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Como en un tridngulo los angulos internos suman 180°, entonces ZAD P = 180° — 2.
El dngulo central ADP abre el mismo arco que el dngulo inscrito AQ P, entonces
LADP = 2/AQP, luego LZAQP = 90° — x. Ahora bien, en el tridngulo ADB
tenemos que ZADB = 90°y Z/DAB = z, entonces ZABD = 90° — x = ZAQP.
Asi, los tridngulos ABC'y AQ P compartenel danguloen Ay ZABC = ZAQD, luego
por el criterio AA los dos tridngulos son semejantes, que es lo que querfamos probar.
(Andlogamente, si ZDAC = y podemos probar que LZACB = LZAPQ = 90° — y.
Entonces, los tres dngulos de los tridngulos ABC'y AQ P son iguales y por lo tanto los
tridngulos son semejantes.)

Problema 2. En cajas marcadas con los nimeros 0, 1, 2, 3, ... se van a colocar todos los
enteros positivos de acuerdo con las siguientes reglas:

= si p es un nimero primo éste se coloca en la caja con el ndimero 1;

= si el nimero a se coloca en la caja con el nimero m, y b se coloca en la caja con
el nimero m;, entonces el producto de a y b, es decir ab, se coloca en la caja con
el ndmero amy, + bmy,.

Encuentra todos los enteros positivos n que cuando se coloquen queden en la caja con
el nimero n.

Solucién. (José Luis Miranda Olvera.) Los niimeros n que se colocan en la caja con el
nimero n son tales que n = ab = amy, + bm,, para algin par de enteros a y b.

Si n se puede escribir como el producto de 2 nimeros enteros positivos x y y distintos
de 1y tales que (z,y) = 1y xy = n, entonces n = xy # xm, + ym,. Esto se debe a
que si zy = xm, + ym, entonces = | xm, + ymy, luego = | ym,, de donde x | m,
entonces m, > x, y de aqui que

TMy + Yymg > ymg 2> TY = N,

lo que no es posible. Por lo tanto, n no se puede expresar como el producto de dos
nimeros primos relativos distintos de 1. Luego, n = p” donde p es un nimero primo
y r > 2. Ahora bien, demostremos que n = m,, si y s6lo si n = p”. Supongamos
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que n = m,, = p", para algin entero » > 2. Como los nimeros primos van en la caja
ndmero 1, tenemos que

_.r _ . r—1
Mpr =P =P mp—i—pmprfl,

lo cual implica que m,r—1 = p"~1 — p"~2. Ademds, para todo 1 < y < 7, tenemos
que
Mpyr—y = pT—(y-l-l) + pmpr—(y+1).
Luego,
p’l"72 +pmpr72 — mpra — prfl _ pr72
Mpr—2 = prT2—2p" 3.
Recursivamente llegamos a que
Myr—y = p’ Y — yp"~ WFD,
paratodo 1 < y < r. En particular,
Myr—(r—2) = Pt (r = 2)pr (D
Mmp2 = p2 - (T - 2)p
2p = p’—rp+2p

p =

yaque myz = pmy, + pmy = 2p.
Por lo tanto, n = m,, siy sélo si n = pP, donde p es primo.

Problema 3. Sean a, b, c niimeros reales positivos tales que abc = 1. Muestra que

a3 b3 3 1 1 1
G2 T mro T At yae

<1
a3+2+b3+2+c3+2_

Solucién. (Manuel Enrique Dosal Bustillos.) Tenemos que

a® b3 I a? b2 2
PR B s =l e Tmtemtam 2!
a b c
a? b2 c?

+ + >
a?4+2 »+3F 2427
Aplicando una desigualdad qtil', tenemos que

a? n b2 n c? < (a+b+c)?
a?+2 4+2 2427 @244+ +2+2+2

1Si aq ,a2,...,0n,T1,X2,...,Tny SON nUmeros reales y x1, 2, ..., Ty SON positivos, entonces

2 2 2 2
a_1+a_2+m+a_nz(a1+a2+ +an)
1 T2 Tn T+ a2+ -+ Tn
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Entonces, la primera desigualdad quedard demostrada si probamos que

(a+b+c)?

2 bz 2 2 2 2
a + +C +_+_l+_c

Tenemos que

(a-l—b-i—c)z , , , ; (1 ) 1)

>1 & b > b 292424 2

a2 +b2+c2+242 427 (at+bte) Za” +0°+ +2( -+ + -
1 1 1
< 2(ab+bc+ac)22(—+—+_)
a b ¢

< 2(ab+be+ ac) > 2(be + ac + ab),

ya que la condicién abc = 1 implica que & = bc, 1 = acy £ = ab. Como la dltima
desigualdad es cierta, hemos demostrado asi la primera desigualdad.

1 1 1
Multiplicando la desigualdad PR 53 n t3 3 < 1por(a®+2)(b3+2)(c*+
2), obtenemos la desigualdad equivalente

(1% 4+2)(c3 +2) + (a® +2)(2 +2) + (a® +2) (b + 2) < (a® +2)(b® 4+ 2)(c +2),
la cual se simplifica a
a3 + 032 + a2 + a3 > 4.

Como abc = 1, tenemos que a®b3c® = 1, y la desigualdad anterior se reduce a la
desigualdad
b33 + a3 + a®b® > 3.

Pero esta desigualdad es verdadera, pues si aplicamos la desigualdad media aritmética-
media geométrica a los niimeros reales positivos b3¢c?, a®c3 y a3b?, tenemos que

b3 +a*c® 4+ a®b® > 3€/(b3c3)(a3c3)(a3b3) = 3Va%b8¢8 = 3(abc)? = 3.
Por lo tanto, hemos demostrado asi la segunda desigualdad.

Problema 4. Sean > 1 un entero impary sean a, as, . . ., a,, nimeros reales distintos.
Sea M el mayor de estos nimeros y sea m el menor de ellos. Muestra que es posible
escoger los signos en la expresiéon s = +a; &+ ag + - - - £ a, de manera que

m<s<M.

Solucién. (Flavio Herndndez Gonzélez.) Renombrando los niimeros podemos suponer
que
a; < ag < --- < ap.

Ahora escogemos
S=ai1—az+az3— - —Qap_1+ ap.
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Entonces
s=a;+ (—az+a3)+ (—as+as)+ -+ (—an_1+an) > a;

pues (—ay + ag4+1) > 0 para toda k.
Por otra parte

s= (a1 —az)+ (a3 —as) + -+ (an—2 — an_1) + an < an

pues (ar — ap+1) < 0 para toda k.
Por lo tanto
m<s <M.

Problema 5. Considera un tridngulo ABC' y un punto M sobre el lado BC. Sea P la
interseccion de las perpendiculares a AB por M y a BC por B,y sea @ la interseccion
de las perpendiculares a AC por M y a BC por C. Muestra que PQ es perpendicular
a AM siy sélo si M es punto medio de BC.

Solucién. (Daniel Perales Anaya.) Sean E el punto de interseccién de AB'y PM, D
el punto de interseccion de AC'y M@, y R el punto de interseccion de AM y PQ.

Supongamos que AM es perpendicular a PQ.
Como LZMCQ = LMRQ = ZMRP = ZMBP = 90°, entonces PBMR y
QC'M R son cuadriléteros ciclicos. Entonces

ZMAD =90° — ZRMQ = ZRQM = ZRCM.
Andlogamente,
/ZBAR=90°— ZRMP =/MPR = /ZMBR.

Por lo tanto, el circuncirculo del tridngulo ARC' es tangente a BC en C vy el cir-
cuncirculo del tridngulo ARB es tangente a BC' en B. Luego, por potencia a estos
circulos desde M tenemos que MC? = MA- MR = MB?, de donde MC = MB.
Por lo tanto, M es punto medio de BC.

Supongamos que M es punto medio de BC, es decir, M B = MC.



Problemas y Soluciones, Concurso Nacional 2009 35

Como LZMCQ =2£2MDC =90°y ZQMC = ZCM D, entonces el tridngulo QM C'
es semejante al tridngulo C'M D. Anédlogamente, el tridngulo BEM es semejante al
tridngulo PBM . Luego, los lados correspondientes son proporcionales, por lo que
tenemos que 5\24—% = %—g y % = %,dedonde@M~MD =MC?y PM-ME =
BM?. Entonces, PM - ME = BM? = MC? = QM - M D, luego por potencia desde
M tenemos que PEDQ es ciclico. Como ZAEM = ZADM = 90°, tenemos que
AFEM D es ciclico. Entonces,

/ZPQD =180° - LPED = /DEM = /DAM = 90° — ZAMD,
porlo que ZPQD + ZAM D = 90°. Luego,

/MRQ = 180° — (ZRQM + ZRMQ) = 180° — (LPQD + ZAMD)
180° — 90° = 90°.

Por lo tanto, PQ es perpendiculara AM.

Problema 6. En una fiesta con n personas, se sabe que de entre cualesquiera 4 personas,
hay 3 de las 4 que se conocen entre si o hay 3 que no se conocen entre si. Muestra que
las n personas se pueden separar en 2 salones de manera que en un salén todos se
conocen entre si y en el otro salén no hay dos personas que se conozcan entre si.
Nota: conocerse se considera una relacién mutua.

Solucién. (Diego Alonso Roque Montoya.) Resolveremos el problema por induccién
sobre el niimero de personas en la fiesta.

Claramente los casos paran = 1, 2, 3,4 cumplen la condicién del problema. Supong-
amos entonces que la condicién se cumple para n = k. Digamos que llega otra persona
P ala fiesta y que antes de que llegara estaban separados de forma que el nimero
de personas en el cuarto donde todos se conocen sea el mayor posible. Llamaremos a
este cuarto el primer cuarto. Si la nueva persona conoce a todos los del cuarto donde
todos se conocen o a ninguno de los del otro cuarto, entonces puede entrar al cuarto
correspondiente y se cumple la condicion.

De lo contrario, la persona P no conoce al menos a alguien del primer cuarto (llamemos
A a esta persona) y conoce al menos a alguien del segundo cuarto (Illamemos B a esta
persona).

Consideramos a una persona C' del primer cuarto. Si C' no conoce a B, entonces no
puede haber tres personas en el conjunto { A, B, C, P} que no se conozcan, ni tres que
se conozcan. Luego, B conoce a C'. Como C es cualquier persona del primer cuarto
podemos deducir que B conoce a todos los del primer cuarto con la posible excepcidon
de A.

Usando este mismo argumento demostramos que A no conoce a nadie del segundo
cuarto con la posible excepcion de B.

Si B conoce a A, entonces B podria mandarse al primer cuarto y tendria més personas
lo cual no es posible por la suposicién de que el nimero de personas era el mayor
posible. Luego, B no conoce a A.

Si P no conoce a C', no se cumple la condicion del problema, luego P conoce a C'y por
lo tanto a todos los del primer cuarto excepto a A. Si pasamos a A al segundo cuarto, P
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conoce a todos los del primer cuarto. Entonces podemos poner a P en el primer cuarto
y se cumple la condicidn.

Por lo anterior podemos separar a n = k + 1 personas en dos cuartos cumpliendo con
las condiciones del problema, lo que termina la induccion.



Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

XXIV Olimpiada Iberoamericana

El afio pasado, México tuvo el privilegio de organizar la XXIV Olimpiada Iberoamer-
icana de Matematicas. Esta se llevé a cabo en la ciudad de Querétaro, del 17 al 27 de
septiembre de 2009. México ocupo el 5° lugar de entre los 21 paises que participaron.
La delegacién mexicana estuvo integrada por los alumnos: Manuel Guillermo Lépez
Buenfil (Chihuahua), Erik Alejandro Gallegos Baiios (Oaxaca), Daniel Perales Anaya
(Morelos), y César Bibiano Velasco (Morelos).

Manuel Guillermo obtuvo medalla de oro, Erick Alejandro y Daniel obtuvieron medal-
la de plata y César mencidén honorifica.

A continuacion presentamos los problemas con sus soluciones de la XXIV Olimpiada
Iberoamericana. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una
para resolverlos.

Problema 1. Sea n un natural mayor que 2. Supongamos que n islas estdn ubicadas en
un circulo y que entre cada dos islas vecinas hay dos puentes como en la figura.

Comenzando en la isla x;, ;de cudntas maneras se pueden recorrer los 2n puentes
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pasando por cada puente exactamente una vez?

Solucién. Jorge Alberto Olarte (Colombia). Al principio se tienen dos opciones: ir a
x2 6 a x,,. Entonces sin pérdida de generalidad supongamos que empieza yendo hacia
22 y luego multiplicamos por 2.

Si sigue avanzando hasta xj

Tl —> T2 —  — Tk,

y en x; en vez de ir a 41 va a xi—1 se tienen ok—1 posibilidades para llegar a xj,
ya que se cruzaron k — 1 puentes y cada vez se tenfan 2 posibles puentes. Cuando se
devuelve estd obligado a tomar los otros puentes hasta ;.

Posteriormente sale de ; hacia z,, y tiene que ir hasta x, ya que si se devuelve antes
cuando llega nuevamente a x; habrd puentes que no podrd recorrer. Luego de x1 a xy,
cruzan + 1 — k puentes, es decir tuvo 2”71~ posibilidades, y de regreso a x; toma el
dnico camino restante.

Multiplicando se tiene 271 ~* . 2k=1 — 27 Como se puede devolver en cualquier x,
(si se devolvid en x; dio toda la vuelta antes) hay n-2" posibilidades. A eso le sumamos
el caso de que nunca se haya devuelto, lo cual da otras 2" formas (2 posibilidades por
cada uno de los puentes en la primera vuelta), y una vez que regresa por primera vez
a x; vuelve a dar una vuelta por los puentes que quedan. Entonces hay n - 2" + 2"
caminos, y multiplicando por 2 se tienen (n + 1)2"*! caminos en total.

Problema 2. Para cada entero positivo n se define a,, = n + m donde m es el mayor
entero tal que 22" < n2". Determinar qué enteros positivos no aparecen en la sucesién
G-

Solucion. Reynaldo Gil Pons (Cuba).
Lema 8 Dado m un entero positivo, el mayor entero n tal que n2"™ < 22™ es 2™ —m.

Prueba del lema.

n Sin>2"m —m+1y22" >n2" > (2" —m+1)22" ~"+! entonces al dividir
por 22" =1 gbtenemos que
2" —m+1 < 2mt
om=l <« m—1,

lo cual es imposible.
» Sin = 2" —m, entonces n2" = (2™ —m)22" M = 22" _ 22" -m < 92"

Entonces, con este lema, si 2™~ ! — (m — 1) < J < 2™ — m tenemos que 22" <
J27 < 22" Por lo tanto si .J recorre los nimeros entre 2"~ — (m — 1) + 1y 2™ —m
(inclusive), a; = J +m — 1 recorreria los nimeros desde 2”*~! + 1 hasta 2™ — 1. Con
esto tenemos que los nimeros que no aparecen en la sucesion son las potencias de dos,
2%con o > 1.
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Problema 3. Sean C; y Cs dos circunferencias de centros O1 y O5 con el mismo radio,
que se cortan en A y en B. Sea P un punto sobre el arco AB de Ca que estd dentro de
Cy.Larecta AP cortaa Cy en C, larecta C'B cortaa Cy en D y la bisectrizde ZC'AD
intersectaa C; en 'y a Cy en L. Sea F' el punto simétrico a D con respecto al punto
medio de PE. Demostrar que existe un punto X que satisface ZXFL = ZXDC =
30° y CX = 0102.

Solucién. Percy Guerra Rios (Peri). Los dngulos ACB y AD B son iguales, ya que
sostienen el mismo arco A B en circunferencias congruentes, asi que el tridngulo AC' D
es isosceles y AL es perpendiculara C'D.

Cs

Ci

Sea a = LCAL = ZLAD, entonces ZACB = 90° — «, y su dngulo central es
ZAO1B = 180° — 2a. Por simetria se tiene que ZAO1 02 = 90° — . Andlogamente,
Z0102A = 90° — «. Ahora nos fijamos en el tridngulo O 02 A, donde tenemos que
ZO1AB = Z/BAO3y = ay 01045 = 2r - sina, donde r es el radio comtn de las
circunferencias.

Por ley de senos en los tridngulos ACE, ALD y APL tenemos CE = 2r - sina,
LD =2r-sinay PL =2r-sinq, porlo tanto CE = LD = PL = 010s.

Larecta AL es un eje de simetria respectoa C'y D, entonces DE = EC = LD = CL.
Y como F' es simétrico de D con respecto al punto medio de EP tengo FP = ED =
CLy FP||ED y porelrombo CEDL tengo que ED||CL, por lo tanto FPy CL son
paralelas y de la misma longitud, por lo que el cuadrildtero F'C' L P es un paralelogramo
y FC = PL.

Sea X el punto tal que el tridngulo C X L sea equilatero. Como C'L = 070, se tiene
que CX = 010s.
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X

Como C es el circuncentro del tridngulo F'L X, entonces /X F L = %LXCL = 30°
y como L es el circuncentro del tridngulo C'X D tenemos que ZX DC = %LX LC =
30°.

Por lo tanto, dicho punto X cumple con las condiciones pedidas.

Problema 4. Sea ABC' un tridngulo con AB # AC. Sean I el incentro de ABC'y P
el otro punto de interseccion de la bisectriz exterior del dngulo A con el circuncirculo
de ABC. Larecta PI intersecta por segunda vez al circuncirculo de ABC en el punto
J. Demostrar que los circuncirculos de los tridangulos JI By JIC son tangentes a IC'
y a I B, respectivamente.

Solucién. Ricardo Jesiis Ramos Castillo (Perd). Sean M, N y R puntos en las pro-
longaciones de BA, CI'y BI, respectivamente. Por ser AP bisectriz exterior, tenemos
que

LB+ ZC

LMAP = /PAC = %AMAC = >

Sabemos que ZM AP = /BJ P, pues el cuadrilatero BAJ P es inscriptible, y también
LPAC = £ZPJC, porque el cuadrilatero PAJC es inscriptible. Ademas

/B  /C /B+/C

INIB = ZIBC+Z/ICB =7+ = 52050,
/RIC = LIBC+AICB:47B+§:%.

Lo anterior implica que

/NIB = % — /MAP = /BJP = /BJI,

JRIC — % — JPAC = /PJC = /1JC.
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Por el teorema del angulo seminscrito, de ZNIB = ZBJI se sigue que larecta N1 es
tangente al circuncirculo del tridngulo BIJ,y de ZRIC = ZIJC se sigue que la recta
RI es tangente al circuncirculo del tridngulo C'I.J, que son justamente las tangencias
que queriamos demostrar.

Problema 5. La sucesién a,, estd definida por
1
a1 =1, asg =1+ ar y asx41 = —, paratodoentero k > 1.
ask

Demostrar que todo nimero racional positivo aparece exactamente una vez en esta
sucesion.

Solucién. Reynaldo Gil Pons (Cuba). Es claro que agrq = 1 + a4, pues
azrq:1+a2r71q:1+1+a2r,2q: :T+aq,

también, asy > 1y agkt1 < 1 paratoda k > 0. Vamos a probar que no existe i # j
tal que a; = a;. Para esto, asumimos que i = 2%(2r + 1) y j = 2°(2m + 1) para
algunos nimeros o, 3, r y m mayores o iguales que 0. Supongamos que a; = a;. Por
lo anterior,

; = Qge(2r41) = O+ A2r41

y
aj = a8 (2m+1) = B+ azm+1.
_ _ . 11 : : _
Luego, o = 8y agr4+1 = a2m+1, de aqui tenemos e = o lo que implica a, = ayy,.

Este procedimiento se puede repetir un nimero finito de veces hasta que llegamos a una
ecuacién de la forma

1=a1 =ag41
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para alguna [. Pero esto implica que { = 0 por lo que vimos al principio. Por lo tanto
1=7.

Ahora vamos a demostrar que para toda pareja (n, m) de nimeros naturales tales que
mcd(n,m) = 1, existe j tal que a; = ;-. La demostracién es por induccién en la
cantidad de pasos k del algoritmo de la divisién de Euclides,

n = qgm-+nmnm

= qr1+T2

T = q3r2+7T3
Th—2 = QkTk—1+ 7%

donde k es el primer ntimero tal que r;, = 0.

Si k = 1, entonces n es un multiplo de m, de donde m = 1y agn-1 = n—1+a; = n.
Supongamos que todos los niimeros - aparecen en la sucesion, siempre y cuando, el
nimero de pasos en el algoritmo de Euclides es menor que cierto N. Sean x y y dos
numeros naturales tales que la cantidad de pasos en el algoritmo de Euclideses N + 1,

r = qy+nr

= @ar1+72

rL = q3T2+7T3
'TN—-1 = ({N+1TN-

Note que la cantidad de pasos en el algoritmo de Euclides para la pareja (y, 1) es N.
Por induccidn, existe s tal que as = % Sisesparasy; = %, sisesimparas_; = =&

. . y’
en ambos casos podemos decir que existe un ¢ tal que a; = %, luego

no_aytn _y

) ) T

Gga1t = q1 +ay = q1 +

lo que completa el paso de induccion.

Problema 6. Alrededor de una circunferencia se marcan 6000 puntos y cada uno se
colorea con uno de 10 colores dados, de manera tal que entre cualesquiera 100 puntos
consecutivos siempre figuran los 10 colores. Hallar el menor valor k£ con la siguiente
propiedad: Para toda coloracién de este tipo existen k£ puntos consecutivos entre los
cuales figuran los 10 colores.

Solucion. Manuel Guillermo Lépez Buenfil (México). Sean ¢, ¢, . .., c19 los col-
ores y consideremos los puntos numerados del 1 al 6000. Dividimos a los puntos en
60 grupos de 100 puntos y los coloreamos de la siguiente manera: Parar =1,2,...,9

pintamos los puntos de la forma 1007 + 117 con el color ¢, y el resto de los pun-
tos los coloreamos del color cjp. Veamos que cumple la propiedad: cada 100 puntos
consecutivos contienen a un grupo completo y contiene los diez colores, en este caso,
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para obtener un conjunto de puntos con los diez colores debemos cruzar al menos 8
intervalos de puntos de color c;g para que estén los otros 9 colores, el intervalo entre
99 y 11 (mod 100) es el més largo con 11 puntos ¢;o mientras que los demds tienen
10, entonces lo mejor es no tomar ese intervalo dando k£ = 9 + 8 - 10 = 89, de donde
k > 89, por necesitarse 89 en este caso.

Supongamos que en cierta coloracién no hay 89 puntos consecutivos en los que aparez-
can los 10 colores. Tomemos 11 puntos cualesquiera y los 89 siguientes, en los ultimos
89 no aparecen los 10 colores pero en los 100 si, entonces hay al menos un color en los
primeros 11 puntos que no aparece en los siguientes 89. Ahora para 0 < s < 7 hace-
mos el siguiente razonamiento: tomemos los puntos del 11s + 1 al 11s + 100, en esos
puntos aparecen los 10 colores pero en los tltimos 89 no, entonces hay al menos un
color entre los puntos 11541y 11s+ 11 que no aparece en los ultimos 89 puntos, pero
por lo demostrado anteriormente, este color debe ser distinto al color que obtuvimos
en el intervalo con extremos 11¢ + 1y 1124+ 11,0 < ¢ < s, lo que nos prohibe s — 1
colores, al acabar tendremos que los puntos del 89 al 100 s6lo pueden contener dos col-
ores. Repitiendo este argumento se concluye que cualesquiera 12 puntos consecutivos
tienen a lo mas dos colores.

Tomemos dos puntos de colores distintos, sin pérdida de generalidad ¢; y ca, y volva-
mos a numerar de tal forma que sean los puntos 1 y 2, respectivamente. Del punto 3
al 12 sélo puede haber puntos de color c; y ¢z asi que el punto 13 serd el primero en
tener la posibilidad de ser de otro color, digamos c3. Como éste es el primer punto de
color cs, el anterior es distinto, por lo que los 11 puntos anteriores al c3 tienen que ser
del color ¢y ya que del punto 2 al 13 sélo hay puntos de colores ¢z y c3. Repitiendo
este argumento los siguientes 11 puntos serdn de color c3, luego 11 puntos de color ¢4
y asi sucesivamente hasta 11 puntos de color cg, obteniendo asi 99 puntos y habiendo
usado 9 colores, por lo que el dltimo punto es de color cj¢. Si un intervalo hubiera con-
tenido mds de 11 puntos entonces habriamos construido un grupo de 100 puntos que
no contiene los 10 colores, lo cual serfa una contradiccién. Continuando el argumento
vemos que cada grupo de 11 puntos consecutivos tienen que ser del mismo color, sin
embargo 11 no divide a 6000 por lo cual la coloracién es imposible, es decir, £ < 89.
Por las dos desigualdades para k, tenemos que k& = 89.

XTI Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Del 4 al 10 de octubre de 2009, se celebré en Girardot, Colombia, la XI Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe. La delegacién mexicana estuvo integrada
por los alumnos: Manuel Enrique Dosal Bustillos (Chihuahua), Jorge Vargas Garza
(Distrito Federal), y Diego Alonso Roque Montoya (Nuevo Leén).

Jorge y Manuel Enrique obtuvieron medalla de oro, y Diego Alonso medalla de plata.
Meéxico ocup6 el primer lugar de 12 paises participantes.

A continuacién presentamos los problemas con sus soluciones de la XI Olimpiada
Centroamericana y del Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y
media cada una para resolverlos.
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Problema 1. Sea P(n) el producto de los digitos no nulos del entero positivo n. Por
ejemplo, P(4) = 4, P(50) = 5, P(123) = 6, P(2009) = 18. Halle el valor de la suma

P(1) + P(2) + - -- + P(2008) + P(2009).

Solucién. (Manuel Enrique Dosal Bustillos). Tenemos que

P1)+P@2)+---+P9) = 1+42+---+9=45
P(10) + P(11) + -+ P(19) = 1+ 45 = 1(46)
P(20) 4+ P(21) +---+ P(29) = 2(1+45) = 2(46)
P(30) + P(31) + P(39) 3(1 + 45) = 3(46)
P(90) + P(91) + - - - + P(99) _ 9(1 + 45) = 9(46).

Luego,
P(1)+ P(2) + -+ P(98) + P(99) = 45 + 46(1 + 2 + - - - + 9) = 45(47).
Abhora bien, si fijamos a # 0 tenemos que P(abc) = aP(bc), luego

Z P(abc) = ZaP(bc) = aZP(bc),

donde by cvarfande O a9.
Pero ya tenemos la suma de P(1) hasta P(99), luego tenemos que

P(101) + P(102) + --- 4+ P(199) = 1(45)(47)
P(201) + P(202) + - - - 4+ P(299) = 2(45)(47)
P(301) + P(302) +--- 4+ P(399) = 3(45)(47)
P(901) + P(902) + - - - + P(999) _ 9(45)(47).

Observemos que nos falta sumar P(100) = 1, P(200) = 2 hasta P(900) = 9, luego

P(100) + P(101) + -+ P(998) + P(999) = (1+2+---+9)+
+ (45)AT) (1 +2+---+9)
45(1 + 47(45)).

Por lo tanto, la suma desde P (1) hasta P(999) es
P(1) + P(2) + -+ + P(999) = (45)(47) + 45(1 + 47(45)) = 45(1 + 47(46)).
Observemos que P(1000 + k) = P(k) si 1 < k < 999. Luego,

P(1000) + P(1001) + - - + P(1999) = 1+ P(1)+ P(2) + --- + P(999)
= 1+ 45(1+47(46)),
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de donde
P(1)+ P(2) 4+ ---+ P(1999) = 2[45(1 + 47(46))] + 1.

Finalmente, s6lo nos resta calcular la suma desde P(2000) hasta P(2009). Tenemos
que

P(2000) + P(2001) + - - - + P(2009) 2424446+---+18
20+142+434---49)

= 2(46).

Por lo tanto, la suma final es
P(1)+ P(2) +---+ P(2009) = 2[45(1 + 47(46))] + 1 + 2(46) = 194, 763.

Segunda solucion. Sea R(n) el producto de todos los digitos de n incluyendo los ceros
y tomando los nimeros de 1 y 2 digitos como 00z y Oxy, respectivamente. Entonces,

RO)+RE2)+--+R99) = 0:-0:0+0-0-14---4+9-9-9-0-0-0
= (0+14+2+---+9)°—0=45°

Si en lugar de los ceros colocamos unos, el producto de los digitos distintos de 0 se
mantiene, es decir, calcular P(1) + P(2) + - - - + P(999) es equivalente a sustituir en
la expresion R(1) + R(2) + - - - + R(999) los ceros por unos, por lo que

P +P2)+---+P999) = (1+1+2+3+---+97°-1
= 46 -1 =97,335.

Luego, P(1000) = 1,

P(1001) + P(1002) 4 - - - + P(1999) = P(1) + P(2) + - - - + P(999) = 97,335
y
P(2000)+ P(2001)+- - -+ P(2009) = 2+2+44+6+8+10+12+14+16+18 = 92.
Finalmente,

P(1)+ P(2)+---+ P(2009) = 97,335+ 1 + 97,335 4+ 92 = 194, 763.
Problema 2. Dos circunferencias I'; y I'; se intersectan en los puntos A 'y B. Considere
una circunferencia I' contenida en I'y y 'y, tangente a ellas respectivamenteen D y E.
Sean C' uno de los puntos de interseccion de la recta AB con I', F' la interseccion de
larecta EC con I'y y G la interseccién de la recta DC con I';. Sean H e I los puntos

de interseccion de la recta £ D con I'y y I's, respectivamente. Demuestre que F', G, H
e I estan sobre una misma circunferencia.

Solucién. (Jorge Garza Vargas). Como I' estd contenida en I'; y es tangente a esta,
entonces I' es tangente internamente a I';. Sabemos que el centro de homotecia de
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I"'y I'; es el punto D (por ser el punto de tangencia de éstas). Luego, los tridngulos
ECD y HGD son homotéticos con centro en D, entonces EC' es paralelo a GH.
Anélogamente, I" es tangente internamente a I'z, F es el centro de homoteciade I' y
'y y CD es paraleloa FI.

Por los paralelismos anteriores tenemos que ZCED = /GHD, /GDE = ZFIFEy
LECD = /ZHGD = ZEFI. Como C esti en el eje radical de las circunferencias I';
y I'g, entonces EC-CF = DC-GC, luego el cuadrilatero GEDF es ciclico, entonces
LGDE = /GFEy /Z/DEF = ZDGF.

Por lo tanto, /GHI + /GFI = ZCED + /GFE+ /EFI = ZCED + ZCDE +
ZECD = 180° ya que estos dngulos son los dngulos internos del tridngulo ECD.
Asfi que el cuadrildtero HGF'I es ciclico porque sus dngulos opuestos suman 180°.
Por lo tanto, F', G, H e I estan sobre una misma circunferencia.

Problema 3. Se tienen 2009 cajas numeradas del 1 al 2009, algunas de las cuales
contienen piedras. Dos jugadores A y B juegan alternadamente, comenzando por A.
Una jugada consiste en seleccionar una caja ¢ que no esté vacia, tomar una o mas
piedras de esa caja y ponerlas en la caja i + 1. Si ¢ = 2009, las piedras que se tomen se
desechan. El jugador que retire la tltima piedra (dejando todas las cajas vacias) gana.

1. Suponiendo que inicialmente en la caja 2 hay 2009 piedras y todas las demds
cajas (1,3,4,5,...,2009) estdn vacias, halle una estrategia ganadora para uno
de los dos jugadores y justifiquela.

2. Suponiendo que inicialmente cada caja contiene exactamente una piedra, halle
una estrategia ganadora para uno de los dos jugadores y justifiquela.

Solucioén.

1. Eljugador B tiene una estrategia ganadora, que consiste en lo siguiente: cada vez
que A mueva k > 0 piedras de la caja i a la caja i + 1, B responde moviendo k
piedras de la caja ¢ 4 1. Como inicialmente todas las piedras estdn en cajas pares,
la estrategia de B hace que se mantenga esta situacién cada vez que le toque
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jugara A, quien nunca podrd retirar piedras de la caja 2009. Como eventualmente
todas las piedras tendrdn que salir de la caja 2009, B serd quien saque la dltima
piedra.

2. Ahora es A quien tiene una estrategia ganadora. Como primera jugada mueve
una piedra de cualquier caja impar. De este modo quedardn 1004 cajas impares
no vacias. En lo sucesivo, si B mueve una piedra de una caja impar, A debe
responder moviendo una piedra de otra caja impar (siempre podra hacerlo por la
paridad del nimero de cajas impares no vacias). Si en cambio B mueve k > 0
piedras de una caja par 2i a la caja 2i + 1, entonces A responde moviendo k&
piedras de la caja 27 + 1.

Problema 4. Se desea colocar nimeros naturales alrededor de una circunferencia cumplien-
do la siguiente propiedad: Las diferencias entre cada par de nimeros vecinos, en valor
absoluto, son todas diferentes.

1. ¢Sera posible colocar los niimeros del 1 al 2009 satisfaciendo la propiedad?

2. (Sera posible suprimir alguno de los ntimeros del 1 al 2009, de tal manera que
los 2008 nimeros restantes se puedan colocar satisfaciendo la propiedad?

Solucién.

1. No, pues deberfa haber 2009 diferencias, y como la menor diferencia posible es
1y la mayor posible es |2009 — 1| = 2008, por el principio de las casillas alguna
diferencia deberia aparecer mds de una vez.

2. Si. Supongamos que se retira a. Si se colocan los niimeros restantes en el orden
1,2009, 2, 2008, ...,a—1,2011—a,a+1,2010—a,. .., 1005, 1006, se obtienen
las diferencias 2008, 2007, . ..,2012 — 2qa, 2010 — 2a, 2009 — 2a,...,2,1yla
diferencia entre el primero y el dltimo es 1005. Para que sean todas diferentes
basta que sea 2011 — 2a = 1005, es decir a = 503, y nos queda el orden

1,2009, 2, 2008, . . ., 502, 1508, 504, 1507, 505, 1506, . . ., 1005, 1006.

Problema 5. Dado ABC un tridngulo acutdngulo y escaleno, sea H su ortocentro, O
su circuncentro, E' y F' los pies de las alturas trazadas desde B y C, respectivamente.
La recta AO corta nuevamente al circuncirculo del tridngulo en un punto G y a los
segmentos F'E'y BC' en los puntos X y Y, respectivamente. La recta AH corta a la
tangente al circuncirculo trazada por GG en un punto Z. Demuestre que H X es paralelo
aYZ.

Solucién. (Diego Alonso Roque Montoya). Denotemos por N al pie de la altura trazada
desde A, entonces AN es perpendicular a BC. Como /ZHNB = 90° = ZHFB,
entonces el cuadrilatero H N BF' es ciclico.
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A

A
0
Y
G

Como FECB es ciclico, entonces /ZBFE + /BCE = 180°, pero ZBCE 'y /BGA
abren el mismo arco, entonces 180° = /BFFE + /BCE = /BFE + /BGA =
/BFX + /BGX. Luego, FXGB es ciclico.

Por potencia de punto en FXGB 'y HN BF tenemos que

AX - AG=AF-AB = AH - AN,

entonces, X H NG es ciclico.
Ademas, ZAGZ = /OGZ = LY NZ = 90°, entonces Y N Z@ es ciclico. Entonces,

/XHA=/XGN =/YGN =/YZN = /Y ZA.
Por lo tanto, X H es paraleloa Y Z.

Problema 6. Encuentre todos los niimeros primos p y ¢ tales que p* — ¢° = (p + ¢q)°.

Solucion. La tnica soluciénes p = 7, g = 3.

Primero supongamos que p y ¢ son distintos de 3. Entonces p = +1 (mod 3) y ¢ =
+1 (mod 3). Checando todas las posibilidades, obtenemos que el lado izquierdo de la
ecuacion es divisible entre 3 mientras que el lado derecho no, o bien el lado derecho es
muiltiplo de 3 mientras que el lado izquierdo no. Luego, no hay solucién y por lo tanto
p=36qg=3.Sip=3,entonces ¢° = 3% - (3+¢)? =27 (3+¢q)? < 27 de
donde ¢ < ¥/27 < 2, 1o cual no es posible. Entonces, ¢ = 3y p® — 243 = (p+3)2. La
ecuacion p3 — 243 = (p + 3)? es equivalente a la ecuacién (p — 7)(p? + 6p + 36) = 0.
Luego, p = 7 6 p? + 6p + 36 = 0. Es fAcil verificar que la ecuacién p? 4+ 6p + 36 = 0
no tiene soluciones reales. Por lo tanto, ¢ = 3 'y p = 7 es la tinica solucién que cumple
el problema.

Errata. En el nimero anterior de Tzaloa, el Problema 2 de la XI Olimpiada Cen-
troamericana y del Caribe aparece con un error en su redaccién. Sin embargo, en esta
seccién hemos enunciado de manera correcta dicho problema.



Informacion Olimpica

A continuacién presentamos las actividades programadas por el comité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas, de abril a julio de 2010.
Del 29 de abril al 9 de mayo, Cuernavaca, Morelos

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y aplicacion de tres exdmenes
selectivos para determinar la delegacién que representard a México en la 51
Olimpiada Internacional (un maximo de 6 alumnos), la delegacién que represen-
tard a México en la XII Olimpiada Centroamericana y del Caribe (un maximo de
3 alumnos) y la preseleccion para la XXV Olimpiada Iberoamericana.

Primera quincena de junio

Limite para registro de delegados que quieran aplicar el examen propuesto por el
Comité Organizador de la OMM como semifinal de su Concurso Estatal y envio
de este examen semifinal.

Junio
Entrenamientos para los seleccionados nacionales que asistirdn a la XII Olimpia-
da Centroamericana y del Caribe.

Junio, Puerto Rico

XII Olimpiada Centroamericana y del Caribe.

Del 19 al 27 de junio, Morelia, Michoacan

Entrenamientos para los seleccionados nacionales para ir a la 51¢ Olimpiada
Internacional.

18 y 19 de junio
Aplicacion de los exdmenes semifinales en los estados registrados con este propodsito.

Del 2 al 15 de julio, Astana, Kasajstan

51% Olimpiada Internacional.
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Teorema 1 (Factorizacion en primos) Todo entero n mayor que 1 puede expresarse
como un producto de primos (con, tal vez, solamente un factor).
Ver [5, 7].

Teorema 2 (Nuimero de divisores) Si la factorizacion en primos del entero n es n =
Pt - py? .- p%r donde p1,pa, . .., pr Son primos distintos, entonces el niimero de di-
visores positivos de n es igual a (a1 + 1)(aa + 1) -+ - (o + 1).

Ver [5, 7].

Definicion 3 (Congruencias) Dados dos niimeros enteros a, b, y un entero positivo m,
decimos que a es congruente con b modulo m, si a — b es miiltiplo de m. En este caso
escribimos a = b (mod m).

Ver [9].

Teorema 4 (Desigualdad media aritmética - media geométrica) Sizq,xs,...,x, son
niimeros reales positivos, entonces

T1+Ta+ -+ Ty
n

Z YT1T2 - Tn

v la igualdad se cumple si'y sélo six) = x93 = -+ = Ty,
Ver [3].

Teorema 5 (Féormulas de area)
1. El drea de un rectdngulo de lados a y b es a x b.

2. El drea de un tridngulo es igual a %hl, donde l es la medida de un lado y h es la
medida de la altura sobre dicho lado.

3. El drea de un circulo de radio r es igual a mr?.

Ver [1, 2].
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Definicion 6 (Angulos entre paralelas) Cuando una recta intersecta a otras dos rec-
tas se forman ocho dngulos que numeramos del 1 al 8, como se muestra en la figura.

Si la recta l3 intersecta a las rectas 1y y la, decimos que es transversal a ellas. Los
dngulos 2, 4, 5 y 7 estdn entre las rectas 11 y ls, los llamamos angulos internos, los
dngulos restantes los llamamos angulos externos. Los dngulos en lados opuestos por
la transversal l3 se llaman angulos alternos, como por ejemplo 3y 5. A los dngulos 4
v b les llamamos alternos internos y los dngulos 3 y 6 son alternos externos.

A los dngulos que estdn en la posicion correspondiente respecto a la transversal, como
por ejemplo 3y 7 los llamamos angulos correspondientes. Entonces, los pares de
dngulos correspondientes en la figura anterior son 3y 7,1y 5,4y 8, 2y6.

Si l1 y Iy son paralelas los dngulos alternos internos son iguales.

Ver [2].

Teorema 7 (Suma de los angulos internos de un triangulo) La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.
Ver[1, 2].

Teorema 8 (Teorema de Pitagoras) En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la

hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver [1, 2, 8].

Definicién 9 (Congruencia de tridngulos) Los tridngulos ABC y A’ B'C' son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C".

Ver[1, 2].

Criterio 10 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de tridngu-
los nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como angulo-lado-
angulo y lo denotamos como ALA.

Ver[1, 2].

Criterio 11 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de tridngu-
los nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como lado-lado-lado y lo deno-
tamos como LLL.

Ver[1, 2].
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Definicién 12 (Semejanza de triangulos) Los tridngulos ABC y A'B’'C’ son seme-
Jantes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir,

/ABC = /A'B'C’
LACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’

y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es

AB BC CA

A'B T BC T CA°

Ver[1, 2].

Criterio 13 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares de dngulos correspondientes
de los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes.
A esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.

Ver[1, 2].

Teorema 14 (Ley de los cosenos) En un tridngulo de lados a, b y c, se cumple la
relacion
a? =b% 4 ¢® — 2bccos o,

donde « es el dngulo opuesto al lado a.
Ver [2].

Teorema 15 Si trazamos dos rectas tangentes a una circunferencia desde un mismo
punto P, entonces los segmentos de recta desde P a los puntos de tangencia son iguales
y el centro de la circunferencia yace en la bisectriz del dngulo entre las rectas.

Ver [2].

Teorema 16 (Medida del angulo inscrito) La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados, es decir, la
mitad del dngulo central que subtiende el mismo arco.

Ver[1, 2].

Definicion 17 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Ver [2].

Teorema 18 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir, si'y solo si

ZDAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.

Ver [2].
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