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Presentacion

Tzaloa, Afio 2013, Namero 4

Como cada fin de afio, este nimero de tu revista Tzaloa se ve enriquecido con la sec-
cién Una vida, un matemdtico. En esta ocasién decidimos dedicar este espacio para
recordar al Dr. Francisco Raggi Cérdenas, matemdtico mexicano de primer nivel y
amplio reconocimiento internacional, quien lamentablemente falleci6 el afio pasado.
Raggi dedicé su vida a las matemadticas y su legado no sélo incluye importantes resul-
tados en algebra, sino que mds alld de ello, sigue vigente en el quehacer cotidiano de
las muchas generaciones de matemdticos mexicanos que recibieron parte importante
de su formacién al transitar por sus clases. Es asi, que expresamos nuestro mds pro-
fundo agradecimiento a la Dra. Marfa José Arroyo Paniagua, investigadora de la UAM
Iztapalapa, quien fue alumna de Francisco Raggi y amablemente accedié a compartir
con nosotros una visién mas que matemadtica, humana, de Francisco Raggi.

El Articulo de Matemdticas de este nimero lo dedicamos a la teoria de ndmeros: Con-
gruencias lineales y el teorema chino del residuo. En sus piginas se abordan las difi-
cultades que implica la resolucién de sistemas de congruencias lineales y se presenta el
uso del teorema chino del residuo. Consideramos que este material te permitird profun-
dizar o reforzar tus habilidades y conocimientos sobre el dlgebra de las congruencias.
jGracias! Jacob por preparar y compartir con nosotros esta excelente colaboracion.

Ademds, como en todos los nimeros, encontrards 20 Problemas de prdctica con sus
correspondientes Soluciones, asi como los 10 nuevos Problemas de entrenamiento que
estan esperando para que td los resuelvas. Desde luego que tampoco olvidamos publicar
las soluciones de los Problemas de entrenamiento que plantemos en Tzaloa, afio 2013,
nimero 1.

En la seccién de concursos nacionales, presentamos los exdmenes con soluciones de la
Etapa Final Estatal de la 26° OMM vy por ultimo, en la seccién internacional, incluimos
los problemas sin solucién de la XV Olimpiada Matemdtica de Centroamérica y el
Caribe, de la Competencia Internacional de Matemdticas (IMC) y de la 54¢ Olimpiada
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Internacional de Matemdticas (IMO).

Recuerda que al final de la revista encontrards toda la Informacion Olimpica asi como
el calendario con las actividades programadas para los préximos meses. Ahi también
se incluye el directorio completo y actualizado del Comité Organizador de la OMM.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Hace mds de 26 afios que la Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido gracias a la participacién de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboracién de muchos profesores quienes,
de manera espontdnea y altruista, han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza
y elevar la cultura matemadtica de nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio nacional, se han desarrollado inu-
merables talleres de resolucién de problemas, donde estudiantes y profesores trabajan
con el tnico afdn de incrementar sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contribui-
do a elevar el prestigio de la matemdtica nacional. Pero, mds importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jévenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

27* Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:
= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccidn y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 27¢ Olimpiada Mexicana de Matemdticas podrdn participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 1994. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una instituciéon preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2013-2014 y, para el 1° de julio de 2014, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:
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http://www.ommenlinea.org

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 27¢ Olimpiada Mexicana de Matemadticas se realizard del
24 al 30 de noviembre de 2013 en el estado de Hidalgo. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccién de las delegaciones
que representardn a México en las distintas Olimpiadas Internacionales del afio 2014: 1a
XXVI Olimpiada Matemdtica de la Cuenca del Pacifico, que se llevard a cabo en el mes
de marzo; la XVI Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el Caribe, que se cele-
brard en el mes de junio en Costa Rica; la 55% Olimpiada Internacional de Matemadticas,
que se llevard a cabo en Sudafrica en el mes de julio, y la XXIX Olimpiada Iberoame-
ricana de Matematicas que se realizard en el mes de septiembre en Honduras.
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Congruencias lineales y el
teorema chino del residuo

Por Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Avanzado

Congruencias lineales

Una de las ecuaciones mds simples de resolver en dlgebra elemental es la ecuacion
ax = b, cuya unica solucién es x = S suponiendo que a # 0. De manera andloga,
podemos preguntarnos cudndo tiene solucién la congruencia lineal ax = b (mod m), y
en caso de tener solucidn, cémo son todas sus soluciones. Esperarfamos que la solucién
sea también una congruencia, esto es, de la forma x = r (mod m) para algin entero .
Por ejemplo, si 5x = 7 (mod 12), entonces una soluciénes x = 11 yaque 5-11-7 = 48,
la cual es divisible entre 12. Pero otras soluciones son x = 23, o x = —13, o mas
generalmente, x = 11 + 12k para cualquier entero k. De hecho, si xy es una solucion de
ax = b (mod m) y x = xo (mod m), entonces ax = axp = b (mod m). Esto significa que
x también es solucién de la congruencia. Mds atn, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1 La congruencia ax = b (mod m) tiene una solucion si y solo si el mdximo
comin divisor de a 'y m es un divisor de b, esto es, si d = mcd(a, m), entonces la
congruencia tiene una solucion si 'y sélo si d | b. Si hay una solucion xy, entonces el
conjunto de todas las soluciones es el conjunto de todos los x tales que x = xo (mod ).

Demostracion. Sea d = mcd(a, m). Supongamos que la congruencia ax = b (mod m)
tiene una solucién xy. Entonces, m divide a axy — b. Como d | m, se sigue que d divide
aaxp—bycomod | a,resultaqued |Db.

Reciprocamente, supongamos que d | b. Tenemos que a = da’, m = dm’ y b = db’
para algunos enteros a’,m’ y b’, con a’ y m’ primos relativos. Entonces, existen enteros
ry s tales que a’r + m’s = 1. Multiplicando esta ecuacién por db’ obtenemos que
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a(rb’) + m(sb") = b, esto es, a(rb’) = b (mod m) y por lo tanto rb’ es solucién de la
congruencia ax = b (mod m).

Supongamos que xj es solucién de la congruencia ax = b (mod m). Si x es otra
solucidn, entonces ax = axo (mod m) y por lo tanto x = xy (mod %) donde d =
mcd(a, m). Reciprocamente, si x = xy (mod %), con d como antes, entonces ax =
axo (mod m) y por lo tanto ax = b (mod m), pues axy = b (mod m).

Supongamos, por ejemplo, que queremos resolver la congruencia 15x = 33 (mod 69).
Como mcd(15,69) = 3y 3 | 33, sabemos que existe una solucién. Luego, la congruen-
cia es equivalente a la ecuacién 15x + 69y = 33. No nos interesamos en y excepto
porque nos ayudard a determinar el valor de x. Tenemos que

33 - 69y 3-9y
= ——=2-4y+ ——.
TS T
Luego, % debe ser un entero también, digamos que % = z. Repitiendo el proceso
anterior tenemos que
3-15 3-6
15249y =3 =y =" S 5 <

de donde % = w para algin entero w. De aqui, 9w + 6z = 3, la cual tiene la solucién
obviaw = 1,z = —1. Entonces, y = 2 y x = —7. Luego, todas las soluciones de la
congruencia estan dadas por x = —7 (mod 23), que es lo mismo a x = 16 (mod 23).

El teorema chino del residuo

Supongamos, que por alguna razén, queremos resolver la complicada congruencia
5x*> + 6x+7 = 0 (mod 35). Observemos que si a es solucién de esta congruencia,
entonces 5a*> + 6a +7 = 0 (mod 35), y ya que 5(a + 35k)> + 6(a + 35k) + 7 =
5a% + 6a + 7 + 35(10ka + 175k + 6k), se sigue que a + 35k también satisface la con-
gruencia inicial, para cualquier entero k.

Regresando a nuestro problema, no podemos usar la férmula cuadrética debido a que
las raices cuadradas son un problema con la aritmética modular (pues necesitamos en-
teros). Una manera de aproximarnos a la solucién es tratando con x = 0,x = 1,x =
2,...,x = 34, cada una médulo 35. Otra manera mds sofisticada, podria ser simpli-
ficando el problema: Si 5x*> + 6x + 7 es divisible por 35, entonces es divisible por 5
y 7. En lugar de trabajar médulo 35, analizaremos las congruencias 5x* + 6x + 7 =
0 (mod 5) y 5x*> + 6x + 7 = 0 (mod 7). La primera congruencia se puede simplificar
ax+2=0 (mod5),obien x =3 (mod 5). La segunda congruencia es equivalente a
5x> + 6x = 0 (mod 7), la cual tiene la solucién trivial x = 0 (mod 7) y otra no trivial
x = 3 (mod 7). {Cémo usaremos estas soluciones para resolver el problema original?
Lo que necesitamos son nimeros que sean congruentes con 3 médulo 5, y también a 0
0 3 médulo 7. Una manera simple de encontrar tales nimeros es la siguiente: comen-
zando con 3 mddulo 5, tenemos la sucesidn aritmética

3,8,13,18,23,28,33,38,43,48,53,58,63,68,73,78, ... ..
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Los nimeros que son 0 médulo 7 pertenecen a la sucesion
0,7,14,21,28, 35,42, 49, 56,63,70, .. ..

Si buscamos traslapes, obtenemos al 28 y al 63. Ya que suponemos encontrar solu-
ciones médulo 35, esto significa que x = 28 (mod 35) es una solucién. De hecho
todo lo que necesitdbamos era calcular parte de la sucesion entre O y 35 para ver las
coincidencias. De manera andloga, si x = 3 (mod 7), entonces x pertenece a la suce-
si6n 3,10, 17,24,31,..., y obtenemos una segunda solucién x = 3 (mod 35). Estas
soluciones ya son fciles de verificar, por ejemplo 5-28%+6-28 +7 = 4095 = 117 -35.

Seria bueno si pudiéramos trabajar con congruencias pequefias para obtener congruen-
cias grandes por algiin método mds eficiente que el anterior. Por ejemplo, suponga-
mos que tenemos la congruencia 71x> + 72x + 73 = 0 (mod 5183). En este caso
5183 =71 - 73, de modo que este ejemplo es similar al anterior, pero las congruencias
son mds grandes. Si trabajamos médulo 71, obtenemos x + 2 = 0 (mod 71), 0 x =
-2 (mod 71). La segunda congruencia es 71x* + 72x = 0 (mod 73), la cual tiene la
solucién trivial x = 0 (mod 73). De hecho, podemos encontrar una segunda solucién:
si x # 0 (mod 73), entonces podemos cancelar x para obtener 71x + 72 = 0 (mod 73),
la cual es equivalente con —2x — 1 = 0 (mod 73), 0 2x = —1 = 72 (mod 73). Luego,
x = 36 (mod 73). Ahora lo que necesitamos es un nimero x tal que x = —2 (mod 71) y
x = 0 (mod 73), y un segundo nimero x tal que x = —2 (mod 71) y x = 36 (mod 73).
Sin embargo, buscar por inspeccién la interseccion en las sucesiones aritméticas podria
ser muy tedioso.

Existe una aproximacion sistematica a la solucién de este problema, dada por un resul-
tado conocido como el teorema chino del residuo. La razén del nombre se debe a que
hay una referencia a este tipo de problemas desde la antigua China. En los escritos de
Sun Tsu, estd la pregunta de determinar un nimero que dejara residuo 2 al dividirse
entre 3, dejara residuo 3 al dividirse entre 5 y dejara otra vez residuo 2 al dividirse
entre 7. En notacién de congruencias, Sun Tsu buscaba nimeros x que satisfagan si-
multdneamente el sistema de congruencias

x =2 (mod 3),

x =3 (mod 5),

x =2 (mod 7).
Teorema 2 (Teorema chino del residuo) Sean m;,ms,...,m, enteros positivos pri-
mos relativos por parejas. Sean ay,a, . . ., a, cualesquiera niimeros enteros. Entonces,

existe un entero x tal que

x = a; (modmy),
= a, (mod myp),
x = a, (modmy).

Ademds, si M = mym; - - - my, entonces x es uinico modulo M.
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Demostracion. Daremos una demostracién poco constructiva cuyo interés es mas tedri-
co que préctico. Esto es, demostraremos la existencia de tal entero x. Después de esta
demostracién veremos un ejemplo de como obtener una solucién.

La idea es resolver primero casos especiales, donde exactamente uno de los ¢;’s es 1 y

los otros son 0. Comencemos definiendo para cadai = 1,2,...,n, el entero P; como

el producto mymy - - - m, sin el factor m;, es decir, P; = "2 Entonces, para cada
. . 4 . .

i=1,...,n,los enteros P; y m; son primos relativos, ya que cada m; es primo relativo

con m; para todo j # i. Luego, por el Teorema 1, la congruencia P;x = 1 (mod m;)
tiene solucidn, esto es, existe un entero ¢; (0 < ¢; < m;) tal que ¢;P; = 1 (mod m;).
Si ahora, N; = ¢;P;, entonces N; = 1 (mod m;) y N; = 0 (mod my) para k # i ya que
P; = 0 (mod my).

Finalmente, usamos las soluciones N, N,..., N, obtenidas en los casos especiales
para formar el nimero x = a;N| + a;N, + - - - + a,N,. Ahora, es ficil ver que la expre-
sion para x satisface cada una de las congruencias del teorema.

Para ver que x es inico médulo M, supongamos que y también es una solucién. En-
tonces x = a; (mod m;) y y = a; (mod m;), de modo que x = y (mod m;). De manera
andloga tenemos que x = y (mod m;) para cadai = 1,...,n. Esto significa que x —y
es divisible entre cada uno de m, my, ..., m,. Como los m;’s son primos relativos por
parejas, x — y es divisible entre mym, - - -m, = M y por lo tanto x = y (mod M).

En la demostracién anterior, aunque puede resultar tedioso encontrar los nimeros c;, lo
que sabemos es que existe una solucién x = ajc; Py + -+ - + a,c, Py,

Existe otra aproximacion para resolver sistemas de congruencias. Supongamos que
queremos resolver el problema de Sun Tsu. A partir de la congruencia x = 2 (mod 3),
sabemos que x = 2 + 3k para algtin entero k. Sustituyendo esta igualdad en la segunda
congruencia obtenemos que 2+ 3k = 3 (mod 5) y tratamos de resolver esta congruencia
para k. Sumando 3 a cada lado y simplificando, obtenemos 3k = 1 (mod 5). Esta es
una congruencia lineal como las descritas al inicio de este escrito. Podriamos trabajar
con la ecuacién equivalente 3k + 5y = 1, o s6lo notar que 2-3 = 6 = 1 (mod 5).
Usando esto, multiplicamos la congruencia por 2 y obtenemos que k = 2 (mod 5). Esto
significa que k = 2 + 5 para algtin entero j, de modoque x =2+ 3k =2+3(2+5)) =
8 + 15;. Ahora sabemos que la solucién al sistema de dos congruencias x = 2 (mod 3)
yx = 3 (mod 5)es x = 8 (mod 15). Ahora vamos a la tercera congruencia con
8 + 15 = 2 (mod 7). Reduciendo médulo 7 obtenemos 1 + j = 2 (mod 7), de donde
j =1 (mod 7). Escribiendo j = 1 + 7k tenemos que x = 8 + 15(1 + 7k) = 23 + 105k, y
de aqui x = 23 (mod 105). La solucién x = 23 fue la que Sun Tsu dié como respuesta.

(Qué sucede si los m;’s no son primos relativos? Pueden suceder varias cosas. En
primer lugar, el sistema de congruencias podria no tener solucién. En segundo lugar,
el sistema podria tener solucién, en cuyo caso las soluciones x satisfardn las congruen-
cias, pero no médulo el producto de los m;’s. Veamos un par de ejemplos. Primero
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consideremos el sistema

x = 8 (mod 12),
x =5 (mod9),
x = 14 (mod 15).

Comenzando con la primera congruencia, escribimos x = 8 + 12k. Sustituyéndola en
la segunda, obtenemos 8 + 12k = 5 (mod 9). Luego, 3k = -3 (mod 9), de donde
k = -1 = 2 (mod 3), o bien, k = 2 + 3 para algin entero j. Esto significa que la
solucién a las primeras dos congruencias es x = 8 + 12(2 + 3j) = 32 + 36, que es lo
mismo que x = 32 (mod 36). Observemos que 36 es menor que el producto 12-9 = 108.
Esto se debe a que 12 y 9 no son primos relativos. Continuando, sustituyendo en la
tercera congruencia obtenemos 32+36j = 14 (mod 15), de donde 2+6; = 14 (mod 15).
Simplificando llegamos a 6j = 12 (mod 15) y por lo tanto j = 2 (mod 5), donde
hemos usado el Teorema 1. Ahora, j = 2 + 5m para algin entero m, de modo que
x =32+ 36(2+ 5m) = 104 + 180m, lo que significa que 104 es una solucién, y las
soluciones son tinicas médulo 180 en lugarde 12 -9 - 15 = 1620.

Como segundo ejemplo, consideremos el sistema de congruencias

x = 8 (mod 12),
x =5 (mod9),
x = 13 (mod 15),

donde la tnica congruencia que cambid fue la dltima. De lo hecho previamente, tene-
mos que x = 32 + 36 a partir de las primeras dos congruencias. Sin embargo, ahora
cuando la sustituimos en la tercera, obtenemos 32 + 36j = 13 (mod 15), de donde 6 =
11 (mod 15) la cual no tiene solucién segun el Teorema 1, ya que med(6, 15) =3 1 11.
Esto significa que el sistema inicial de congruencias no tiene solucion.

Una aplicacion: La funcion ¢ de Euler

En esta seccién veremos una bonita aplicacién del teorema chino del residuo a la fun-
cién ¢ de Euler. Si n es un entero positivo, ¢(n) denota el niimero de enteros posi-
tivos menores o iguales que n que son primos relativos con n. Por ejemplo, ¢(1) = 1,
¢(2) =1, ¢(3) = 2, ¢(4) = 2, ¢(5) = 4, etc. El objetivo es determinar una manera
facil para calcular ¢(n). En general, no hay una manera facil de hallar ¢(n) para valo-
res grandes de n, pues ¢(n) depende de como se factoriza n. Si factorizar n es dificil,
entonces determinar ¢(n) también es dificil. Sin embargo, en el caso en que la factori-
zacion de n sea relativamente sencilla, podemos decir mucho.

Teorema 3 Simy n son enteros positivos primos relativos, entonces ¢p(mn) = ¢(m)p(n).

Demostracion. Primero, notemos que hay una correspondencia uno a uno entre los
nimeros x tales que 0 < x < mn — 1 y las parejas ordenadas (a,b) con0 <a <m—1
y 0 < b < n— 1. Esto es, dado un nimero x (0 < x < mn — 1), podemos elegir a y
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b haciendo a = x (mod m) y b = x (mod n). Para el reciproco, el teorema chino del
residuo es la clave: dados a, b, debemos hallar el correspondiente x. Y por supuesto,
hay mn valores posibles de x y mn posibles parejas ordenadas (a, b).

Veamos qué sucede cuando m y n son primos relativos. En este caso, hay ¢(mn) valores
de xcon 0 < a < mn—1y mcd(x,mn) = 1. Hay ¢(m)¢(n) parejas ordenadas (a, b)
que satisfacen 0 < a < m-1,0 < b < n-1, medla,m) = 1y med(b,n) = 1.
(Como se relaciona (a, b) con x? Nuevamente, dado x, podemos elegir a y b usando
a =x (mod m)yb = x (mod n). Si med(x,mn) = 1 entonces mcd(a,m) = 1y
mcd(b,n) = 1 (ejercicio). Esto demuestra que ¢(mn) < ¢(m)¢p(n). Reciprocamente,
dadosaybcon0<a<m-1y0 < b <n-1, podemos usar el teorema chino del
residuo para encontrar un x tal que 0 < x < mn — 1y x = a (mod m), x = b (mod n).
Mais atin, si med(m,a) = 1 y med(n, b) = 1, se sigue que mcd(mn, x) = 1 (ejercicio).
Esto nos da la otra desigualdad ¢(mn) > ¢(m)¢(n), y por lo tanto estas dos expresiones
deben ser iguales.

Estamos listos para dar una férmula para ¢(n). Usaremos el siguiente resultado, facil
de probar: Si p es un niimero primo, entonces ¢(p") = p"~'(p — 1) para todo entero
positivo n. Su demostracién se deja de ejercicio al lector.

Dado un entero positivo n, consideremos su descomposicién canénican = p{' p3* - - - pi
donde py, ..., px son nimeros primos distintos, y aj, . . ., a; son enteros positivos. En-

tonces, usando el Teorema 3 y la férmula para ¢(p") obtenemos
¢ = pi'"” (pr = DPS (2= D)= p T (i = D).

Usualmente, escribimos la férmula anterior de manera mas compacta. Observemos que
p—1=p- Il)) ypl(p=1) = p*(1- ﬁ). Si hacemos esto con cada factor en la férmula
anterior, entonces el producto de las potencias de primos es de nuevo n, y obtenemos

e 1 1 1
¢(n)=n(1—p—l> (1-1)—2)---(1_5).

Asi por ejemplo, si n = 360 = 2% - 32. 5, entonces

¢(360)=360(1—%) (1—%) (1—%)=360-1-%-i=96.

Resolucion de problemas de olimpiada

En esta seccién veremos algunas aplicaciones del teorema chino del residuo en la res-
olucién de problemas de olimpiada.

Problema 1. Sea p un nimero primo. Demuestre que hay una infinidad de enteros
positivos n tales que p divide a 2" — n.

Solucién. Si p = 2, todo ndmero n par cumple que p divide a 2" — n.
Supongamos que p > 3. Por el pequefio teorema de Fermat!, 27~! = 1 (mod p). Luego,

Ver en el apéndice el teorema 4.



Congruencias lineales y el teorema chino del residuo 7

sin =0 (mod p — 1), tenemos que 2" = 1 (mod p). Y sin = 1 (mod p) tenemos que
2" = n (mod p). Por lo tanto, basta garantizar la existencia de una infinidad de enteros n
talesquen = 0 (mod p—1)yn = 1 (mod p). El teorema chino del residuo nos garantiza
la existencia de un entero positivo N talque N = 0 (mod p — 1) y N = 1 (mod p). Por
lo tanto, todos los ndmeros # tales que n = N (mod p(p — 1)), satisfacen el problema
en este caso.

Problema 2. (IMO, 1989) Demuestre que para cada entero positivo n existen n enteros
positivos consecutivos, ninguno de los cuales es la potencia de un niimero primo.

Solucién. Sean py, ps, . .., pa, nimeros primos distintos. Ya que pi p2, p3Pas - - - » Pan—1P2n
son primos relativos por parejas, el teorema chino del residuo implica que existe un en-
tero positivo N tal que

N = -1 (mod pip»),
N = -2 (mod p3ps),
N = —n(mod py-1pan).
Luego, cada uno de los n enteros consecutivos N + 1, N + 2,..., N + n es divisible por

mds de un ndmero primo, y por lo tanto, cada uno de ellos no puede ser la potencia de
un nimero primo.

Solucién alternativa. Consideremos el conjunto
S={l+DIP+2,[(n+ DIP+3,.... [+ DI+ (n+ D},

Cada entero del conjunto S es de la forma [(n + D'1? + kdonde k > 2 y k es un divisor
de (n + 1)!. Luego, k* divide a [(n + 1)!]? y para algtin entero positivo ¢ tenemos que

[(n+ D1 +k=Kt+k=k(kt+1),

donde k y kt + 1 son primos relativos. Ya que cada uno de estos factores es mayor que
1, éstos aportan al menos dos divisores primos distintos del ndmero [(n + DI? + &,
haciendo imposible para el ndmero ser una potencia de un nimero primo.

Problema 3. Demuestre que para todos los enteros positivos n y k, existe un conjunto
de n enteros consecutivos tal que cada uno de los elementos de este conjunto es divisible
por k primos distintos ninguno de los cuales divide a los otros elementos del conjunto.

Solucién. Consideremos k - n nimeros primos distintos

pll’p127'~'7p1k;p217p227'~"p2k;~'~;pnl’pn2’~'~7pnk

cada uno mayor o igual que n.
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Por el teorema chino del residuo, existe un niimero entero N tal que

N =0 (mod pypy), N =0 (mod py3), e, N = 0 (mod py),

N = -1 (mod p31), N = —1 (mod py), e, N = -1 (mod py),

=-n+1(mod p,;), N=-n+1(modpyp), ..., = —n+ 1 (mod pp).
Ahora, NN +1,..., N + n — 1 son n enteros consecutivos que satisfacen el problema.

Solucién alternativa. La demostracién la haremos por induccién sobre k. Si k = 1, se
deja al lector demostrar que cada uno de los nimeros del conjunto

(n'+2,n'+3,...,n'+n}

es divisible por un primo que no divide a ningun otro elemento del conjunto.
Supongamos que el resultado es cierto para k > 1, es decir, existen enteros A + 1, A +
2,...,A + n que satisfacen la condicién del problema con k divisores primos. Sean
P=(A+n)!'y B= P+ A. Consideremos los nimeros

B+1,B+2,...,B+n.

Paracadai=1,...,n, tenemos que A + i | B+ i. También, si p | A + i donde p es uno
de esos divisores primos, entonces p | P,de modoque p | B+ jsiysOlosip |A+jsiy
s6lo sii = j. Asi, esos k divisores primos funcionan. Debemos determinar otro divisor
primo para cada B + i.

Supongamos que, para alguin i, B + i no tiene ningun divisor primo (distinto de los k
mencionados previamente) que no divida a ningtin otro B + j. Entonces, no debe tener
divisores primos mayores que A + n, ya que los k primos originales son menores o
iguales que A + i (pues cada uno de ellos divide a A + i), y cualquier primo que divide
aB+iyaB+ jdebedividirai— j, y en consecuencia ser menor que 7.

Supongamos ahora que p es uno de los primos que no cumplen, es decir, p | B+iy
p| B+ j Entoncesp <n<A+n Yaque(A+n)! =Pyp|(A+n)!, tenemos que
plA+iyp]|A+j. Sesigue que todos los primos que no cumplen para B + i también
dividen a A +i. Luego, serd suficiente determinar un primo p tal que divide a B + i pero
no divide a A + i. Supongamos que no existe tal primo p. Entonces, como antes, existe
un primo p que divide a A + i tal que p(A + i) | B+ i (pues B + i es mayor que A + i).
Por otra parte, si p # A + i tenemos que p(A + i) | P,y por lo tanto p(A+i) | A + i, 1o
cual es un absurdo. De esta manera tenemos que A + i = p. Esto implica que k = 1. Si
nuestros nimeros A+ 1,...,A+nparak =1 fueron(n+2)! +2,...,(n+2)! + (n +2),
entonces todos ellos eran compuestos, lo que significa que A + i = p es imposible.

Problema 4. (Lista corta, IMO 2005) Sean a y b enteros positivos tales que a" + n
divide a b" + n para todo entero positivo n. Demuestre que a = b.

Solucién. Tomando n = 1 tenemos que a + 1 | b + 1, lo cual implica que b > a.
Supongamos que b > a. Sea p > b un nimero primo. Por el Teorema Chino del
residuo existe un entero positivo N tal que

N=1l(modp—-1) y N =-a(mod p).
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Aplicando ahora el pequefio teorema de Fermat, tenemos que a”~! = 1 (mod p) y de
aqui a¥ = a(a’~'---a’~") = a (mod p). Por lo tanto, " + N = a — a = 0 (mod p). De
esta manera tenemos que p divide al nimero a” + N, y en consecuencia divide también
a b + N. Por otra parte, usando nuevamente el pequefio teorema de Fermat, obtenemos
de manera anéloga que b = b (mod p). Como b" + N = 0 (mod p), concluimos que
0=0b"+N =b-a (mod p),y en consecuencia p < b—a < b < p,lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, a = b.

Problema 5. Demuestre que para cada entero positivo n, existen enteros a y b tales que
4a® + 9b* — 1 es divisible entre n.

Solucién. Supongamos primero que n es impar. En este caso, sea b = 0y sea a
cualquier entero tal que 2a = 1 (mod n). Entonces, tenemos que

4> +9b* -1 =4a>-1=Qa-1)Q2a+1),

el cual es divisible entre 7.
Supongamos ahora que n no es divisible entre 3. En este caso, seaa = 0y sea b
cualquier entero tal que 3b = 1 (mod n). Entonces, tenemos que

4a* +9p* -1 =9b>-1=(3b- DBb+ 1),

el cual es divisible entre 7.

Finalmente, consideremos el caso general. Escribamos n en la forma nn;, donde n;
no es divisible entre 2, n, no es divisible entre 3, y n; y n, son primos relativos (por
ejemplo, tomamos n, como la potencia de 2 en la factorizacién en primos de n, y n;
es %). Por lo demostrado previamente, sabemos que existen enteros a; y b; tales que
4a? + 9b% — 1 es divisible entre n, y existen enteros ay y b tales que 4a3 + 9b3 — 1
es divisible entre n,. Como n; y n, son primos relativos, el teorema chino del residuo
implica que existen enteros a y b tales que a = a; (mod ny), a = a, (mod ny),
b =b; (modn;)y b = b, (mod n,). Entonces,

4a* +9b* — 1 = 4a3 + 9b} — 1 = 0 (mod ny),
4a* +9b* — 1 = 4a5 + 9b3 — 1 = 0 (mod ny).

Luego, 4a*> + 9b* — 1 es divisible entre 11 y n,. Como n1 y n, son primos relativos, se
sigue que 4a®> + 9b* — 1 es divisible entre njny = n.

Para finalizar, dejamos unos ejercicios al lector.

Ejercicios

1. Resuelve la congruencia 35x = 56 (mod 77).
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2. Resuelve el sistema de congruencias

x =3 (mod 5),
x =2 (mod 7),
x =3 (mod 9).

3. Sean p y n enteros positivos con p nimero primo. Demuestra que ¢(pn) = pp(n)
sipln,yqueg(pn)=(p—1)p(n)sip{n.

4. Sean my n enteros positivos. Si d es el maximo comun divisor de m y n, demues-
tra que ¢(mn) = —d‘bg'(lﬂ)g(”).

5. (Existen 1,000, 000 de enteros consecutivos, cada uno divisible por el cuadrado
de un ndmero primo?

6. Sin usar el teorema chino del residuo, demuestra que para cada entero positivo n
existen n enteros positivos consecutivos que no son nimeros primos.

7. Resuelve el ejercicio anterior usando el teorema chino del residuo.

8. Sean > 2 un entero. Demuestra que cada uno de los elementos del conjunto
(n'+2,n'+3,...,n'+n}
es divisible por un primo que no divide a ningtin otro elemento del conjunto.

9. Un entero m es una potencia perfecta si existen enteros positivos ay n conn > 1
tales que m = a". Demuestra que existe un conjunto A de 2013 enteros positivos
distintos tal que los elementos de cada subconjunto de A suman una potencia
perfecta.

10. Decimos que un entero positivo n es sorprendente si existen enteros positivos
a, by ctales que n = (b, c)(a, bc) + (c,a)(b, ca) + (a, b)(c,ab). Demuestra que
existen 2013 enteros positivos consecutivos sorprendentes.

(Nota: (m, n) denota el maximo comiin divisor de los enteros positivos m y n.)

11. Sean k y n enteros positivos tales que k | n. Demuestra que para cada entero
positivo a menor que k y primo relativo con k, existe un entero positivo » menor
que n 'y primo relativo con 7 tal que a = b (mod k).
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Problemas de practica

En esta seccién encontrards 20 nuevos problemas cuya seleccién fue hecha pensando
en nuestros lectores de todos los niveles. Estamos seguros que con ellos, estudiantes
con diversos grados de experiencia podrdn encontrar interesantes retos con los cuales
poner a prueba todos sus concocimientos y habilidades.

Aunque en la siguiente seccién puedes encontrar las soluciones de todos ellos, te re-
comendamos no rendirte antes de tiempo. Considera que resolver problemas es una
habilidad que s6lo se perfecciona con préctica y dedicacion, por lo que consultar las
soluciones anticipadamente no es lo mejor para desarrollar al mdximo todo tu poten-
cial.

Por ultimo, te invitamos a contribuir para mejorar nuestra revista. Si conoces algtin
problema interesante y te interesa compartirlo y publicarlo, ponemos a tu disposicién
la direccién revistaomm@gmail . com, donde con gusto recibiremos tus aportaciones
para esta u otra seccion.

Problema 1. Los circulos S| y S se intersectan en los puntos Py Q. Lasrectas [} y I,
son paralelas y pasan por Py Q, respectivamente. Larecta/; cortaaS;enA; yal; en
Aj,con A} y A, diferentes de Py larectal, cortaaS;en Byyal, en By,con By B,
diferentes de Q. Demuestra que los perimetros de los tridngulos A;QA, y B;PB; son
iguales.

Problema 2. Cada uno de los nimeros xj, x3,..., X|s0 es igual a V2-10a V2 +1.
Sea

S = X1X2 + X3X4 + + -+ + X149X150.

(Se pueden elegir los nimeros tales que § = 121? jy para§ = 1117

Problema 3. Encuentra todos los enteros a y b tales que (a + b (a@® + b) = (a + b)*.



12 Problemas de practica

Problema 4. Sea ABCD un cuadrildtero convexo tal que ZADC = /BCD > 90°. Sea E
el punto de interseccién de AC con la paralela a AD que pasa por By sea F el punto de

interseccién de BD con la paralela a BC que pasa por A. Demuestra que EF es paralela
aCD.

Problema 5. Demuestra que si n divide a a — b entonces n? divide a " — b". ;Es cierto
el reciproco?

Problema 6. Los nimeros del 1 al 500 estdn escritos en un pizarrén. Los jugadores A
y B juegan alternadamente comenzando con A. En cada turno pueden borrar uno de los
nimeros y el juego termina cuando quedan solo dos nimeros. B gana si la suma de los
dos nimeros es divisible entre 3 y A gana si no. Demuestra que B tiene una estrategia
ganadora y describela.

Problema 7. Determina todos los nimeros reales a tales que para cada entero positivo
n, el nimero an(n + 2)(n + 4) es un ndimero entero.

Problema 8. Demuestra que el niimero 2022 se puede escribir en la forma x? +4xy +y?
con x, y nimeros enteros, pero no asi el 11.

Problema 9. Sean ABCD un cuadrilatero ciclicoy Py Q puntos en los lados ABy AD,
respectivamente, tales que AP = CD y AQ = BC. Si M es el punto de interseccioén de
AC y PQ, muestra que M es el punto medio de PQ.

Problema 10. Encuentra todas las ternas (x, y, z) de enteros positivos que satisfacen la
ecuacion L +2 -3 =1,
X y z

Problema 11. Cuatro enteros estdn marcados en un circulo. Simultdneamente en cada
paso, y moviéndose en sentido de las manecillas del reloj, se reemplaza cada nimero
por la diferencia entre dicho niimero y el siguiente nimero del circulo. Es decir, los
nimeros a, b, ¢, d se reemplazan pora — b, b —c,c —d y d — a. (Es posible después
de 2013 de tales pasos obtener los nimeros a, b, c, d tales que |bc — ad|, lac — bd| y
|ab — cd| sean nimeros primos?

Problema 12. Sea ABC un tridngulo cuyos dngulos en By C satisfacen C = 90° + %B.
Sean M el punto medio de BC'y C el circulo con centro en A y radio AM. Si C intersecta
nuevamente a BC en D, prueba que MD = AB.

Problema 13. En la escuela de un pequefio pueblo hay 20 nifios. Cualesquiera dos
nifios tienen un abuelo en comun. Probar que algtin abuelo no tiene menos de 14 nietos
en la escuela.

Problema 14. Sea n > 2 un nimero entero. Si x; —x; = 1, resuelve el siguiente sistema
de ecuaciones:

VI +H VG X = I+ G+t X F X == Ky + VXL X
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Problema 15. Manuel distribuye un montén de galletas en varias cajas y en una lista
registra el numero de galletas que guarda en cada caja. Si el mismo nimero figura mas
de una vez, entonces sélo se registra una vez. Después José toma una galleta de cada
caja y las pone en un primer plato. Luego vuelve a tomar una galleta de cada caja no
vacia y las pone en un segundo plato. José continda de esta forma hasta que todas las
cajas quedan vacias. Luego José hace una lista registrando el niimero de galletas que
hay en cada plato y al igual que Manuel si algiin nimero aparece mds de una vez, s6lo
lo registra una vez. Demuestra que la lista de Manuel contiene el mismo nimero de
registros que la de José.

Problema 16. Cinco enteros positivos distintos forman una sucesion aritmética. ;Es
posible que su producto sea a**!3 para algtin entero positivo a?

Problema 17. Sobre un tablero de ajedrez infinito hay colocadas varias piezas rectan-
gulares cuyos lados coinciden exactamente con las lineas de la cuadricula. Cada una
de las piezas rectangulares estd formada por un ndmero impar de cuadrados y cua-
lesquiera dos de ellas no se traslapan. Demuestra que las piezas pueden ser coloreadas
con 4 colores distintos de tal forma que 2 piezas con colores distintos no compartan
puntos comunes en sus fronteras.

Problema 18. Cada una de 10 cajas contiene un niimero distinto de pelotas. En cada
caja, todas las pelotas son de colores distintos. Muestra que siempre es posible escoger
una pelota de cada caja de manera que todas ellas sean de colores distintos.

Problema 19. Un tridngulo A} A;Aj3 estd inscrito en un circulo de radio 2 cm. Demues-
tra que siempre es posible escoger puntos By, B, y B3 sobre los arcos AjA;, AxA;3

y A3A; respectivamente, tales que el valor numérico del 4rea (en c¢m?) del hexdgono
A1B1A;ByA3 B3 es igual al valor numérico del perimetro (en cm) del tridngulo A1 A2As3.

Problema 20. Demuestra que es posible colorear todos los puntos del plano de coor-
denadas enteras, usando dos colores, de manera que ningtin rectdngulo con vértices de
coordenadas enteras del mismo color y lados paralelos a los ejes, tenga area un nimero
del conjunto {1,2,4,8,...,2",...}.
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Soluciones a los problemas de
practica

A continuacion se presentan las soluciones que el equipo editorial de Tzaloa preparé pa-
ra los 20 problemas de practica que figuran en este niimero de tu revista. Date cuenta
que en la solucién de cada uno de ellos siempre se incluye la explicacién que justifi-
ca su validez y ademds observa que la argumentacién siempre se basa en resultados
conocidos y/o en razonamientos 16gicos. Cabe aclarar que las soluciones que aqui se
presentan no son necesariamente las Gnicas o las mejores, por lo que si td tienes otra
solucién y la quieres compartir con nosotros, te invitamos para que la envies a nuestro
buzén electrénico revistaomm@gmail . com, donde con gusto la estaremos analizando
para darte nuestra opinion.

Solucién del problema 1. Como las rectas /; y I, son paralelas tenemos que ZA; PB; =
/PB;Qy por dngulos inscritos tenemos que LA PB; = LA10B1y LPA1Q = /PB;Q, de
donde B|QPA| esun trapecioisoscelesy A; Q = B P. Andlogamente /PA,Q = /PB,Q
y PB; = QA;. Luego, los tridngulos A QA, y B PB, son congruentes y en particular
tienen el mismo perimetro.

S

&7
L
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Solucién del problema 2. Cada uno de los productos x;;_1 xy; tiene tres opciones:

342V2 sixpig =xp= V2+1,
Xoj—1X2i = 3-2V2 si Xoi_] = Xp; = V2 -1,
1 SI Xpj_1 # X2j.

Luego, sean a, b y c¢ el nimero de parejas (x;—1, Xp;) tales que xp;—1 - xp; es igual a
3+2v2,3-2V2y I, respectivamente. Tenemos que

75,
121.

a+b+c
a3+2V2)+b3-2V2) +¢

De la segunda ecuacién tenemos que V2(2a —2b) = 121 —c—3a—3b.Si2a—-2b # 0
tendriamos que V2 es racional, lo cual es falso. Luego, a = b. El sistema queda

2a+c¢ = 75,
6a+c = 121.

Restando las dos ecuaciones obtenemos que 4a = 46, de donde a no es entero y con-
cluimos que no se pueden elegir los nimeros en este caso. Si S = 111 el sistema queda

2a+c¢ = 75,
6a+c = 111.

Cuya solucién es @ = 9y ¢ = 57, por lo tanto si se pueden elegir los nimeros en este
caso.

Solucién del problema 3. Desarrollando y cancelando términos llegamos a la ecuacién
a’b® +ab = 4a’b + 6a°b* + 4ab’.
Sia o b esigual a 0 tenemos la igualdad. Si son diferentes de cero llegamos a
a’b® + 1 = 4a* + 6ab + 4b°.

Sumando 2ab a cada lado y factorizando, obtenemos (ab + 1)*> = (2a + 2b)?, de donde
ab + 1 = £(2a + 2b). Veamos los dos casos.

m ab+1 =2a+2b.Despejando a tenemos que a = % = 2+% dedonde b = -1,
1, 3,5 (y respectivamente a es igual a 1, -1, 5y 3).

m ab+1 = —(2a+ 2b). Despejando a tenemos que a = % =-2+ % de donde

b =-5,-3,-1,1 (y respectivamente a es igual a =3, =5, 1 y —1).
Por lo tanto, las soluciones son (a, b) = (1,-1),(-1,1),(5,3),(3,5), (-3, -5) y (-5, -3).

Solucién del problema 4. Sea G el punto de interseccién de las diagonales.



Soluciones a los problemas de practica 17

A B

Como las rectas AD y BE son paralelas, tenemos que los tridngulos ADG y EBG son
semejantes, de donde % = % 0 GA - GB = GE - GD. Andlogamente tenemos que
GA - GB = GC - GF. Igualando obtenemos que GE - GD = GC - GF o & = &&_ Por
el teorema de Thales, las rectas DC y EF son paralelas.

Solucién del problema 5. Como n divide a a — b debe existir un entero ¢ tal que
a = b + cn. Luego,

a'-b" b+ cn)' -b"

" b len + " Rt 4+ " c'n"
1 2 n
n? <b”1c + (n) P24+ <n> c”n"2> ,
2 n

de donde n? divide a a” — b".
El reciproco no siempre es cierto. Por ejemplo, sia = 3,b = 1 y n = 4 se tiene que 16
divide a 3* — 1* = 80 y 4 no dividea 3 — 1.

Solucién del problema 6. De entre los nimeros del 1 al 500 hay 166 que son miltiplos
de 3, 167 que dejan residuo 1 y 167 que dejan residuo 2 al dividirse entre 3. B jugara de
la siguiente manera: Si en el turno anterior A quité el nimero a, B quitard un nimero b
tal que a+b es multiplo de 3. Es decir, si A quita un miltiplo de 3, B también quitard un
multiplo de 3, si A quita uno que deja residuo 1, B quitard uno que deje residuo 2 y
viceversa.

Veamos que siempre serd posible que B juegue de esta manera. Como hay un nimero
par de multiplos de 3, después de cada ronda volverd a haber un niimero par. Asi, si A
quita un multiplo de 3, B podra quitar otro. Por otro lado, notemos que en una ronda se
quita uno que deja residuo 1 si y solo si se quit6 uno que deja residuo 2. Como al inicio
hay la misma cantidad de multiplos de estos, después de cada ronda habrd la misma
cantidad y si A quit6 uno de un tipo, B podrd quitar del otro.

Notamos que en cada ronda la suma fue reducida en un multiplo de 3 y como en
la primera ronda la suma era &;01, cuando queden dos niimeros, estos sumaran un
muiltiplo de 3 y B ganard.
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Solucién del problema 7. Sin = 1 on = 2 tenemos que an(n+2)(n+4)esiguala 15a 'y
48a, respectivamente. Si cada uno de 15a y 48a es un entero, entonces 48a—3-15a = 3a
también es un entero. Luego, a = % con k entero. Como n(n + 2)(n + 4) es multiplo
de 3 para todo entero positivo n (basta checar cada una de las congruencias: n = 0, 1
0 2 médulo 3), tenemos que an(n +2)(n +4) = k - 2219 o5 un entero para todo
entero positivo n. Por lo tanto, los nimeros reales a que satisfacen el problema son los
ndmeros de la forma § con k entero positivo.

Solucién del problema 8. Supongamos que y = 1, entonces x> + 4xy + y*> = 2022 es
equivalente a x> +4x = 2021, 0 (x+2)? = 2025. Como 2025 = 452, entonces x = 43 es
una solucién. Entonces (x, y) = (43, 1) es solucién de la ecuacién x? + 4xy +y* = 2022.
Ahora supongamos que x> + 4xy + y*> = 11 para algunos enteros x, y. Entonces, (x +
y)> +2xy = 11.

Como (x +y)> = 11 — 2xy, y el lado derecho de la igualdad es impar, entonces (x + y)?
es impar, y por lo tanto x + y también lo es. Luego, alguno de los niimeros x y y es
impar y el otro es par. Entonces 2xy es multiplo de 4, digamos que 2x = 4k para cierta
k. También, como x + y es impar, (x + y)*> = 4¢ + 1, dado que si n = 2m + 1, entonces
n=0Cm+12=4m?+4m+1=4m*+m) + 1 que es de la forma 4¢q + 1.

Asf tenemos que, (x + y)2 + 2xy = 11, implica que, 4g + 1 + 4k = 11, de donde,
4(k + g) = 10, que es una contradiccién porque 10 no es miiltiplo de 4. Por lo tanto, 11
no se puede escribir en la forma x> + 4xy + y? con x, y nlimeros enteros.

Solucién del problema 9. Sea T el punto en la prolongacién de AD tal que AT = BC.

D

Como AT = BC, AP = CDy (TAP = (TAB = /BCD, tenemos que los tridngulos
ATP y CBD son semejantes, entonces ZATP = /CBD.

Como /CBD = /CAD, tenemos que, /AT P = /CAD. Entonces la recta T P es paralela
alarecta AC, es decir, TP es paralela a AM. Luego, por el teorema de Thales, tenemos

que Z—jg = % = % = 1. Por lo tanto, PM = MQ y M es punto medio de PQ.
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Solucion del problema 10. Sea (x, y, z) una solucién de la ecuacién. Entonces,
¥z + 2xz = xyz + 3xy.
Supongamos que x > 3y y > 3, entonces y(x — 1) > 3(x — 1) > 2x. Luego,
xyz +3xy > xyz =yz+ (x — 1)yz > yz + 2xz,

lo que contradice la igualdad yz + 2xz = xyz + 3xy. Por lo tanto, x <3 0y < 3.
Supongamos primero que y > 3. Luego, x = 1 o x = 2.

Si x = 1, tenemos que 2z = 3y, luego (x,y,z) = (1,2a,3a), con a un entero tal que
a >?2,dadoquey > 3.

Si x = 2, tenemos que yz + 6y = 4z. Luego, (y —4)(z+6) = -24. Asiy—-4 > -1y
z+6 > 7, entoncesy —4 = -1y z+ 6 = 24. Por lo tanto, (x,y,z) = (2,3, 18) es una
solucion.

Ahora supongamos que y = 2, entonces tenemos que, 3x = z. Luego las tripletas de
enteros (b, 2,3b), con b > 0 son solucién (observemos que recuperamos el caso a = 1
del caso anterior).

Siy = 1, tenemos que, 3x = 7+ xz, de donde (x+1)(3—2z) = 3, con x+ 1 > 2. Entonces,
x+1=3y3-z=1,loqueimplica que (2, 1,2) es solucién.

Por lo tanto, las soluciones son: (1, 2a, 3a), (a, 2, 3a),donde a es un entero tal que a > 0,
2,1,2)y (2,3,18).

Soluciéon del problema 11. Veamos que no es posible, después de cualquier nimero
de pasos.

Supongamos que después de k etapas, con k niimero natural distinto de cero, tenemos
los nimeros a, b, ¢ y d. Llamemos m,n p y q los enteros precedentes con a = m — n,
b=n-p,c=p—-qyd=qg—m.Entonces,a+b+c+d=0,dedonde,-d =a+b+c.
Luego, tenemos que,

bc—ad = bc+a(a+b+c)=(a+b)a+c)
ac—bd = ac+bla+b+c)=(a+b)(b+c)
ab—cd = ab+cla+b+c)=(a+c)(b+c),

de donde,
|bc — ad|lac — bd||lab — cd| = [(a + b)(b + ¢)(c + a)]z.

Sin embargo, el producto de tres nimeros primos no puede ser un cuadrado perfecto.
Por lo tanto, no es posible obtener dichos niimeros.

Solucién del problema 12. Sea ¥ el circulo con centro A y radio AC y E el otro punto
de interseccién de ¥ y BC. Entonces /AEC = /ACE, de donde, ZAED = (ACM.
También AD = AM y /ADE = /AMC, luego los tridngulos ADE y AMC son seme-
jantes. Entonces DE = CM. Pero CM = MB, de donde DE = MB, lo que implica que,
MD = BE.
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B M C VD

Observemos que, ZAEC = /ACE = 90° — %B. Entonces,

1 1
/BAE = 180° — (AB +90° — EB) =90° — EB'
Luego, AB = BE y por lo tanto, MD = AB.
Solucién del problema 13. Denotemos por ¢y, ¢3, €3, . . ., €29 & los nifios. Para un abue-

lo g denotamos por Gy = {c; | ¢; es un nieto de gz}. Como el nimero de nifios en la
escuela es finito, entonces también lo es el numero de abuelos.

Supongamos que g; tiene n; nietos y que n; es maximo, es decir, G; es el conjunto con
mas elementos. Claramente n; > 2.

Supongamos que n; < 13.

Sea c¢; € G,. Existe un niflo, digamos c;, tal que ¢; no estd en G| y ¢ y ¢, tienen un
abuelo en comin, digamos g, donde g; # g». Si cada nieto de g; también tuviera a
g» como abuelo, entonces G U {c2} C G,. Luego, en G, habria mds nifios que en G,
lo que contradice que G| es el conjunto con mds elementos. Asi, existe un nieto de g,
digamos c3, que no es nieto de g,. Luego, ¢; y c¢3 tienen un abuelo en comun, digamos

83,y & ¢ 181,82} o

82 81

(&) 83 3

Para i > 4, ¢; tiene un abuelo en comitn con cada uno de los nifios ¢y, ¢;, ¢3. Entonces
los dos abuelos de ¢; estdn en el conjunto {g;, g2, g3}

Se deduce entonces que los 40 abuelos de los ¢; forman el conjunto {g;, g2, g3}. Como
40 = 3 x 13 + 1 tenemos que, por el principio de las casillas, al menos uno de los
abuelos gi, g2, g3 tiene al menos 14 nietos. Luego, n; > 14 lo que es una contradiccién
dado que supusimos que n; < 13.

Por lo tanto, n; > 14.
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Observemos que 14 no puede ser superado. Si ¢y, ¢, ..., c14 tienen a g; como abuelo;
c1,C,...,C7 tienen a 82,C8,C9,...,Cl4 tienen a 83, Y C15,C165 -+ -5 €20 tienen a g2y &3.
Entonces, n; = 14y n, = n3 = 13.

Solucién del problema 14. Consideremos la ecuacion xj + vxz + -+ x, = /X2 +

X3 + -+ x, + X1 y primero la elevamos al cuadrado, después restamos de ambos
lados la suma x; + - - - + X, y finalmente volvemos a elevar al cuadrado. De lo anteri-
or obtenemos que xj(x + -+ + x,) = x2(x3 + -+ + x, + x1), de donde se sigue que
(x; — x2)(x3 + -+ + x,) = 0. Dado que x; — x, = 1, tenemos que x3 + --- + x, = 0.

Dado que las ecuaciones contienen las raices cuadradas de xs, . . ., x,, tenemos que esos
nimeros no pueden ser negativos y dado que su suma es igual a cero, entonces cada
uno de ellos es igual a cero, x3 =--- = x,, = 0.

Por dltimo, de la ecuacién /X1 + VX2 + -+ X, = X, + Vx + X2 + - + X, ten-
emos que X1 + \yx2 = +/x] +x2, de donde, elevando al cuadrado, se sigue que
Vxix; = 0, por lo tanto x; = 0 0 x = 0. Como ambos son no negativos y ademads
x1 —x = 1, tenemos que x; = 1 y x, = 0. En resumen, la tnica solucién del sistema
esx;=1l,x=---=x,=0.

Solucién del problema 15. Comenzamos ordenando las cajas en una hilera, de manera
que el nimero de galletas que contienen decrezca de izquierda a derecha. En una hoja
de papel cuadriculado dibujamos una escalera en la cual la altura de la primera colum-
na (de ancho un cuadrito) sea igual al nimero de galletas de la primera caja (izquierda),
la altura de la segunda columna corresponda al nimero de galletas de la segunda caja
y asi sucesivamente. Sea el primer escal6n el formado por la(s) columna(s) de mayor
altura y el dltimo el formado por las columna mds baja. De esta forma, el nimero de
registros de la lista de Manuel es igual al nimero de escalones de nuestra escalera (las
cajas con el miximo de galletas corresponden a las columnas que forman el primer
escaldn y asi sucesivamente).

En la siguiente figura se ilustra la escalera correspondiente al caso particular donde
Manuel ha rellenado 8 cajas con 6, 6, 5, 4, 4, 4, 2 y 1 galletas respectivamente. Notese
que en este caso la lista de registros de Manuel consta de 5 ndimeros, a saber: 6, 5, 4, 2

y 1.

Ahora, observamos que en el modelo, tomar una galleta de cada caja es equivalente a
cortar la fila de hasta abajo de nuestra escalera. Entonces, al terminar de rellenar los
platos con el mdximo ndmero de galletas habremos removido las filas que forman el
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ultimo escaldén, de forma que éste desaparece, quedando entonces una escalera con 1
escalén menos. Procediendo de esta manera, al llenar la siguiente ronda de platos con
el siguiente maximo nimero de galletas, removeremos el siguiente escalén y asi suce-
sivamente. Ahora es evidente que el nimero de registros de la lista de José, al igual que
el de la lista de Manuel, coincide pues en ambos casos es igual al nimero de escalones
de nuestra escalera.

Solucién del problema 16. Tomamos una sucesién aritmética de cinco enteros posi-
tivos distintos, por ejemplo, 1,2, 3,4, 5. Su producto es 120 que no es igual a la potencia
2013 de ningun entero positivo. Ahora multiplicamos cada uno de esos niimeros por
120" para obtener: 120%,2 - 120",3 - 120",4 - 120",5 - 120". Al igual que la sucesion
original, los nuevos niimeros forman una sucesién aritmética y su producto es igual a
120%*1, Ahora, sélo falta escoger n de manera 5n + 1 sea divisible entre 2013. Final-
mente, observamos que esto es posible, dado que 5 y 2013 son primos relativos. S6lo
necesitamos escoger y y n de forma que 5n 4+ 1 = 2013y. Si tomamosy =2y n = 805,
entonces el producto es igual a la potencia 2013 de 1202,

Solucién del problema 17. Podemos representar el problema sobre una hoja cuadricu-
lada de longitudes infinitas. Dividimos la hoja en cuadrados de 2 X 2 y numeramos los
cuadraditos que los forman 1,2, 3,4 a partir de la celda de hasta arriba y a la izquier-
da, siguiendo la direccidn de las manecillas del reloj. Dado que ambos lados de cada
rectdngulo son de longitudes impares, las celdas de sus 4 esquinas estdn marcadas to-
das con el mismo numero. Finalmente, asociamos 4 colores distintos con los ndmeros
1,2,3,4 y pintamos cada rectdngulo segtn el color que sefialan sus esquinas. Es claro
que los nimeros en las esquinas de dos rectdngulos adyacentes son distintos y por lo
tanto sus colores son también diferentes.

(Este problema es un caso particular del teorema de los cuatro colores, el cual es uno de
los teoremas mds famosos en matemadticas, enunciado en 1852 y demostrado en 1970.
Este teorema afirma que cualquier mapa puede ser coloreado con a lo mds cuatro colo-
res de manera que cualesquiera dos regiones vecinas queden coloreadas con diferente
color.)

Solucién del problema 18. Ordenamos en una hilera las cajas segin el nimero de
pelotas que contienen de forma creciente de izquierda a derecha. De esta forma la
primera caja contiene al menos 1 pelota, la segunda al menos 2 y asi sucesivamente, de
tal forma que la dltima contiene al menos 10 pelotas. Entonces, comenzamos tomando
una pelota de la primera caja. Dado que la segunda caja contiene pelotas de al menos
dos colores, escogemos la pelota de la segunda caja de color distinto a la escogida de
la primera. La tercer caja contiene al menos 3 pelotas de distintos colores y por lo tanto
podemos escoger la tercer pelota de color diferente a las escogidas de las dos cajas
anteriores. Es claro que siguiendo este procedimiento obtenemos el resultado buscado.

Solucién del problema 19. Sean B;, B, y B3 los puntos medios de los arcos /@,
ArA3 y AsAj, respectivamente.
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B,

El drea del hexdgono A|BjA;B>A3B3 es la suma de las dreas de los cuadrildteros
OA|B|A;, OA3BA3 y OA3B3A;, donde O es el centro del circulo. Ahora, observa-
mos que cada uno de esos cuadrildteros tiene sus digonales perpendiculares, por lo
tanto el drea de cada cuadrildtero es el semi-producto de sus diagonales. Entonces, la
suma de esas dreas es igual a

1 1 1
EOB] -A1Ar + EOBZ -ArAsz + 5033 -AzAq.

Dado que OB, = OB, = OB3 = 2cm por las hipétesis del problema, entonces esta
suma y el drea del hexdgono es igual a AjA> + A»A3z+A3A1, que es también el perimetro
del tridngulo A A»As3.

Solucién del problema 20. Vamos a colorear de rojo los puntos (x, y) tales que x +y #
1 (mod 3) y todos los otros puntos de blanco.

Caso 1. Sea W un rectangulo con todos sus vértices blancos y con lados paralelos a los
ejes. Sean (a, b) y (a, d) dos vértices adyacentes. Entoncesa + b = a +d = 1 (mod 3),
de donde b — d = 0 (mod 3). Luego, el drea de W, la cual es un miltiplo de b — d, es
divisible por 3, de donde su drea no puede ser una potencia de 2.

Caso 2. Sea R el rectangulo con todos sus vértices rojos y lados paralelos a los ejes.
Sean (a, b), (a,d), (c,d), (c, D) sus vérticescon ¢ > ayd > b. Seax = a + b,y supon-
gamos que el area de W es una potencia de 2. Se sigue que ¢ = a+2”7yd = b + 21
para algunos enteros no negativos p y ¢g. Entonces, como los cuatro vértices son rojos,
tenemos que

x # 1 (mod 3),

x+ (-1 £ 1 (mod 3),
x+(=D? # 1 (mod3),

x+ (=) + (=17 £ 1 (mod3).

Por lo tanto, médulo 3, tenemos que {x, x + (—=1)"} = {0,2} = {x,x + (—1)?}. De aqui,
x+(=1)? = x+ (-1)? (mod 3) de donde p y ¢ tienen la misma paridad. Esto nos lleva
aquex, x+ (—=1)? y x + (=1)” + (=1)7 son distintos médulo 3. En particular, uno de
ellos es congruente con 1 médulo 3, 1o que es una contradiccion.
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Problemas de Entrenamiento

Esta es la seccién interactiva de la revista y su construccién sélo es posible con la
participacién entusiata de todos sus lectores. Los siguientes 10 problemas que presen-
tamos carecen de solucidn pues estdn esperando a que td los resuelvas. Acepta el reto y
resuelve uno o todos los Problemas de Entrenamientoy una vez que lo logres, envianos
tus soluciones cuanto antes para que puedan salir publicadas con tu nombre impreso.

Las soluciones de los problemas de esta seccion se escogerdn de entre las participa-
ciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu contribu-
cién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su caso,
publicar tu trabajo.

Problemas de Entrenamiento.
Ano 2013 No. 4.

Problema 1. Demuestra que para cualesquiera nimeros reales positivos x, y, z, se

+1 +1 +1
cumple la desigualdad *—— + 27— ¢ T X V%
y+1 z+1 x+1"y z x

Problema 2. Encuentra una construccién con regla y compés, de manera que dado un
segmento cualquiera AB y una recta [ paralela a él, permita localizar un punto C sobre
[ tal que el producto AC - BC sea minimo.

Problema 3. En un incio se escriben en el pizarrén el 1 y los niimeros positivos x y
y. En cada paso estd permitido tomar dos nimeros (no necesariamente distintos) del
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pizarrén y entonces escribir su suma o su diferencia en el pizarrén. También es posible
escoger del pizarrén cualquier nimero distinto de cero y entonces escribir su reciproco
en el pizarrén.

1. (Es posible obtener al niimero x” al término de una sucesién finita de pasos?

2. (Es posible obtener al niimero x - y al término de una sucesion finita de pasos?

Problema 4. Encuentra todos los enteros positivos de dos digitos n = 10a + b tales que
para cualquier entero x la diferencia x* — x” es divisible por .

Problema 5. Cierto nimero de tubos se agrupan en forma hexagonal. El nimero de
tubos agrupados puede ser: 1, 7, 19, 37 (como se muestra en la figura), 61,91, . ... Si se
continda la sucesion, se observa que el nimero total de tubos es en varias ocasiones un
nimero que termina en 69. ;Cudl es el término nimero 69 de la sucesién que termina
en 69?

Problema 6. Encuentra todos los enteros positivos k tales que para todos los enteros
positivos n los nimeros 4n + 1 y kn + 1 son primos relativos.

Problema 7. En la figura, F se encuentraen GE y Q en la extensién de GE. Ademas,

Ay H estdn en PG de manera que QA intersecta a PF en B, QA intersecta a PE en C,

: AB  CD . EF  GH _
y OH intersecta a PE en D. Demuestra que £ - 57 56 * 714 = L-
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Problema 8. Sean a y b nimeros reales positivos. Demuestra que

((l _ b)2013(a + b)2013(b _ a)2013 > (a2013 _ b2013)(02013 + b2013)(b2013 _ 02013).

Problema 9. Sea ABC un tridngulo isésceles con AC = BC. El incirculo de ABC
intersecta a AB en D y a BC en E. Una recta por A que es distinta a la recta AE
intersecta al incirculo en F' y G. Sean K y L las intersecciones de AB con EF y EG.
Demuestra que D es el punto medio de KL.

Problema 10. Se tiene un tablero de ajedrez de n X n. {De cudntas maneras podemos
colocar 2n — 2 piedras en algunos de los cuadrados de tal manera que no haya dos
de ellas en la misma diagonal del tablero de ajedrez? (dos piedras estdn en la misma
diagonal del tablero de ajedrez si el segmento que forman es paralelo a una de las dos
diagonales del tablero).

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2013 No. 1.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 1, afio 2013. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista
aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa 2,
afio 2013, por lo que todavia estds a tiempo para que tus trabajos puedan salir publica-
dos dandote todo el crédito que mereces.

Problema 1. Los segmentos AC y BD se intersectan en un punto P tal que PA = PDy
PB = PC. Sea O el circuncentro del tridngulo PAB. Demuestra que los segmentos OP
y CD son perpendiculares.

A D
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Solucién. Los tridngulos APB 'y DPC son congruentes dado que PA = PD, PB = PC
y LtAPB = /DPC. Luego, /BAP = /CDP. Observemos que al menos uno de los
angulos, ZPAB o /PBA, es agudo, luego sin pérdida de generalidad supongamos que
es ZPAB. Como O es el circuncentro del tridngulo PAB, tenemos que OB = OP'y
/BOP = 2/BAP, entonces,

LOPB =90° - %LBOP =90° — Z/BAP.

B C

Sea E la interseccin de OP y CD. Entonces /ZEPD = /OPB. Luego, /.EPD = 90° —
LCDP. Asi tEPD + (EDP = (EPD + /CDP = 90°. Por lo tanto, OP y CD son
perpendiculares.

Problema 2. ;Cuantos enteros positivos de seis digitos hay que son cuadrados per-
fectos con la propiedad de que si a cada digito se le suma 1, el nimero resultante es
también un cuadrado perfecto de seis digitos?

Solucién. Supongamos que el nimero de seis digitos que es un cuadrado perfecto es,
m? = 10°a + 10*b + 10°c + 10°d + 10e + f,
luego,
> =10%a+ D+ 10*0+ D+ 10%c+ D)+ 10> d+ 1)+ 10(e + 1) + (f + 1),

de modo que n?> —m? = 111,111 =3 x 7 x 11 x 13 x 37.
Como 111,111 es el producto de 5 primos distintos, entonces tiene 32 divisores posi-
tivos. Sean d;, i = 1,2,...,32, los divisores positivos de 111, 111. Entonces, n+m = d;

yn—m = %‘f“. Como se debe tener que d; > %, entonces hay a lo sumo 16
1

soluciones dadas por m = % (di - % 2 es un niimero de 6 digitos se debe

tener ademds que 632.46 ~ 200 V10 < 2m < 2000. Revisando los divisores existen 4
soluciones:

). Como m
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d; m m? n? n

3xTx37=777 | 317 | 100,489 | 211,600 || 460
3x13x37=1443 | 683 | 466,489 | 577,600 || 760
3x11x37=1221 | 565 | 319,225 | 430,336 || 656
7x11x13=1001 | 445 | 198,025 | 309,136 || 556

Problema 3. Nos dan tres niimeros reales distintos de cero de forma que si los usamos
como coeficientes de trinomios cuadraticos, cada uno de esos trinomios tiene una raiz
real. ;Es cierto que cada uno de estos trinomios tiene una raiz positiva?

Solucién. La respuesta es afirmativa. Dado que los coeficientes a, b y ¢ son distintos
de cero, ninguno de los seis trinomios posibles tiene raices iguales a cero. Ademds,
como cada trinomio tiene una raiz real, la otra raiz también lo es. Ahora procedemos
por reduccién al absurdo.

Supongamos que el trinomio ax?+bx+c tiene dos raices reales negativas —r y —s donde
r'y s son nimeros positivos. Entonces ax’*+bx+c = a(x+r)(x+s), donde b = a(r+s) y
¢ = ars tienen el mismo signo que a. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que a, b y ¢ son positivos. Ademds, b> > 4ac, ¢*> > 4ab 'y a* > 4bc, ya que las
raices de cada trinomio son reales. Multiplicando estas desigualdades obtenemos que
(abc)? > (8abc)?, es decir, 63(abc)? < 0, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, cada
uno de los seis trinomios debe tener al menos una raiz real.

Problema 4. Sea ABC un tridngulo con ZBAC = 90°. Sobre el lado BC se encuentra
un punto L. El circuncirculo del tridngulo ABL intersecta nuevamente a la recta AC
en My el circuncirculo del tridngulo ACL intersecta nuevamente a la recta AB en N.
Demuestra que los puntos L, M y N son colineales.

Solucién. Supongamos que el circuncirculo del tridngulo ALC es tangente a la recta
AB. Se tiene que N = A.

B\—/L\/C
Como AC es perpendicular a AB, AC es didmetro del circuncirculo del tridngulo ALC
y LALC = 90°. Luego, AB es didmetro del circuncirculo del tridngulo ABL, el cual
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seria tangente a la recta AC y M = A. Luego, como M y N coinciden, M, N y L estan
en una misma recta.
En el otro caso:

B\_/i\/c

Como C, A, L'y N estan en una misma circunferenciay ZCAN = 90°, tenemos que NC
es un didmetro de dicha circunferenciay ZCLN = 90°. De la misma manera, como B,
L, M y A estdn en una misma circunferencia y ZBAM = 90°, tenemos que MB es un
didmetro de dicha circunferenciay ZBLM = 90°.

Luego, como /BLM = /CLN = 90°, se tiene que L, M y N son colineales.

Problema 5. En un tablero de ajedrez de 15 X 15 hay colocadas 15 torres que no se
atacan entre si. A continuacion, cada torre hace un movimiento como caballo. Muestra
que después de esto necesariamente tiene que haber al menos un par de torres que se
atacan entre si.

Solucién. Comenzamos numerando renglones y columnas del 1 al 15 de forma que
cada casilla queda definida por una pareja (a, b), donde a, b € {1,...,15}. Sea (ax, by)
la casilla donde se ubica la k-ésima torre. Dado que en la posicidn inicial ninguna pareja
de torres se ataca entre si, entonces en cada columna y renglén hay exactamente 1 torre
colocada. Es asi que los ndmeros ay, . . .,a;s son, en algtin orden, los nimeros del 1 al
15, y lo mismo sucede con los niimeros by, ..., b;s. De lo anterior, concluimos que si
las torres no se atacan entre si, entonces lasuma S = ay+---+a;s+b;+---+b;5 = 15-16
€s par.

Ahora veremos que después de que cada torre hace un movimiento como caballo, la
suma S se vuelve impar. De hecho, observamos que cuando la k-ésima torre se mueve
como caballo, a; cambia en +2 y b, cambia en 1 o a; cambia en 1 y b; cambia en
+2. Entonces, a; + by cambia en =1 6 +3. Dado que tenemos un nimero impar de torres,
la suma § se vuelve impar una vez que todas las torres se han movido. Esto implica que
al menos un par de torres se ataca entre si, pues de otra forma, como hemos probado,
la suma S serfa par.
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Problema 6. Alma y Brenda parten de los puntos A y B respectivamente y se mueven
simultdneamente acercdndose una hacia la otra hasta encontrarse. Sus velocidades son
constantes pero no necesariamente iguales. Si Alma hubiera empezado a moverse 30
minutos antes se hubieran encontrado en un punto 2 kilémetros mds cercano a B. Si
en lugar de eso, Brenda hubiera empezado a moverse 30 minutos antes, entonces se
hubieran encontrado a una distancia d mas cerca de A. ;Serdn suficientes los datos para
determinar el valor de d?

Solucién. Supongamos que la distancia entre A y B es de x kilémetros. Sean a y b
las velocidades, en kilémetros por hora, de Alma y Brenda respectivamente. Entonces
la distancia que recorre Alma es -~y la de Brenda es a%. Cuando Alma recorre 2
kilémetros mds y Brenda 2 kilémetros menos, la diferencia de sus tiempos es de 3

2
hora. Lo anterior implica que,

1/ ax 1 bx ) 1
;(a+b+2)‘z<a+b‘2 =3

L 1,1 _1 5
y simplificando obtenemos que . + ; = ;. Andlogamente,

1 bx 1 ax 1
E(a+b+d)_5(a+b_d) 2

y deaqui 1 + 1 = 5L Porlo tanto, d = 2.

Problema 7. Sean d y d’ divisores positivos de un entero positivo n. Sid’ > d, demues-
traqued >d+ %.

Solucién. Si d y d’ son divisores positivos de un entero positivo n, con d’ > d, tenemos
que n =dkyn=dk’ conk > k’. Entonces,

K> k+Dk—-1) > (k+ DK

vaquek— 1>k & k>k +1 e k>k.Luego, - > &L =1+ L yporlo tanto,
n_ n n n d?
d=—>—-+—==d+ =d+—.
kTR @y n

Problema 8. Pablo tiene suficientes fichas rojas, blancas y azules. El desea colocar
fichas en cada una de las casillas de un tablero de ajedrez. De entre todas las maneras
en que puede hacerlo, ;habrd mas con un nimero par de fichas rojas o con un nimero
impar de fichas rojas?

Solucién. Sea n un entero entre 0 y 64. El nimero de maneras en las que Pablo puede
poner n fichas rojas en las 64 casillas del tablero de ajedrez es igual a (6’14). Sobran 64—n
casillas, las cuales deben tener fichas de color blanco o azul. Como cada una de esas
casillas tiene 2 posibilidades, hay 2%~ formas de llenar las casillas restantes. Luego,
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el nimero de arreglos que contienen exactamente n fichas rojas es igual a (6:) 264-n,
Asf, el nimero de arreglos que contienen un nimero par de fichas de color rojo es

64 64 64 64 64
p= 264 262 260 4 ... 2 0
( 0 ) * ( 2 ) e )T T e2)” T es

y el nimero de arreglos que contienen un nimero impar de fichas de color rojo es

64 64 64 64 64
I = 263 261 259 . 23 21.
(1) +<3) +<5) T \e)T 63

Por otro lado, por el teorema del binomio, tenemos que

64 64 64 64
— (7 _ 164 = 64 _ 63 62 L ... 0_p_
1=2-1) (())2 (1>2 +<2>2 + +<64>2 P-1.

Luego, el nimero de arreglos con un nimero par de fichas rojas es uno mas que el
numero de arreglos con un nimero impar de fichas rojas.

Problema 9. Supongamos que en una cinta infinita escribimos todos los niimeros na-
turales en orden y sin dejar espacios: 1234567891011121314. . .. Después cortamos la
cinta en tiras de 7 digitos de largo.

Demuestra que todo nimero de 7 digitos:

(a) aparecerd en al menos una de las tiras,

(b) aparecerd en un ndmero infinito de tiras.

Solucién. (a) Sea n un nimero cualquiera de 7 digitos. Consideramos los 7 ndimeros
consecutivos de 8 digitos 10n, 10n+1, ..., 10n+6.Dado que 7 y 8 son primos relativos,
alguna de las tiras tiene que comenzar justo con uno de esos niimeros y esa es la tira en
la que estd el nimero 7.

(b) De manera similar, podemos considerar a los 7 enteros consecutivos de 9 digitos:
1001, 100n+1, ..., 100n+6, a los 7 niimeros consecutivos de 10 digitos: 1000n, 1000n+
1,...,1000n + 6, y asi sucesivamente. Para cada cantidad de digitos no divisible entre
7, obtenemos una tira con el numero n.

Problema 10. Los nimeros p y ¢ son nimeros primos que satisfacen,

+1 2
p_ g+l _ 2n

p+1 q n+2

para algtn entero positivo n. Determina todos los valores posibles de g — p.
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.z r ﬂ _ 2pg+p+g+l
Solucién. Tenemos que ot T T . Luego,

p +q+1_ 2n R 2pg+p+q+1  2n
p+1 g n+2 qgp+1) T n+2
2
o pq+p+q+1_2= 2n s
qgip+1) n+2
IR p—q+1: -4
gp+1) n+2
1 4
o q __prt _
gip+1) qlp+1) n+2
1 1 4
f—3 —_— =

p+l g n+2

Como 7 es positivo, tenemos que g > p + 1. Luego, g p+ 1l yporlotantogy p + 1
son primos relativos ya que g es primo. Realizando la suma del lado izquierdo de la
dltima igualdad, obtenemos la igualdad equivalente

(g—p-Dm+2)=4q(p+1).

Ahora, (g,qg—p—-1)=(@p+1)=1y(p+l,gq-p-1)=(p+1,9) =1, de modo
que g — p — 1y g(p + 1) son primos relativos. En consecuencia, g — p — 1 debe dividir
a4. Como g — p — 1 es positivo, las posibilidades son 1,2 0 4, de donde g — p = 2, 3
0 5. Cada uno de estos valores se puede obtener con (p, gq,n) = (3,5,78), (2,5,28) y
(2,7, 19), respectivamente. Por lo tanto, los valores posibles de g — p son 2, 3 y 5.
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Etapa Final Estatal de la 262
OMM

Problema 1. Dos jugadores A y B juegan alternadamente en una cuadricula de n X n.
Una tirada consiste en escoger un entero 2 < m < n 'y una subcuadricula de m X m
contenida en la cuadricula inicial, y pintar todos los cuadraditos de 1 X 1 que estdn en
una de las dos diagonales de dicha subcuadricula. Ademds se tiene la restriccion de que
no se puede escoger una subcuadricula que contenga cuadraditos pintados previamente
(ver el ejemplo que se ilustra abajo en la figura). Pierde el jugador que ya no puede
realizar una tirada. Si A es el primero en tirar, ;quién de A o B puede asegurar que
ganard si juega apropiadamente? ; Como debe hacer para asegurar su triunfo?

jugadade A, m =2 jugadade B,m =5 jugadade A, m =3

Solucién. Veamos que A puede asegurar su triunfo. En su primer turno A escoge m = n
y pinta todos los cuadraditos de una de las diagonales. Después de que B juegue, A
s6lo refleja la jugada de B con respecto al centro del cuadrado de n X n (ver ilustracién
abajo).



36 Etapa Final Estatal 2012

jugadade A, m=n=38 jugadade B,m =3 jugadade A, m =3

Claramente A siempre podrd hacer esto puesto que B no puede escoger una subcuadricu-
la con cuadraditos ya pintados (es decir, B se ve obligado a tirar en uno de los dos lados
que determind A en su primer turno). Por lo tanto, si B puede pintar cuadraditos en su
turno, entonces también puede hacerlo A y asi, el primero en no poder pintar cuadradi-
tos es B.

Problema 2. ;Existe un tridngulo ABC y un punto P en su interior que cumplan que
toda recta que pasa por P divide a ABC en dos figuras de igual area?

Solucién. La respuesta es no. Toda recta que pasa por A y un punto interior del tridngulo
divide a este en dos tridngulos, y la tnica recta con la propiedad de que estos tengan
la misma 4rea es la mediana. Como esto mismo sucede con los otros dos vértices,
concluimos que el tnico candidato para ser el punto P es el centroide G del tridngulo.
Sin embargo podemos ver que la recta paralela a BC que pasa por G no divide al
tridngulo en dos figuras de igual drea. En efecto, sean Ry S los puntos de interseccion
de esta recta con AC y AB, respectivamente y sea D el punto medio de BC; para un
tridngulo XYZ, denotemos por (XYZ) su drea. Entonces

i = (i3) = (3) 2

A

95}



Etapa Final Estatal 2012 37

Problema 3. Se tienen 11 tarjetas numeradas del 1 al 11. Determinar todas las formas
de distribuir las tarjetas en 3 montones de tal manera que la suma de las tarjetas de cada
montén sea 22 y que en ninguno de los montones haya dos tarjetas, una de las cuales
tenga un nimero primo y la otra esté numerada con un nimero multiplo de ese primo
(por ejemplo, la tarjeta que lleva el 10 no puede estar en el mismo montén que la que
lleva el 5).

Solucién. Primero observemos que la médxima suma que se logra con dos niimeros es
10+ 11 = 21; de aqui que los montones deben tener tamafios 3,4,4 0 3,3,5. Como la
tarjeta con el 2 no puede estar en el mismo montén que otra par, y la suma 22 es par,
entonces 2 debe estar en un montdn con 2 impares o con 4 impares.

Primer caso. La tarjeta 2 con dos impares. La tnica posibilidad de que las otras dos
sumen 20 es con 9 y 11. Ahora, como 3 y 6 no pueden estar juntas y lo mismo ocurre
con 5 y 10, tenemos dos posibilidades: 6 y 10 juntas (y entonces 3 y 5 juntas en el
otro montén) o 5 y 6 juntas (y entonces 3 y 10 juntas en el otro montén). Las tarjetas
que pueden combinarse con ellas son las restantes: 1, 4, 7, 8. En el primer caso, en el
montén de 6 y 10 faltarfa agregar tarjetas que sumaran 6, lo cual es imposible con las
que estdn disponibles. En el segundo caso, cuando 5 y 6 estdn juntas, en su montén
falta agregar tarjetas que sumen 11 y esto s6lo puede lograrse con 4 y 7. Concluimos
entonces que una posibilidad de distribucién es {2,9, 11}, {1,3,8, 10}y {4,5,6,7}.
Segundo caso. La tarjeta 2 estd en un montén con 4 impares. Queremos lograr suma 20
con 4 de los nimeros 1, 3, 5, 7,9 y 11. Es claro que no pueden usarse simultineamente
9 y 11 y también, por las condiciones del problema, no pueden quedar juntas 3 y 9.
Ademas, 1 +3 +5 + 7 = 16 asi que forzosamente una de 9 u 11 debe usarse. La tnica
posibilidad es poniendo las tarjetas 1, 3, 5 y 11 con la nimero 2. Ahora sobran las
tarjetas 4, 6, 7, 8, 9 y 10 y éstas deben distribuirse en dos montones; en esta coleccién
hay dos impares y, como la suma 22 es par, 7 y 9 deben quedar en el mismo montén;
la que se necesita para completar los 22 con ellas es la tarjeta 6. Concluimos entonces
que la otra posibilidad de distribucién es {1, 2, 3,5, 11}, {6,7,9} y {4,8, 10}.

Problema 4. Encontrar todos los enteros positivos a,b y p, con p nimero primo que
satisfagan la igualdad

AW -p)=a’ +b* - 1.

Solucién. La ecuacién original se puede reescribir como a’b? — a® — b* + 1 = pa® que
es equivalente a (a® — 1)(b*> — 1) = pa’. Por lo anterior, a® — 1 es un factor de pa’; pero
a® — 1y a® no pueden tener factores en comiin mayores que 1, asi que a* — 1 es divisor
de p; luego, como p es primo, tenemos que a> — 1 = 1 0 a® — 1 = p. En el primer
caso no hay solucién entera, por lo tanto debe ocurrir la igualdad a® — 1 = p, que es
equivalente con (a — 1)(a> + a + 1) = p, pero de nuevo, por ser p primo, tenemos que

a-1=1puestoquea—1<a’>+a+1;entoncesa =2y p=7.Eneste caso b = 3.

Problema 5. Mostrar que el siguiente tablero de 5 X 5 no se puede completar con los
numeros del 1 al 25 (usando exactamente una vez cada uno) de modo que en cada
columna y en cada renglén la suma sea la misma.
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7 17 3
5 9 13
15 1 11

Solucién. Como la suma en cada renglén debe ser la misma, entonces debe ser % de
1+2+---+25 = 325, es decir, es 65. Para completar las filas y columnas que ya
estdn, se necesitan seis parejas que sumen 38 (pues todas las que tienen niimeros suman
27), pero las parejas que suman 38 son (25, 13), (24, 14), (23, 15), (22,16), (21,17) y
(20, 18), de las cuales s6lo se pueden usar tres porque 13, 15 y 17 ya fueron usados y
no deben repetirse nimeros.

Problema 6. Encontrar todas las parejas de enteros positivos a < b que satisfagan la
siguiente igualdad
alb! = a’b’.

Solucion. La ecuacién es equivalente a (a—1)!(b—1)! = ab. Observemos que paraa = 1
se tiene que (b — 1)! = b, asi que una soluciénes @ = 1 y b = 1. Supongamos ahora que
2 < a < by observemos que si 2 < x < 3 entonces (x — 1)! < x, mientras que si x > 3
entonces (x—1)! > xpues (x—1)! > (x=1)(x=2) = x* =3x+2 > 4x—3x+2 = x+2 > x.
De aqui tenemos a < 3 (0 sea, a =2 0a = 3) y b > 4. Analicemos en qué se convierte
la ecuacidn para los distintos valores de a.

= Sia = 2, laecuacion queda (b — 1)! = 2b; esta no tiene solucién pues si b = 4
entonces (b—1)! =6y 2b =38, yparab > 5 se tiene que

%(b—l)!z%(b—l)(b—Z):%(b2—3b+2)2%(5b—3b+2)=b+1>b.

» Sia =3, laecuaciénes 2(b—1)! = 3b, que tiene por tinica solucién a b = 4 pues
parab > 5, 2(b—1)! > %(b — 1)! que, como vimos arriba, es mayor que b.

Entonces las unicas parejas (a, b) que cumplen la igualdad son (1, 1) y (3,4).

Problema 7. Sea ABC un tridngulo equildtero y sea D cualquier punto en la prolon-
gacion del lado BC (con C entre By D). Sea P la interseccidn de la bisectriz del dngulo
LBAD con BC. Sea X la interseccion del circuncirculo del tridngulo APC con AD.
Probar que AX = AC.

Solucién. Usando que los dngulos que abarcan el mismo arco en un circulo son iguales
y que el tridngulo ABC es equildtero (sus dngulos miden 60°), consideremos los dngu-
los marcados en la figura.
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Queremos entonces probar que o = e + i, pues esto nos dird que el tridngulo AXC es
isésceles y asi AX = AC.
Por ser AP bisectriz, tenemos que 60° — i = i + a, de donde

. 0_9
i=30 5 (D

Por ser APCX ciclico, sus dngulos opuestos suman 180°, lo cual nos da las dos ecua-
ciones:

o+a+e+i=180° (2)
i+a+60°+o0=180°, (3)

y estas dos nos dicen que
e =60°. “)

Por otro lado, sustituyendo en (2) los valores encontrados de i y e en (1) y (4) obten-
emos 4
o+a+60°+30° - 5= 180°,

la cual es equivalente a

a

o+ = =90° (®)]

2

Finalmente,
a
0=90°-=-=60°+i=¢e+1,
5) 2 1 “)

que era lo que queriamos demostrar.

Problema 8. Sea # un poligono regular de 20 lados. Determinar cudntos tridngulos 7'
con vértices en los vértices de  cumplen que ningtin lado de 7 es también lado de P.
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Solucion. Podemos trabajar més en general con n lados. Numeremos los vértices de P
en forma consecutiva: 1,2, ..., n. Veamos dos formas distintas de proceder:

Primera forma. Contemos los tridngulos que tienen por vértice al que lleva el nimero
1, y sean a < b los otros vértices. Si a = 3, entonces b se puede escoger de n — 5
formas (del 5 al n — 1); si a = 4, entonces b se puede escoger de n — 6 formas (del 6 al
n — 1), etc. (ladltima posibilidad es @ = n — 3 y entonces b s6lo tiene | =n—(n—1)
posibilidad (b debe ser igual a n — 1). Entonces, los tridngulos que tienen como vértice
allsonn(n—-5+n-6)+---+1= W. Hacemos esto para cada uno de los
vértices multiplicando por n y entonces debemos dividir entre 3 porque cada tridngulo

se cuenta tres veces (una por cada vértice). El resultado general es

nn—4)(n->5)
—

En el caso particular de n = 20 tenemos que el resultado es L:“ = 800.

Segunda forma. Buscamos ternas (a, b, ¢) de elementos del conjunto {1,2,...,n} de
maneraquea+ 1 <b,b+1 < cy(a,c) # (1,n). Sin considerar la dltima condicién
tenemos (”;2) posibilidades puesto que esto nos cuenta las formas de escoger nlimeros
a’ < b < dentrode {1,2,...,n— 2}, y una eleccion de éstos determina la de a, b, ¢
(y reciprocamente) haciendo a’ = a, b’ + 1 = by ¢’ + 2 = ¢. Ahora sélo tenemos que
restar las ternas en que aparecen juntos 1 y n; éstas son n — 4 (pues el otro vértice debe
seruno de 3,4, ...,n—2). Entonces la férmula que nos cuenta el nimero de tridngulos

es
n—2
< 3 )—(n—4).

Para n = 20 tenemos el resultado: 18'1% — 16 = 800.
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XV Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe

La XV Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y El Caribe, se realiz6 del 22 al 30
de junio de 2013 en la ciudad de Managua, Nicaragua. La delegaciéon mexicana estuvo
integrada por los alumnos: Kevin William Beuchot Castellanos, de Nuevo Leén; Luis
Xavier Ramos Tormo, de Yucatan; y Jorge Pat De la Torre Sanchez, de Coahuila. Los
tres participantes obtuvieron medalla de oro y México ocupé el primer lugar entre los
13 paises participantes. Los profesores que acompafaron a la delegacién fueron Miguel
Raggi Pérez (lider) y David Guadalupe Torres Flores (colider).

A continuacién presentamos los problemas de la XV Olimpiada Matemaética de Cen-
troamérica y el Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para
resolverlos.

Problema 1. Juan escribe la lista de parejas (n,3") conn = 1,2,3,... en un pizarrén.
A medida que va escribiendo la lista, subraya las parejas (n, 3") cuando n y 3" tienen la
misma cifra de las unidades. De las parejas subrayadas, ;cudl ocupa la posicién 2013?

Problema 2. Alrededor de una mesa redonda estdn sentadas en sentido horario las
personas Py, Ps, ..., Py3. Cada una tiene cierta cantidad de monedas (posiblemente
ninguna); entre todas tienen 10000 monedas. Comenzando por P; y prosiguiendo en
sentido horario, cada persona en su turno hace lo siguiente:

1. Sitiene un nimero par de monedas, se las entrega todas a su vecino de la izquier-
da.

2. Si en cambio tiene un niimero impar de monedas, le entrega a su vecino de la
izquierda un nimero impar de monedas (al menos una y como maximo todas las
que tiene), y conserva el resto.

Pruebe que, repitiendo este procedimiento, llegard un momento en que todas las mone-
das estén en poder de una misma persona.
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Problema 3. Sea ABCD un cuadrildtero convexo y M el punto medio del lado AB. La
circunferencia que pasa por D y es tangente al lado AB en A corta al segmento DM en
E. La circunferencia que pasa por C y es tangente al lado AB en B corta al segmento
CM en F. Suponga que las rectas AF' y BE se intersecan en un punto que pertenece a
la mediatriz del lado AB. Demuestre que A, E'y C son colineales si y s6lo si B, F 'y D
son colineales.

Problema 4. Ana y Beatriz alternan turnos en un juego que se inicia con un cuadrado
de lado 1 dibujado en un tablero infinito. Cada jugada consiste en dibujar un cuadrado
que no se sobreponga con la figura ya dibujada, de manera que uno de sus lados sea
un lado (completo) del rectdngulo que estd dibujado. Gana el juego aquella persona
que logre completar una figura cuya drea sea multiplo de 5. Si Ana realiza la primera
jugada, ;existe una estrategia ganadora para alguna jugadora?

Problema 5. Sea ABC un tridngulo acutdngulo y sea I' su circuncirculo. La bisectriz
del dngulo A cortaa BC en D, al en K (distinto de A), y a la tangente aI' por B en X.

AD
Demuestre que K es el punto medio de AX si y sélo si DC - V2.

Problema 6. Determine todas las parejas de polinomios no constantes p(x) y g(x), cada
uno con coeficiente principal 1, grado n y n raices enteras no negativas, tales que

p(x) —gq(x) = 1.

Competencia Internacional de Matematicas

La Competencia Internacional de Matemdticas (IMC) se realiza en el mes de julio. La
participacion es por invitacién y cada pais invitado puede asistir con un maximo de
dos equipos, los paises que han sido sede o lo serdn préximamente pueden llevar hasta
cuatro equipos y el pais sede hasta diez. Cada equipo consiste de 4 estudiantes, un tutor
y un lider. Hay dos categorias: primaria y secundaria, México s6lo ha participado en la
categoria de secundaria.

La IMC es muy diferente a las otras olimpiadas internacionales de matemadticas en las
que participa México ya que hay participacién individual y por equipo y los exdmenes
son el mismo dia. La prueba individual consiste de un examen de 15 preguntas, las
primeras doce son de respuesta sin justificacion y las tltimas tres son de argumentacion
completa, las primeras valen 5 puntos y las tdltimas 20 puntos cada una por lo que
120 es la maxima puntuacién. El examen dura dos horas. En este examen se otorgan
medalla de oro, medalla de plata, medalla de bronce, mencién honorifica y constancia
de participacién en razén 1:2:3:4:5. De esta manera aproximadamente el 40 % de los
alumnos reciben medalla y dos terceras partes reciben distincion.
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El examen por equipos tiene muchas especificaciones pero esencialmente son 10 pro-
blemas a resolver en una hora, en algunos momentos individualmente y en otros de ma-
nera colectiva, cada problema vale 40 puntos por lo que 400 es la mdxima puntuacién
del equipo. Antes del examen se hace un sorteo en donde los equipos son agrupados
en bloques (se trata de que estén cerca de 15 paises por bloque). Se otorga un oro, dos
platas y tres bronces por bloque.

Este afio, la Competencia Internacional de Matematicas se llevé a cabo del 30 de junio
al 5 de julio en Burgas, Bélgica. Se participé con dos equipos. El equipo A estuvo inte-
grado por Kevin William Beuchot Castellanos, de Nuevo Ledn; Olga Medrano Martin
del Campo, de Jalisco; Antonio Lopez Guzmén y Arturo Arenas Esparza, ambos de
Chihuahua. El equipo B estuvo integrado por Karol José Gutiérrez Sdnchez, Sergio
Felipe L6pez Robles, ambos de Colima; José Nieves Flores Mdynez, de Chihuahua; y
Juan Carlos Castro Fernandez, de Morelos. Por equipos, México A obtuvo medalla de
plata y México B medalla de bronce. Individualmente, Kevin William obtuvo medalla
de plata, Arturo obtuvo medalla de bronce y Olga, Karol José, Antonio y Sergio Fe-
lipe obtuvieron mencién honorifica. Acompaiiaron a los equipos: Fernando Campos
Garcfia, Eréndira Jiménez Zamora, Martin Eliseo Isafas Castellanos y Hugo Villanueva
Meéndez.

Examen individual

Seccion A

Problema 1. En este problema, letras distintas representan digitos distintos y letras
iguales representar al mismo digito. El niimero de tres cifras ABB es 25 unidades menor
que el ndmero de tres cifras CDC. Si el niimero ABBCDC es el cuadrado de un entero
positivo, ;cudl es este entero positivo?

Problema 2. Una casa de 30m x 30m estd en la esquina noreste de una granja de
120m x 120 m. El propietario quiere dividir, utilizando dos vallas en forma de V, la
parte restante es tres parcelas con forma de V que tengan la misma 4rea, como se
muestra en la figura. Cada segmento de la valla es perpedicular al lado del terreno y
dos segmentos de la misma valla, tienen la misma medida. ;Cudntos metros mide el
lado de la valla mds pequefia?

Problema 3. ;De cudntas maneras se pueden acomodar las seis letras de la palabra
MOUSEY en un arreglo, de manera que no contengan la palabra YOU o la palabra
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ME? Por ejemplo, la palabra MOUSEY es uno de los arreglos posibles.

Problema 4. ;Cudntas parejas (a, b) de enteros positivos existen tales que a < by

2(\/154—5+ \/%) es un entero?

Problema 5. La figura muestra un cuadrado cuyo lado mide 80 cm. Contiene dos
semicirculos que se tocan el uno al otro en el centro del cuadrado y un pequefio circulo
que es tangente al cuadrado y a los semicirculos. ;Cudntos centimetros mide el radio
del circulo pequefio?

Problema 6. ;Cudl es la longitud mds grande de un bloque de enteros positivos con-
secutivos, cada uno de los cuales es la suma de los cuadrados de dos enteros positivos?

Problema 7. El tridngulo rectangulo isdsceles APQ estd inscrito en el rectingulo ABCD,
de manera que el vértice P del dngulo recto estien BCy Qen CD.Si BP = lcmy

LAPB = 60°, ;cudntos centimetros cuadrados mide el drea del tridngulo ADQ?

A D

0

60°

B P C

Problema 8. Lea tiene un anillo de diamantes, uno de oro y otro de marfil. Se los
puso en la mano derecha y cada anillo puede estar en cualquiera de los cinco dedos.
Cuando hay dos o tres anillos en el mismo dedo, si el orden en que estdn puestos
es diferente, entonces se cuentan como maneras distintas de ponérselos. ;De cudntas
maneras diferentes puede Lea ponerse los anillos?

Problema 9. Sean a, b y c enteros positivos. Si el maximo comiin divisorde b+c¢,c+a
y a+ b es k veces el madximo comun divisor de a, b y c, ;cudl es el maximo valor de k?

Problema 10. En el tridngulo ABC, BC = 4cm, CA = 5cmy AB = 3 cm. Tres circulos
con centros en A, B 'y C, respectivamente, son tangentes entre si. Un cuarto circulo
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es tangente a estos tres circulos y los contiene a todos, como se muestra en la figura.
(Cuantos centimetros mide el radio del cuarto circulo?

Problema 11. Los enteros positivos @ < b son tales que "T”’ y Vab son nimeros enteros

positivos con los mismos dos digitos pero en orden inverso. ;Cudl es el menor valor
paraa?

Problema 12. Una fabrica produce piezas de metal de dos formas. La primera consiste
en un cuadrado de 2 x 2. La segunda forma, como se muestra en la figura siguiente, es
un cuadrado de 2 X 2 a la que le falta una de las cuatro celdas. Estas piezas de distinta
forma se cortan de una hoja metélica de 7 X 7 y ninguna de las 49 celdas puede ser
desperdiciada. ;Cudl es el menor nimero de piezas de la segunda forma que se pueden
obtener de una hoja metélica de 7 X 7?

Seccion B

Problema 1. Considera la expresion,

1+1+ +1+(1+1+ +1>2+<1+ +1>2+ +<1>2
2 n 2 n 2 n n/

Empezando en el segundo paréntesis, la expresion se obtiene quitando el primer suman-
do de la expresion al interior del paréntesis anterior. ;Cudl es el valor de la expresion
cuando n = 2013?

Problema 2. En la siguiente figura, ABCD es un cuadrado y /PCB = /QDC =
LRAD = /S BA. Si el drea de ABCD es el doble del drea de PORS, ;cudntos grados
mide /PCB?
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Problema 3. Hay ocho monedas en una fila todas mostrando dguila. En cada movimien-
to, se pueden voltear dos monedas adyacentes siempre que ambas muestren dguila o
ambas muestren sol. ;Cudntos arreglos distintos de dguila y sol se pueden obtener de-
spués de cierto niimero de movimientos?

Examen en equipo

Problema 1. Coloca los nimeros 0, 1,2,3,4,5,6,7,8 y 9 en cada uno de los circulos
del siguiente diagrama. Nimeros consecutivos no pueden estar en circulos que estén
conectados por un segmento. La suma de los nimeros que estdn en los circulos dentro
del perimetro de cada rectdngulo debe ser igual al ndmero indicado al interior de €l.

Problema 2. Las medidas de los lados, en centimetros, de un tridngulo rectangulo son
enteros primos relativos. La recta que une al centroide y al incentro es perpendicular a
uno de los lados. ;Cudl es el mayor perimetro, en centimetros, que puede tener dicho
tridngulo?

Problema 3. Una ficha se coloca aleatoriamente en alguno de los nueve circulos del
siguiente diagrama. Después se mueve aleatoriamente a otro circulo siguiendo una
linea. ;Cudl es la probabilidad de que después de este movimiento la ficha esté en
un circulo negro?
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alls

Problema 4. En el tridngulo ABC, /A = 40°y /B = 60°. La bisectriz de /A cortaa BC
en D,y F es el punto en AB tal que ZADF = 30°. ;Cudntos grados mide ZDFC?

A
&
B D C

Problema 5. El primer digito de un entero positivo con 2013 cifras es 5. Cualesquiera
dos digitos adyacentes forman un multiplo de 13 o de 27. ;Cual es la suma de todos
los posibles valores del dltimo digito de dicho niimero?

Problema 6. En un torneo, cualesquiera dos participante juegan entre si. Ningtin juego
puede terminar en empate. El registro del torneo muestra que para cualesquiera dos
participantes X y Y, existe un jugador Z que le gané a ambos. En tal torneo,

1. prueba que no puede haber seis participantes;

2. muestra que puede haber siete participantes.

Problema 7. En un pentdgono ABCDE, /ABC =90° = /DEA,AB=BC,DE =EAYy
BE = 100 cm. ;Cudntos centimetros cuadrados mide el drea de ABCDE?
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Problema 8. Un juego entre dos jugadores comienza con una ficha en cada una de las
casillas de un tablero de 100 % 100. En cada jugada, el jugador en turno tiene que quitar
un ndmero positivo de fichas, que deberdn proceder de los cuadrados que formen una
region rectdngular que no podra tener ningtin cuadrado vacio. El jugador que quite la
dltima ficha, pierde. A continuacién se muestra un ejemplo de una partida en un tablero
de 4 x 4, donde el primer jugador perdid. ;Qué jugador tiene la estrategia ganadora, el
primer jugador o el segundo?

—_— _— _—

Problema 9. En una vitrina de 5 X 5 hay 20 gemas: 5 rojas, 5 amarillas, 5 azules
y 5 verdes. En cada fila y en cada columna hay una casilla vacia y las otras cuatro
contienen gemas de distinto color. Doce personas estdn admirando las gemas. Mirando
a lo largo de una fila 0 una columna, cada persona informa el color de la gema en la
primera casilla, o si la casilla estd vacfa, el color de la gema en la segunda casilla. Sus
informes se registran en el siguiente diagrama, donde R, Am, Az y V corresponden a
rojo, amarillo, azul y verde, respectivamente. En el diagrama que se te di6 para registrar
tu respuesta, escribe R, Am, Az o V en 20 de las 25 casillas para indicar el color de la
gema que estd en ella.

R Am R
R Az
\% Az
R Am
Az Az \%

Problema 10. Cuatro estampas diferentes estdn en un bloque de 2x2. La figura muestra
los 13 posibles sub-bloques adyacentes que se pueden obtener de este bloque si se qui-
tan 0 o mds estampas. Los cuadros sombreados representan estampas que se quitaron.
(Cudntos sub-bloques adyacentes de estampas distintos se pueden obtener de un bloque
de 2 x 4 con ocho estampas diferentes?

H H BH H & BH & B
B B 8 B #
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542 Olimpiada Internacional de Matematicas

La 549 Olimpiada Internacional de Matematicas se llevé a cabo en Santa Marta, Colom-
bia, del 18 al 28 de julio de 2013, con la participacién de 528 estudiantes provenientes
de 97 paises. México ocup 17° lugar, siendo este el mejor lugar que México ha ocu-
pado en esta olimpiada. La delegacién que representd a México estuvo integrada por
los alumnos: Juan Carlos Ortiz Rothon y Adan Medrano Martin del Campo, ambos de
Jalisco; Diego Alonso Roque Montoya, Kevin William Beuchot Castellanos, ambos de
Nuevo Leén; Enrique Chiu Han del Distrito Federal y Luis Xavier Ramos Tormo de
Yucatdn. En esta ocasién Enrique, Juan Carlos y Diego obtuvieron medalla de plata
y Luis Xavier, Kevin William y Addn obtuvieron medalla de bronce. Los profesores
que acompadron a la delegacién fueron Leonardo Ignacio Martinez Sandoval (lider),
Rogelio Valdez Delgado (colider) y David Cossio (Observador B).

A continuacién presentamos los problemas de la 54¢ Olimpiada Internacional de Ma-
temdticas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Demostrar que para cualquier par de enteros positivos k y n, existen k
enteros positivos mj, my, . . ., my (no necesariamente distintos) tales que

2k -1 1 1 1
1+ =<1+—>(1+—)---<1+—).
n my mp my

(Problema sugerido por Japon)

Problema 2. Una configuraciéon de 4027 puntos del plano, de los cuales 2013 son
rojos y 2014 azules, y no hay tres de ellos que sean colineales, se llama colombiana.
Trazando algunas rectas, el plano queda dividido en varias regiones. Una coleccion de
rectas es buena para una configuracién colombiana si se cumplen las dos siguientes
condiciones:

= ninguna recta pasa por ninguno de los puntos de la configuracion;
= ninguna regién contiene puntos de ambos colores.

Hallar el menor valor de k tal que para cualquier configuracién colombiana de 4027
puntos hay una coleccién buena de k rectas.
(Problema sugerido por Australia)

Problema 3. Supongamos que el excirculo del tridngulo ABC opuesto al vértice A es
tangente al lado BC en el punto A;. Andlogamente, se definen los puntos B; en CA y
C) en AB, utilizando los excirculos opuestos a B y C respectivamente. Supongamos
que el circuncentro del tridngulo A B|C; pertenece a la circunferencia que pasa por los
vértices A, By C. Demostrar que el tridngulo ABC es rectangulo.
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El excirculo del tridngulo ABC opuesto al vértice A es la circunferencia que es
tangente al segmento BC, a la prolongacion del lado AB mds alld de B, y a la prolon-
gacion del lado AC mds alld de C. Andlogamente se definen los excirculos opuestos a
los vértices By C.

(Problema sugerido por Rusia)

Problema 4. Sea ABC un tridngulo acutdngulo con ortocentro H, y sea W un punto so-
bre el lado BC, estrictamente entre B'y C. Los puntos M y N son los pies de las alturas
trazadas desde By C respectivamente. Se denota por w; la circunferencia que pasa por
los vértices del tridngulo BWN, y por X el punto de w; tal que WX es un didmetro
de w;. Andlogamente, se denota por w, la circunferencia que pasa por los vértices del
tridngulo CWM, y por Y el punto de w, tal que WY es un didmetro de w,. Demostrar
que los puntos X, Y y H son colineales.

(Problema sugerido por Tailandia)

Problema 5. Sea Q. el conjunto de los niimeros racionales mayores que cero. Sea
f : Q-p — R una funcién que satisface las tres siguientes condiciones:

L f(0)f(y) 2 f(xy) para todos los x, y € Qo;
2. f(x+y) > f(x) + f(y) paratodos los x,y € Q-o;
3. existe un nimero racional a > 1 tal que f(a) = a.

Demostrar que f(x) = x para todo x € Q..
(Problema sugerido por Bulgaria)

Problema 6. Sea n > 3 un nimero entero. Se considera una circunferencia en la que se
han marcado n + 1 puntos igualmente espaciados. Cada punto se etiqueta con uno de
los nimeros 0, 1, . ..,n de manera que cada nimero se usa exactamente una vez. Dos
distribuciones de etiquetas se consideran la misma si una se puede obtener de la otra
por una rotacion de la circunferencia. Una distribucién de etiquetas se llama bonita si,
para cualesquiera cuatro etiquetas a < b < ¢ < d, cona +d = b + ¢, la cuerda que une
los puntos etiquetados a y d no corta la cuerda que une los puntos etiquetados b y c.
Sea M el nimero de distribuciones bonitas y N el nimero de pares ordenados (x, y) de
enteros positivos tales que x +y < n'y mcd(x,y) = 1. Demostrar que

M=N+1.

(Problema sugerido por Rusia)



Una vida dedicada a la
matematica: Francisco Federico

Raggi Cardenas (1940-2012)

Por Maria José Arroyo Paniagua

UAM, Unidad Iztapalapa, Departamento de Matematicas

Se me ha muerto como del rayo a quien tanto querfa,
un manotazo duro, un golpe helado,

un hachazo invisible y homicida,

un empujoén brutal le ha derribado.

A las aladas almas de las rosas,

del almendro de nata te requiero,

que tenemos que hablar de muchas cosas,
compaiiero del alma, compaifiero.

Elegia.
Miguel Herndndez.

Como muestra del afecto que Francisco Raggi podia despertar en sus amigos matema-
ticos, los fragmentos del poema que anteceden este primer parrafo fueron incluidos en
los correos electronicos que los algebristas Sergio Lépez-Permouth de la Universidad
de Ohio y Blas Torrecillas Jover de la Universidad de Almeria me enviaron al conocer
la noticia de su fallecimiento.

Francisco Federico Raggi Cardenas nacid y vivié toda su vida en la Ciudad de México,
creci6 en una familia de siete hijos, él fue el cuarto. Siempre platicaba del gran amor
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que tenia por su familia, su origen italiano proviene de su abuelo paterno, un escultor
que vino a México para colaborar con Adamo Boari en su obra mds sobresaliente, el
Palacio de las Bellas Artes, que se encuentra en el Centro Histdrico de nuestra capital.
Siempre hablaba orgulloso de su padre, quien para mantener a su familia, tuvo que tra-
bajar mucho tiempo sin descanso, de lunes a viernes por la mafiana era empleado de
Ferrocarriles de México, por las tardes en la Hemeroteca de la Universidad Nacional
Auténoma de México (UNAM) y los sdbados y domingos en un cine de la ciudad. Tal
vez fue por eso que a Francisco le nacid su gusto por el cine, de joven era asiduo a asis-
tir a las funciones de ese tiempo, en las que habia permanencia voluntaria y pasaban
varias peliculas en un dia, podriamos decir que era un cinéfilo, en particular disfrutaba
mucho de las peliculas de ciencia ficcion.

Su madre se dedicé a las labores de ama de casa, quien hizo que sus siete hijos, cuatro
hombres y tres mujeres, aprendieran a cocinar, a coser y a realizar las demds labores de
la vida cotidiana, de ella aprendi6 el gusto por el buen sazén de la comida mexicana y
a disfrutar de una buena comida.

Sus padres procuraron que la familia Raggi-Cédrdenas tuviera una convivencia muy
cercana con sus familiares y asi Francisco, al igual que sus hermanos, compartié con
abuelos, padres, tios y primos las celebraciones familiares y las fiestas decembrinas
que los reunian a festejar con alegria.

Durante su vida, Francisco vio crecer y cambiar a la Ciudad de México, que era muy
diferente a como es ahora, los jovenes pueden darse hoy en dia una idea de la transfor-
macién que ésta ha tenido en el Facebook La Ciudad de México en el tiempo.
Francisco siempre estudi6 en escuelas publicas, ingresé a la UNAM desde el bachi-
llerato en la Escuela Nacional Preparatoria Plantel Numero 1 ubicada en lo que ahora
es el Museo Antiguo Colegio de San Ildefonso, en ese entonces compartia las insta-
laciones con la Preparatoria 3 en el turno de la tarde y los estudios de preparatoria
duraban solamente dos afios. Desde muy chico compartio los estudios con el deporte,
el baloncesto fue de los primeros deportes que practicé ademas del tenis, el frontén, el
squash y el beisbol. También amaba el campismo, un lugar en el que le gustaba hacerlo
con su esposa Mimi, sus hijas Emilia y Adriana, familiares y amigos era la Peiiita de
Jaltemba en la Riviera de Nayarit.

Su cardcter bromista, a veces un poco o un mucho irreverente, se dio desde muy tem-
prana edad, gustaba de pensar, reflexionar y analizar todas las cosas, cuentan quienes
le conocieron en su juventud, que desde entonces fue muy critico y bastante mordaz.
Su amor por la matemadtica se consolidé en la época de estudiante de bachillerato, su
profesor Agustin Dominguez quien impartia la clase de geometria analitica, le cau-
tivé con su catedra, esto me lo comenté Alejandro Odgers, matemdtico mexicano que
compartié con Francisco sus estudios desde esa época y hasta la Facultad de Ciencias
de la UNAM, asi como muchos afios de trabajo en el Instituto de Matematicas de la
UNAM (IMATE). Contaba que Francisco al escuchar cémo el maestro de geometria
analitica trataba de convencer a Alejandro Odgers que estudiara matematicas y le ex-
plicaba lo que era ser matemdtico, Francisco interrumpié al maestro diciéndole: yo
quiero ser matemadtico, a lo que el maestro le respondié al alumno siempre inquieto e
hiperactivo: eso es para personas serias. jQué bueno que Francisco no tomd en cuen-
ta ese comentario! Desde ese momento decidié estudiar en la Facultad de Ciencias y
dedicarse con gran pasion a estudiar la matemadtica, pese a que su familia, preocupada
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por su porvenir queria que estudiara contabilidad.

Su gusto y pasién por la matemadtica lo transmitié primeramente a sus hermanos me-
nores, la convivencia diaria con Francisco a través de sus platicas y juegos hizo que
Guadalupe, Javier y Gerardo estudiaran también la carrera de Matemadticas en la Facul-
tad de Ciencias.

Al iniciar en 1959 sus estudios en la Facultad de Ciencias, el plan de estudios de la ca-
rrera de matemadticas incluia en forma obligatoria cursos de Fisica y sus periodos eran
anuales, las vacaciones eran en los meses de diciembre, enero y febrero, el Director
de la Facultad de Ciencias era el notable fisico Carlos Graef y el Secretario Guillermo
Torres.

Francisco, al igual que sus compaieros de generacidn, entre los que se encontraban,
Alejandro Odgers, Andrés Sestier, Adalberto Garcia Maynes y Paloma Zapata, cono-
cié y tuvo como maestros a excelentes matemadticos entre los que se encontraban: Hum-
berto Cardenas, Emilio Lluis Riera, Roberto Vizquez, Guillermo Torres, Francisco
Tomds, Ndpoles Gandara, Félix Recillas, Carlos Imaz, José Adem y Enrique Valle Flo-
res.

Al terminar el primer afio de la carrera, Humberto Cardenas invit6 a Francisco y a
varios de sus compaiieros, entre ellos a Alejandro, a un Seminario en las vacaciones,
estudiaban 4lgebra lineal y ecuaciones diferenciales con unas notas escritas por Nor-
man Steenrod y otros. El Seminario fue tan exitoso que Francisco junto con Alejandro
continuaron estudiando con Humberto Cardenas los temas de topologia de conjuntos,
teoria de las categorias y dlgebra homoldgica; para ello, estudiaron el libro cldsico de
Cartan-Eilemberg. Al terminar cada sesidn habia café y galletas para continuar char-
lando informalmente de matematicas, Humberto Cardenas importd esa buena préctica
de la Universidad de Princeton.

La inmensa relacién de pertenencia que Francisco tuvo con el IMATE, que entonces
ocupaba el edificio de la actual Torre de Humanidades II en Ciudad Universitaria,
nacid en esa época, en 1962. Sin haber concluido la carrera ingresé como el primer
Ayudante de Profesor para trabajar con Humberto Cardenas y Emilio Lluis; Alejandro
Odgers fue el segundo y trabajé con Ndpoles Gdndara y Francisco Tomas.

En el afio de 1963, al terminar y estar trabajando en sus tesis de licenciatura, Francisco
y Alejandro fueron nombrados Investigadores de Tiempo Completo, del IMATE. Es
muy posible que no se queria perder mas talentos, dado que se acababa de fundar el
CINVESTAV y se ofrecian plazas de trabajo; varios matematicos como Carlos Imaz y
José Adem se fueron a trabajar a esa institucion.

También en el afio de 1963, Francisco al igual que varios de sus compaifieros se fueron
a estudiar el posgrado al extranjero, Francisco se fue a la Universidad de Berkeley, Ca-
lifornia, con el Profesor John Tate. Como Tate cambié de trabajo a la Universidad de
Harvard, invit6 a Francisco a seguirle y fue asi que obtuvo la maestria en la Universidad
de Harvard. Posteriormente, obtuvo su doctorado en la UNAM, realizando su primera
aportacion al dlgebra. Su trabajo de investigacion lo hizo en cuatro vertientes, estudi6 la
teoria aritmética de los anillos, las reticulas asociadas a la categoria de médulos sobre
el anillo, las teorfas de dimensidn en anillos definidos por diversas clases de mdédulos
y la gran reticula de los prerradicales sobre un anillo. Muchos de sus trabajos fueron
publicados en espafiol en los anales del IMATE y varios de ellos fueron citados por
diversos autores, entre otros, Karpilovsky, Sehgal y J. Golan.
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Francisco publicé durante su vida 38 articulos de investigacion, dirigio treinta y tres
tesis de licenciatura, una de maestria y cuatro tesis de doctorado, al momento de falle-
cer estaba dirigiendo tres tesis de doctorado y trabajando en dos articulos con su grupo
de colaboradores, los que aparecerdn en la literatura en forma péstuma. La direccién de
los alumnos a los que les estaba dirigiendo las tesis de doctorado la continué José Rios
Montes, matemadtico del IMATE en quien Francisco encontré al gran amigo y colega,
una parte muy importante de su trabajo de investigacion la hicieron juntos.

Mi encuentro con Francisco se dio en el afio de 1974. Ivonne Villalobos, Cecilia He-
rrera 'y yo, entramos al salén de clase de la vieja Facultad de Ciencias en la que {bamos
a iniciar los estudios de matemdticas, la clase de las 9 a.m. era Algebra Superior L
Llegé al salon el profesor vestido con un pantaldn a rayas y una playera, usaba el ca-
bello largo hasta los hombros y una banda en la cabeza y barba; ademds de constatar
que era tnico en su forma de vestir, al poco tiempo, nos dimos cuenta también que
era Unico en su forma de ser. Empez6 por hacernos una novatada, al finalizar la clase
nos dijo que la mayoria de los alumnos reprobaban y de los que aprobaban, la mitad no
entendia nada; estdbamos perplejas, en la clase siguiente que dio inicio formal al curso,
nos dijo que el texto seria el que escribié con Humberto Cardenas Trigos, Emilio Lluis
Riera y Francisco Tomds Pons, matematicos muy queridos y respetados por Francisco.
De ese texto, todos sabemos que ha sido utilizado en miles de cursos introductorios al
dlgebra en todo el pafs.

Como sus alumnas nos encontramos con su energia avasallante, casi intimidante, sus
exposiciones siempre claras y rigurosas, tal vez demasiado para muchos de nosotros
jovenes e inexpertos. Al pasar de los dias, encontramos el caricter enriquecedor de sus
clases, plantindose como maestro y mostrando una sutil pero firme autoridad. Aquellos
que nos mantuvimos cercanos, encontramos también a un ser abierto, flexible, vital,
dispuesto siempre a resolver dudas de sus alumnos y también ofreciendo su amistad.
Muchos afios después, Marcela Gonzalez me cont6 que ella y sus compaiieros vivieron
una experiencia similar unos afios antes, variaba el tipo de aula, a ellos les tocaron
clases en auditorios que se albergaban en la vieja Facultad de Ciencias.

Para muchos, que como yo iniciamos los estudios con escasa visién de lo que signifi-
caba ser matemadtico, el amor, la pasiéon de Francisco Raggi por las matemadticas y en
especial por el dlgebra que admiramos, nos influencié y marcé gratamente en nuestras
vidas.

Francisco siempre disfruté el quehacer docente en todos sus aspectos. Por ello, la
UNAM, en el afio 2007, le otorgd el Premio Universidad Nacional en el drea de Do-
cencia en Ciencias Exactas.

Cuando Francisco fallecid, me hice dos preguntas, una fue ;c6mo crece una amistad a
lo largo de la vida a partir de la relacién profesor-alumno?, mi amistad y la de muchos
de sus amigos creci6 de esta manera, la otra ;como se establecen y mantienen los lazos
de amistad por afios entre los colegas?

Francisco Raggi me dio la respuesta, €l tenfa la cualidad de hacer estos afectos, las
razones son varias: era sincero, directo y sin tapujos, y por lo tanto una persona con-
fiable, también era leal y cultivaba la libertad de pensamiento de todos y cada uno vy,
al confrontar posiciones, siempre era firme con sus creencias y duro como madera de
chechen, nunca se dejaba convencer. Con gran fuerza defendié sus posiciones e im-
pulsé con su trabajo matematico, lo que a €l le parecia era importante y contribuia
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al crecimiento de la teoria de anillos, de médulos y de reticulas, Francisco siempre
opt6 por dedicar su trabajo en los temas y problemas que crefa importantes y a los que
le intrigaba resolver, independientemente de la opinién de otros.

También, ante muy diversas situaciones que comparti con €l a través de 38 afios, fue
genuino, autocritico y, con sencillez y sin aspavientos ni mayores manifestaciones, nos
impulsé a todos los que estuvimos cerca de €l a incursionar en diferentes horizontes.
Para mi siempre fue una persona que la sabes cerca, solidaria, con la mano extendi-
da para apoyar y, al mismo tiempo, estableciendo un espacio, una distancia para que
cada quien buscara sus nichos propios donde florecer, con nuestros hijos, nuestras fa-
milias, nuestras propias experiencias. Podiamos dejar de vernos hasta meses y, siempre
al encontrarnos, era como si hubiéramos estado juntos todo el dia anterior, hablando de
nuestros trabajos y hasta de los nietos.

Su partida me permitié constatar que, asi como fue conmigo y mis compafieros y ami-
gos, seguia siendo con los jovenes matemadticos a quienes les dio clase en los tltimos
afios, o les estaba dirigiendo una tesis, entre ellos, José Simental, Frank Murphy, Fer-
nando Cornejo, Juan Orendain y otros mds de los que desconozco sus nombres, con los
que compartia el dlgebra, su gusto por el cine, la lectura, las exposiciones de arte, la
politica, la naturaleza; el mismo Blas Torrecillas, que mencioné al inicio, record6 que
al mismo tiempo de charlar de mateméticas con Francisco mientras paseaban por los
parajes desérticos de Cabo de Gata, Raggi le coment6 que era sorprendente de los fal-
sos pimenteros el que se adaptaran a vivir al nivel del mar; él era asi, todo con pequefios
y grandes detalles en los que versaron tantas charlas en la facultad o en su cubiculo del
Instituto de Matematicas.

Su cubiculo, también era distinto, tenfa su sello, desde sus plantas, los dibujos de sus
hijas de cuando eran pequeiias, sus baleros y trompos y un pizarrén de cristal de los que
ya no se fabrican, que él mismo se ocup6 de trasladar de la antigua Torre de Ciencias
hasta las instalaciones que le dieron al IMATE en 1976. En ese pizarron se escribieron
conjeturas, teoremas y sin fin de demostraciones y se expusieron un gran nimero de
tesis. Para mi y creo que para mis colegas también, era sorprendente su forma de tra-
bajar, Francisco utilizaba algunas veces hojas sueltas de papel, 1dpiz y pluma, aunque
siempre en sus viajes llevaba un cuaderno en el que escribia con letra pequefia sus teo-
remas y demostraciones.

Siempre fue constante con sus seminarios y sus citas de trabajo, podia olvidarsele que
habifamos quedado de vernos para comer en un restaurant pero nunca dejaba de asistir
a un seminario.

En su madurez, su vitalidad le daba tiempo para todo, Francisco era disciplinado y
metddico, respetaba sus horarios de trabajo, durante muchos afios llegé siempre a las 9
de la mafiana al IMATE, pero antes, constante con el deporte, ya habia jugado basket-
ball, frontén o squash, deportes que le gustaban y practicaba, y durante un tiempo,
hasta en los fines de semana se daba el tiempo para trabajar con sus colegas José Rios
y Luis Colavita en la madera y la mecdnica automotriz.

Tuve la fortuna de vivir con José Rios, muy de cerca, la forma en la que €1 se relaciona-
ba con algebristas de diferentes partes de México y del mundo. En algunas ocasiones
su esposa Mimi le acompafiaba, en otras, estuvieron algunos amigos y colegas como
Hugo Rincén, Rogelio Fernandez, Carlos Signoret y Marcela Gonzélez.

Francisco compartié con nosotros tanto la admiracién por sus maestros, como a sus
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amigos y colegas de otros paises y culturas, de los primeros que recuerdo, Mark Teply
y Pere Menal, que como €1, ya se nos adelantaron.

Con Mark Teply, Robert Wisbauer, Alberto Facchini, Sergio Lépez-Permouth, Toma
Albu, Dolors Herbera, John Dauns y Blas Torrecillas, entre otros, no solamente se cul-
tivaban las matemadticas, se cultivaban relaciones estrechas y duraderas de amistad; en
esas vivencias que guardo en mi memoria, comfamos en un pueblito, a orillas del mar,
en restaurantes adornados de papel picado, sombreros, jarritos y platos de barro, al
visitar ruinas arqueoldgicas, en Tepoztlan, Malinalco, Teotihuacdn, Oaxaca, Yucatan,
como también en visitas a Guanajuato y Zacatecas, llendndonos de los ricos aromas y
sabores de la comida mexicana, una rica barbacoa, escamoles, moles, tamales, choco-
lates, tortillas hechas a mano, comidas en las que Francisco tenfa sin duda una parti-
cipacién importante para mostrar y hacer participes de la cultura mexicana a nuestros
queridos amigos. Francisco amaba a su pafs. Tariq Rizvi me coment6 al saber de su
partida que disfrutaba siempre de su naturaleza alegre y, es cierto, nos brindé siempre
su alegria por la vida.

Generoso, casi lo define, generoso con sus alumnos, con sus colegas, con amigos y con
la UNAM. Dedic6 su trabajo y compromiso en docencia e investigacién a la formacién
de jévenes que decidieron seguir el camino de la Matemadtica, parte fundamental de
su vida. Amigos y colegas lo despedimos con carifio, tanto de su querida UNAM y en
otras instituciones dentro y fuera del pais. Dolors Herbera me coment6 que conoci6 a
Francisco en una reunion en Oberwolfach, Alemania en el verano de 1993, ella se habia
escapado de su puesto de becaria postdoctoral en la Universidad de Rutgers para volver
a Europa y formar parte por una semana de aquella congregacion de especialistas de
teoria de anillos y teoria de médulos de todo el mundo. Ella reconocié que un lugar
con tanta tradiciéon matematica y la compaiifa de grandes matemdticos que asistieron le
impresionaron mucho, y fue Francisco, con su sencillez el que le ayudé a sentirse una
mads de aquella comunidad.

En el homenaje péstumo que la Sociedad Matematica Mexicana organiz6 por el falle-
cimiento de Francisco en el Congreso Nacional en Querétaro en el afio 2012, Sergio
Loépez- Permouth comenté con orgullo de un articulo que hizo con un estudiante de
Francisco, José Eduardo Simental en su pasar por la Universidad de Ohio: nuestro
articulo fue un producto hecho en los Estados Unidos, con mano de obra mexicana
y guatemalteca y materia prima jsumamente mexicana!, Jose Eduardo y yo, al igual
que nuestros otros colaboradores en este momento, sabemos del impacto del trabajo de
Francisco y su grupo.

Cuando me invitaron a escribir estas lineas, no dudé en aceptar, sin temor a equivo-
carme, ellas no solamente hablan por mi y del carifio que le tuve, lo hacen por muchos
que pudieron conocerle y como yo, también le quisieron.
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A continuacién presentamos las actividades programadas por el comité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas de octubre a diciembre de 2013.

Octubre
Publicacién del vigésimo nimero de la revista “Tzaloa”.
Noviembre, 24 al 30, Huasca, Hidalgo

27° Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Diciembre, del 12 al 21, Guanajuato, Guanajuato

Entrenamiento a la preseleccién nacional.
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Apéndice

Definicion 1 (Divisibilidad) Si a y b son enteros, se dice que a es divisible entre b si
a = bq para algiin entero q, y se denota por b | a.

Definicion 2 (Congruencias) Dados dos enteros a, b y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b modulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 3 (Propiedades de las congruencias) Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.

1.

2.

Sia =c (modm)yc=d (modm), entonces a = d (mod m).
Sia =c (modm)yb =d (mod m), entonces ab = cd (mod m).
Si a = ¢ (mod m), entonces a* = ¢" (mod m) para todo entero positivo n.

m
(bm)

Si ab = bc (mod m), entonces a = ¢ (mod ) donde (b, m) denota el mdximo

comiin divisor de by m.

Teorema 4 (Pequeiio teorema de Fermat) Si p es un niimero primo y a es un entero
primo relativo con p, entonces a”~' = 1 (mod p).

Teorema 5 (Induccidén) Elmétodo de induccion se usa para demostrar que una proposi-
cion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El método
funciona de la siguiente manera:

1.

2.

3.

Caso base: Se demuestra que P(k) es verdadera.

Hipotesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > k.
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Teorema 6 (Principio de las casillas) Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene al menos k + 1 objetos. En particular, sin + 1
objetos son colocados en n casillas, entonces al menos una casilla contiene dos o mds
objetos.

Teorema 7 (Desigualdad media aritmética - media geométrica) Si x|, x,, ..., x, son
niimeros reales positivos, entonces

X1 +X+ 4+ x,

2 XX X,

n

v la igualdad se cumple si'y sélo si x; = xp = -+ - = x,,.

Teorema 8 (Suma de los angulos internos de un triangulo) La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Teorema de Pitagoras) En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 10 (Puntos y rectas notables de un triangulo)
1. Mediana. Recta que une un vértice y el punto medio del lado opuesto.

2. Centroide. Punto donde concurren las medianas. También se le llama gravicen-
tro o baricentro.

3. Mediatriz. Recta perpendicular a un lado que pasa por su punto medio.

4. Circuncentro. Punto donde concurren las mediatrices. Es el centro de la circun-
ferencia circunscrita al tridngulo.

5. Bisectriz interna. Recta que divide a un dngulo interior de un tridngulo en dos
dngulos de la misma medida.

6. Incentro. Punto donde concurren las bisectrices internas. Es el centro de la cir-
cunferencia inscrita al tridngulo.

7. Altura. Recta trazada desde un vértice que es perpendicular al lado opuesto de
dicho vértice.

8. Ortocentro. Punto donde concurren las alturas.

Definicion 11 (Congruencia de triangulos) Los tridngulos ABC y A’B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C’.

Criterio 12 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de tridngu-
los nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,

entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
por LLL.
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Criterio 13 (Criterio de congruencia LAL) Un criterio de congruencia de tridngu-
los nos dice que si tenemos dos tridngulos con dos lados correspondientes iguales y el
dngulo comprendido entre ellos igual, entonces los tridngulos son congruentes. A este
criterio se le conoce como lado-dngulo-ladoy lo denotamos por LAL.

Criterio 14 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de tridngu-
los nos dice que si tenemos dos tridngulos con dos dngulos correspondientes iguales y
el lado comprendido entre ellos igual, entonces los tridngulos son congruentes. A este
criterio se le conoce como dngulo-lado-dnguloy lo denotamos por ALA.

Definicion 15 (Semejanza de triangulos) Los tridngulos ABC y A’B'C’ son seme-

jantes, si ZABC = (A'B'C’, LACB = (A’C'B’, /[BAC = (B'A'C' y 45 = BC = L0

Criterio 16 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares de dngulos correspondientes
de los tridngulos ABC y A’B’C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
este criterio de semejanza se le conoce como dngulo-dngulo 'y lo denotamos por AA.

Criterio 17 (Criterio de semejanza LAL) Si dos tridngulos tienen dos lados corre-
spondientes proporcionales'y el dngulo entre dichos lados igual, entonces los tridngu-
los son semejantes. A este criterio de semejanza se le conoce como lado-dngulo-lado 'y
lo denotamos por LAL.

Teorema 18 (Teorema de Thales) Si ABC es un tridngulo y D, E son puntos sobre
los lados AB y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE 'y BC son paralelos si
s o AB _ AC
y solo si 55 = 45
Teorema 19 (Teorema de Menelao) En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos
sobre los lados BC, CA y AB respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L,
BL . CM . AN

My N son colineales si 'y solo si 7z - 53 - yg = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.

Definicion 20 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 21 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si 'y
sélo si tDAB + /BCD = /ABC + /CDA = 180°.

Teorema 22 Un cuadrildtero convexo ABCD estd circunscrito a una circunferencia
(es decir, sus lados son tangentes a una misma circunferencia), si'y solo si AB+ CD =
BC + DA.
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