SOLUCION DE PROBLEMAS Y TEMAS INICIALES PARA
LA OLIMPIADA DE MATEMATICAS

H. FLORES *

Resumen. El objetivo de este escrito es proporcionar un primer acercamiento al tipo de conocimientos y razonamientos
que son necesarios para los participantes en la olimpiada de matematicas en México. Aunque hay excelente material
publicado, tanto colecciones de problemas como textos con teoria, muchos profesores y participantes han manifestado su
dificultad para extraer el material necesario para iniciar la preparacion en la competencia. Por otra parte también espero
que los temas y problemas que aqui son presentados sean de interés para cualquier otra persona interesada en la solucion
de problemas y en matematicas. Asi como que sirva para dar una vision distinta de lo que representa el verdadero
quehacer dentro de la matematica. Me refiero a la solucioén de problemas.

1. SOLUCION DE PROBLEMAS

(Matematica es la ciencia de resolver problemas)

La solucion de problemas es considerada la mas compleja de las funciones intelectuales y ha sido definida
como un proceso que requiere el control y manejo de otras habilidades fundamentales como el analisis, la
deduccion, la creatividad y la memoria. El proceso ocurre cuando una persona (grupo, ente, ...) desea
llegar a un objetivo, pero no sabe exactamente como proceder. Llamamos solucion del problema
justamente a la forma de llegar al objetivo deseado.

Cuando la persona sabe como proceder para llegar al objetivo, la situacién no es considerada como
problema, sino como un ejercicio y lo que procede es “simplemente” seguir los pasos para llegar a este
objetivo. Aunque los ejercicios forman parte fundamental en el proceso de aprendizaje de la matematica,
no sera este el énfasis aqui.

Problema 1
Encuentra la suma de todos los numeros impares menores a 1000000.

Obtener esa suma usando lapiz y papel no es una solucion satisfactoria. Ain usando una calculadora el
tiempo requerido para hacer todas las sumas hace que esta opcion tampoco lo sea. Mas adelante
propondremos el problema de estimar el tiempo que esto tardaria. Por otra parte muchas personas con
conocimiento de computacion podrian hacer un programa o usar una hoja de calculo para obtener esa
suma. Pero asumiendo que no admitimos el uso de una computadora, encontrar el valor de la suma del
problema anterior, es un buen ejemplo de una situacion que seria considerada como un problema para
muchas personas. Sin embargo cualquier participante intermedio de la olimpiada de matematicas daria la
solucion a este tipo de problema en unos segundos en media hoja de papel. Esto no porque sean “genios”
sino porque la estrategia para este problema es uno de los primeros tdpicos de la olimpiada y obtener la
suma ya no es un problema, sino un ejercicio para ellos.

De esta forma, una situacion puede representar un problema para algunos y no serlo para otros,
dependiendo de la experiencia de cada uno. Podemos decir entonces que un problema se resuelve una sola
vez, después se convierte en ejercicio, asi como cualquier otra situacién parecida. Una consecuencia
importante de esto es que cada problema debe intentarse durante un tiempo suficiente antes de revisar la
solucion. Las personas que buscan la solucion “al final del libro” antes de hacer un intento serio por
resolver el problema, estan desperdiciando una oportunidad valiosa de ejercitarse en sus habilidades que
nunca podran recuperar.
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Los problemas, tal como los definimos, aparecen constantemente en todas las areas del conocimiento y en
cualquier sector. En la industria, los negocios, economia, politica, administracion, asi como en todas las
ciencias naturales e ingenierias. Es practicamente imposible encontrar algin area donde no haya
problemas. En todas partes nos enfrentaremos en algin momento con querer llegar a algo, pero no saber
como proceder. Por esto es posible encontrar una gran cantidad de libros al respecto.

2. OLIMPIADA DE MATEMATICAS

Uno de los objetivos centrales de la olimpiada de matematicas, es identificar y fomentar la capacidad de
los participantes para resolver problemas. Ya sean problemas de matematicas o problemas no matematicos
que requieren el uso de métodos matematicos para obtener su solucion. La olimpiada de matematicas
representa un marco excelente para ejercitar la habilidad para resolver problemas debido a que estos solo
requieren de conocimientos relativamente elementales en matematicas. La mayoria se resuelve con lo que
aparece en el programa de estudios de nivel secundaria. En particular, no requieren de trigonometria,
calculo ni geometria analitica. Pero la dificultad de los problemas no esta en el conocimiento de los temas
matematicos sino en la habilidad del alumno para organizar, controlar y usar adecuadamente esos
conocimientos para hallar la solucion del problema. Los problemas iniciales de olimpiada estin mas
relacionados con el tipo de problemas que aparecen en las pruebas de rendimiento de estudiantes como
PISA, ENLACE, TIMSS, etc. De hecho la olimpiada de matematicas es una forma excelente de preparar a
los alumnos para estas pruebas de rendimiento.

En los entrenamientos para la olimpiada de matematicas, cada vez que propongo un problema a un nuevo
alumno, el primer comentario que hace es: - No se que hacer.- A menudo no tardan mas de un minuto en
hacerlo. Mi respuesta es: -jEXACTO! Por eso es un problema. Si supieras que hacer, seria un ejercicio.-
Hacer ejercicios es importante en el proceso de reforzar los conocimientos aprendidos y es también
importante en la olimpiada de matematicas, pero es algo que los alumnos pueden hacer generalmente por
su cuenta o con tareas. La parte mas importante de los entrenamientos es la solucion de problemas, no de
ejercicios. El proposito es desarrollar la capacidad para resolver problemas y resolver cada vez problemas
mas dificiles. Aunque existen muchas estrategias para resolver problemas, lo que es indudable es que para
mejorar es necesario practicar. Enfrentarse a ese “no se que hacer”.

3. TEMAS DE MATEMATICAS PARA OLIMPIADA

Antes de resumir los temas de matematicas mas utilizados en la olimpiada de matematicas, es necesario
mencionar que lo mas importante, ademas de la concentracion y la paciencia, es el sentido comtn y la
logica. De hecho podemos pensar en la logica como “sentido comun bien estructurado” y no por nada es la
parte central de la matematica. Los razonamientos deben ser, antes que nada, correctos. Esto representa
tener bien claras las relaciones entre causas y consecuencias y hacer deducciones correctas basado en la
informacién que esta a disposicion.

Es necesario ser precavido. Reconocer lo falso de lo correcto no siempre es tan facil. No todos los
razonamientos que parecen correctos, son correctos. En el lenguaje de la logica se llama falacia a un
razonamiento falso que parece correcto o razonable.

Problema 2
Si 3 gatos cazan 3 ratones en 3 minutos, ;jcuantos minutos tarda un gato en cazar un raton?



Una gran cantidad de alumnos responden que un gato caza un ratéon en un minuto. Esto suena “razonable”,
pero es falso. En este caso, basta pensar un poco mas el problema para encontrar la respuesta correcta. Se
espera que los alumnos participantes sean cuidadosos y capaces de resolver problemas de razonamiento
logico.

Problema 3
Andreés, Benito, Carlos y Daniel tienen sus oficinas en el mismo edificio. Uno de ellos es
abogado, otro es banquero, otro es contador y otro es dentista. Si tenemos la siguiente
informacion:
- Daniel es cliente del abogado.
- El contador es amigo de Benito, pero ninguno es cliente del otro.
- El dentista tiene como cliente a Daniel.
- Ni Andprés ni el dentista conocen a Carlos.
¢;Como se llama el abogado?

Este problema requiere extraer la informacion, representarla ordenadamente y hacer deducciones
correctas. La dificultad de resolver el problema 3 radica muchas veces en no poder extraer toda la
informacion que ofrece el enunciado del problema.

Los temas de matematicas que mas son necesarios en la olimpiada de matematicas se dividen en cuatro
areas principales que son: geometria, matematicas discretas, teoria de numeros y algebra. Muchos de los
temas estan incluidos en los programas de educacion basica y secundaria. A pesar de esto, en los
entrenamientos siempre es necesario dar un repaso a esos temas enfocandose, no en aprender las cosas de
memoria, sino en entender los conceptos de forma tal que puedan ser utilizados en la solucién de
problemas no triviales. Veremos ahora de forma breve los contenidos principales de cada una de estas
areas.

GEOMETRIA. Los problemas de geometria son (por mucho) los mas comunes en la olimpiada de
matematicas y los que menos son tratados en las clases en la escuela. Uno de cada tres problemas en los
examenes de olimpiada son de geometria. Geometria se refiere a la geometria del plano y del espacio, no a
la geometria analitica ni a la trigonometria. Se requiere de los resultados de angulos entre paralelas,
angulos opuestos por el vértice, suma de angulos en un tridngulo, definicién de tipos de triangulos
(equilatero, isosceles, triangulo rectdngulo, etc.), postulados de tridngulos congruentes, area de figuras
elementales y el teorema de Pitagoras. En entrenamientos posteriores se cubren mas temas de geometria,
pero el énfasis esta en el razonamiento geométrico y no en el aprenderse formulas.

Problema 4
En dos caras no opuestas de un cubo se trazan diagonales a partir de uno de los veértices.
Encuentra la medida del angulo formado entre ellas. Nota: Un cubo es una figura solida formada
por seis caras cuadradas, se puede pensar en un dado.




MATEMATICAS DISCRETAS. Este tema se refiere a las situaciones donde se trata con conjuntos finitos
o conjuntos que pueden enumerarse (1,2,3,...). Los problemas de este tipo incluyen temas de combinatoria,
permutaciones, principios de conteo, conjuntos y otros que se cubren en etapas posteriores. Algunos de los
problemas mas interesantes son de conteo. Aunque los nifios aprenden a contar desde los 4 afios, contar
puede no ser tan facil algunas veces.

Problema 5
¢ Cudntos caminos distintos se pueden seguir para llegar del punto A al punto B en la figura de la
“torre petrolera” si solo esta permitido moverse hacia abajo y hacia los lados, pero no hacia

arriba?
A

B

TEORIA DE NUMEROS. En algunos libros se le llama también aritmética, pero no se refiere solo a saber
sumar, restar, multiplicar y dividir. En teoria de nlimeros se trata sobre problemas que se refieren a las
propiedades de los nimeros enteros {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Son importantes los conceptos de multiplos,
divisores, maximo comun divisor, minimo comin multiplo, nimeros primos, factorizar en primos,
algoritmo de la division, residuos y el sistema decimal.

Problema 6
Es facil ver que 10001000 = 1000000. ;Existen dos numeros enteros que no tengan ceros como
digitos y que al multiplicarlos den como resultado 10000007

ALGEBRA. Aunque el 4lgebra esta bien cubierta en el programa de las escuelas, los problemas de algebra
suelen ser los mas complicados para los participantes, esto a pesar de que no se utilizan temas avanzados.
Se requiere manipular expresiones algebraicas, conocer los identidades o productos notables (diferencia de
cuadrados, trinomio cuadrado perfecto, suma y diferencia de cubos, etc.), factorizacion, leyes de los
exponentes y radicales, solucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales, soluciones de la
ecuacion cuadratica, razones y proporciones (regla de tres), progresiones aritméticas, progresiones
geométricas y desigualdades. El problema 1, por ejemplo, representa una progresion aritmética, pero hay
otros tipos de problemas.

Problema 7
Si x,y son dos numeros que cumplen
x+y=1

Encuentra el valor de
3, .3
X +y.



4. ESTRATEGIAS ELEMENTALES PARA RESOLVER PROBLEMAS

Ya en 1945 Polya escribié un libro sobre el tema de solucion de problemas. Se mencionan 4 pasos en el
proceso de solucion. Entender el problema, hacer un plan, desarrollar el plan e interpretar los resultados.
Pocas personas estan acostumbradas e seguir estos pasos. La mayoria de las personas espera que la idea
brillante para resolver el problema se le ocurra de forma milagrosa y no estd dispuesta a “perder el
tiempo” con ideas o planes que no llevan a la solucion. Pero cuando tenemos un problema, no es posible
predecir si una idea sera util o inttil sin haberla desarrollado.

“Las buenas ideas provienen de la experiencia,
la experiencia proviene de las malas ideas.”
Proverbio de los nativos americanos.

En ocasiones la “idea brillante” se nos ocurre, pero esto pasa solo cuando el problema es suficientemente
sencillo comparado con nuestra experiencia, con problemas mas complicados es necesario ayudarnos. La
generacion de ideas y planes es un proceso creativo. {Qué hacer cuando no tenemos ideas?

Algunas de las estrategias mas comunes y utiles son muy conocidas y consisten en concentrarse en alguno
de los siguientes puntos.

a) Reconoce correctamente los datos, las variables y objetivos del problema.

b) Concentrarse solo en una parte del problema.

¢) Intentar dar valores a las cantidades desconocidas.

d) Hallar un problema mas simple parecido o relacionado.

e) Suponer que ya se llego a la solucion, ;qué se puede deducir de eso?

f) Tratar de presentar la informacion de forma distinta (hacer un diagrama, grafica o tabla).
Y una gran cantidad de estrategias adicionales. Se recomiendan especialmente [10], [15] de la bibliografia.

En los problemas 1, 5 y 6 evidentemente una de las cosas que dificulta los problemas es la magnitud. En
todos los problemas donde la dificultad es la magnitud de una cantidad, una estrategia es imaginar que esa
cantidad es menor y tratar de resolver el problema que resulta. En el problema 2 vale la pena concentrarse
solo en una parte del problema, digamos el nimero de gatos. Si imaginamos que ese numero es fijo y
analizamos que pasa con las otras cantidades, no tardaremos en hallar la solucion correcta. En el problema
3 conviene representar la informacion de alguna manera visual, porque es dificil mantener todos los datos
en la mente como para hacer los razonamientos. En el problema 4 podria ser suficiente construir un
pequeiio modelo para sospechar cual es la respuesta. La justificacién es un poco mas delicada, ya que es
una demostracion geométrica. Pero es conveniente meditar en la pregunta: ;Como justifico que un angulo
mide x grados? En el problema 7 la respuesta no es 3, y aunque es posible resolver el sistema de
ecuaciones, hay una solucion mas simple. Conviene observar bien los elementos que aparecen (cuadrados,
suma de cubos, ...) la suma de cubos se puede factorizar, pero ;qué te recuerda la expresion x’+y”?
(Conoces algo en algebra que contenga esa expresion?

5. LISTA DE PROBLEMAS

Como lo hemos mencionado, lo més importante al enfrentarse a un problema es concentrarse y ser
paciente. Los problemas presentados aqui fueron creados o elegidos de forma que pueden ser resueltos
con un minimo de conocimientos tedricos para las primeras etapas de la olimpiada de matematicas en
Nuevo Ledn, pero no por esto son faciles. No estan ordenados necesariamente por grado de dificultad.
Esto en parte por lo complicado de determinar la “dificultad” de un problema, pero también porque
normalmente no es conveniente para el alumno saber de antemano si el problema es facil o dificil.
Recomendamos dedicar no menos de 20 o 30 minutos a cada problema y en caso de no poder encontrar la
solucion, generar muchas ideas.



Problema 8
El primer examen selectivo para la olimpiada de matematicas en Nuevo Leon tiene 20 preguntas. Cada
pregunta tiene un valor de 3 puntos si es contestada correctamente, 0 puntos si es contestada
equivocadamente y 1 punto si se deja sin contestar. La calificacion de los participantes es la suma de los
puntos obtenidos en los 20 problemas. ;Cuantas calificaciones distintas se pueden obtener en el examen?
Si el examen es de opcion multiple y cada problema tiene 4 opciones. ;Qué conviene mds? ;Adivinar las
respuestas o dejar el examen sin contestar?

Problema 9

En la figura se muestra un triangulo y un hexdagono regular cuya interseccion es una figura de 3 lados (un
triangulo). Dibuja un hexdgono regular y un triangulo (no tiene que ser equildtero) de modo que la figura
formada por la interseccion de ambos tenga el maximo niimero posible de lados. Justifica que no es posible
obtener otra figura con mas lados.

Problema 10
Supongamos que desea resolverse el problema 1 (la suma de todos los impares menores a 1000000) haciendo
toda la operacion: “ 1+3+5+7+9+11+........ +999997+999999= > en una calculadora. Si tardamos 1 minuto en
presionar 100 teclas de la calculadora, ;cudnto tiempo tardaremos en obtener el resultado de la suma?

Problema 11
En una pizzeria las pizzas medianas miden 8 pulgadas de diametro y cuestan 355. La pizza familiar mide 16
pulgadas de diametro y cuesta $165. Un grupo de amigos quiere comprar varias pizzas, no saben si comprar
seis pizzas medianas o comprar dos familiares. ;Cual de estas dos opciones les da mas "pizza por su dinero'?

Problema 12
El precio de los dulces en una tienda es menor a $2.00, pero mayor a $1.03. En la tienda se

vendieron todos los dulces a un total de 331.45. Si todos los dulces valen lo mismo ;cudntos dulces
se vendieron?

Problema 13
El lado del cuadrado grande mide 10 metros. Si se unen los puntos medios de los lados con los
vertices, ;cudl es el area del cuadro central?

Nota: La respuesta no es 235.

Problema 14
Encuentra todos los valores de x que sean solucion de la ecuacion: 8+2=4+2""



Problema 15
Considera una piramide triangular formada por 4 tridngulos equilateros (también se llama

tetraedro regular). Llamamos a los vertices A, B, C, D. Si E es el punto medio de AB, F es el punto
medio de AC y los cuatro triangulos equilateros tienen lado 2, encuentra el drea del triangulo

ADEF.

Problema 16
Encuentra (sin usar calculadora y sin aproximar con decimales) el valor numérico exacto de la

siguiente expresion:

\/4+%ﬁ+\/4—%f7

Problema 17
Los numeros de dos cifras 96 y 46 tienen la curiosa propiedad de que al multiplicarlos el resultado
es igual al obtenido si cambiamos la posicion de las cifras de cada uno. Es decir 96x46=69%64.
Determina si que existe otro numero de dos cifras, distinto a 46, que tiene la misma propiedad al
multiplicarlo por 96.; Cudntos numeros diferentes hay con esa propiedad?

Problema 18
En un baile habia 28 personas, N de ellas eran mujeres. La mujer 1 bailo con 5 hombres, la mujer 2

bailo con 6 hombres, la mujer 3 bailo con 7 hombres y asi sucesivamente hasta la mujer N que
bailo con todos los hombres. ;Cudantos hombres y cuantas mujeres habia en el baile?

Problema 19
Un logico (L) y un matemdtico (M) son amigos y cumplen afios el mismo dia. En una de sus fiestas
de cumplearios platican sobre sus respectivas edades. Aqui esta el didlogo:
L: Estoy pensando en tres numeros enteros que multiplicados dan 2450 y sumados dan tu edad.
M: Después de pensarlo mucho, no puedo saber con seguridad en cuales nimeros estas pensando.
L: Cada uno de los numeros es menor a mi edad.
M: Ahora ya sé cuales son los numeros en los que estas pensando.

Encuentra las edades de ambos amigos.

Problema 20
Un grupo de pintores deben pintar 279 puertas. 186 puertas deben ser pintadas de blanco y el resto
deben ser pintadas de negro. Durante la primera mitad del dia todos los pintores se dedican a
pintar puertas blancas. En la segunda mitad del dia, la mitad de los pintores pintan puertas blancas
v la otra mitad pintan puertas negras. Las puertas blancas quedan terminadas justo al terminar el
primer dia, pero no todas las negras. El siguiente dia es dedicado por un solo pintor para terminar
de pintar el resto de las puertas negras. ;Cuantos pintores habia?



6. CONSIDERACIONES FINALES

Como sugerencia para los profesores es necesario mencionar que los problemas deben ser, antes que nada,
interesantes y estimulantes para los alumnos. Pocos estan dispuestos a dedicar 30 minutos a pensar una
situacion que parece tediosa o aburrida. También es importante no enfrentar a los alumnos con problemas
demasiado dificiles (ni demasiado faciles). Los problemas faciles aburren y los dificiles frustran. Tampoco
es conveniente dar la solucion de los problemas. Es preferible dar sugerencias, especialmente tratar de
imaginar, /,como se le puede a alguien haber ocurrido esta idea? Lo mejor es impulsar al alumno para que
tenga sus propias ideas.

También recomendamos no descartar las ideas de los alumnos si son diferentes de las soluciones
conocidas. No debemos olvidar que el proposito no es solamente hallar la solucion, sino aprender y
desarrollar las habilidades para resolver problemas. De esta forma, sin importar si al final se resuelve el
problema o no, siempre sera de beneficio para el alumno (y el profesor).

Esperamos que este material pueda servir como una introduccion “amigable” a los problemas y temas
propios de la olimpiada de matematicas. Todos los involucrados en estas competencias sabemos que la
primera impresion al acercarse a estos problemas por parte de alumnos y profesores, no siempre es facil.
Existe una gran cantidad de material publicado en la Web pero no aparece ordenado por grado de
dificultad y suele ser complicado encontrar el material adecuado. Para aquellos lectores que desean
continuar conociendo problemas interesantes y mejorando sus habilidades para resolver problemas usando
material escrito, recomendamos los siguientes libros.
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