
RESPUESTAS PARA EL EXAMEN DE LA�ULTIMA ETAPA ESTATAL DE LA15a OLIMPIADA MEXICANA DE MATEM�ATICAS1. Como queremos que el produto de las ifras sea una potenia de 2, las �unias posibi-lidades para las ifras son 1, 2, 4 y 8. Busamos el menor n�umero N que umpla laspropiedades as�� que N debe tener la menor antidad de ifras posible y esto se logralaramente usando tantos 8 omo sea posible. Sea a el n�umero de 1's de N , b el n�umerode 2's,  el n�umero de 4's y d el n�umero de 8's. Podemos expresar que la suma de lasifras de N es 2001 en la siguiente euai�on: a+2b+4+8d = 2001 (�). La ondii�on deque el produto de las ifras sea 251 se expresa on la euai�on: b+ 2+ 3d = 751 (��)(pues 1 = 20, 2 = 21, 4 = 22 y 8 = 23). Por (�) tenemos que d � 250. Si d = 250entones, por (��), b + 2 = 1, de donde b = 1 y  = 0, ontradiiendo (�). Entonesd < 250. Para d = 249, en (��) tenemos b+2 = 4; otra vez, queremos que  sea lo mayorposible, as�� que  = 2 y b = 0. Entones, sustituyendo estos valores en (�) obtenemosa = 1. As�� N = 144 88 � � �8| {z }249 :2. Observemos primero que los n�umeros de 2 ifras son 90. Los primeros dos t�erminos lospodemos esoger arbitrariamente, es deir, hay 902 posibilidades. A partir del terert�ermino, la elei�on queda determinada por el residuo m�odulo 3 del produto de lost�erminos elegidos anteriormente, es deir, en ada aso hay 903 posibilidades. Entonesla respuesta es 902305.3. Sea E el punto de intersei�on de BM on la paralela a BC por A. Sea T el punto deintersei�on de PR on AE. Entones es laro que PT es la altura en P del tri�anguloPAE. Ahora observemos que los tri�angulos MAE yMDB son ongruentes, pues tienensus lados paralelos y AM = MD. De aqu�� tenemos que BD = AE. Por otro lado,los tri�angulos QBD y PEA tambi�en tienen sus lados paralelos, as�� que tambi�en sonsemejantes, pero omo BD = AE, entones son ongruentes. Sabemos que dos tri�angulosiguales tienen la misma altura, as�� que QS = PT . As��, AD = TR = TP + PR =QS + PR, omo quer��amos.
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4. Llamemos � a la suma que queremos obtener en ada rengl�on (omo la suma de todos losn�umeros de la uadr��ula es 45�462 , entones � = 45�462�5 ). Para ver u�al es la diferenia dela suma de los otros renglones on � (sin haer las uentas), observemos que los n�umerosse van inrementando en 9 haia abajo (por ejemplo, 10 = 1 + 9, 35 = 26 + 9, et.)Tenemos entones que las sumas iniiales de los renglones son omo sigue: la del primerrengl�on es � � 18 � 9, la del segundo es � � 9 � 9, la del terero es �, la del uarto es�+9�9 y la del quinto es �+18�9. Hehas estas observaiones, vemos que una posibilidadonveniente es interambiar n�umeros en asillas de la misma olumna (pues interambiosde este estilo agregan o quitan nueves). Entones interambiemos el 1 on el 37, el 2on el 38, el 3 on el 39 y el 4 on el 40; en ada interambio modi�amos el primero yel quinto rengl�on por 4 nueves, as�� que en total se han modi�ado 16 nueves (de los 18neesarios para estos renglones). An�alogamente interambiemos 10 y 28, 11 y 29, 12 y30, y 13 y 31; de esta manera, el segundo y uarto renglones se habr�an ajustado ada unoon 8 nueves. Para las modi�aiones �nales usemos el terer rengl�on: interambiemos5 y 23 (aqu�� el primer rengl�on ya queda bien, pero el terero se desajust�o y perdi�o 2nueves), 15 y 24 (el segundo ya queda bien y el terero pierde otro nueve), 25 y 34 (eluarto queda bien y el terero gana un nueve), y 26 y 44 (terero y quinto renglones yaquedan bien).5. En total se jugaron 8�32 = 12 partidos. Cada partido otorg�o un total de 2 puntos (seg�un elresultado del partido se reparten 2 puntos entre los dos ompetidores). De esta manera,el total de puntos obtenidos debe ser 24. Como la suma de los puntos de A;B;C;D;E; Fy G es 4 + 2 + 3 + 1 + 6 + 1 + 4 = 21, entones H gan�o 24� 21 = 3 puntos.6. El tri�angulo SMP es is�oseles (puesMS yMP son radios de C) y, por lo tanto, 6 MSP =6 MPS. An�alogamente, 6 NPR = 6 NRP . Pero los dos �angulos en P son iguales por seropuestos por el v�ertie, as�� que 6 MSN = 6 MRN y esta ondii�on es su�iente para queel uadril�atero MNRS sea ��lio.7. Como b y b+2 tienen la misma paridad y su produto es par, entones ambos son pares.Esribamos b = 2b1. Entones a2 = 2b1(b1 + 1), as�� que a tambi�en es par: a = 2a1. Deaqu�� tenemos que 2a21 = b1(b1+1), es deir, el oe�iente binomial (o n�umero triangular)b1(b1+1)2 es un uadrado. Analizando las posibilidades vemos que para b1 = 8, b1(b1+1)2 = 62.En este aso, b = 16 y a = 12.
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Traemos H tal que HGjjBC y 6 G3HG = 90o. Observemos que HG = 3 y que adem�asG3H es 13 de la altura de ABC puesto que AG = A3G3 y esta longitud es igual a 23 dediha altura porque sabemos que el gravientro de un tri�angulo divide a ada medianaen raz�on 1:2, y porque en un tri�angulo equil�atero las medianas oiniden on las alturas.Ahora, por Pit�agoras la altura mide p3 y as�� G3H = p33 ; nuevamente, por Pit�agoras,G3G = q13 + 9 = q283 .


