Soluciones del Examen Semifinal Estatal de la
Olimpiada Mexicana de Matematicas 2011

1. Llamemos r al radio de K4 y Kp. Los tridngulos ABC' y DBC son iguales por tener dos lados
iguales (pues |AB| = |BD| = r y BC es comun) e igual el angulo comprendido entre ellos. Entonces
|CD| = |AC| = r (de hecho, K¢ pasa por D). Ademés los tridangulos ABC'y DBC' son isosceles,
asi que LZACB = ZABC = ZCBD = /BCD = g. Ahora podemos concluir de varias maneras que
AEG = g:

Primera forma: Como EAC es isésceles, /EAC = ZAEC' vy, si llamamos h a este valor comun, en
vista de que la suma de los &ngulos internos de un triangulo es 180° tenemos que 2h+ZACE = 180°;
pero también 2g + ZACE = 180°, de donde obtenemos h = g, como queriamos.

Segunda forma: Como ZABC = ZBCD tenemos que las rectas AB y CD (que es la misma que
ED) son paralelas, pero entonces AEC B tiene dos lados parelelos y del mismo tamano, por lo que
es un paralelogramo, de donde ZAED = ZABC = g.

Tercera forma: Por angulos inscritos en un circulo, en K¢ tenemos que LZAED = % 29
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2. Digamos que las parejas son: (A, A"), (B,B’) y (C,C") y que Adela es A. Tenemos las siguientes
posibilidades de acomodo de las parejas con referencia a A:
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Cada linea representa donde queda una pareja. En cada esquema, la pareja { B, B’} tiene a escoger
cualquiera de las dos lineas y, entre si B y B’ se pueden quedar en cualquiera de los dos lugares;
la linea restante queda determinada para la pareja {C,C’} y esa pareja tiene dos posibilidades de
acomodo en su linea. Entonces hay 2-2-2 = 8 posibilidades en cada esquema, asi que en total hay
32 posibilidades.

3. Sean k el 4rea de AFHG, a = AG, b= AF y ¢ = GD. Entonces el area de FBIH = 3k, el 4rea
de GICD es 5k y el area total es 756 = k + 3k + 5k = 9k, por lo que ab = k = 84 = 22.3 .7 (%),
FB=3by4b-c=5k=5-8=4-5-21,de donde bc =3-5-7 (xx). De () y (*x) vemos que a
debe ser miltiplo de 4. Entonces las posibilidades son:

a b ¢ AD=a+c

4 21 5 9
127 15 27
28 3 35 63

84 1 105 189



4. La suma de dos nameros escogidos no puede ser multiplo de 22 = 4, asi que no puede haber
un numero con residuo 1 al dividirlo entre 4 y otro cuyo residuo de la divisiéon entre 4 sea 3. Esto
dice que la eleccion de cualquiera de los ntumeros 1,5,9,13, 17 excluye la elecciéon de cualquiera de
los ntimeros 3,7,11,15,19. Por la misma razén, a lo més se puede escoger un niimero con residuo
0 (o sea, uno de la lista 4,8,12,16,20) y uno con residuo 2 (uno de la lista 2,6,10,14,18). Esto nos
dice que el conjunto buscado a lo més tiene 5+1+1=7 elementos; sin embargo, las sumas tampoco
pueden ser miltiplo de 9, asi que los niimeros 1 y 17 se excluyen mutuamente y lo mismo pasa con
los nimeros 5 y 13, los nimeros 3 y 15 y los nimeros 7 y 11. Entonces el conjunto buscado a lo
maés tiene 5 elementos. Vemos que 5 si es posible escogiendo el conjunto: {1,2,5,9,12}.

(En general, los siguientes conjuntos que se excluyen mutuamente:

{1,5,9,13,17} + {3,7,11,15,19}, {4} > {8} « {12} « {16} < {20},
{1,10,19} > {8,17}, {2,11,20} +» {7,16}, {3,12} > {6,15}, {4,13} > {5,14}, {9} « {18},
{5} < {20}, {6} < {19}, {7} < {18}, {8} « {17},

(9} & {16}, {10} > {15}, {11} o {14}, {12} ¢ {13}.)

5. Llamemos a los naumeros a1, as, ..., aip.

Primera forma. Como a7, ag y ajp son mayores que ag, entonces las posibilidades para ag son
1,2,...,7.

% Si ag = 7, entonces hay 3 posibilidades para escoger ag y a1p (pues deben ser dos numeros en
{8,9,10} y las opciones son {8,9}, {8,10} y {9,10}). Al escoger esos dos numeros ya todo queda
determinado (pues los que sobren se pondran en orden para formar la sucesion ap, ag, ..., ar; por
ejemplo, si se escogen el 8 y el 10, la sucesion sera 1,2,3,4,5,6,9,7,8,10).

x Si ag = 6, entonces hay 6 posibilidades para escoger ag y aig, pues deben ser dos nimeros en
{7,8,9,10}, los cuales son: 3 escogiendo ag = 7; 2, escogiendo ag = 8; 1 escogiendo ag = 9 (esto
también puede contarse usando lenguaje de combinaciones y es (3))

*x Si ag = b, entonces hay 10 posibilidades para escoger ag y aig pues deben ser dos numeros en
{6,7,8,9,10}, los cuales son: 4 escogiendo ag = 6; 3, escogiendo ag = 7, etc. (o, en lenguaje de
cominaciones, (g))

Asi sucesivamente tenemos que el total de posibilidades es:

B4 (14243)+ (14243 +4)+ (1424 +5)+(1+24 - 4+6)+(1+2+- - +T)+(1+2+--+8)

=2+6+10+15+ 27+ 28 + 36 = 119.

(lo cual, en lenguaje de combinaciones es

2+ (5)+ (3)+ (5)++(5)>

Segunda forma (para lectores que manejan el lenguaje de las combinaciones). La sucesion queda
determinada si se escogen los primeros 7 nimeros (o los dltimos 3) y la tnica eleccion que no hace ag
menor que ay es a; = i para toda ¢. Entonces el niimero de posibilidades es (170) —-1= (130) —1=119.



