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Hay en las matematicas trucos que resaltan por la variedad de situaciones en las que se aplican.
Para estas notas se eligié uno muy 1util que sirve para decidir si algunos puntos estan sobre una
circunferencia. Recuerde que tres puntos determinan una tnica circunferencia (el circuncirculo del
tridngulo de vértices los tres puntos); cuando encontramos condiciones para que cuatro o més puntos
esten sobre una circunferencia, estamos ante una situacion que resulta, por lo menos, sorprendente.
Pero bien podria ser tal situacién un teorema, un problema o un ejercicio. Aqui se veran resultados
que han surgido en diferentes contextos que tienen en comin que para justificarlos o resolverlos es
suficiente encontrar la potencia de algunos puntos.

La potencia de un punto
Iniciemos con unas observaciones sobre la geometria de la circunferencia.

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P, entonces
PA-PB=PC-PD.

El punto de interseccién P se podré encontrar sobre, dentro o fuera de la circunferencia. En
el primer caso ambos miembros de la ecuacién son cero (ya que P coincidiria con A 6 By
con C 6 D) y en tal caso la igualdad es inmediata. Si P se encuentra en el interior de la
circunferencia o en el exterior (como se muestra en las figuras ), los tridngulos PAD y PCB
son semejantes ya que los dngulos ZPAD y ZPCB son iguales (por abrir el mismo arco en
el primer caso y, en el segundo por ser ciclico el cuadrildtero ABCD); y por la misma razén
los angulos /PDA y Z/PBC son iguales. Luego, la semejanza garantiza que llz—é = % y
entonces PA-PB = PC - PD.
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2. Si A, B yT son puntos sobre una circunferencia y si la tangente en T, interseca en un punto
P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Como el angulo semiinscrito es igual al dngulo inscrito que abre el mismo arco, esto es

/ATP = /TBP y como /TPA = /BPT, resulta que los tridangulos PT'TA y PBT son

semejantes, por tanto 5L = 24 luego PT? = PA - PB.



Las dos observaciones son propiedades métricas ttiles de la circunferencia, pero de mayor utilidad
es que las condiciones algebraicas garantizan el hecho geométrico del cual se obtuvieron, es decir:

Proposicién 1.

(a) Si AB,CD son dos segmentos que se intersecan en P de manera que, como segmentos
dirigidos, PA-PB = PC-PD entonces A, B, C y D se encuentran sobre una circunferencia.

(b) Si A,B,T y P son puntos de manera que P, A, B estdn alineados y PT? = PA-PB, entonces
PT es tangente en T' al circuncirculo del triangulo ABT.

Demostremos estas afirmaciones. Para (a), sea D’ la interseccién de PC con C el circuncirculo
del tridngulo ABC. Por la primera observaciéon, PA- PB = PC - PD’ y como por hipétesis
PA-PB = PC-PD, se tiene que PD' = PD, por lo que D' = D. Luego A, B,C y D se encuentran
sobre la circunferencia C.

Para (b), sea C la intersecciéon de PT con C el circuncirculo del tridngulo ABT. Por la primera
observacién, PA - PB = PC - PT y como por hipétesis PA - PB = PT?, se tiene que PT = PC
luego T' = C, por lo que PT es tangente en T a la circunferencia C.

En resumen, para un punto P, una circunferencia C, y cualquier recta por P que corte a C en
puntos A y B (con la posibilidad de A = B) siempre ocurre que: PA- PB es igual a una constante.
Esta cantidad constante se conoce como la potencia de P respecto a C.

Si la circunferencia C tiene centro O y radio r y si PT es la tangente a C en T que pasa por P
resulta que la potencia de P es PT?, y por el Teorema de Pitdgoras sucede que: PT? = PO? —r2,

Si el punto P estd dentro de la circunferencia C y si AB es una cuerda por P, entonces la potencia
de P es PA - PB. Si se trabaja con segmentos dirigidos, los segmentos PA y PB tienen signos
opuestos, por lo que la potencia es negativa y su magnitud se puede calcular al trazar el didmetro



por P, la magnitud de la potencia es: (r — PO)(r + PO) = r? — PO?. Asi, para este caso, también
la potencia resulta ser PO? — r2.

Finalmente, para un punto P sobre la circunferencia se ha senalado que la potencia es cero, esto
también coincide con PO? — r2. Ahora se puede afirmar que la potencia de P con respecto a la
circunferencia C = (O, 1) es PO? —1r?; y ser4 positiva, cero o negativa dependiendo si P se encuentra

fuera, sobre o dentro de la circunferencia.

Como una primera ilustraciéon del uso de la potencia se presenta una demostracién del siguiente
resultado que se atribuye a Euler, donde se dan condiciones necesarias y suficientes para asegurar
que dadas dos circunferencias estas sean el circuncirculo e incirculo de un triangulo.

Férmula de Euler.
Una condicion necesaria y suficiente para la existencia de un tridngulo con circuncirculo (O, R) e
incirculo (I,7) es la igualdad: OI* = R* — 2Rr.

Demostracién. Sea A un punto sobre la circunferencia C = (O, R), sean B y C los puntos de
interseccién de C con las tangentes desde A a la circunferencia C’' = (I,r). El tridngulo ABC' admite
a C’ como incirculo si y sélo si BC es tangente a C’. Pero como AB es tangente a C’, la recta BC
es tangente a C’ si y s6lo si BI es bisectriz del ZABC. Luego, siy sélo si ZABI = Z/IBC.
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Sea D el punto de interseccién de la recta AI con C, que es el circuncirculo del tridngulo ABC.
Como Al es bisectriz, se tiene que: /IAB = ZCAIl. Ademés, ZCAI = ZCBD, ya que ambos
angulos abren el mismo arco C'D, luego Z/IAB = ZCBD.

Como el angulo Z/BID es un angulo exterior del tridngulo ABI, tenemos que: Z/IAB = /BID —
/ABI. Ademds, como /CBD = ZIBD — ZIBC, al substituir estos valores en la ecuacién del
parrafo anterior se obtiene: Z/BID—/ABI = ZIBD — /IBC. Luego, la condiciéon ZABI = /I BC
es verdadera si y solo si ZBID = ZIBD. Pero estos dos angulos, son los angulos opuestos a los
lados BD y DI del tridngulo IBD. El problema se reformula asi: C' = (I,r) es incirculo del
tridngulo ABC' si y s6lo si BD = DI.



Sea E el punto de tangencia de la circunferencia C’ con AB y D’ el punto diametralmente opuesto
a D en C. Como los tridngulos rectdngulos AIE y D’'DB tienen los dngulos /IAE y /DD'B
iguales por abrir el mismo arco BD, resulta que son semejantes. Esta semejanza garantiza que
% = %, por lo que: Al - DB = 2Rr. Como la potencia del punto I con respecto a C es
AI-ID = (R — OI)(R + OI), de las dos ultimas igualdades se concluye que:

DB 2Rr

ID ~ (R—OI)(R+O0I)

Luego, DB = ID siy sélo si RZ — OI% = 2Rr.

Eje radical de dos circunferencias

Dadas dos circunferencias C = (O,r) y C' = (Q, s), spara qué puntos P se cumple que la potencia
a la circunferencia C es igual que la potencia a la circunferencia C'?

Se sabe que la potencia de P a C = (O,r) es PO? —r? y la potencia de P a C' = (Q, s) es PQ? — s?,
luego los puntos que se buscan son los que cumplan que PO? —r? = PQ? — 52, o equivalentemente
los puntos que satisfagan PO? — PQ? = r? — s,

Como r? — 52 es una constante que no depende del punto P, se conoce que este conjunto de puntos
o lugar geométrico es una recta perpendicula a OQ. Lo anterior se justifica de la siguiente manera:
sean d = r2 — 52 la constante, P un punto del lugar geométrico y sea M el pie de la perpendicular
desde P al segmento OQ. Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:

PO?* —OM? = MP? = PQ* - QM?,

asf OM? — QM? = PO? — PQ? = d, y entonces, (OM + MQ)(OM — MQ) = d. Por lo que,
M cumple que OM — MQ = %. Ahora, veamos que solamente hay un punto M sobre la recta
por O y @ que cumple esta ecuacién; en efecto, si ON — NQ = % = OM — MQ, se tiene que
OM+MN—-NQ=0M—-MN — NQ@, por lo que MN = 0 y entonces M = N. Luego, todo punto
del lugar geométrico estd sobre la perpendicular a OQ por M. De la ecuacién OM? — QM? =
PO? — PQ? = d, se concluye que los puntos sobre la recta referida pertenecen al lugar geométrico.
Este lugar geométrico se conoce como el eje radical de C y C’, y resulta ser perpendicular a la
recta OQ.

Es 1til senalar que cada punto P del eje radical de C y C’ cumple que las longitudes de las tangentes
desde P a C y C’ son iguales, cuando existen.



Proposicion 2.
Para tres circunferencias (cuyos centros no son colineales), los tres ejes radicales de ellas tomadas
por pares son concurrentes. El punto de concurrencia es llamado el centro radical.

Demostracion. Sea P el punto de interseccién del eje radical de la primera y segunda circunfer-
encias con el eje radical de la segunda y la tercera, luego P tendré la misma potencia con respecto
a las tres circunferencias; en particular, estard en el eje radical de la primera y tercera, por lo que
este tltimo eje pasard también por P.

Construccion del eje radical.

El eje radical de dos circunferencias no concéntricas, C y C’, se puede construir con regla y compés
de las siguientes maneras, que dependen de la posicién de las circunferencias:

1. SiC y C’ se intersecan, como los puntos de interseccién tienen potencia igual a cero para ambas
circunferencias, se tiene que estos puntos forman parte del eje radical, y en este caso el eje radical
pasa por tales puntos de interseccién. Luego, se puede construir con regla y compéas. En particular,
cuando las dos circunferencias son tangentes, la tangente por el punto comun es el eje radical, que
es también construible.

2. Si las dos circunferencias C y C’ no se cortan, se traza una tercera circunferencia C” que corte a
las dos anteriores, cuyo centro no sea colineal con los centros de C y C’. La cuerda comin de C y
C" cortard en P a la cuerda comtun de C' y C”, el punto P pertenece al eje radical de C y C’, por
lo que el eje radical serd la recta por P perpendicular a la recta por los centros de C y C’, y ésta
es construible.

3. Si una de las circunferencias C = (O, r), C' = (Q, s) tiene radio cero, por ejemplo r = 0, se traza
una circunferencia C” = (R, t) que pase por O y corte a C’, y cuyo centro no sea colineal con los
centros de C y C'. La tangente a C” por O intersecard a la cuerda comin de C’ y C” en un punto P,
que pertenecerd al eje radical de C y C'. Por lo que, el eje radical serd la recta por P perpendicular
a la recta por O y Q. Tal perpendicular es construible.

4. Si las circunferencias C = (O, r), C' = (Q, s) tienen radio cero, el eje radical es la mediatriz del
segmento OQ), y la mediatriz es construible.

Ahora, se dard un ejemplo del uso de los ejes radicales, que servird para demostrar uno de los
resultados mas sorprendentes de la geometria del tridngulo donde se garantiza que sobre cierta
circunferencia hay nueve puntos notables del triangulo.



Ejemplo 1. En un tridngulo ABC, los puntos medios A', B',C" de los lados BC,CA, AB, los pies
D,E F, de las alturas AD, BE,CF, y los puntos medios K, L, M de los segmentos AH, BH,CH,
donde H es el ortocentro del tridngulo, estdn sobre una circunferencia, llamada la circunferencia
de los nueve puntos.

Como el cuadrilitero ABDE esta inscrito en la circunferencia de didmetro AB, se tiene que la
potencia de C' con respecto a tal circunferencia es CD - CB = CE - CA. Por ser A’ y B’ puntos
medios de BC' y C A se tiene que CD - CA’ = CE - CB’, luego la Proposicién 1 garantiza que D,
A’ E, B’ se encuentran en una circunferencia, que se denotara por Cj.

Anélogamente, se demuestra que E, B, F, C’ se encuentran en una circunferencia Cs y que F, C’,
D, A’ sobre una circunferencia Cs.

Claramente si dos de las tres circunferencias Cy,Cs, C3 coinciden entonces coinciden las tres. Por lo
que D, E,F, A’, B', C se encuentran en una misma circunferencia C;. Ahora, las tres circunferencias
deben coincidir ya que si, por ejemplo, C1 # Ca, entonces el eje radical de ellas es C'A, si C; # C3 su
eje radical es BC'y si Cs # Ca su eje radical es AB, pero estos tres ejes radicales no son concurrentes,
lo que es una contradiccién a la existencia del centro radical.

Aplicando un razonamiento como el anterior en los tridngulos HBC y HCA se demuestra que
K, L, M también se encuentran en C;. Por lo que hay una circunferencia que pasa por los siguientes
nueve puntos: A’, B', C', D, E, F, K, L, M.



El uso de la potencia para asegurar que cuatro puntos son conciclicos y el hecho de que los tres
ejes radicales que determinan tres circunferencias son concurrentes son trucos de uso recurrente, lo
que convierte a estos trucos en una estrategia o un método. Si lo anterior ain no lo convence vea
el siguiente ejemplo (y los cuatro ejercicios del final).

Ejemplo 2. Sean ABC un tridngulo y AD, BE, CF sus alturas. La circunferencia de didmetro
EF corta a los lados CA y AB en J y K, respectivamente; la circunferencia de diagmetro F D corta
a AB y BC en L y M, respectivamente; y la circunferencia de didmetro DE corta a BC y CA
en N y ]\7, respectivamente. Entonces, los seis puntos J, K, L, M, N,N estan sobre una misma
circunferencia, llamada la circunferencia de Taylor.

Como el cuadrilatero BCEF es ciclico sucede que ZAEF = /ABC y /AFE = /BCA. Anéloga-
mente, se tiene que LZ/CED = /ABC y /CDE = /CAB y que /BFD = /BCAy /CDF =
/CAB. La circunferencia de didmetro EF tiene centro en el punto medio D’ de EF, luego D'JE
es isosceles, por lo que JD’ es paralela a DE. Si E' y F’ son los puntos medios de F'D y DFE
respectivamente, se tiene también que D’E’ es paralela a DE y como E'M D es isésceles E'M es
paralela a DE. Luego, J, D', E' y M son colineales. Andlogamente K, D', F/ y N son colineales y
lo mismo L, E', F' y N.
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Silas longitudes de DE, EF, F'D se denotan por d, e, f, respectivamente, se tiene que D'J = D'K =
% yMD' = ND' = # Por lo que, D'K - D'N = D'.J - D'M. La Proposicién 1, garantiza que
M, N, J, K estan en una circunferencia C,. Andlogamente, N, J, L, M estdn en una circunferencia Cj,
y K, L, N, N estén en una circunferencia C,. Claramente, si dos de las tres circunferencias Cq, Cp, Ce
coinciden, entonces coinciden las tres y asunto concluido. Ahora, las tres circunferencias deben
coincidir, ya que si por ejemplo C, # Cp, entonces el eje radical de ellas es M J, si C, # C. su eje
radical es LN y si C. # C, su eje radical es VK, pero estos tres ejes radicales no son concurrentes,
lo que es una contradiccion a la existencia del centro radical.



Ejercicios

1. Sea ABC un tridngulo con longitudes de sus lados a, b, c. Sean K, L, M, N, P, ) puntos sobre
los lados BC, AB, CA, BC, AB, C'A, respectivamente, de manera que KB = BL = b,
CM =CN =cy AP = AQ = a. Muestre que K,L, M, N, P y @ estan sobre una misma
circunferencia. Dicha circunferencia es llamada circunferencia de Conway.

Sugerencia. Vea que AP - AL = AQ - AM, BL-BP = BK-BN y CN -CK = CM - CQ, ahora
termine como en el ejemplo de la circunferencia de Taylor.

2. Sea ABC' un tridngulo y A’, B’,C’ los puntos medios de los lados BC,C A, AB, respectiva-
mente. Tres circunferencias de un mismo radio se trazan, una con centro en A que corte a
B'C’ en Py Q, otra con centro B que corte a C’A’ en Ry S, y una méas con centro en C' que
corte a A’B’ en T y U. Muestre que P,Q, R, S,T y U estédn sobre una misma circunferencia,
llamada primera circunferencia de Droz-Farny.

Sugerencia. El eje radical de las circunferencias centradas e B y C es la mediatriz de BC que pasa
por A’. Luego, R, S,T,U estdn en una misma circunferencia C,. Analogamente, T, U, P, Q estdn en
una circunferencia Cp y, P, @, R, S estan sobre una circunferencia C.. Las tres circunferencias son la
misma, en caso contrario sus ejes radicales no concurren.

3. (IMO, 2008/1) Sea H el ortocentro de un tridngulo acutdngulo ABC'. La circunferencia de
centro en el punto medio de BC' y que pasa por H corta a BC en A; y As. Analogamente,



se definen los puntos B; y B3 sobre C' A y los puntos C; y Cs sobre AB. Muestra que los seis
puntos Ay, Aa, By, Ba, C1, y Ca estdn sobre una misma circunferencia. (Llamada segunda
circunferencia de Droz-Farny.)

Sugerencia. Los ejes radicales de las circunferencias del problema hardn ver que cada cuarteta de
puntos (B1, B2, C1,C2), (C1,C2, A1, A2) y (A1, A2, B1, B2) es conciclica. Si estas tres circunferencias
no son la misma hay un problema.

4. (OMM, 2008/6). Las bisectrices internas de los éngulos CAB, ABC' y BC A de un tridngulo
ABC concurren en I y cortan al circuncirculo de ABC en L, M y N, respectivamente. La
circunferencia de didmetro I'L corta al lado BC en D y Ej la circunferencia de didmetro 1M
corta al lado CA en F y G} la circunferencia de didmetro IN corta al lado AB en H y J.
Muestra que D, E, F, G, H, J estdn sobre una misma circunferencia. (Circunferencia cuyo
nombre no he encontrado y a la cual por devocién olimpica le he puesto circunferencia de
San Carlos.)

Sugerencia. Los ejes radicales de las circunferencias del problema son las bisectrices internas del
tridngulo. Como en los problemas anteriores éstos ayudan a ver que cada cuarteta (F,G,H,J),
(H,J,D,E) y (D,E, F,G) de puntos es conciclica. Las tres circunferencias son la misma, en caso
contrario sus ejes radicales no concurren.
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