Problemas de entrenamiento

Revista Tzaloa, ano 1, nimero 4

Problema E1-16. (Intermedio) Para cada entero positivo n, denotamos por a(n) al producto de
los digitos de n.

(a) Demuestra que a(n) < n.

(b) Determina todas las soluciones de la ecuaciéon n? — 17n + 56 = a(n).

Problema E1-17. (Intermedio) Sea S un conjunto de 2010 puntos del plano tales que 3 cua-
lesquiera de ellos no son colineales. Denotemos por £ al conjunto de todas las rectas (extendidas
indefinidamente en ambas direcciones) que determinan dos puntos de S. Demuestra que es posible
colorear los puntos de S con a lo més dos colores, de modo que para cualesquiera dos puntos, p y
q de S, el nimero de rectas en £ que separan a p de ¢ es impar si y sélo si p y ¢ tienen el mismo
color.

Nota: Una recta [ separa dos puntos p y ¢ si p y q estan en lados opuestos de [ pero ninguno de los dos
estd en [.

Problema E1-18. (Intermedio) Si se ponen tres puntos en una circunferencia, jcudl es la proba-
bilidad de que estén en una misma semicircunferencia?

Problema E1-19. (Avanzado) En un tridngulo acutdngulo ABC, los puntos F y F estdn en AC
y BC, respectivamente. Las rectas BE y AF' se cortan en un punto 7', de manera que ?—? =4y

BT _ CE
75 = 3. Encuentra el valor de 77 .
Problema E1-20. (Avanzado) Sea A = (ai,az,...,az2010) una sucesién de enteros no necesaria-

mente distintos, cada uno de ellos tomados del intervalo [—1005, 1005]. Ademds, supongamos que
la suma de todos los términos de A es igual a 1. Demuestra que existe una subsucesién de A tal
que la suma de sus términos es igual a cero.



Soluciones de los problemas

Solucién E1-1. (a) Supongamos que n tiene k digitos by, bg—1,...,b1, con k > 1, de modo que
n = bybi_1 - - - b1 es la representacién decimal de n. Entonces

a(n) = bk'bk—l"--'bl
< be-9-...-9 (yvaque b; <9)
k—1
= 9k_1-bk.

Sin embargo, n = by + 10by + - - - + 10571y, > 101, > 9*~1b, > a(n). Luego, n > a(n).

(b) Primero consideremos el caso en que n es un ntmero de un digito. Entonces, a(n) = n.
Resolviendo la ecuacién n? — 17n + 56 = n encontramos las soluciones n = 4 6 n = 14. Luego,
n =4 es la tnica solucién de un digito.

Ahora, buscaremos soluciones con més de un digito. Aplicando la desigualdad del inciso anterior,
tenemos que n?2—17n+56 < n, es decir, (n—4)(n—14) < 0. Resolviendo esta desigualdad obtenemos
que 4 < n < 14. Como n tiene més de un digito, los posibles valores para n son 10,11,12,13 y 14.
Verificando cada uno de estos valores, vemos que ninguno es solucién de la ecuacion.

Por lo tanto, n = 4 es la tnica solucién.

Solucién alternativa para (b). Del inciso (a) tenemos que a(n) < n. Como todos los digitos de
n son no negativos, tenemos que 0 < a(n). Como n? — 17n + 56 = a(n), entonces

0<n?—17n+ 56 <n.

Consideremos primero la restriccion n2 —17n+ 56 > 0. Resolviendo la ecuacién n2 — 17Tn+56 =0
encontramos que la expresién cuadrética n? — 17n + 56 se factoriza como (n — (17 — v/65))(n —
1(17 + V65)). Como n? — 17n + 56 > 0, entonces n > (17 + v/65) > (17 + v/64) = 121
6n< %(17 — \/@) < %(17 — \/@) = 4%. Pero n es un entero, luegon > 13 é n < 4.
Consideremos ahora la restriccién n? — 17n + 56 < n. Entonces, (n — 4)(n — 14) < 0 y de aquf se
sigue que 4 < n < 14.

Combinando las dos restricciones sobre n, tenemos que los valores posibles de n son n =4, n = 13
6 n = 14. Verificando cada uno de estos valores, vemos que solo n = 4 es solucién.

Solucién E1-2. Supongamos primero que el conjunto de 2010 puntos forman un 2010-dgono
convexo P. Coloreamos sus vértices de manera alternada con rojo y azul. Si borramos dos vértices
u y v, el resto del poligono se divide en dos piezas con ¢ y j vértices respectivamente, donde
i+ j = 2008, luego i y j son de la misma paridad (posiblemente i 6 j es 0). El ndmero de rectas
en L que separan a v de w es ij, que es par si v y w tienen diferente color e impar si v y w
tienen el mismo color. Por lo tanto tenemos una “buena” coloracién, es decir, una que satisfaga
las condiciones del problema.

Ahora consideremos los 2010 puntos con una configuracién arbitraria S y tales que 3 cualesquiera
de ellos no sean colineales. Empezaremos con un poligono convexo P y moveremos cada punto
de P a un punto de S teniendo sumo cuidado en que el punto movido cruce rectas en £ una a
la vez. Después de 2010 de estos movimientos, tendremos una “buena” coloracion de S si se fue
“manteniendo” la buena coloracién durante los movimientos.

Para mantener la buena coloracién, cuando un punto A es movido y cruza una recta definida por
dos puntos B y C, invertimos los colores de A, B y C. Demostraremos que esto mantiene la buena
coloracién. Notemos que A termina del lado opuesto de la recta BC en el que estaba, asi que
después del movimiento BC' separard a A de un punto P (distinto de A, B 6 C) si y sélo si BC no
separaba a A de P antes del movimiento. Dado que hemos cambiado el color de A pero no de P,



Ay P atn estan bien coloreados o correctamente coloreados respecto a la recta BC. Lo mismo se
cumple para el punto B respecto a la recta AC, y el punto C respecto a la recta AB. Las posiciones
relativas de otros puntos o rectas no son afectadas por el movimiento del punto A. Por lo tanto, la
nueva coloracion sigue siendo buena.

Solucién E1-3. Llamemos a los tres puntos A, B y C, y sea O el centro de la circunferencia.
Podemos poner el primer punto A en el extremo derecho de la circunferencia. Comencemos por
poner el punto B en A y moverlo a lo largo de la circunferencia en sentido inverso a la manecillas
del reloj. Para cada posicion de B podemos definir la zona donde colocar C' para que los tres puntos
estén en una misma semicircunferencia.

B
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Cuando B estd encima de A, el punto C puede estar en cualquier punto de la circunferencia. Al
mover B a lo largo de la circunferencia, los radios OA y OB forman un dngulo de x grados que
va creciendo. Supongamos que x < 180°. Entonces, para que los tres puntos estén en la misma
semicircunferencia tenemos que alguno de los angulos COA 6 COB tiene que ser menor o igual a
180° — z, es decir, si medimos a partir de A en sentido contrario a las manecillas del reloj, tenemos
que 0 < ZCOA <180° 6 180° 4+ =z < LCOA < 360°.

Observemos que cuando B estd diametralmente opuesto a A, no importa dénde esté el punto C,
los tres puntos estan en la misma semicircunferencia. Cuando > 180°, sea y = x — 180° entonces
tenemos que para que C esté en la misma semicircunferencia necesitamos que 0 < ZCOA < y
6 180° < ZLCOA < 360°.

Podemos representar esta situaciéon en un cuadrado, donde en el lado horizontal ponemos la medida
del dngulo BOA y en el vertical las medidas del dngulo COA, y el drea sombreada representa los
valores del angulo COA para los cuales los tres puntos estan en la misma semicircunferencia.
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Por lo tanto, la probabilidad de que los tres puntos estén en la misma semicircunferencia es igual a
la porcion del drea total que representa el drea de la region sombreada, es decir, es igual a g = %.

Solucién E1-4. Observemos primero que para cualquier punto P en el lado BC' de un triangulo

ABC, se cumple que % = Eigg;, va que los tridngulos ABP y APC tienen la misma altura




desde A. (Los paréntesis denotan drea).

A B

Usaremos esta propiedad varias veces en la solucion.
Sean z, y, nimeros tales que (BTF) =3z y (TFC) = 3y.
Aplicando la propiedad en el tridngulo ABF, obtenemos

AT (ABT) (ABT)

4 = — = =
TF ~ (BTF) 3w

de donde (ABT) = 12z.
Aplicando ahora la propiedad en el tridngulo ABE, tenemos

BT _(ABT) 12z

S=TE™ (ATE) ~ (ATE)’

de donde (ATFE) = 4x.
Si ahora aplicamos la propiedad en el tridngulo BEC, tenemos

BT (BTC) 3(z+v)

3=TE~ TEC)  (TEC)’
de donde (TEC) =z +y.
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Aplicamos ahora la propiedad en el tridngulo AF'C' y obtenemos

AT _ (ATC) _ (ATE)+(TEC) _ b +y

Y= TF = TFo) (TFO) 3

de donde 12y = 5x + y. Luego, y = ?_ff
Finalmente, aplicando la propiedad en el triangulo AT'C', obtenemos

CE (TEC) wz+y £ 4

EA~ (ATE) 4z 4a 11

Solucién E1-5. En primer, lugar observemos que si algin término de A es igual a cero (digamos
ai), entonces el resultado es trivial pues podemos tomar la subsucesién que contiene sélo a ese



término: (ag).

Supondremos entonces que para todo 1 < k < 2010, tenemos que ar # 0. Reordenemos A en una
nueva sucesiéon B = (b1, ba, ..., ba10) seleccionando los elementos de A de uno en uno mediante
el siguiente procedimiento: comencemos tomando b; > 0. Después, para cada i € {2,3,...,2010}
escogemos b; como cualquiera de los elementos no seleccionados de A que tenga signo contrario
al signo del resultado de la suma parcial s;—1 = b1 + ba + - - - + b;_1. Notese que si en algtin paso
llegara a suceder que escogiéramos b; = —s;_1, entonces el resultado es trivial, por lo que a partir
de este momento supondremos que s;—1 # 0.

Notese que para cada paso del proceso de seleccion, la existencia de un candidato apropiado para
b; esta garantizada, toda vez que la condicién a; + as + - -+ 4 agp10 = 1 implica que la suma de
los términos todavia no seleccionados de A tiene que ser cero o tiene que ser de signo contario que
Si—1-

Por la manera en que hemos ido seleccionando a los términos de B, cada una de las sumas parciales
S1, 82, , 82010 €s alguno de los 2009 enteros distintos de cero del intervalo [—1004,1005]. Por el
principio de las casillas, existen enteros m y n tales que s, = s,, donde 1 < m < n < 2010.
Entonces es claro que by,4+1 + bypi2 + -+ + b, = 0.



