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Presentacon

Tzaloa, que en nahuatl significa aprender, es una revista @impiada Mexicana
de Matematicas. El objetivo principal de esta publicaciés fomentar y estimular el
estudio de las matematicas como una disciplina del peesamgue desarrolla la in-
teligencia del estudiante mediante métodos de razon#orestructurados, deductivos
y creativos.

Desde hace@?2 afios la Sociedad Matematica Mexicana, a través de lapioa Me-
xicana de Matematicas, ha detectado jovenes con talantolgss matematicas y otras
disciplinas afines. Muchos profesores y estudiantes quarsadercado a este progra-
ma han creado, de manera espontanea y altruista, innule®talleres de resolucion
de problemas que han contribuido de manera sustancial aangensefianza de las
matemaéticas en nuestro pais. Asimismo, muchas unieelsgise han visto beneficia-
das, no solamente por el ingreso de jovenes con una exeétentacion matematica,
sino también por exolimpicos que desenvuelven su vidigianal en ellas.

El programa basico de la Olimpiada Mexicana de Matems&isealesarrolla anualmen-
te en tres etapas:

e Concursos Estatales.
e Concurso Nacional.
e Entrenamiento y seleccion de las delegaciones que repieega a México en
olimpiadas internacionales.
232 Olimpiada Mexicana de Matematicas

En la23* Olimpiada Mexicana de Mateméticas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después dét de agosto de 1990. Los concursantes deberan estar
inscritos en una institucion preuniversitaria durantgereher semestre del ciclo escolar
2009-2010Yy, para dl° de julio de 2010, no deberan haber iniciado estudios dé nive
universitario. Para mayor informacion consulte la pagin
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Para la primera etapa, los participantes deberan inssildirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de [23* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
8 al 13 de noviembre de 2009 en Campeche, Campeche. A losrpsingares de este
certamen se les invitara a la etapa de entrenamiento ycgatede las delegaciones
que representaran a México en las distintas Olimpiadasriacionales del afio 2010:
la XXIl Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico, gadlevara a cabo en el
mes de marzo; la XlI Olimpiada Matematica de Centroaraériel Caribe, que se ce-
lebrara en el mes de junio en Puerto Ricdj1a Olimpiada Internacional de Matemati-
cas, que se llevara a cabo en julio en Kazajstan y la XXV Qiida Iberoamericana
de Matematicas que se realizara en el mes de septiemberaguRy.

La revista

Hemos decidido indicar el nivel de los articulos de mat@aé: introductorio, medio 'y
avanzado. En este nimero el articulo es de nivel avankadioal no debe desanimarte
a leerlo sino motivarte a pensar cada paso de las demostea@dntentar resolver los
ejercicios que se presentan.

En esta ocasion, el articulo de matematicas esta dbmlacéa geometria: José Antonio
Gomez Ortega prepard un hermoso texto sobre la potencia ganto respecto a una
circunferencia. En el articulo, introduce dos objetos ejueontramos frecuentemente
en los problemas de olimpiada: el eje radical de dos circantagas y el centro radical.
Este Gltimo es el que se utiliza en la solucion que presepdadel problema de
la XXI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico, en la seccibrobfgmas y Soluciones
de Olimpiadas Internacionales”. Te invitamos a leerlo calme, pues no es un tema
sencillo, pero sin duda es fascinante.

En el cuarto nmero de cada afio vamos a incluir en Tzalodenla, autobiografico,
sobre la vida de un matematico mexicano. Empezamos asiaoc#n inédita titula-
da “Una vida, un matematico”, con un articulo de Gilbert\@lo Vives, a quien le
agradecemos su participacion.

Gilberto Calvillo trabajo durante muchos afios en el Badedéxico y hast2008
dirigio el Instituto de Estadistica Geografia e Infatina (INEGI). En su articulo des-
cribe los distintos tipos de trabajos que puede desarnafianatematico en México,
ya sea en la investigacion pura o aplicada, en la enseftegrzéa administracion de la
ciencia.



Algunas maneras de usar la
potencia

Por Jos Antonio Gomez Ortega

Nivel Avanzado

Hay en las matematicas trucos que resaltan por la varieglaituihciones en las que
se aplican. Para estas notas se eligi6 uno muy (til que piava decidir si algunos
puntos estan sobre una circunferencia. Recuerde queunéssdeterminan una (nica
circunferencia (el circuncirculo del triangulo de vwées los tres puntos); cuando en-
contramos condiciones para que cuatro 0 mas puntos edies sea circunferencia,
estamos ante una situacion que resulta, por lo menosesaigmte. Pero bien podria
ser tal situacion un teorema, un problema o un ejerciciaiAq veran resultados que
han surgido en diferentes contextos que tienen en comUparagustificarlos o resol-
verlos es suficiente encontrargatenciade algunos puntos.

La potencia de un punto

Iniciemos con unas observaciones sobre la geometria delmferencia.

1. Si dos cuerdasiB y C'D de una circunferencia se intersectan en un puRto
entonces’A- PB = PC - PD.

El punto de intersecciof se podra encontrar sobre, dentro o fuera de la circun-
ferencia. En el primer caso ambos miembros de la ecuacibneso (ya que’
coincidiria conA 6 By conC 6 D)y en tal caso la igualdad es inmediataZSi

se encuentra en el interior de la circunferencia o en eliext@omo se muestra
en las figuras ), los trianguld3AD y PC B son semejantes ya que los angulos
/PADYy /PCB soniguales (por abrir el mismo arco en el primer caso y, en el
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segundo por ser ciclico el cuadrilatet@C D); y por la misma razén los angu-
; ; a2 PD

los/PDAy /ZPBC soniguales. Luego, la semejanza garantlzaﬁ@l& 7B

y entonces?A- PB = PC - PD.

D
< \B
AC

B

A

2. SiA, By T son puntos sobre una circunferencia y si la tangent&'eimterseca
en un puntaP a la prolongacon de la cuerdad B, entoncesPT? = PA - PB.

Como el angulo semiinscrito es igual al angulo inscrite gbre el mismo arco,
esto es/ ATP = /T BPycomo/TPA = /BPT, resulta que los triangulos

PTAy PBT son semejantes, por tanf = £4, luegoPT? = PA - PB.

Las dos observaciones son propiedades métricas Gtiléss decunferencia, pero de
mayor utilidad es que las condiciones algebraicas gasamgkhecho geométrico del
cual se obtuvieron, es decir:

Proposicion 1.

(a) SiAB,CD son dos segmentos que se intersecaiPede manera que, como
segmentos dirigidos? A- PB = PC- PD entoncesi, B, C'y D se encuentran
sobre una circunferencia.

(b) SiA,B,Ty P son puntos de manera que A, B esén alineados yPT? =
PA - PB, entoncedT es tangente efi’ al circundrculo del trianguloABT'.

Demostremos estas afirmaciones. Parg seaD’ la interseccion de?C conC el
circuncirculo del triangulod BC. Por la primera observacioR,A - PB = PC - PD’
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y como por hipotesid®A - PB = PC - PD, se tiene qué’D’ = PD, por lo que
D’ = D. LuegoA, B,C'y D se encuentran sobre la circunfereria

Para(b), seaC' la interseccion dé&T conC el circuncirculo del triangulel BT'. Por la
primera observaciorR A - PB = PC - PT y como por hipotesi®A - PB = PT?, se
tiene quePT = PC'luegoT = C, por lo quePT es tangente € a la circunferencia
C.

En resumen, para un punfg una circunferencié, y cualquier recta poP que corte
aC en puntosA y B (con la posibilidad ded = B) siempre ocurre quePA - PB

es igual a una constante. Esta cantidad constante se commeel@potencia de P
respecto aC.

Si la circunferenci& tiene centra) y radior y si PT es la tangente@enT que pasa
por P resulta que la potencia d@esPT?, y por el Teorema de Pitagoras sucede que:

PT? = PO? — 2,
T
P 9 4 ‘l. B
A\/B

Si el puntoP esta dentro de la circunferencly si AB es una cuerda pdr, entonces

la potencia de®? esP A - PB. Si se trabaja con segmentos dirigidos, los segmdntbs

y P B tienen signos opuestos, por lo que la potencia es negativanagnitud se puede
calcular al trazar el diametro pét, la magnitud de la potencia €s:— PO)(r+ PO) =

r2 — PO?. Asi, para este caso, también la potencia result®&gr — 2.

Finalmente, para un punt® sobre la circunferencia se ha sefalado que la potencia es
cero, esto también coincide c#0O? — 2. Ahora se puede afirmar que la potencia de
P con respecto a la circunferenda= (O, r) es PO? — r?; y sera positiva, cero o
negativa dependiendo Bi se encuentra fuera, sobre o dentro de la circunferencia.

Como una primera ilustracion del uso de la potencia se ptassma demostracion
del siguiente resultado que se atribuye a Euler, donde seafaticiones necesarias
y suficientes para asegurar que dadas dos circunferentaassesan el circuncirculo e
incirculo de un triangulo.

Formula de Euler.
Una condicon necesaria y suficiente para la existencia de uamgiulo con circunircu-
lo (O, R) eiindrculo (I,r) es laigualdadOI? = R? — 2Rr.

Demostracbn. SeaA un punto sobre la circunferendfa= (O, R), seanB y C los
puntos de interseccion decon las tangentes desdea la circunferenci&€’ = (I, r).
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El triangulo ABC admite aC’ como incirculo si y sblo sBC' es tangente &'. Pero
comoAB es tangente &', la rectaBC es tangente & siy s6lo siBI es bisectriz del
ZABC. Luego, siy sblosKABI = ZIBC.

A

N
AN

BC

SeaD el punto de interseccion de la rectd conC, que es el circuncirculo del triangu-
lo ABC. Como Al es bisectriz, se tiene quélAB = ZCAI. Ademas/CAI =
ZCBD, ya que ambos angulos abren el mismo &rde, luego/IAB = ZCBD.
Como el angule’ BI D es un angulo exterior del triangutoB 1, tenemos queZIAB =
/BID — Z/ABI. Ademas, coma’CBD = /IBD — /I BC, al substituir estos valo-
res en la ecuacion del parrafo anterior se obtietie! D— Z/ABI = Z/IBD— /ZIBC.
Luego, la condiciov ABI = /I BC es verdaderasiy s6logiBID = ZIBD. Pero
estos dos angulos, son los angulos opuestos a los fog DI del triangulol BD.

El problema se reformula agi* = (I, r) es incirculo del triangulol BC' si y s6lo si
BD = DI.

0%

%

B C

SeaF el punto de tangencia de la circunferen€ia@on AB y D’ el punto diametral-
mente opuesto & enC. Como los triangulos rectangulo’/ E y D' DB tienen los
angulos/TAE 'y /D D’B iguales por abrir el mismo ard8 D, resulta que son seme-
jantes. Esta semejanza garantiza %e: %, por lo que:Al - DB = 2Rr. Como
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la potencia del punté con respecto & esAI - ID = (R — OI)(R + OI), de las dos
Ultimas igualdades se concluye que:

DB 2Rr

ID ~ (R—OI)(R+OI)

Luego,DB = ID siy solo sikR? — OI? = 2Ry.

Eje radical de dos circunferencias

Dadas dos circunferenci@s= (O,r) y C' = (Q, s), ¢para q& puntosP se cumple
gue la potencia a la circunferenciaes igual que la potencia a la circunferendi&?

Se sabe que la potenciaBeaC = (O,r) esPO*—r? ylapotenciaddé’ aC’ = (Q, s)
esPQ? — s2, luego los puntos que se buscan son los que cumpla®P@fe— r? =
PQ? — s?, 0 equivalentemente los puntos que satisfagart — PQ? = r? — s2.
Comor?—s? es una constante que no depende del pEn&E conoce que este conjunto
de puntos o lugar geométrico es unarecta perpendicd{@.d_o anterior se justifica de
la siguiente manera: sedn= r? — s? la constantel’ un punto del lugar geométricoy
seal el pie de la perpendicular des#feal segment@(@. Por el teorema de Pitagoras
tenemos que:

PO? —OM? = MP? = PQ? — QM?,

asiOM? — QM? = PO? — PQ? = d, y entonces(OM + MQ)(OM — MQ) = d.

Por lo que M cumple queOM — MQ = OiQ. Ahora, veamos que solamente hay un
puntoM sobre la recta pad y @ que cumple esta ecuacion; en efect@si — NQ =

% = OM — MQ, se tiene QuOM + MN — NQ = OM — MN — NQ, por lo
queM N = 0y entoncesV/ = N. Luego, todo punto del lugar geométrico esta sobre
la perpendicular ®Q por M. De la ecuacio®M? — QM? = PO? — PQ? = d, se
concluye que los puntos sobre la recta referida pertenébeges geomeétrico.

Este lugar geométrico se conoce coeheje radical deC y C’, y resulta ser perpendi-
cular a la rectaD@.

Es util sefialar que cada punfodel eje radical d€ y C’ cumple que las longitudes de

las tangentes desdeaC y C’ son iguales, cuando existen.

Proposicion 2.

Para tres circunferencias (cuyos centros no son colingales tres ejes radicales de
ellas tomadas por pares son concurrentes. El punto de cosiecia es llamado el
centro radical.

Demostracibn. SeaP el punto de interseccion del eje radical de la primera ysdgu
circunferencias con el eje radical de la segunday la teragzgo P tendra la misma
potencia con respecto a las tres circunferencias; en piartiestara en el eje radical de
la primera y tercera, por lo que este Ultimo eje pasara itamyor P.
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Construccion del eje radical.

El eje radical de dos circunferencias no concéntri€agC’, se puede construir con
reglay compas de las siguientes maneras, que dependepaidin de las circunfe-
rencias:

1. SiCy ('’ se intersecan, como los puntos de interseccion tienengatgual a cero
para ambas circunferencias, se tiene que estos puntostpama del eje radical, y en
este caso el eje radical pasa por tales puntos de intevsetciégo, se puede construir
con regla y compéas. En particular, cuando las dos circanfgas son tangentes, la
tangente por el punto comin es el eje radical, que es tamsbiéstruible.

2. Si las dos circunferenciasy C’ no se cortan, se traza una tercera circunferencia
C" que corte a las dos anteriores, cuyo centro no sea colinedbsaentros d€ y

C'. La cuerda com(n dé y C” cortara enP a la cuerda coman d& y C”, el punto

P pertenece al eje radical dey C’, por lo que el eje radical sera la recta por
perpendicular a la recta por los centro<’dgC’, y ésta es construible.

3. Si una de las circunferencig€s= (O, r), ¢’ = (Q, s) tiene radio cero, por ejemplo
r = 0, se traza una circunferenaid = (R,t) que pase po@ y corte aC’, y cuyo
centro no sea colineal con los centrosddg C’. La tangente &” por O intersecara a
la cuerda com@n dé’ y C” en un puntaP, que pertenecera al eje radical@g C'.
Por lo que, el eje radical sera la recta goperpendicular a la recta pary Q. Tal
perpendicular es construible.

4. Si las circunferencia8 = (O, ), ¢’ = (Q, s) tienen radio cero, el eje radical es la
mediatriz del segmento(), y la mediatriz es construible.

Ahora, se dara un ejemplo del uso de los ejes radicales gyuiesspara demostrar uno
de los resultados mas sorprendentes de la geometridaadgjuto donde se garantiza
que sobre cierta circunferencia hay nueve puntos notablag&hgulo.

Ejemplo 1. En untrianguloABC, los puntos mediod’, B, C’ de los ladosBC, C A, AB,
los piesD, E, F, de las alturasAD, BE,CF, y los puntos medio&(, L, M de los
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segmentosAH, BH,CH, dondeH es el ortocentro del téngulo, esin sobre una
circunferencia, llamadéa circunferencia de los nueve puntos.

Como el cuadrilaterdd BDE esta inscrito en la circunferencia de diame#t®, se
tiene que la potencia d€ con respecto a tal circunferencia@® - CB = CE - CA.

Por serd’ y B’ puntos medios dB8C'y C A se tienequ€' D-CA’ = CE-CB’, luego

la Proposicion 1 garantiza que, A’, F, B’ se encuentran en una circunferencia, que
se denotara pat;.

Analogamente, se demuestra queB’, F, C’ se encuentran en una circunferen@ia
y queF,C’, D, A’ sobre una circunferencia.

Claramente si dos de las tres circunferen€ia€-, C3 coinciden entonces coinciden
las tres. Por lo quéD, E, F, A’, B’,C’ se encuentran en una misma circunferencia
C;. Ahora, las tres circunferencias deben coincidir ya queai,ejemploC; # Cs,
entonces el eje radical de ellas@sl, siC; # C3 su eje radical e®C' y siCs # Co

su eje radical es\ B, pero estos tres ejes radicales no son concurrentes, lssgureae
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contradiccion a la existencia del centro radical.

Aplicando un razonamiento como el anterior en los tridaagitl BC'y HC A se de-
muestra qués, L, M también se encuentran €p. Por lo que hay una circunferencia
gue pasa por los siguientes nueve puntdsB’,C’, D, E, F, K, L, M.

El uso de la potencia para asegurar que cuatro puntos sortkhooey el hecho de que
los tres ejes radicales que determinan tres circunferesoiaconcurrentes son trucos
de uso recurrente, lo que convierte a estos trucos en uregsér o un método. Si lo
anterior alin no lo convence vea el siguiente ejemplo (ylasro ejercicios del final).

Ejemplo 2. SeanABC un triangulo yAD, BE, C'F sus alturas. La circunferencia de
didmetroE F corta alos lados" Ay AB enJ y K, respectivamente; la circunferencia
de dametroF'D cortaa AB Yy BC enL y M, respectivamente; y la circunferencia de
diametroDE cortaaBC'y CAenN y N, respectivamente. Entonces, los seis puntos
J, K, L, M,N, N estn sobre una misma circunferencia, llamal@ecircunferencia

de Taylor.

Como el cuadrilaterd&3CEF es ciclico sucede queéAEF = ZABCYy LZAFE =
ZBCA. Analogamente, se tiene qu& ED = LZABC'y ZCDE = ZCAB y que
/BFD = /BCAy /CDF = ZCAB. La circunferencia de diametrBF tiene
centro en el punto medi®’ de EF, luegoD'JE es isosceles, por lo quéD’ es
paralela aDE. Si E’ y F' son los puntos medios dED y DE respectivamente,
se tiene también qu®’E’ es paralela @& F y como E’M D es isosceled’ M es
paralela aDFE. Luego,J, D', E’' y M son colineales. Analogamenté D', F' y N
son colineales y o mismb, £/, 'y N.

Si las longitudes d&DFE, EF, FD se denotan pod, e, f, respectivamente, se tiene
queD'J = D'K = 4y MD' = ND' = % Por lo que,D’'K - D'N = D'J -
D’'M. La Proposicion 1, garantiza qud, N, J, K estan en una circunferendia.
Analogamente]N, J, L, M estan en una circunferenafay K, L, N, N estan en una
circunferencia’... Claramente, si dos de las tres circunferen€ja€;, C. coinciden,
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entonces coinciden las tres y asunto concluido. Ahorayéassdircunferencias deben
coincidir, ya que si por ejempl6, # C;, entonces el eje radical de ellas &5/, si
Cy # C. su eje radical e N y siC, # C, su eje radical e K, pero estos tres ejes
radicales no son concurrentes, lo que es una contradieci@rexistencia del centro
radical.

Ejercicios

1. Sead BC untriangulo con longitudes de sus lados, c¢. Seank, L, M, N, P, Q
puntos sobre los ladaBC, AB, CA, BC, AB, C' A, respectivamente, de ma-
neraqueKB = BL = b,CM = CN = cy AP = AQ = a. Muestre que
K,L,M,N, Py Q estan sobre una misma circunferencia. Dicha circunfémenc
es llamadaircunferencia de Conway
Sugerencia. Vea qudP - AL = AQ - AM, BL - BP = BK - BNyCN - CK =
CM - CQ, ahora termine como en el ejemplo de la circunferencia deitay

2. SeaABC untrianguloyA’, B’, C’ los puntos medios de los ladBs”, C A, AB,
respectivamente. Tres circunferencias de un mismo radiazan, una con cen-
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tro enA que corte 8B'C’ enPy @), otra con centr® que corte &' A’ enRy S,
y una mas con centro énque corte &’ B’ enT'y U. Muestre queP, Q, R, S, T
y U estan sobre una misma circunferencia, llamataera circunferencia de
Droz-Farny.

Sugerencia. El eje radical de las circunferencias cerdgraéay C es la mediatriz d&3C
que pasa pod’. Luego,R, S, T, U estan en una misma circunferen€ja Analogamente,
T, U, P, Q estan en una circunferenday, P, Q, R, S estan sobre una circunferencia
Las tres circunferencias son la misma, en caso contrariejessadicales no concurren.

. (IMO, 2008/1) SeaH el ortocentro de un triangulo acutanguiBC. La

circunferencia de centro en el punto medio € y que pasa po# corta a
BC enA; y As. Anadlogamente, se definen los punf®sy By sobreC Ay los

puntosC; y Cs sobreAB. Muestra que los seis puntds, Ay, By, Bs, C1,Y

Cs estan sobre una misma circunferencia. (Llanmsatpunda circunferencia de
Droz-Farny.)

Sugerencia. Los ejes radicales de las circunferenciasrdblgma haran ver que cada
cuarteta de puntdsB1, B2, C1, C2), (C1, C2, A1, A2) y (A1, A2, B1, B2) es conciclica.
Si estas tres circunferencias no son la misma hay un problema

. (OMM, 2008/6). Las bisectrices internas de los anguitd B, ABC'y BC A

de un triangulaABC' concurren el y cortan al circuncirculo delBC en L,

M y N, respectivamente. La circunferencia de diaméttocorta al ladoBC

en Dy E; la circunferencia de diametrb\/ corta al ladoCA en F y G; la

circunferencia de diametrbV corta al ladoAB en H y J. Muestra queD, E,

F, G, H, J estan sobre una misma circunferencia. (Circunferengia nombre
no he encontrado y a la cual por devocién olimpica le hetpwgunferencia

de San Carlos)

Sugerencia. Los ejes radicales de las circunferenciasrdblgma son las bisectrices
internas del triangulo. Como en los problemas anteriestss ayudan a ver que cada
cuarteta de puntod’, G, H, J), (H,J,D, E)y (D, E, F, G) es conciclica. Las tres cir-
cunferencias son la misma, en caso contrario sus ejes leglitaconcurren.
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Problemas de piactica

Como en el nUmero anterior, en esta seccion encontPrageresantes y variados

problemas. En esta ocasion, hemos hecho nuestra selemmigiderando problemas

de distintos grados de dificultad, desde problemas fétista problemas de concursos
estatales.

Te desafiamos para que pongas a prueba todas tus capacpdes) te desanimes
ni te rindas si no puedes resolverlos al primer intento,emtaique la perseverancia es
la clave del éxito y que la practica hace al maestro.

En la siguiente seccion encontraras las soluciones de tltbs, pero te recomendamos
gue no la consultes sino hasta después de haber trabajadcaen cada problema.
Agradecemos de manera muy especial a Irving Daniel Catd@ainacho, del Estado
de México, por haber enviado un problema para que se pubbguesta seccibn, e
invitamos a nuestros lectores a que participen enviandugmras a nuestra direccion
electronicar evi st aom@nai | . com

Problema 1.Cada cuarto de circulo esta divido por una recta en dospaan areas
iguales. ¢ Cual de las tres rectas es la mas larga?
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Problema 2. Si sigues construyendo el triangulo de nimeros, ¢ cual ®sma de los
nameros en el décimo renglon?

1
3 5
7 9 11
13 15 17 19
Problema 3. Sobre la mesa hay0 palitos de madera de longitudés2, 3, ..., 10

centimetros. Si tomas tres al azar, ¢cual es la probadilié que puedas formar un
triangulo con ellos?

Problema 4.Si dibujas4 circunferencias en el plano, ¢,cual es el maximo numero de
puntos de interseccion que puedes obtener?

Problema 5.Encuentra el residuo de dividir
1010 +1010° 4 ... 4 100"
entre7. (Nota:a®* significaa(®").)

Problema 6.Un cuadrado es cortado €A cuadrados mas pequefios, de los cuzdes
son cuadrados de lada:m. Determina los posibles valores para el area del cuadrado
original.

Problema 7.Si a es un nUmero real mayor o igual qgeencuentra todos los valores

reales der que son solucion de la ecuaci@/ﬁ' —Va+z=u.

Problema 8.Las medidas de los lados de un triangulo rectangulo6gamn, 80 cm
y 100 cm. Determina la medida del segmento que parte del angulo yedivide al
triangulo en dos triangulos con el mismo perimetro.

Problema 9.Encuentra un nUmero dedigitos tal que al multiplicarlo pat, 3,4, 5y
6, obtengas cinco nimeros cuyos digitos sean los mismoesjdel nimero original,
pero en distinto orden.

Problema 10.Searu, b y ¢ nUmeros reales tales que# by
a®(b+ ¢) = b*(a + ¢) = 2009.
Determina el valor de*(a + b).

Problema 11.Un cuadrilatercd BC' D cumple que el punto medio d&C es el centro
de un semicirculo que es tangente a los lad® CD y DA. ¢ Cuanto mideBC en
terminos deABy CD?
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Problema 12.Demuestra que no existen entefeg y k, conp y ¢ primos, tales que
p —q = 2y pq + 10* sea un numero primo.

Problema 13.Veinticinco diputados estan sentados en una mesa cir€daa hora
deben votar una propuesta respondiesto no. Cada uno de ellos se comporta de
la siguiente manera: si en gtésimo voto, su respuesta es igual a la respuesta de al
menos uno de los dos diputados entre los que esta sentéolocesnrepetira esa misma
respuesta para la votacién+ 1, pero si su respuesta es diferente a las de sus dos
vecinos, entonces su respuesta en la votagiénl sera contraria a la que dio en el
n-&simo voto. Demuestra que sin importar la forma en que oadavote la primera
vez, siempre habrd un momento a partir del cual ya nadie ieasntvoto.

Problema 14.Se quiere formar una piramide cuya base sea un triangulithézro,
usandol 20 esferas iguales. ¢ Cuantas esferas debe tener la base?

Problema 15.Siz, y, z son nUmerosreales tales quey+z = 3y zy+yz+zx = —1,
demuestra que:

(z+1)(y+1) @w+Dz+1) (z+1)(z+1)
r+y * Y+ =z + Z+T

=0.

(Nota: los denominadores de las fracciones son distintegs.

Problema 16.Definimos urboomerangomo un cuadrilatero cuyos lados opuestos no
se intersectan y uno de sus angulos internos es mayor8fdecomo en la figura).

SeaC un poligono convexo de lados. Supongamos que la region interior@es
la unibn deg cuadrilateros que no se traslapan. Ademas, suponganedsdgiesos

cuadrilateros son boomerangs. Demuestragied + 552,

Problema 17.SeaABC un triangulo isésceles tal quéB = AC. Supongamos que
la bisectriz del angula’ ABC intersecta al ladoiC en Dy que BC = BD + AD.
Determina la medida del anguaC AB.

Problema 18.Seaaq, as, ..., a,, Una permutacion de los enterb2,...,n, y sea
f(n) el nUmero de esas permutaciones tales que cumplen comylasrges dos pro-
piedades:

(1) a; = 1.

(2) |a; — aj4+1| <2, paratoda =1,2,...,n — 1.

Determina el residuo que se obtiene al divif{2009) entre3.
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Problema 19.Dos circunferencia€; y C. se intersectan en los puntdsy B. Una
recta es tangente@ y Cs en los punto€’' y D, respectivamente. Las reci@sl y CB
intersectan &, en los puntogy y F, respectivamente. S&a # C' el otro punto de
interseccion entre la rectdD vy el circuncirculo del triangul@’ EF'. Demuestra que
D es el punto medio d€G.

Problema 20.(Sugerido por Irving Daniel Calderon Camacho). Seans, . .., z,
nimeros reales positivos tales que:s - - - ¢, = 1. Demuestra que:

2k 2k 2k 2k+1 2k+1 2k+1
ry +xy o4, <xp +xy et

para todo entero positivio.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontraras las soluciones que hemaoaradeppara 1020 proble-
mas de la seccion anterior. Es importante que tengas emecye® las soluciones que
aqui presentamos no son necesariamente las (nicas ojtassn&an solo son ejemplos
del tipo de razonamiento que se busca estimular en los pnalslde olimpiada. Piensa
que cada problema puede tener tantas soluciones como i#edisas y originales se
desarrollen con base en la l6gica y en la argumentacidecar

Si encontraste una solucion diferente de las nuestras gtas seguro de su validez,
o simplemente quieres compartirla con nosotros, te indspara que nos escribas a
nuestra direccion electronicaevi st aonm@nai | . com

Solucion del problema 1.0bservemos que la recta del tercer dibujo es claramente mas
corta que el radio del circulo, luego, es mas corta quecka el primer dibujo.

(1) )

®3)

Por otro lado, la recta del segundo dibujo es la hipotenusmdsangulo rectangulo
tal que uno de sus catetos es un radio. Luego, la recta deldegiibujo es mas larga



16 Soluciones a los problemas de frctica

que la del primer dibujo. Por lo tanto, la recta mas largaetl segundo dibujo.

Solucion del problema 2.0bservemos que el segundo renglon inicia con el nUmero
impar3 = 2(1) + 1 y tiene dos nimeros impares consecutivos. El tercer oargitia

con el nimerdr = 3(2) 4+ 1 y tiene tres niUmeros impares consecutivos. El cuarto
renglon inicia con el impat(3)+1 = 13y tiene cuatro nimeros impares consecutivos.
Luego, siguiendo con este razonamiento, tenemos que iehd&englon inicia con el
nimerol0(9) + 1 = 91 y tiene los siguientes diez nimeros impares consecutivos,

91,93, 95,97,99, 101, 103, 105, 107, 109.
Por lo tanto, su suma es igual 2000.

Solucion del problema 3.En total hay('y) = 4% = 120 formas de tomar tres palitos
de la mesa (ver la Definicion 5 del apéndice). Ahora tenegu@sver con cuantas de
éstas podemos formar un triangulo. $ea, ¢) una terna y supongamos, sin pérdida
de generalidad, que < b < ¢. Podemos formar un triangulo (ver el Teorema 31 del
apéndice) con ella si

a+b > ¢
a+c > b,
b+c > a.

Comoa < b, tenemos qué + ¢ > a + ¢ > a, por lo que la tercera desigualdad
se cumple. Ademas, conio< ¢, tenemos qué < c¢ + a. Luego, sdlo tenemos que
preocuparnos por la primera desigualdad. Para que éstangglac necesitamos que
c<a+b-1.

Analicemos qué pasa con cada valor posible.de

1. Sia =1, entonced < c<1+b—1=0b,locual esimposible. Asi que con las
ternas que contienen alno se pueden formar triangulos.

2. Sia = 2, entonced < ¢ < b+ 1. Entonces, por cada valor dela terna
(2,b,b + 1) forma un triangulo. Comé puede ser igual 8,4,5,...,9, hay 7
ternas que forman un triangulo.

3. Sia = 3, entonced < ¢ < b+ 2. Luego, por cada valor deentre4 y 8 se
pueden formar dos terng$, b, b+ 1) y (3,b,b+ 2). Ademas, sb = 9 se puede
formar solo la terné3, 9, 10). Por lo que hay5 - 2) + 1 = 11 ternas que forman
un triangulo en este caso.

4. Sia = 4, entonced < ¢ < b+ 3. Luego, para entre5 y 7 se forman tres
ternas, para = 8 dos ternas y para= 9 una terna. Es decir, en este caso hay
(3-3)+2+1=12ternas.

5. Sia = 5, entonce$ < ¢ < b+ 4. Luego, sib = 6 hay cuatro ternas que forman
triangulo, sib = 7 hay tres, sb = 8 hay dos, y sb = 9 hay una. En total hay
443+ 2+ 1= 10ternas en este caso.
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Analogamente, st = 6 es facil ver que hay seis ternas con las que se puede formar un
triangulo, sia = 7 hay tres y siu = 8 hay solo una.

Por lo tanto, en total hay + 11 + 12 + 10+ 6 + 3 + 1 = 50 ternas con las que se
puede formar un triangulo, y la probabilidad buscad%%s: 1—52

Solucion del problema 4.Cada par de circunferencias se intersectai é1d 2 puntos.

El maximo nimero de puntos de interseccion entre lageeatunferencias se obtie-
ne cuando no hay un ningan punto donde se intersecten mdesd€omo podemos
formar(;‘) parejas de circunferencias (ver la Definicion 5 del ap&)ddicho nimero

es menor o igual que- (‘21) = 12. Veamos que es posible dibujar cuatro circunferencias
y obtenerl 2 puntos de interseccion.

Solucion del problema 5.0bservemos que0® — 1 = 999,999 = 7(142,857), es
decir10® = 1 (mod7) (ver [14] y la Definicion 3 del apéndice). De aqui U™ =
(10%)" = 1 (mod7) para todo entero positive.

Como10™ = 6A + 4, donded = 166...6,y 10 = 3 (mod7), tenemos que

n—1
10107 = 1094+ = (10%)4 - 10* = 10* = 3* (mod7),

para todo entero positive.
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Luego,

100 4+10"° + ... 410" = 10*+10* + - +10* (mod7)
10—veces
344+ 3% +... 4 3* (mod7)

10—veces

Por lo tanto, el residuo €5

Solucion del problema 6.De los25 cuadrados, llamemasstanteal de dimensiones
desconocidas. Es claro que el cuadrado restante no puedesastontacto con los
cuatro lados del cuadrado original. Luego, un lado del adaloriginal es adyacente
a cuadrados de ladbcm, y por lo tanto su longitud es un nimero entero. Séal
area del cuadrado original y sghel area del cuadrado restante. Tenemos que,

2 = y*+24
22—y = 24
(z+y)(r—y) = 24.

Considerando las posibles factorizacioneg4ig usando el hecho de que-y < z+y,
tenemos que las parejas, y) de enteros positivos que satisfacen la ecuacion anterior
son(5,1) y (7,5). Por lo tanto, la longitud de cada lado del cuadrado origiglo
haber sidd cm 6 7 em. Las figuras muestran que ambos casos son posibles, donde el
cuadrado sombreado es el cuadrado restante.

Por lo tanto, el area del cuadrado originak&sm? 6 49 cm?.

Solucion del problema 7.Seay = v/a + . Luego, tenemos dos ecuaciones

y=vatz y z=+va—y.
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Elevando al cuadrado estas ecuaciones obtenemos,

y2:a+x y z2:afy.

Restandolas, tenemos que
yz g2

22—ty

xr+y
(z+y)(z—y+1)=0.

Luegox +y =00z —y+1=0.
Siz +y=0,entoncey = —zy2?+y—a=22—2x—a=0,dedonde los valores
posibles de: son (ver el Teorema 13 del apéndice)

1

1+ n 1
z a4+ =
5 y

! +
- —1/ja+-.
2 4

W~

Siz —y+1=0,entoncesy =z +1y2>+z+1—a=0,dedonde los valores

posibles dex son
IR A RV N A
Vet Y T Ve

Comoa > %, concluimos que los valores realesadque satisfacen la ecuacion son

Solucion del problema 8.SeaABC un triangulo rectangulo con angulo recto@n
AB = 100c¢m, BC = 80¢em y CA = 60 cm. Tracemos un segmentdD desde el
vérticeC hasta la hipotenusa, de tal manera que los perimetros ttélogulosADC

y DBC sean iguales. El problema consiste en determinar la lashdi@ D.

Como los triangulosADC' y DBC tienen el mismo perimetro, tenemos qué +

AD+CD = CD+ DB+ BC, de donde&C’ A+ AD = DB+ BC = 2% = 120 cm.

ComoCA = 60 cm, tenemos quelD = 120 — 60 = 60 cm. Tracemos la altur&'E

desdeC.

A

>
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Como el trianguloAEC es semejante al trianguléC B, tenemos que% = %,

de dondedE = 36cm y por lo tantoED = AD — AE = 60 — 36 = 24cm.
Por la misma semejanza tenemos también %ﬁe: %, de dondeC'E = 48 cm.
Aplicando el teorema de Pitagoras (ver el Teorema 25 deh@ipé) en el triangulo

CED, tenemos que
CD? = ED? + CE? = 24” 4 48% = 5(24%)

y de aqui obtenemasD = 24/5 cm.

Solucion del problema 9.Denotemos por: al nUmero buscado. Contix también
debe ser un nimero dedigitos, tenemos que < % < 166,667. Entonces, el digito

de las centenas de millar &y el digito de las decenas de millar debe ser menor o igual
aob.

Consideremos a los nUmeres2z, 3z, 4z, 5z y 6x, cada uno dé digitos. Entonces,
todos los digitos de deben ser distintos.

Ninguno de los digitos de puede seb, pues de lo contrario alguno de los productos:
2x, 3x, 4x, bx 6 62 empezaria cof, lo cual es imposible. Luego, el digito de las
unidades de debe ser impar (de lo contraria terminaria erd) y distinto de5 (de lo
contrario2z terminaria ern).

Ahora bien, como el digito de las centenas de millat del 1, debe estar en todos los
nimeros2zx, 3z, 4z, 5z 6 6z, entonces el digito de las unidades de alguno de estos
nimeros es. Observemos que soBx puede tener el digito de las unidades igué) a
luego el digito de las unidades dees7. Entonces, el digito de las unidades2iees

4, el de3x esl, el dedx es8, el de5x es5 y finalmente el d&x es2. Por lo tanto, los
digitos dex son:1,7,4,8,5y 2 en algin orden. Entonces, escribiendo los digitos de
las centenas de millar de los nUme#os 3z, 4z, 5z y 62 en orden creciente tenemos
que,

1z 1T,
2c = 2 4
3vr = 41,
dr = 5§
St = T7_ B,
6xr = 8 2.

Observemos que en cada columna, en algin orden, estaigltssd, 7,4,8,5 y 2.
Luego, sumando tenemos que

21z = (1+7+4+8+5+2)(111,111) = 27(111, 111) = 2,999, 997,

de donder = 142, 857. Por lo tanto, el nUmero dedigitos buscado eki2, 857.
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Solucion del problema 10.Tenemos que
0 = a*(b+ec)—b*(a+ec)
ab(a —b) + (a® — b?)c
= (a—0b)(ab+ ac+ be).
Comoa # b, tenemos queb + ac + be = 0. Multiplicando por(a — ¢) obtenemos
0 = (a—c)(ab+ ac+be)
= acla—c)+ (a* — )b
a*(b+c) — *(a+b),

de donde?(a + b) = a?(b + ¢) = 2009.

Solucion del problema 11.LlamemosO al centro del semicirculo y dibujemos los
siguientes segmentos de redts, OA, OG, OD y OF, dondeFE, F'y G son puntos
de tangencia.

@)

Por la propiedad de las tangentes (ver el articulo de natteas de este nUmero) te-
nemos queAEF = AG Yy DF = DG. Luego, tenemos las siguientes igualdades
de angulos/FAO = LGAO = zy LGDO = /ZFDO = y. Los triangulos
rectanguloBOE y COF son congruentes ya que dos de sus lados son iguales. Luego,
LZEBO = /ZFCO = 2.
Sumando los angulos del cuadrilated®@C D, tenemos quéx + 2y + 2z = 360°,
luegoz +y+ 2z = 180°. Por lo que los triangulodO B, ADO 'y ODC son semejantes
por el criterio de semejanza AA (ver el Criterio 21 del apéejl Considerando los
triangulosAOB y ODC tenemos que

AB OC

5B - 0D 60 AB-CD=0C-0B.
ComoOB = OC = 1BC, tenemos quelB - CD = 1BC?. Por lo tanto,BC' =
9VAB - CD.

Solucibn del problema 12.Supongamos que si existen niUmeros primgsg, con
p —q = 2,y un enterdk, tales quepg + 10* es primo. Es claro quie > 0.



22 Soluciones a los problemas de frctica

Sik = 0, entonce®q + 10* = pg + 1. Comop — ¢ = 2, entoncep y g son ambos
distintos de2, es decirp y ¢ son ambos impares. Luega; + 1 es par y claramente es
mayor que2, de modo que no es primo, lo que es una contradiccion.
Supongamos quke > 0.

1. Sip = 0 (mod 3) (ver [14] y la Definicion 3 del apéndice), entonges= 3y

g =p—2=1noesprimo, lo que es una contradiccion.

2. Sip =1 (mod3), entonceg = p — 2 = 2 (mod3), de modo que

pg+10* =241 =0 (mod3),

ya quel0* = 1 (mod 3) para todo enteré > 0. Comopq + 10* debe ser primo,
la Gnica posibilidad es que; + 10* = 3, pero esto no es posible porqi@F > 3 si
k> 0.

3. Sip =2 (mod 3), entonceg = p — 2 = 0 (mod 3) y por lo tantog = 3. Luego,

p = q+ 2= 5. Pero entoncegy + 10¥ = 15 + 10* = 0 (mod5) y pq + 10* > 5, de
modo quepg + 10* no es primo, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, para ningin entekcexisten primo® y ¢ que satisfagan las condiciones
del problema.

Solucion del problema 13.En primer lugar observemos que si dos vecinos tienen la
misma respuesta entaésima votacion, entonces ambos volveran a votar dedmai
manera en la votaciom+ 1. Mas alin, ambos seguiran repitiendo esa misma respuesta
en todas las votaciones posteriores.

Sead,, el conjunto de diputados que coincide con al menos uno deesisos en la
n-&sima votacion. Por lo expuesto en el parrafo antegioeinos quel,, C A, 1 para
todan > 1. Observemos que para resolver el problema basta con demgs# para
algunan, A,, contiene a log5 diputados.

Debido a que el nimero de diputados en la mesa es impar, nsikdgque todos ellos
estén en desacuerdo con sus dos vecinos en la primeradrgtpor lo queA; es no
vacio y tiene al mendselementos.

Supongamos que existe un entetictal que A,, = A,,+1 Y que A,,, no contiene a
los 25 diputados, y veamos que esto nos lleva a una contradid€@mo A4,,, no es un
conjunto vacio, existen dos veciney b tales que: € A,, yb ¢ A,,. Comoa € A,,,
entonces: volveré a votar de la misma forma en la votacian+ 1. Por otro lado,
comob ¢ A,,, sabemos que en la-ésima votacion el voto de difirid del voto de

a. De hecho, sabemos que emlaésima votacion el voto diedifirid de los votos sus
dos vecinos y, en consecuendiagambiaré su respuesta para la votacidoa- 1. De

lo anterior, se sigue que en la(+ 1)-ésima votacion el voto de coincidira con el
dea, lo que implica que € A,,.1, perob ¢ A,,, lo cual contradice el hecho de que
A, = Ap41. Porlo tanto, podemos concluir gug, contiene a lo25 diputados.

Solucion del problema 14.Supongamos que el lado de la base de la piramide contiene
n esferas. Entonces, en la base de la piramide habran

n+(n—1)+(n72)+...+2+1:n(n+1)
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esferas.
La segunda capa de la piramide tendra

(n—1)+(n—2)+---+2+1:w

esferas.

La tercera tendra
(n—2)(n—1)

2
esferas, y asi sucesivamente. La Gltima, la capa supsbiortendra una esfera. Luego,

120 = n(n+1)+n(n—1)+(n—2)(n—1) 1_22

2 2 2

TR
2

1 n o n
= 5(22 —i—;z
1 /nn+1)2n+1) nn+1)
- 5( 6 2 )
n(n+1)(n+2)

donde en la cuarta igualdad usamos las formulas de la suros deadrados de los
primeros nimeros naturales y de la suma de los primerasneros naturales (ver los
Teoremas 11y 10 del apéndice).

Luego, debemos resolver la ecuacidn+1)(n+2) = 720. Como720 = 8-9-10, una
solucion de la ecuacion anteriores= 8. Para hallar las demas soluciones dividimos
al polinomion(n + 1)(n + 2) — 720 = n® + 3n? + 2n — 720 entren — 8, obteniendo
como cociente al polinomio? + 11n + 90. Es decir, tenemos que

n® 4+ 3n% 4+ 2n — 720 = (n — 8)(n? + 11n + 90).

Es facil ver que la ecuacion® + 11n + 90 = 0 no tiene soluciones reales (ver el
Teorema 13 del apéndice), de modo que la Unica solucitemade la ecuacion(n +

1)(n + 2) = 720 esn = 8. Por lo tanto, la base de la piramide debe teﬂéjﬂ =

@ = 36 esferas.

Solucion del problema 15.Tenemos quey = —yz — zx — 1. Luego,

@+ Dy+1) _aytrtyt+l zty—ye—zz (@+yl-2) ,
z+y z+y z+y z+y '

De manera analoga tenemos que,

(y+1)(z+1):17 (z+1)(x+1)

=1-y.
Y+ z Z+x 4
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Por lo tanto,

(z:+1)(y+1)+ (y+1)(z+1)+ (z+1)(z+1)

r+y Y+ z Z+T
= (I-2)+(1-2)+(1-y)
= 3—(z+y+2)
= 3-3

0.

Solucion del problema 16.Para facilitar la exposicion, a los angulos interiores de
los boomerangs mayores qu®&)° les llameremosingulos reflexEs evidente que en

el interior del poligonda” hay b angulos reflex, cada uno de ellos correspondiente a
cada uno de log boomerangs. Consideremos a bogertices de los angulos reflex en
el interior deC' y observemos que los angulos que estan alrededor de éstaes
suman un total dé (360°). Por otro lado, la suma de los angulos interiores’des
igual a(s — 2) 180° y la suma de los angulos interiores de dosuadrilateros es igual
aq (360°). Luego, tenemos que

¢(360°) > b(360°) + (s — 2) 180°,

de donde dividiendo ent&#0° obtenemos

s—2

q>b+

Solucion del problema 17.ComoBC = BD + AD, podemos tomaF sobreBC' de
formaqueBE = BD y entoncesAD = CE.

A

4x o

4x 2x
E

B L C

ComoBD es la bisectrizdel ABC'y D esta sobrelC', sabemos, por el teorema de la
bisectriz (ver el Teorema 16 del apéndice), gudivide al segmentoelC en la misma
razbn que guardan los ladds3 y BC, es decir

AB _ AD
BC CD’
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Luego, 55 = 48 = 45 — C4 y como/BC A es un angulo comin a los triangulos
EDC'y ABC, tenemos que éstos son semejantes por el criterio de sexajaL (ver
el Criterio 22 del apéndice). En consecuenei&DE = /ECD = LZABC = 2z.
Entonces BDE = /BED = 4z, de donde se sigue q9e = 180° y = = 20°. Por

lo tanto,ZCAB = 180° — 4z = 100°.

Solucion del problema 18.Seaay, as, . . ., a,, Una permutacion de los nUmerh2,

..., m, que cumple las condiciones (1) y (2). Usando la condic®y €l hecho de que
a1 =1, sesigue que; =2 06as = 3.

Haremos un analisis por casos, pero antes conviene hagigtlante observacion que
utilizaremos: st ¥ ar+1 SON enteros consecutivos, entonces los términos a latderec
dear+1 (igualmente para los de laizquierdadlg son o todos menores quey ax+1
(ambos), o todos mayores.

= CASO I: supongamos que, = 2. Entonces, sabemos qug ay, - . ., a, €S una
permutacion de los numer8s4, . .., n. Entoncesis, as, . . ., a, €S una permu-
tacion de los nmerds 3, ..., n tal queas = 2 y que cumple con la propiedad
(2). Es claro que hay(n — 1) de estas permutaciones.

= CASO Il: supongamos qu& = 3. Entoncesas = 2,4 05.

e Supongamos que; = 2. En este caso tenemos qugas, . . ., a, €S una
permutacion de los nimerds5, ..., n dondeay = 4 y que cumple con
(2). Por lo tanto sabemos que hagn — 3) de estas permutaciones.

e Supongamos ques > 4. Siax1 €s el primer nimero par en la permu-
tacion, debido a la propiedad (2) tenemos queus, . . ., a; debe ser la
permutacion, 3,5, ...,2k—1 (en ese mismo orden). Entonegs.; debe
ser2k 6 2k — 2, por lo queay, y a1 SON enteros consecutivos. Aplican-
do la observacion crucial que hicimos arriba, se deduceigue . . ., a,
son todos 0 mas grandes 0 mas pequefiosigyen, 1. Pero en este ca-
so el nUmer@ debe estar a la derechadg,; . Por lo tantoay1o, ..., a,
son los enteros pares menores gue; . Entonces, la Unica posibilidad es:
1,3,5,...,ak_l,ak,...,6,4,2.

Los Casos | y Il muestran que
fn) = fn—1)+f(n-3)+1, si n>6. (1)
Calculando directamente los primeros valoreg ¢¢) obtenemos
f)=1,12)=1, fB) =2, f(4) =4, f(5) =6.

Usando la ecuacion (1) y calculando los primerbwvalores def segln la aritmética
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modulo3, tenemos:

=1 f2)=1
f3)=2 f4=1
f(5)=0 f(6)=f(B)+fB3)+1=0
N =f6)+f@)+1=2  fO) =fT+fB)+1=0
FO) =Ff@) +f6)+1=1  f10)=f(9)+f(N+1=1
f(A1) = f(10)+ f(8) + 1 = 2.
Como f(1) = f(9) (mod 3), f(2) f 0) (mod 3)y f(3) = f(11) (mod 3),

(1
3) para todo enterd > 0. Por lo tanto,
(mod 3), es decir, el residuo que se obtie-

(9

tenemos quef(a) =

f(2009) = f(1 +8(251)) F()
009) e

ne al dividir f (2 entre3 esl1.

Solucion del problema 19.Si nos fijamos en la circunferenaia, tenemos que los
angulos/CABY Z/GCF son iguales, ya que abren el mismo arco.

Ca

N

Ci A

C D G
Por otro lado, tomando la potencia del puGtaon respecto a la circunferendcia(ver
el artlculo de mateméaticas de este nimero), tenemog’queCE = CB - CF, es
decir, £4 CF = %. Luego, los triangulo€ EF y C BA son semejantes, de modo que
/CAB = /CFFE = Z/GCF = «. De aqui qUeE'F' es paralela & G.
Ahora, el cuadrilater@ G F'E es ciclico, ya que sus vértices estan sobre el circomcir
lo del trianguloC EF. Entonces/FEC + Z/CGF = Z/GFE + ZECG = 180°.
Luego, en el triangul@’G F', tenemos que:

/GFC = 180° - ZCGF — «
= /ZCGF + /LFEC — ZCGF — «
LFEC — a.

Porlotanto/GFE = /FEC —a+a=/ZFECY /CGF = ZECG.
SealM el punto medio dé/F' y tracemos la recta/ D.
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Tenemos que&’FED = /F DG, ya que abren el mismo arco en la circunferegia
y COmoFEF es paralela &G, tenemos Qu& FED = ZCDE = L/FDG = Z/DFE.
Luego, el trianguldZ DF es isbsceles coRD = DF. Ademas, los triangulo§ DE
y GDF son congruentes por el criterio ALA (ver el Criterio 19 deéagdice) y por lo
tanto,CD = DG . Es decir,D es punto medio d€'G.

Solucion del problema 20.La demostracion la haremos por induccion fuerté éver
[15] y el Teorema 4 del apéndice).

Sik = 1, entonces aplicando la desigualdad media aritmética tangebmétrica (ver
el Teorema 7 del apéndice), tenemos que

n
E Ty ZNYT1T2 Ty =N,
i=1

de donde

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver el Teofdehapéndice) y usando
la desigualdad anterior, tenemos que

n n n n
E ;i <V/n E z? < E x; E z?.
i=1 i—1 i=1 i—1

Dividiendo ambos lados de esta desigualdad e tE: x;, obtenemos

y por lo tanto
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Esto demuestra el cago= 1.

Supongamos entonces que el resultado es cierto para alggno 2 > 1y para to-
dos los enteros positivos menores o iguales fuUEntonces tenemos las siguientes
desigualdades

Luego, aplicando nuevamente la desigualdad de Cauchy&zhwnemos que

n n n n
ok ok+1 ok ok+1
E z; <+n E x; < E x; Ty,
i=1 i=1 i=1 i=1

de donde

n n

2k+1
E xZ; .

=1 i=1

(]
e
IA

Por lo tanto,
n
ok ok+1
IEAED DEA

lo que completa la induccion y termina la demostracion.



Problemas propuestos

Tzaloa es tu revista y no podra estar completa sin ti. Ensesteion te proponemas
nuevos problemas que necesitan de tu participacion y ayadeencontrar sus solu-
ciones.

Agradecemos a Luis Brandon Guzman Navarrete, del Estadiardaulipas por haber
enviado su solucion al problema propuesto numero 5 deo@izal Su solucion no fue

posible publicarla en el nUmero 3 de la revista, debido ayguestaba en impresion
cuando nos escribi6. Sin embargo, la solucion de Luis @vares esencialmente la
misma que se publicd en Tzaloa 3.

También agradecemos a Irving Daniel Calderén Camach&stado de México, por

sus soluciones correctas a los problemas propuésfog 4 de Tzaloa No. 2 de 2009.
Debido a que dichas soluciones fueron enviadas cuando ghaeeh impresion el

namero 3 de la revista, no fue posible publicarlas.

Recuerda que nuestra direccion electronicaess st aomm@rei | . comy a través
de ella estaremos recibiendo todas las contribuciones agileguen desde todos los
rincones del pais. No dudes en enviarnos tus solucionesbjgmas que desees que se
publiquen en esta seccibn.

Problemas propuestos.
Afo 2009 No. 4.

Problema 1.(Intermedio) Para cada entero positivadenotamos pat(n) al producto
de los digitos dex.

(a) Demuestra que(n) < n.

(b) Determina todas las soluciones de la ecuagon 17n + 56 = a(n).

Problema 2. (Intermedio) Se& un conjunto de2010 puntos del plano tales quke

cualesquiera de ellos no son colineales. Denotemo<Cpalr conjunto de todas las
rectas (extendidas indefinidamente en ambas direcciones)eterminan dos puntos
de S. Demuestra que es posible colorear los punto$§ @®n a lo mas dos colores,
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de modo que para cualesquiera dos punigsg de S, el nUmero de rectas efque
separama p deq es impar si y solo $ y ¢ tienen el mismo color.

Nota: Una rectd separados puntog y ¢ Sip Y g estan en lados opuestos idgero ninguno de
los dos esta eh

Problema 3.(Intermedio) En un triangulo acutangudBC, los puntodZ' y F' estan en
AC'y BC, respectivamente. Las rectBE y AF' se cortan en un puntb, de manera
quefLl =4y B = 3. Encuentra el valor d&Z.

Problema 4. (Avanzado) Si se ponen tres puntos en una circunferenaid) gs la
probabilidad de que estén en una misma semicircunfergncia

Problema5.(Avanzado) Sea = (a1, as,. .., a2010) Unasucesion de enteros no nece-
sariamente distintos, cada uno de ellos tomados del inteja005, 1005]. Ademas,
supongamos que la suma de todos los términos égigual al. Demuestra que existe
una subsucesion détal que la suma de sus términos es igual a cero.
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502 Olimpiada Internacional

La 50 Olimpiada Internacional de Matematicas se llevo a calba@al 22 de julio de
2009 en Bremen, Alemania, con la participacionide paises. México ocupo el lugar
nimero50. La delegacion que representd a México estuvo integradéos alumnos:
Flavio Hernandez Gonzalez, de Aguascalientes; Manuile®uo Lopez Buenfil, de
Chihuahua; LuisAngel Isaias Castellanos, de Colima; César Bibiano \delade Mo-
relos; César Ernesto Rodriguez Angon, del Distrito FaldeErik Alejandro Gallegos
Baos, de Oaxaca. Los alumnos, Manuel Guillermo, CésamaBiby Erik Alejandro
obtuvieron medalla de bronce, y Flavio obtuvo mencion hifica.

A continuacion presentamos el examen d&daOlimpiada Internacional.

Problema 1.Sean un entero positivo y seam, ..., a; (k > 2) enteros distintos del
conjunto{1,...,n}, tales quen divide aa;(a;+1—1),parai = 1, ..., k—1. Demostrar
quen no divide aay(a; — 1).

Problema 2.SeaA BC' un triangulo con circuncenti@. SeanP y ) puntos interiores
de los ladosC A y AB, respectivamente. Sedfi, L y M los puntos medios de los
segmentoB P, CQ y PQ, respectivamente, ¥ la circunferencia que pasa péf, L

y M. Se sabe que la recf&) es tangente a la circunfereng¢iaDemostrar qu& P =

0Q.

Problema 3.Seas, s9, s3, . . . UNa sucesion estrictamente creciente de enteros positi-
vos tal que las subsucesiones

851388298835+ y Ss1+1) Sso+1) Ssg+1,- -
son ambas progresiones aritméticas. Demostrar que laiénee, so, s3, ... €S tam-
bién una progresion aritmética.

Problema 4.SeaABC' un triangulo conAB = AC. Las bisectrices de los angulos
/CABY ZABC cortan alos lado88C y CA enD y E, respectivamente. Sdd el
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incentro del triangulcADC. Supongamos que el anguBEK = 45°. Determinar
todos los posibles valores d&” AB.

Problema 5.Determinar todas las funciongglel conjunto de los enteros positivos en
el conjunto de los enteros positivos tales que, para todosriteros positivos y b,
existe un triangulo no degenerado cuyos lados miden

a, f(0) y f(b+ f(a) —1).
(Un triangulo esho degeneradei sus vértices no estan alineados).

Problema 6.Searuy, ao, . . ., a,, enteros positivos distintosd/ un conjunto dex — 1
enteros positivos que no contiene al nimees a; + as + - - - + a,. Un saltamontes

se dispone a saltar a lo largo de la recta real. Empieza emtd @y dan saltos hacia

la derecha de longitudes, as, . . . , a,, €n algin orden. Demostrar que el saltamontes
puede organizar los saltos de manera que nunca caiga en tandeuv .



Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

XXI Olimpiada de la Cuenca del Padfico

A continuacion presentamos el examen con sus solucionlesX¢ Olimpiada de la
Cuenca del Pacifico.

Problema 1.En un pizarrdon estan escritos algunos numeros real@s/pssConsidera

el siguiente procedimientse elige uno de losinmmeros del pizain, digamos'. Luego

se borrar y se escriben dosimmeros reales positivasy b tales que2r? = ab. Si al
inicio hay un solo nimero real positivoen el pizarron, y se aplica este procedimiento
k? — 1 veces, se obtienek? numeros reales positivos, no necesariamente distintos.
Demuestra que existe un nimero en el pizarrobn que es megoalquekr.

Solucion. Seana, b y r nimeros reales positivos tales o€ = ab. Aplicando la

desigualdad media aritmética - media geométrica a lasanasa® y b2, tenemos que
2ab < a? + b2. Dividiendo ambos lados de esta desigualdad embé (que es un
nimero mayor que cero), obtenemos

1 2 2ab a? + b2

2 ab  a2b? — a2b? ~ a2 b2

Luego, siS; denota la suma de los cuadrados de los reciprocos de losrasescritos
en el pizarron después deperaciones, entonceés aumenta cuandbaumenta, es
decir

So <851 < <82y

Por lo tanto, sk es el menor nimero real escrito en el pizarron despug$ del ope-
raciones, entoncesé > tiz para cualquier nUmeroentre losk? nimeros del pizarron,
y asi

1 1
k? X = > Spe1 > 80 = =,
S T
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lo cual implica ques < kr, como queriamos.

Problema 2.Searuy, as, as, a4, a5 NUMeros reales que satisfacen las siguientes ecua-

ciones
a az as a4 as 1

Rl Rr2 P43 Rid Rt B
parak = 1,2,3,4,5.
Determina el valor d€ + 2 + 53 + 72 + 75. (Expresa el resultado como una sola
fraccion).

i~ _ _a a as a as
Solucion. SeaRk(r) = o347 + 7355 + 7943 + 7943 T 7755 ENntonces

1 1 1 1
R(+1) =1, R(+2) = 5, R(£3) = 5, R(+4) = 1o, R(#5) = -,
y R(6) es el valor que queremos obtener.

Consideremos los polinomid3(z) = (2% + 1)(2? 4+ 2)(z* + 3)(2? + 4)(2® +5) y
Q(z) = R(z)P(zx). Entonces, pard = +1,+2,+3, +4, +5, tenemos qué)(k) =
R(k)P(k) = Pk(f), es decirP(k) — k*Q(k) = 0. ComoP(z) — z%Q(x) es un poli-
nomio de gradd0 con raicest1, +2, +3, +4, +5, tenemos

P(z) — 22Q(x) = A(x?® — 1)(2* — 4)(2* — 9)(z* — 16) (2 — 25). (2)

. _ P(0) - _
Siz = 0, obtenemosA = —D(—4)(=9)(=16)(=25)

ambos lados de la ecuacion (2) enfter) obtenemos

55~ Finalmente, dividiendo

Q) _ 1 (22 —1)(2? — 4)(2? — 9)(2? — 16)(2? — 25)
P(z) 120 (22 4+ 1)(22 +2)(22 + 3)(z2 +4)(22 +5) ’

de modo que para = 6, obtenemos

1-2’R(z) =1

35 x 32 x 27 x20x 11 IxT7Tx11

T120x 37 x 38 x 39 x40 x 41 13 x 19 x 37 x 41
231

374,699’

1—36R(6) =

187,465

lo cual implica queR(6) = g=ri=55-

Problema 3.Considera tres circunferencias en el pldhoT'; y I's mutuamente ex-
ternas y que no se intersectan. Para cada pindiel plano que se encuentre fuera
de las tres circunferencias, construimos seis puntosittisti,, By, Az, Bs, As, Bs,
tales que las rectaBA; y PB; son tangentes a la circunferentiaen los puntosi;

y B;, parai = 1,2, 3. Llamaremos al punt® excepcionalsi las rectasi; By, A2 Bo

y As B3 son concurrentes. Demuestra que todos los puntos excafesatel plano, si
existen, estan sobre una misma circunferencia.

Solucibn. SeanO; el centro yr; el radio del circuldl’; para cada = 1,2,3. Sea
P un punto excepcional y seaty By, A B, A3 B3 las tres rectas correspondientes
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concurrentes en el puntQ. Construyamos el circulo de diametRf). Llamaremos
a este circuld’, a su centrd) y a su radior. Demostraremos que todos los puntos
excepcionales estan solire

Q

Aq

O? X1

B1

Supongamos quf O, intersecta ad; B; en X;. Como PO, y A; By son perpendi-
culares, tenemos quE; esta sobré’. ComoPA; es una tangenteld, el triangulo
PA;0, esrectangulo y es semejante al triangdloX; O, . Luego,

01X, O14
014, 0P’

esdecirO; X, - O1P = 01 A% = 2.

Por otro lado O, X; - O, P también es la potencia de, con respecto &, de modo
que
T% =01 X, -0.P = (010 — T)(OlO + T) = 0102 — T2,

y por lo tanto
2 = 00} =1t = (001 = 11)(00s +11).

Luego,r? es la potencia d® con respecto &;. De manera analoga tenemos géies
también la potencia d@ con respecto &5 y I's. Luego,O debe ser el centro radical
de los tres circulos. Ya que como raiz cuadrada de la potencia@eon respecto a
los tres circulos dados, no dependeRjese sigue que todos los puntos excepcionales
estan sobré'.

Problema 4.Demuestra que para cada entero posttivexiste una sucesion aritmética

aip ag (477
b b
de fracciones irreducibles, tales que los enteros positivoh:, as, bs, . . ., ax, by, SON

todos distintos.



36 XXI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico

Solucibn. Parak = 1 no hay nada que probar. Supongamos entonces gque. Sean
p1, D2, - - -, pr diferentes primos tales que

k<pp <---<p2 <p1,

y seaN = pips - - - pi. Por el teorema chino del residuo, existe un entero positivo
que satisface
x = —i (modp;)

paratoda =1,2,...,kyx > N2. Consideremos la siguiente sucesion,
z+1 x+42 r+k
NN TN
Esta sucesion es claramente una sucesion aritmética@eeros racionales positivos.
Para cadd = 1,2,...,k, el numerador: + i es divisible entre; pero no entre;

Si j # i, ya que de no ser agi; dividiria a |¢ — j|, lo cual no es posible porque
pj > k> [i—jl.

Sean ' N
a; = $+Z, b =— paratodo i=1,2,... k.
pi pi
Entonces,
:E]—VH = %, mcda;, b;) =1, paratodo i=1,2,...,k,

y todos losh;’s son distintos entre si. Ademas;> N2 implica que

r+i N? N

i > >N >—=0b; paratodo i,j=1,2,...,k,

Dbi Dbi Py

y en consecuencia todos less son distintos de 08;’s. Solo falta demostrar que todos
los a;’s son distintos entre si. Pero ésto se sigue de que

a; =

r+j _ x+1_ x+1
> >
Py Py Di
por nuestra eleccion gaq, po, . . . , Pk.
Por lo tanto, la sucesion aritmética
ay az ag
bi by by
de nUmeros racionales positivos, satisface las condisidel problema.
Solucion alternativa. Para cada entero positivo> 2, consideremos la sucesion

a; = =a; paratodo i< j,

(N2 +1 (kN2 +2 (k)% +k
Y
Notemos que el maximo com(n divisor &ty (k!)? + i es igual a para todoi =
1,2,...,k. Luego, hacienda; = % yb; = % paratoda =1,2,..., k, tenemos
quea; Y b; son primos relativos y
(k12 +i (k1?2 + 3 k! k!

ai:%>aj:7,>bi:—,>bj:—,'
g J ? J
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para cualesquiera< i < j < k. Por lo tanto, esta sucesion satisface las condiciones
del problema.

Problema 5.Larry y Rob son dos robots que viajan en un coche desde Argills.
Ambos robots tienen el control de la direccion del cocheaesalo con el siguiente
algoritmo: Larry da vuelta a la izquierd@° después de cad&ilometros recorridos,
y Rob da vuelta a la derecla® después de cadakilometros recorridos, dondey r
son enteros positivos primos relativos. En caso de que skiptan simultaneamente
dos vueltas, el coche se mantiene sin cambiar su direc8ifponga que el terreno es
planoy que el coche puede moverse en cualquier direcci@hc8che sale de Argovia
en direccion de Zillis, ¢ para qué elecciones de la pdteja se puede garantizar que
el coche llegara a Zillis, independientemente de la désteentre Argoviay Zillis?

Solucidn. Supongamos que la distancia entre Argovia y Zillig &dometros, dondée

es un nimero real positivo. Por simplicidad, colocaremamavia en el origer{0, 0)

del plano cartesiano y a Zillis €, 0), de modo que el coche comienza mirando hacia
el este. Investigaremos como se mueve el coche durantanesrpsir kilometros, los
siguientedr kilbmetros, y asi sucesivamente. Llamaremos a cadadmede viaje de

Ir kilbmetros unaseccbn. Es claro que el coche tendra un comportamiento idéntico e
todas las secciones, excepto la direccion del coche emeeoao.

Casol: [—r = 2 (mod4). Después de la primera seccion, el coche ha dadwueltas
ala derechay — 1 vueltas a la izquierda, lo cual hace un totabde=s | — » (mod4))
vueltas a la derecha.

Supongamos que el vector de desplazamiento para la prireec#®s es(z,y). Ya
que el coche ha giradtg0°, el vector de desplazamiento para la segunda seccion
sera(—x, —y), el cual regresera al coche al origgn0) mirando hacia el este nue-
vamente. Ahora tenemos nuestra situacion original, y eéhemunca ha viajado mas
delr kilbmetros desde Argovia. Luego, el coche no puede llegailia si Argovia
esta a mas de kilometros.

Caso2: ! —r = 1 (mod4). Después de la primera seccion, el coche ha dado en total
una vuelta a la derecha. Supongamos que el vector de dawara para la primera
seccion egz, y). En esta ocasion el coche ha girdd§ en el sentido de las maneci-
llas del reloj. Podemos ver que los desplazamientos parglansla, tercera y cuarta
secciones serafy, —z), (—z, —y) ¥ (—y, x), respectivamente, de modo que después
de cuatro secciones el coche esta de vuelt@gh) mirando al este. Ya que el coche
nunca ha viajado méas @&r kilbmetros desde Argovia, el coche no puede llegar a Zi-
llis si la distancia es mayor&r kilometros.

Caso3: [ —r = 3 (mod4). Un argumento similar al Casb(intercambiando los roles
de izquierda y derecha), muestra que el coche no puede Hetjhis.

Caso4: | = r (mod 4). El coche da un giro total d&® después de cada seccion, de
modo que debe mirar hacia el este. Vamos a demostrar queiadedp recorrer la pri-
mera seccion, el coche estara(én0). Sera Util interpretar el plano cartesiano como el
plano complejo, es decir, escribiremos- iy para(z, y), dondei = \/—1. Denotare-
mos porm;, al movimiento en ek-ésimo kilometro, el cual toma valores del conjunto
{1,i,—1,—i}, dependiendo de la direccideste, norte, oeste, syrespectivamente.
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Luego, debemos demostrar que
Ir—1

Z mi =1,
k=0

lo cual implica que el coche llegara a Zillis sin importaédan lejos se encuentre de
Argovia.
Casoda: I = r =1 (mod4). Notemos primero que pata=0,1,...,ir — 1,

— T

ya que|k/l] y | k/r] son los niUmeros exactos de vueltas a la izquierda y a lafterec
antes delk + 1)-ésimo kilometro, respectivamente. Sean(= k (mod 1)) y by (
k (mod r)) los residuos que se obtienen al dividirentre! y r, respectivamente.
Entonces, ya que

ak:k_EJlEk_ﬁJ (mod4) vy bk:k—{kJrEk—{éJ (mod4),

r

tenemos qué% | = k — aj, (mod4) y 4] = k — by, (mod4). Por lo tanto,
mk — ik_ak(_i)k_bk — (_,L'Q)ki—ak(_i)—bk — (_i)akibk.

Comol y r son primos relativos, por el teorema chino del residuo exist1 biyeccion

entre las pareja@y;, br) = (k (modl), k (modr)) ylos nUumerog =0,1,...,lr—1.
Asi
Ir—1 Ir—1 -1 r—1
> mp =) (—i)it = <Z(—z’)%> <Z W) =1x1=1,
k=0 k=0 k=0 k=0
yaquel =r =1 (mod4).
Caso4b: I = r = 3 (mod4). En este caso, tenemos que

My, = i% ()%,

dondea;, (= k (modl))y b (= k (modr)) parak = 0,1,...,lr — 1. Procediendo
de manera analoga al Caé@ obtenemos

Ir—1 Ir—1 -1 r—1
D =) (i) = <Z<i>‘“> <Z b) =ix (=) =1,
k=0 k=0 k=0 k=0

yaquel =r = 3 (mod4).

Es claro ahora que el coche atraviesa todos los puntos @ntrey (1,0) durante la
primera seccion y, de hecho, atraviesa todos los puntes(@nt 1,0) y (n, 0) durante
la n-ésima seccion. Luego, eventualmente llegaé &) para todo nuUmero positiva
Porlo tanto{l, r) satisface las condiciones del problema si y s6lcsir = 1 (mod4)
0l =r=3(mod4).
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American Mathematics Competition (AMC)

A continuacibn presentamos los examenes con sus soksioel10” AMC 10y
del 60" AMC 12. Es importante mencionar, que aunque el nivel de los praisema
subiendo rapidamente en cada examen, los concursamtes 861075 minutos para
resolverlo.

En las soluciones de los problemas se incluyeron refereatiapéndice, excepto en
los problemag4 y 25 del AMC 12, debido a que dichos problemas tratan temas que
no se manejan en la olimpiada mexicana de mateméticas.

10" AMC 10

Problema 1.Si un envase contieni2 onzas de refresco, ¢,cual es el minimo nimero
de envases necesarios para llenar un gdld® ¢nzas) de refresco?

@7 (b) 8 ©)9 (d) 10 (e)11

Solucion. La respuesta es (e).
Tenemos qué®* = 102, luego se necesitari envases.

Problema 2.Cuatro monedas se sacaron de una alcancia que contiendasatet,
5,10y 25 centavos. ¢ Cual de los siguientes resultados no puede/sdoreotal de las
cuatro monedas?

@15 (b) 25 (c) 35 (d) 45 (€)55

Solucion. La respuesta es (a).

El valor de cualquier combinacion demonedas que incluya monedasideentavo,
no puede ser mltiplo dey el valor de cualquier combinacion demonedas que no
contenga monedas decentavo debe ser mayor o igual@centavos. Por lo tanto, con
4 monedas no se puede obtener un valor totdlideentavos. Ademas,

256 = 10+54+5+5,
35 = 10+10+10+5,
45 = 254104545,
55 = 25+ 10+ 10+ 10.
- , . 1
Problema 3.¢,Cual de los siguientes nimeros es iguaha———"?
T+1

@3 (0) 3 ©3 (d)2 (€)3
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Solucion. La respuesta es (c).
Simplificando la expresion obtenemos

1
It =1+
I+ 1y I+3

Problema 4.Eric planea competir en un triatlon. Su velocidad promedita compe-
tencia de natacion d§de milla, es de millas por horay su velocidad promedio en la
carrera dg millas es de& millas por hora. Si su meta es terminar el triatlor2droras,
¢cual debe ser su velocidad promedio (en millas por horks) esrrera de bicicleta de
15 millas?

(a) 220 (b) 11 (c) % (d) % ()12

Solucion. La respuesta es (a).

1
Eric termina la competencia de natacion£n= % de hora. Completa la carrera en
3 = £ de hora. Luego le quedad— § — £ = X de hora para realizar la carrera de
bicicleta. Entonces, su velocidad promedio en bicicleta de 2 = 120 millas por
8

=11
hora.
Problema 5.¢,Cual es la suma de los digitos del cuadradblde111, 1117
(@) 18 (b) 27 (c)45 (d)63 (e)81

Solucion. La respuesta es (e).
Tenemos que

Tt 11111111 ~-—— — — — — — =—

123 45 6 7 8 98 7 6 5 4 3 2 1

es decir(111,111,111)% = 12,345, 678,987, 654, 321. Luego, la suma de los digitos
es

8x9

2(1+2+3+4+5+6+7+8)+92< >+9(8x9)+99x981.

Problema 6.Un circulo de radi® esta inscrito en un semicirculo, como se muestra.
El area del semicirculo que esta afuera del circula ssthbreada. ¢ Qué fraccién del
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area del semicirculo esta sombreada?

@3 (b) (2 (d) 3 (e)2

Solucion. La respuesta es (a).

El area del semicirculo de radicesi (m x 42) = 8 (ver el Teorema 14 del apéndi-
ce). El area del circulo es x 22 = 4r. Luego,i del area del semicirculo esta som-
breada.

Problema 7.Una caja de leche contier?d% de grasa, cantidad que ¢8 % menos
grasa que la que contiene una caja de leche entera. ¢ Cuflagsantaje de grasa en
una caja de leche entera?
(a) 2 (b)3 (c) 2 (d)38 (e)42
Solucion. La respuesta es (c).
Supongamos que una caja de leche entera conti€hde grasa. Entonces &) % de

2

z % corresponde &, luego,z = % = 2 = 12

Problema 8.La familia Wen esta formada por tres generaciones, y urdaoamiem-

bros de cada generacion van al cine. Los dos miembros denkraggbn mas joven
reciben un50 % de descuento como nifios. Los dos miembros de la generagén
vieja, reciben ur25 % de descuento como adultos mayores. Los dos miembros de la
generacion de en medio no reciben descuento. El abuelo 6Afgn,boleto cost&6,
pagara la cuenta de todos los miembros. ¢ Cuanto debgaépa

(a)$34 (b) $36 () $42 (d) $46 (€) $48

Solucion. La respuesta es (b).

Como el boleto del abuelo Wen tiene @h% de descuento, loé pesos que paga
corresponden a lag del total del boleto sin descuento, es decir, cada boletstaue
% x 6 = 8 pesos. Entonces, los boletos de los nifios cuestaned total pag®(4 +

6 + 8) = 2(18) = 36 pesos.

Problema 9.Los enteros positivog, b y 2009, cona < b < 2009, forman una suce-
sibn geométrica cuya razbn es un numero entero. ¢ Su@halor dea?

()7 (b) 41 (c) 49 (d) 287 (€) 2009

Solucion. La respuesta es (b).
Comoa, by 2009, cona < b < 2009, forman una sucesibn geométrica de razbun



42 Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales

nUmero entero, tenemedal quear? = 2009 (ver la Definicion 9 del apéndice). Pero
2009 = 41 x 7%y r tiene que ser un entero mayor que 1, luege 41y r = 7.

Problema 10.Un trianguloABC tiene angulo recto eB. El puntoD es el pie de la
altura desdeB. Sise sabe qudaD = 3y DC = 4, s cuél es el area del trianguldBC?

A

C B

(@)4v3 (b) 7v/3 (c)21 (d)14v3 (e)42

Solucion. La respuesta es (b).

Los triangulosABC', BDC'y AD B son triangulos rectangulos, luego por el teorema
de Pitagoras tenemos quéB? + BC? = 49, BC? = BD? + 16y AB? = BD? +9

(ver el Teorema 25 del apéndice). Entonces

AB? + BC? 49
(BD?+9)+ (BD? +16) = 49
2BD? +25 = 49

BD 2V/3.

Luego, el area del trianguld BC' es%g = 7+/3 (ver el Teorema 14 del apéndice).
Solucion alternativa. Como los triangulogl D By BDC son semejantes, tenemos que

BD — s de dondeBD = 2v/3. Entonces el area del trianguibBC es%ﬁ =
V3.

Problema 11.Una dimension de un cubo se incrementd gotra se disminuyo ehy
la tercera se quedo inalterada. Si el volumen del nuewdcstectangular es unidades
menor que el volumen del cubo, ¢ cuéal era el volumen del cubo?

(2)8 (b) 27 (c) 64 (d) 125 (e)216

Solucion. La respuesta es (d).
Denotemos pox a la medida del lado del cubo. Entonces, el volumen del cubsg es
y el volumen del nuevo sblido rectangular:gs + 1)(z — 1). Luego,

z(x+1)(z—-1) = 2°-5
22—z = 22-5
r = 0o.

Por lo tanto, el volumen del cubo &% = 125.
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Problema 12.En el cuadrilatercdd BC'D se tiene quedB = 5, BC = 17,CD = 5,
DA =9y BD es un entero. ;,Cuél es el valor8®?

c B

(a)11 (b) 12 (c) 13 (d) 14 )15

Solucion. La respuesta es (c).

Denotemos por: a la medida deBD. Por la desigualdad del triangulo en el triangulo
BCD tenemos qué + = > 17, luegox > 12 (ver el Teorema 31 del apéndice). Por
la desigualdad del triangulo en el triangWld3 D tenemos qué + 9 > z, es decir

x < 14. Luego,12 < x < 14, peroz debe ser un entero, entonces- 13.

Problema 13.Suponga qué® = 2™y @@ = 3™. ¢ Cual de los siguientes resultados es
igual al12™™ para toda pareja de enter@s, n)?

(@) P?Q (b) PrQ™ (©) PrQ*™ (d) P2mQn (e) P* Q™

Solucion. La respuesta es (e).
Tenemos que,

Ademas, podemos observar que la pareja de nunfetos) = (2, 1) prueba que las
otras opciones no son posibles.

Problema 14.Cuatro rectangulos congruentes estan colocados comasstna. El
area del cuadrado exterior £seces el area del cuadrado interior. ¢, Cual es la razbn de
la longitud del lado mas largo de cada rectangulo entanigitud de su lado mas corto?

(@)3 (b) /10 (©)2++2 (d)2v/3 (e)4

Solucion. La respuesta es (a).
Denotemos por: y y a las medidas de los lados corto y largo de cada rectangulo,
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respectivamente. El lado del cuadrado grande midey, y el lado del cuadrado pe-
quefo ey — z. Como la razon entre la medida de sus ladog/és= 2, tenemos que
y+x = 2(y — x), de dondey = 3z. Por lo tanto, la razbn de la longitud del lado méas
largo de cada rectangulo entre la longitud de su lado ni&s es3.

Problema 15.Las figurasty, F», F3 y F; que se muestran, son las primeras en una
secuencia de figuras. Pana> 3, F, se construye a partir d&,,_; formando un
cuadrado a su alrededor y colocando un diamante mas enachrldd! nuevo cuadrado
gue el que teni&;,_; en cada lado de su cuadrado exterior. Por ejemplo, la fifiyra
tiene13 diamantes. ¢ Cuantos diamantes hay en la figiya

4
>

<>

>

<>
<>

e

Iy

(a)401 (b) 485 (c) 585 (d) 626 (e) 761

Solucion. La respuesta es (e).

Observemos que el cuadrado exteriorijetiene4 diamantes mas en su frontera que
el cuadrado exterior d&),,_;. Como el cuadrado exterior d& tiene4 diamantes, el
cuadrado exterior d&,, tiene4(n — 2) + 4 = 4(n — 1) diamantes. Luego, el nUmero
de diamantes en la figuidd, es igual al nUmero de diamantes de la fighya ; mas
4(n — 1), es decir, erf’,, hay (ver el Teorema 10 del apéndice)

144484124 - +4(n—2)+4(n—1)
1+41+2+3+---+(n—-2)+(n—1))

— (B

1+ 2(n —1)n diamantes.

Entonces, la figurdy, tienel + 2(19)(20) = 761 diamantes.

Problema 16.Seana, b, ¢ y d nUmeros reales tales qle— b| = 2, [b —c¢| = 3y
|c — d| = 4. ¢ Cuél es la suma de todos los valores posiblés ded|?

(@)9 (b) 12 (€)15 (d) 18 (€) 24
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Solucion. La respuesta es (d).

Comola—b| =2,|b—c|=3y|c—d|=4,entonced =a£2,c=b+t3 =a+2+£3,
d=c+4=a=£2=£3=+4donde los signos se pueden combinar de todas las formas
posibles. Asi, los posibles valores pd@a— d| son:2 +3+4=9=|—2 -3 —4|,
243—4=1=|-2-3+4[,2-34+4=3=|-2+3-4|y —2+3+4=5=[2-3—4|.
Luego, la suma de todos los valores posiblegide d| es9 + 1+ 3 + 5 = 18.

Problema 17.En un rectangulddBC D se tiene quedB = 4y BC = 3. Se traza el
segmentdr F' que pasa poB de forma queE' F'y D B sean perpendiculares Ay C
estan sobrd E'y DF, respectivamente. ¢ Cual es el valoride?

(@9 (b) 10 (c) 1% (d) 15 (e)12

Solucion. La respuesta es (c).
Observemos qu®B = 5y que los triangulo& AB, BDC'y BCF son todos seme-
jantes (ver la Definicion 20 del apéndice).

E
A 4 B

g 3
D c F

Entoncesz5 = 2, de dondeZB = 2. Analogamente= = 2, de dondeBF = 12.
Luego,
20 15 _ 125

EF=EB+DBF =>4 = =22,
+ 51T 12

Problema 18.En un campamento de verano,681% de los nifios juegan futbol, el

30 % de los nifios practican la natacion, y48l% de los que juegan futbol practican
la natacion. ¢, Cual de los siguientes porcentajes engésresque mas se aproxima al
porcentaje de nifios que no practican la natacion y juegtolf?

(@)30% (b) 40 % ()49 % (d)51% ()70 %

Solucion. La respuesta es (d).

De cadal 00 nifios,60 juegan futbol y40 no. EI140 % de los60 nifios que juegan futbol,
practican natacion, es deci) x % = 24 nifios son también nadadores. Luego,
60 — 24 = 36 niflos no practican natacion y juegan futbol.
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Por otra parte, de cad#0 nifios,30 son nadadores Y0 no. Entonces, la fraccion de
niflos que no practican natacion y juegan futbo%sz 0.51, es decir, aproximada-
mente eb1 % de los nifios no practican la natacion y juegan futbol.

Problema 19.Una circunferencial tiene radio de longitud00. Una circunferenci#
tiene radio de longitud entera< 100 y permanece internamente tangente a la circun-
ferenciaA mientras rueda a lo largo de ella misma. Si las dos circunéése tienen el
mismo punto de tangencia al principio y al final del record#aB, ¢ cuantos valores
posibles puede tene?

(a) 4 (b) 8 (©)9 (d) 50 (€)90

Solucion. La respuesta es (b).

Los perimetros de las circunferencihy B miden2007 y 277, respectivamente. Des-
pués de que la circunferenciaempieza a rodar, el punto inicial de tangencia con la
circunferenciad, toca de nuevo a la circunferenciaun total deZx = 1% veces.
Luego,r debe ser un divisor d&00, es deciry = 1,2,4,5,10, 20 25 ) 50 Por lo

tanto, en total puede tenes valores.

Problema 20.Andreay Laura estan2p kilometros de distancia. Ambas manejan una
bicicleta, cada una con direccion hacia la otra. Andreagoe tres veces mas rapido
que Laura, y la distancia entre ellas disminuye a una vedalailél km /min. Después
de 5 minutos, Andrea deja de manejar su bicicleta debido a un&alldesinflada, y
espera a Laura. ¢ Después de cuantos minutos, contadiesalésicio, llega Laura a
donde esta Andrea?

(a) 20 (b) 30 () 55 (d) 65 (€)80

Solucion. La respuesta es (d).

Sear lavelocidad a la que pedalea Laura, en kilometros por roiritritonces + 3r =
1, luegor = i. En los primeros 5 minutos, la distancia entre Andrea y Laeece
por5 - 1 = 5 kilometros, dejando que Laura recorra los Gltimos 16rkittros entre
ellas. Para ello se requieren éz%: 60 minutos, luego después de-60 = 65 minutos

Laura alcanza a Andrea.

Problema 21.Muchas de las catedrales gbticas tienen ventanas cors argecon-
tienen figuras formadas de circulos congruentes que @waritos a un circulo mas
grande. En la figura que se muestra el nUmero de circulasepeg esl. ¢ Cual es la
razon de la suma de las areas de los cuatro circulos pesgen respecto al area del
circulo mayor?
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@3-2v2  (0)2-v2 (04(3-2v2) (d)iB-v2) (e)2v2-2

Solucion. La respuesta es (c).

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el radio @&rtngos pequefios mide
Los centros de estos circulos forman un cuadrado deladaya diagonal mide+/2
(ver el Teorema 25 del apéndice).

Entonces el diametro del circulo grande2es 21/2 y su area e$l + v/2)?w = (3 +
2v/2)7 (ver el Teorema 14 del apéndice). Por lo tanto, la razomdema de las areas
de los cuatro circulos pequefios con respecto al areardelamayor es—a%_—— =

(3+2v2)m
4(3 - 2v/2).

Problema 22.Dos dados cubicos tienen, cada uno, numerog déb que se pueden
extraer. Los doce nimeros de los dos dados se retiran yamaoatn una bolsa. Luego,
se van a extraer de la bolsa de uno en uno de manera aleat@iegb@carse nueva-
mente en las caras de los cubos, un nimero en cada cara. das sk lanzan y se
suman los nimeros de las caras hacia arriba. ¢ Cual estalpiidad de que la suma
sear?

@3 (0) 5 ©3 (d) ©3

Solucion. La respuesta es (d).

Supongamos que los dos dados tienen los numems, 4,5,6y 1/,2',3',4', 5,6,
respectivamente. El proceso de extraer aleatoriamentelat@da los nUmeros de uno
en uno para colocarlos nuevamente en las caras de los cabwrarlbs y sumar los
nimeros de las caras que esten hacia arriba, es equivalesteger aleatoriamergte
numeros cualesquiera de los 12 que existen y sumarlos(ﬁ?y: 66 conjuntos de
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dos elementos tomados de
S=1{1,1,2,2",3,3,4,4',55,6,6'}.

Hay cuatro maneras de utilizar aly al 6 para obtenef: {1,6},{1’,6},{1,6'} y

{1’,6’}. Analogamente hay maneras de obten&rsumando a y al 5, y 4 maneras
utilizando al3 y al 4. Luego, hayl2 parejas deS cuya suma e§. Por lo tanto, la
probabilidad egZ = &

11°

Problema 23.En un cuadrilatero convexd BC'D se tiene quelB =9y CD = 12.
Las diagonaleslC'y BD se intersectan efl, AC = 14 ylos triangulosAEDy BEC
tienen la misma area. ¢, Cual es el valorddg?

@3 (b) 37 ©% () (€)6

Solucion. La respuesta es (e).

Como los triangulogt ED y BEC tienen la misma area, entonces los triangul6sD
y BC'D también. El ladaC' D es comn a los triangulo$C' D y BC' D, entonces las
alturas desdel y B sobreC' D tienen la misma longitud.

Asi, AB es paralela @ D, luego el triangulcA BE es semejante al triangul6DE
(ver la Definicion 20 del apéndice). Entonces

AE_AB 9 _ 3

EC CD 12 4
SiAE = 32y EC = 4x, entonce§x = AE + EC = AC = 14. Luegox = 2, de
dondeAE = 3z = 6.

Problema 24.Tres vértices distintos de un cubo se eligen al azar. ;&ulal probabi-
lidad de que el plano determinado por estos tres vértiaggnga puntos en el interior
del cubo?

@) (b) § © 7 (d) 2 ©3

Solucion. La respuesta es (c).

Un plano que intersecta al menos a tres vértices de un calia,a cubo o esta en el
mismo plano (coplanar) que una cara del cubo. Entoncesrab pleterminado por los
tres vértices elegidos aleatoriamente no contienen pulgidnterior del cubo, si y solo
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si los tres vértices provienen de la misma cara del cubo.tHzgras del cubo, luego
el nimero de maneras de elegir tres vértices en la misrageséirx (g) = 24 (ver la
Definicion 5 del apéndice). Por otra parte, el total de mamde elegir cualesquiera 3
vértices eg}) = 56. Por lo tanto, la probabilidad ds— 2 =1 — £ = 2.

Problema 25.Parak > 0, seal, = 10...064, donde hay: ceros entre el y el 6. Sea
N (k) el numero de factorexsen la factorizacion en primos dg. ¢ Cuéal es el maximo
valor deN (k)?

(2)6 (b) 7 ()8 (d)9 (€)10

Solucion. La respuesta es (b).

Observemos quB, = 10572426 = 2k+2(5++2) 1 96 Parak < 4 el primer término no

es divisible entr@%, de modo queéV (k) < 6. Parak > 4, el primer término es divisible
entre2”, pero el segundo término no, entondésk) < 7. Parak = 4, I, = 25(5%+1),

y como el segundo factor es paf(4) > 7. De hecho el segundo factor es una sumade
cubos, es decip® +1 = (52)3+13 = (52+1)((5%)2—5%+1). Elfactor52+1 = 26 es
divisible entre2 pero no entre, y el segundo factor es impar, luegd+ 1 contribuye
con un factoR més. Por lo tanto, el valor maximo @é(k) es7.

60" AMC 12

Problema 1. El vuelo de Kim despegd de Newark a [8% : 34 a.m. y aterrizd en
Miamialal : 18 p.m. Las dos ciudades se encuentran en el mismo huso h@&agio.
vuelo durdh horas conn minutos, cord < m < 60, ¢cual es el valor de + m?

(2)46 (b) 47 (c) 50 (d) 53 (€)54

Solucion. La respuesta es (a).

Hay 60 — 34 = 26 minutos de lad0 : 34 a.m. a lasl1 : 00 a.m. y hay2 horas con
18 minutos de lad1 : 00 a.m. a lasl : 18 p.m. Luego, el vuelo tarda horas con
26 + 18 = 44 minutos. Por lo tantdj + m = 2 + 44 = 46.

1

Problema 2.¢,Cual de los siguientes nimeros es iguaha———"?

1+1
@3 OF; ©3 (d)2 (€)3

Solucibn. La respuesta es (c).
Véase la solucion del problendadel AMC 10.

Problema 3.¢ Cual de los siguientes nmeros esta a un tercio de hndiatentrei— y
392
17

@3 (0) 5 © 3 (d) 5 ©3
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Solucion. La respuesta es (b).

El nUmero es:
1+1 3 1 —1+ 1X1 _1+1_5
4 3\4 4) 4 372) 4 6 12

Problema 4.Cuatro monedas se sacaron de una alcancia que contiendasate?,
5,10y 25 centavos. ¢ Cual de los siguientes resultados no puedevsdorgotal de las
cuatro monedas?

(@) 15 (b) 25 () 35 (d) 45 (€)55

Solucion. La respuesta es (a).
Véase la solucion del problergalel AMC 10.

Problema 5.Una dimension de un cubo se incrementd eatra se disminuyo ehy
la tercera se quedo inalterada. Si el volumen del nuewdcstedctangular es unidades
menor que el volumen del cubo, ¢ cuéal era el volumen del cubo?

(a)8 (b) 27 (c) 64 (d) 125 (e)216

Solucion. La respuesta es (d).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 6.Suponga qué® = 2™ y @ = 3"™. ¢Cual de los siguientes resultados es
igual al12™™ para toda pareja de enter@s, n)?

(@) P*Q (b) PrQ™ (c) PrQ*™ (d) P2mQn (e) P?Q™

Solucion. La respuesta es (e).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 7.Los primeros tres términos de una sucesion aritmétic2se- 3, 5z — 11
y 3z + 1, en ese orden. Si elésimo término de la sucesion 2¥9, ¢ cual es el valor
den?

(@) 255 (b) 502 (c) 1004 (d) 1506 (e)8037

Solucion. La respuesta es (b).
Como la diferencia entre dos términos consecutivos edaotes(ver la Definicion 12
del apéndice), tenemos que,

bz —11)— 2z -3) = (Bz+1)— (bz—11)
3z — 8 —2x+12
x = 4
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Entonces, los primeros tres términos de la sucesionsdry 13 y la diferencia entre
términos consecutivos es Luego, eln-ésimo término e$ + 4(n — 1) = 2009, de
donden = 502.

Problema 8.Cuatro rectangulos congruentes estan colocados comoesna. El area
del cuadrado exterior esveces el area del cuadrado interior. ¢, Cual es la razba de |
longitud del lado mas largo de cada rectangulo entre Igifod de su lado mas corto?

(@)3 (b) v/10 (©)2++v2 (d)2v/3 (e)4

Solucion. La respuesta es (a).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 9.Si f(z+3) = 322+ Tz +4y f(z) = ax®+bx+c, ¢cuanto vale +b+c?
(a)-1 (b)0 (©1 (d)2 ()3

Solucion. La respuesta es (d).
Observemos qué(1) = a+b+cyquef(l) = f(—2+43) = 3(=2)?+7(—2)+4 = 2.
Por lo tantog + b + ¢ = 2.

Problema 10.En el cuadrilatercdd BC'D se tiene quedB = 5, BC = 17,CD = 5,
DA =9y BD es un entero. ¢Cual es el valorB®?

C B
(a)11 (b) 12 (c) 13 (d) 14 €)15

Solucion. La respuesta es (c).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 11.Las figurasty, Fs, F53y Fy que se muestran, son las primeras en una
secuencia de figuras. Pana> 3, F, se construye a partir d&,,_; formando un
cuadrado a su alrededor y colocando un diamante mas enachmldd! nuevo cuadrado
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gue el que teni&;,_; en cada lado de su cuadrado exterior. Por ejemplo, la fifiyra
tiene13 diamantes. ¢ Cuantos diamantes hay en la figbya

>
>

>
<>

>
>

Fy

<>
>

3
Fy

(a)401 (b) 485 (c) 585 (d) 626 (e) 761

Solucion. La respuesta es (e).
Véase la solucion del problema del AMC 10.

Problema 12.¢ Cuantos enteros positivos menores tu@ son iguales & veces la
suma de sus digitos?

(@0 (b) 1 ()2 (d) 4 (e)12

Solucion. La respuesta es (b).

Veamos que el Gnico nimero esdl Un niumero de un solo digito tendria que satisfa-
cer quebu = u, es deciry = 0 lo cual es imposible. Sea un nimero de dos digitos.
Luego,10t4+u = 6(t+u), de dondelt = 5u, luego necesariamente= 5y u = 4 y el
nimero es €34. Seahtu un nimero de tres digitos, lue@@0h+10t+u = 6(h+t+u),

es decir94h + 4t = 5u. Sin embarga94h + 4t > 94y 5u < 45, por lo que no existe
ningln nimero de tres digitos.

Problema 13.Un barco naveg&0 km en linea recta del a B, luego gira un angulo
entre45° y 60°, y navega otro&0 km hastaC. Si medimosAC' en kilometros, ¢ cual
de los siguientes intervalos contiend &2?
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A 10km B

(2)[400,500]  (b)[500,600]  (c)[600,700]  (d)[700,800]  (€)[800,900]

Solucion. La respuesta es (d).
Por la ley de cosenos tenemos que (ver el Teorema 32 deliapgnd

AC? = AB>+ BC? —2- AB - BC - cos ZABC = 500 — 400 cos ZABC.

Comocos 135° = —¥2 < cos ZABC' < cos120° = —1, tenemos que

700 = 500 4 200 < AC? < 500 + 200v/2 < 800.

/
xe
/

A 10 km

Problema 14.En el plano, un triangulo tiene vérticés 0), (1,1) y (6m,0), y larecta
y = muz divide al triangulo en dos triangulos de la misma areaigl €s la suma de
todos los valores posibles de?

@-3 (b) —5 ©3 OF; ©3

Solucion. La respuesta es (b).
Observemos que la recte= ma debe contener al punto medio del la recta que une a
los puntos(1,1) y (6m,0), que e 25t 1). Comom = £, tenemos que

1
2
m = 6m-+1
2
1
m =
om + 1
6m>2+m—-1 = 0

(Bm—-1)2m+1) = 0.
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Entonces; = —3 6m = £,y susumaes- ;.

Sim = —1, el triangulo con vérticef), 0), (1,1) y (—3,0) es bisectado por la recta
que pasa por el origeny el punte1, 7). Analogamente, cuande = % el triangulo
con vértices erf0,0), (1,1) y (2,0) es bisectado por la recta que pasa por el origen y
el punto(2, 1).

Problema 15.Sii = v/—1, ¢para que valor de se cumple que
i+ 2i% + 30 + - i = 48 + 4947
(a)24 (b) 48 (c)49 (d)97 (e)98

Solucion. La respuesta es (d).
Tenemos qué? = —1, 43 = —i y i* = 1. Seak mUltiplo de4. Sik > 0, entonces:

(k+ 1) 4 (k + 2)i%*2 + (k + 3)i" T3 4 (k + 4)i*H
= (k+1)i+ (k+2)(=1)+ (k+3)(—i) + (k+4)
= 2-2i.

Sin = 4x24 = 96, entonces+2i>+- - - +ni" = 24(2 —2i) = 48 —48i. Sumando el
termino97i°” = 97i, tenemos quéis — 48i) + 97i = 48 + 49i. Por lo tanton = 97.

Problema 16.Un circulo con centro e’ es tangente a los ejes positivos del plano
cartesiano, y es tangente externamente al circulo cenéna@B, 0) de radiol. ¢ Cual
es la suma de las longitudes de todos los radios posible&rdelaccentrado e@'?

(@)3 (b) 4 () 6 (d)8 €)9

Solucion. La respuesta es (d).

Denotemos por al radio del circulo con centr6', A = (3,0) y B = (r,0) (en la
figura el puntoB es el puntaB; 6 Bs, dependiendo de la posicion del puritoque
puede seC; 6 C5). EntoncesAC = 1 + ry CB = r. Aplicando el teorema de
Pitagoras en el trianguld BC, tenemos quei B2 = (1 +r)? —r2 =1 + 2r.

Ahora bien, comoAB = |3 — r|, entonced + 2r = (3 —r)?, luegor? — 8r + 8 = 0,
de donder = 4 + 2v/2 (ver el Teorema 13 del apéndice). Ambos valores den
positivos, y su suma &5

B \é/ By
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Problema 17.Seam + ary +ar? +ar} +--- ya+ary +ar? +ar3 + - - - dos series
geomeétricas infinitas distintas de nUmeros positivosaanismo primer término. Si
la primera serie tiene suma y la segunda serie tiene suma ¢ cual de los siguientes
valores puede ser iguaba + r3?

(@)0 (b) 3 (€)1 (d) 155 ()2

Solucion. La respuesta es (c).

La suma de la primera serie eg.— = r, (ver la Defincion 9 del apéndice). Luego,
ri—ri4a =0, dedonde; = }(1++/1 — 4a). Analogamente;, = 3 (1++/1— 4a).
Como las series geométricas son distintas, tenemosg,que-, son distintos. Luego,
T+ 7o = 11+ v1—4a) + (1 — V1 —4a) = 1. Estas series existen cuando
0 <a< 1

Problema 18.Parak > 0, seal, = 10...064, donde hay: ceros entre el y el 6. Sea
N (k) el numero de factoresen la factorizacion en primos dg. ¢ Cuéal es el maximo
valor deN (k)?

(2)6 (b) 7 ()8 (d)9 (€) 10

Solucion. La respuesta es (b).
Véase la solucion del probler2a del AMC 10.

Problema 19.Andrea dibuj6 un circulo inscrito y un circulo circunisgia un pentagono
regular, y calcul6 el area de la regibn comprendida sitre dos circulos. Begofia hi-
zo lo mismo con un heptagono regular. Las areas de las dames fuerod y B,
respectivamente. Si los lados de cada poligono nitdercual de las siguientes expre-
siones es valida?

@A=2B (A=3B ()A=B (dA=IB (e)A=2£B

Solucion. La respuesta es (c).

Consideremos un-agono regular cuyo lado mi¢aDenotemos por y R a los radios
del circulo inscrito y circunscrito, respectivamenteai$® el centro comidn de los
circulos,M el punto medio de un lado del poligona\y uno de los extremos de ese
lado.
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Luego, el trianguldd M N tiene un angulo rectd/ N = 1, OM = ry ON = R.
Entonces por el teorema de Pitagoras tenemositie; r?> = 1 (ver el Teorema 25
del apéndice). Luego, el area del anillo entre los dazitis est(R? — r?) = 7 para
todan > 3. Por lo tanto, A = B.

Problema 20.En un cuadrilatero convexd BC D se tiene quedB = 9y CD = 12.
Las diagonaledC'y BD se intersectan efl, AC' = 14y los triangulosdEDy BEC
tienen la misma area. ¢,Cual es el valorddg?

@3 (b) 32 © % (d) 5 (e)6
Solucion. La respuesta es (e).
Véase la solucion del probler2a del AMC 10.

Problema 21.Seap(x) = 2 + ax? + bx + ¢, cona, b, c nUmeros complejos. Si
(2009 + 900277) = p(2009) = p(9002) = 0,

¢cuantas raices no reales tiene el polinamfo+ az® + ba* + ¢?

(a)4 (b) 6 (©)8 (d) 10 (€)12

Solucion. La respuesta es (c).
Comox'? + ax® + ba* + ¢ = p(z*), entonces el valor de este polinomiclesi y sblo
Si

z* =2009+9002m 6 z*=2009 6 z*=9002.

La primera de estas tres ecuaciones tiene cuatro solucianesales distintas. La
segunda y tercera ecuacion tienen dos soluciones no reéigksas. Por lo tanto,
p(z?) = 212 + az® + ba* + ctiene en total raices no reales.

Problema 22.Un octaedro regular tiene ladoUn plano paralelo a dos caras opuestas
corta al octaedro en dos solidos congruentes. El polifmmeado por la interseccion
del plano con el octaedro tiene ér%ﬁ cona, by ¢ nlmeros enteros positivos, tales
quea Yy ¢ son primos relativos ¥ no es divisible por el cuadrado de ningin primo.
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¢Cuantovale + b + ¢?
(@10 (b) 11 (c)12 (d)13 (e)14

Solucion. La respuesta es (e).
Denotemos pod BC'y DEF a las dos caras del octaedro paralelas al plano de corte.

El plano pasa a través de los puntostedios dé kmsstas del octaedro que no son
lados de los triangulod BC'y DEF'. Luego, la interseccion del plano y el octaedro
es un hexagono equilatero cuyo lado m@ieEntonces por simetria el hexagono es
también equiangular y por lo tanto regular. El area deblgexio e$ veces el area de

.z a1z . . 2
uno de los triangulos equilateros de laflgue lo forman, es decir, el area®@és)” -

@z%z“T\/E.Porlotantoa+b+c:3+3+8:14.

Problema 23.Las funciones y g son cuadraticas cof(z) = — f(100 — z), donde

la gréafica dey contiene al vértice de la grafica gie Las cuatro intersecciones de las
gréaficas con el eje de lastienen coordenadaigual axy, x2, x3 Yy x4, €n orden cre-
ciente conrs — o = 150. Se sabe que el valor dg — x, esm + n,/p, dondem, n'y

p SON enteros positivos, yno es divisible por el cuadrado de ningln primo. ¢ Cual es
el valor dem + n + p?

() 602 (b) 652 (c) 702 (d) 752 (€) 802

Solucion. La respuesta es (d).

Denotemos poth, k) al vértice de la grafic. Como la graficg intersecta dos veces
al eje de lasr, entonces podemos suponer gie) = a(z — h)? + k, con‘T’“ > 0.
Seas = 4/ %k luego las intersecciones con el ejde la grafica d¢ sonh 4+ s. Como

g(z) = —f(100 — z) = —a(100 — x — h)? — k, tenemos que las intersecciones de la
gréaficag con el ejer son100 — h + s.
La gréafica dgy contiene gh, k), entonces,

k= f(h) = g(h) = —a(100 — 2h)* — k,

de dondeh = 50 + @s (ver el Teorema 13 del apéndice). Considerando el signo de



58 Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales

h, tenemos que las intersecciones con el eje de &m:

50—s <1+\/7§> <30-s (1?) <50+s <1g> <50+s <1+g>.

Comouxs — x5 = 150, tenemos qués0 = s(2 — 1/2), es decirs = 150 (1 + ‘/75)

Luego,z, —z; = 5(24++/2) = 450+300+/2. Por lo tantoyn+n-+p = 450+300+2 =
752.

Problema 24.Lafuncion torre de dosese define recursivamente de la siguiente forma:
T(1) = 2y T(n+1) = 2T paran > 1. Sead = (T(2009))7(209) y B =
(T'(2009))4. ¢ Cual es el mayor entekgpara el cual

log, logy - - - log, B
—_—

k—veces

esta definido?
(a)2009 (b) 2010 (c) 2011 (d) 2012 (e)2013

Solucion. La respuesta es (e).
Definamos la funciétogaritmica k-iteradacomo sigue:

logtz =log,z y logh™' z =log,(loghz), para k> 1.
Comolog, T'(n + 1) = T'(n) paran > 1, tenemos que

logy A = T(2009)log, T(2009) = T(2009)T'(2008),
logo, B = Alog,T(2009) = A-T(2008).

Entonces,
log? B = log, A + log, T(2008) = T'(2009)T'(2008) + T'(2007).
Luego,
logs B > log, (T'(2009)T'(2008)) > log, T'(2009) = T'(2008),
y recursivamente para> 1,
logh™ B > T'(2008 — k).

En particularlogs”'® B > T'(1) = 2,y por lo tantdog3”'* B > 0. Entoncesog3’"* B
estéa definido.

Por otra parte, com@(2007) < T(2008)7'(2009) y 14+7(2007) < T'(2008), tenemos
que,

logs B < log,(27°(2008)T'(2009)) = 1 + T'(2007) + T'(2008) < 27(2008) 'y
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logs B < log,(2T°(2008)) = 1 + T/(2007) < T'(2008).
Aplicandolog, recursivamente para> 1 obtenemos,
loga™ B < T(2008 — k).

En particularlog2’'' B < T(1) = 2, luegolog2’’® B < 0. Entoncedog2’™* B no
esta definida.

Problema 25.Los primeros dos términos de una sucesionsoa: 1y az = \/% Para
n > 1 tenemos que

an, + An+41
Apig = ————.
1 —anant1
¢ Cuanto valéuagog |?
(a)0 (b)2 — /3 (©) 75 (d)1 e)2++3

Solucion. La respuesta es (a).
Observemos la similaridad entre la formula de recursiaédady la identidad trigo-

nomeétrica: . canh
tan(a +b) = ana + tan

~ 1—tanatanb’
Ademas, observemos que los primeros dos terminos de &siducson tangentes de
angulos conocidos; y §. Seanc; = 3,ca = 2Y ¢u2 = (¢n + cpy1) (Mod 12).

Veamos que la sucesidn,, } satisface que,, = tan (% ). Tenemos que,

a; = = tan 1)~ an D
1 (Z) — tan (B)
V3 6/ 12/°

Por induccion sobre, la formula de la tangente de la suma de dos angulos y ebhech
de que el periodo dean = esw, tenemos que

a2

Qn + Qnt1 tan (ngn) + tan (mln;l)
Upio = = 71'
1—anant1 1 —tan (

— tap [ Tlen t+cnt1) :tan(w)_
12 12

Los primeros términos de la sucesifp, } son:

3,2,5,7,0,7,7,2,9,11,8,7,3,10,1, 11,0, 11,11, 10,9, 7,4, 11, 3, 2.

Entonces, la sucesiffr,, } es periddica con periodsdt. Como2009 = 24(83) + 17,

tenemos quezggg = c¢17 = 0. Por lo tanto]asgge| = | tan (%) | = 0.
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El Quehacer de un Matenatico

Por Gilberto Calvillo Vives

El Comité Editorial de esta revista me ha pedido que essnbge lo que hace un ma-
tematico y en particular de mi experiencia. Esta es una @ifecil porque depende de
lo que se entienda por un matematico. Para alguien que smadelh investigacion, la
respuesta puede ser muy sencilla; un matematico es aguskqiedica al desarrollo
de las matematicas encontrando nuevas teorias, plaateapvos problemas y demos-
trando teoremas. Sin embargo, en este ensayo quiero carsidlenatematico en una
perspectiva mas amplia y para tal proposito considerasesomo matematico a todo
aquel que estudia una carrera de matematicas, incluyesstteduego aquellas que
tienen el nombre de matematicas aplicadas. El proposiesth definicion es tratar de
proporcionar informacion a aquellos muchachos que lesaguas matematicas, pero
no saben a donde los conduciria la decision de cursar urex@a@e matematicas. An-
tes de proseguir debo decir que hay otras carreras en laagjpatematicas juegan un
papel importante, en particular actuaria y diferentesstige ingenieria. Sin embargo,
para mantener la coherencia de este ensayo solo me refenr@ matematicos a los
gue hayan egresado de una carrera de matematicas.

En mi opinidn hay cinco areas naturales en las que se desempos matematicos:
(1) en lainvestigacion, ya sea pura o aplica@a;en la ensefianza a diferentes niveles,
generalmente desde bachillerato hasta doctorado, aunglguanos paises el nivel de
secundaria también es cubierto por matematigsen aplicaciones de las matemati-
cas, es decir en la modelacion matematica de diferedtddry el uso de técnicas de
matematicas aplicadaé}) en computacion, sea esta en el ambito cientifico o en el
empresarial(5) en la gestion de proyectos o alin de empresas ya sean esitiozis

0 no. Desde luego, un matematico puede dedicarse a varestale actividades a lo
largo de su vida profesional o bien ejercerlas de manerdtsinaa.

En lo que sigue trataré de describir brevemente cada unstale@eas y luego descri-
biré, también brevemente, mi experiencia personal ea aad de ellas.
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Investigacion

En el mundo actual, la persona que desee dedicarse a lagagish debe estudiar un
doctorado. Es decir, no basta con ser matematico en etleafgieste ensayo. Después
de terminar su licenciatura tiene que seguir estudiandwgidos afios mas. Esto no
ha sido siempre asi. Tenemos casos de investigadores qlzitnderon su grado de
doctor y que hicieron un espléndido trabajo de investiyacsin embargo, cada vez es
mas dificil que alguien haga una carrera de investigadayee tenga que hacer estu-
dios de posgrado. La investigacion es un trabajo muy gratife, pero también puede
ser muy frustrante. La actividad consiste esencialmentestblecer nuevas teorias
matematicas y desarrollarlas. La mayor parte de los iigaghires se dedican a impul-
sar el desarrollo de una teoria ya establecida, algunaspan los afortunados en ser
la punta de lanza en teorias nuevas y relevantes. Un igaésti puede inventar una
nueva teoria que luego muere de inanicidn porque no ehaeate relevante o por-
que no fue del interés del gremio matematico. Hay en lah&tde las matematicas
algunos nombres que son conocidos por todo el mundo por habko un avance es-
pectacular en el pensamiento matematico. Quiza los wrascidos sean los de Isaac
Newton y Gottfried Leibniz por haber inventado el Calculibeencial Integral. No
menos famoso es el descubrimiento por Descartes de la Géarealitica. En épo-
cas mas modernas un ejemplo interesante es el desculinndierios fractales por
Benoit Mandelbrot. Menos conocidos pero igualmente ingmbes pueden considerar-
se el desarrollo del Calculo de Variaciones por los herrm@arnoulli o en tiempos
modernos la invencion de la teoria de juegos por John Vamié@n y la Programacion
Lineal por George Dantzig. Desde luego no se puede dejar deiomar el nombre de
Henri Poincaré como inventor de la Topologia.

Uno de los rasgos no muy agradables de la investigacibnegls@ompetencia es peor
gue en los deportes. En el deporte se premia a los tres psrivgares. En matemati-
cas solo al primer lugar. Quien haya hecho primero la derciém de un teorema
ese se lleva el mérito, aln cuando haya usado las ideasogueyzhos afios hayan
desarrollado otros.

En la actualidad es cada vez mas raro que surja una nueia temmas comin es que
los matematicos se dediquen a demostrar problemas quenggerslo de las teorias ya
establecidas. Sin embargo, siempre hay algo nuevo. Esozslqunas gratificante de
esta actividad: es como estar siempre a las puertas de uveaanentura. En tiempos
relativamente recientes se han resuelto algunos problguesfsieron planteados hace
mucho tiempo. Tres ejemplos bien conocidos son el Teorert@sdauatro Colores, el
Gltimo teorema de Fermat y la Conjetura de Poincaré. l8ted problema es parte de
un grupo de 7 problemas por cuya solucion el Instituto Cadtematicas ofrece un
millon de dolares por cada uno. Esos son los llamados gnods del milenio.

En México hay un grupo fuerte de investigacion en varr@aside matematicas, des-
afortunadamente el crecimiento de la investigacion sdsta gonstrefiido por la falta
de plazas en el centro del pais. Sin embargo, hay cada \wden®anda de investiga-
dores en el interior de la RepUblica. La investigacion gdadmano de la ensefianza.
En mi opinion el modo de produccion de las matematicas ha adgencia es parecido
a lo que pasaba en la edad media con los artistas y artesaraptendices trabaja-
ban para los maestros y estos a su vez les ensefiaban el Bftdaesquema es muy
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claro en los niveles de maestria y doctorado. Los investigss tratan de formar a sus
estudiantes porque estos preservaran y haran relevaptesa investigacion.

Ensdaianza

No es un secreto que cada vez mayor niimero de estudiaritgeimentre sus criterios
para seleccionar la carrera que estudiaran el que la camwerantenga matematicas.
De alguna manera los lectores de esta revista son la ercefeimpoco es un secreto
que México tiene los peores resultados en la prueba Pigsatenaticas que aplica la
Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo EcandrfOCDE). Estos dos as-
pectos nos muestran que la matematica en México no se@adetuadamente en los
niveles elementales. Aquellos que sobreviven a la pésirseianza de las matemati-
cas y llegan con cierto gusto por ellas al bachillerato egymtienen una facilidad
innata para ellas o porque tuvieron la suerte de toparsercten maestro o maes-
tra. Al pais le hace falta mejorar su nivel de matematicasg/solo es posible con el
involucramiento de los matematicos en ella. Afortunadsmeada vez es mayor la
proporcion de matematicos en la ensefianza a nivel beretid. Aqui debo aclarar que
no hay garantia de que un buen matematico sea buen prafesoatematicas, pero
conozco algunos que son extraordinarios. Para que un ratensea buen maestro
debe serlo por vocacion. Si lo hace porque no le quedb gt puede ser que los
resultados no sean buenos. Aquellos que tienen gusto poalesnaticas y la ensefian-
za tienen a su alcance una gran cantidad de recursos daptira hacer sus clases
amenas. Sin embargo, hay que tener precaucion cuando lsedeala ensefianza de
las matematicas. Un gran problema con la ensefianza deatasnéticas son los ma-
tematicos cuya personalidad no les ayuda o que no tienelidaabpara guiar a sus
alumnos y los espantan. Quienquiera que desee dedicarsasefdanza debe hacer un
esfuerzo por entender a los muchachos y guiarlos, debe dedarcuenta que ellos
estan empezando.

La ensefianza tiene muchos aspectos aparte de estar fiengg@o en un salén. Lo
mas bello de la enseflanza es encontrar formas interesdmtaostrar el material. En-
sefiar como se saca la raiz cuadrada puede ser totalrbentiela e irrelevante o puede
ser muy interesante. Desde luego esto aplica para todos/Eleside ensefianza. Lo-
grarlo no es una empresa facil, pero cuando se logra puedaiyesatisfactorio. Ahora
con la computacion y las telecomunicaciones se puedesiotiar en otros aspectos de
la ensefianza que antes no eran posibles: uno de ellos esefdaerza a distancia, que
puede ser una solucién para lugares remotos que no pueatan con un buen maestro
de matematicas.

México necesita muchos buenos maestros de matematicas!

Aplicacion de las Matendéticas

Las matematicas sin aplicacion no hubieran nacido y nab&han desarrollado hasta
ser lo que son. Antes de la formalizacion fue la utilizactte las matematicas. Los
egipcios construyeron sus piramides 2000 afios antesal®s|griegos empezaran la
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formalizacion de las matematicas. Desde luego, los egipm hubieran podido cons-
truir las piramides y desarrollar su cultura sin un conaéento moderado de ciertas
propiedades matematicas. Metaforicamente, podrigexisque los matematicos apli-
cados son los egipcios de nuestro tiempo; los puros, somikgong. Aunque quiza Ar-
guimedes no estaria tan de acuerdo. Las matematicadraette se desarrollan de
maneras caprichosas. Hay problemas practicos que daenaigeorias matematicas
y hay teorias matematicas que fueron desarrolladas pqrapecieron interesantes en
si mismas y que muchos afios después se aplican finalmientesalucion de un pro-
blema practico.

Si yo tuviera que decir una sola caracteristica del maiemaplicado que lo distin-
gue del puro esta seria la modelacibn matematica. EIméteo aplicado debe ser
un matematico, mientras mejor matematico mejor, que adesapa como modelar el
fendbmeno que se le presenta y cuente con las herramiemtasxgaotar su modelo.
Hay modelos que se convierten en monstruos que no puedensitorRarte de una
buena modelacion es que se pueda aprovechar usando lasitestias que se tienen.
Desde luego ciertos modelos provocan que se investigueresdgcnicas para resol-
verlos, o aun para entenderlos. Este es el caso de |la f€idad.

El uso exitoso de los modelos matematicos lo encontramdésdas partes. En reali-
dad hay modelos de los que la mayor parte de los matematicesmconscientes de
que estan enfrente de nuestros ojos. Quiza el ejemplaenéano sea la contabilidad.
La contabilidad moderna se basa en un modelo matematiceatimiento. Hacia
finales del siglo XV un fraile italiano de nombre Luca Padcigue era matematico
entre otras cosas, inventd lo que se conoce entre los aretadomo el algoritmo de
la partida doble. Este algoritmo se ha usado por mas de 5@ yaSeguramente se
seguira usando por mucho tiempo. Otros ejemplos son losctoientos, modelos y
algoritmos que funcionan al usar nuestra computadorantestaisando, sin saberlo,
una gran cantidad de algoritmos matematicos que hacenpguezaan ante nosotros
muchos objetos interesantes: mapas, animaciones, n&isicebdo ello tiene imbuido
un modelo matematico de alguna indole. Las telecomuioicas modernas no serian
posibles sin la modelacion matematica del electroméagmety la dptica; del anali-
sis de redes y de los algoritmos para manejar de forma secamdeas volimenes de
informacion.

El matematico tiene ante si un universo de posibilidadea pplicar su conocimiento,
desde la aritmética y la geometria hasta los mas avaszadwms de la matematica
moderna. Desde luego los retos son cada vez mayores y fteousmmte es necesario
hacer un posgrado para poder enfrentarse a ellos. Sin emizdng con un buen co-
nocimiento de la carrera de matematicas se pueden atachiomproblemas. Desde
luego para ello se requiere que la matematica estudiada adacuada. Frecuentemen-
te es (til saber algo de optimizacion, ecuaciones diteades parciales, probabilidad,
estadistica y computacion.

Una posible motivacién para inclinarse por esta opcibtigus puede ser mas facil
encontrar trabajo. Como mencioné previamente las plagasvestigador son ahora
escazas en México, al menos en los lugares donde hay mdividad. En la ensefian-
za puede haber mas posibilidades pero no siempre al nisedde. En las aplicaciones
la situacion es diferente, pues las posibilidades de joagedan en muchos campos de
la economia. El sector plblico, la industria y el sectaarfitiero son desde luego los
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que hasta ahora han absorbido mayor cantidad de mateméatiddéxico, aunque hay
otros campos en los que se requieren matematicos. Toelsufaipiente el campo de
la asesoria matematica privada.

Desafortunadamente tengo que mencionar que el campo daafl se extiende mas
alla de nuestras fronteras. Muchos matematicos mexicsmtian quedado a trabajar
en el extranjero, principalmente en Estados Unidos. Estsubadido por la sencilla
razbn de que encuentran un trabajo muy interesante y mayd&meunerado contra el
cual no podemos competir frecuentemente.

Computacion

Asi como la investigacion y la ensefianza no pueden esisgiaradas, la aplicacion
y la computacion tampoco pueden subsistir una sin la otrenadematico que desee
incursionar en la aplicacion de las matematicas tienetejuer una buena idea de lo
que es la computacion cientifica y los fundamentos de &axi@s de la computacion.
El matematico que desee dedicarse a la computacion@gamacho enterrandose de
ciertos topicos matematicos que son indispensablesparprender el funcionamiento
de las computadoras: los algoritmos que usa y sus limitasion

El matematico que se dedica a la computacion en cualgdéesas ramas tiene la ven-
taja de que posee la formacion lbgico-mateméatica paredalo los maltiples problemas
gue se le pueden presentar. Un area de aplicacion de lesnd@iitas en el mundo de
la computacion y las telecomunicaciones es la criptaldgiiptografia y criptoanali-
sis). Basada en conceptos de algebra moderna, esta hertmsgéda convertido en un
elemento indispensable en el espacio cibernético, sodreduando se trata de hacer
transacciones financieras, aunque su aplicacion es muasamplia.

Los desarrolladores de sistemas con formacion mateanii¢icen la gran ventaja de
gue pueden concebir estructuras mas generales que leisgreaivordar los problemas
con mayor generalidad. Esta salida laboral absorbe graidadnde gente, pues la
industria del software ha sido hasta ahora una de las de ras@miento.

Gestion

Los matematicos generalmente no se dedican a la gestipresamial, pero si un poco
mas a la gestion cientifica ya sea en su propio lugar destiigeeion o en algln otro
lugar como el CONACYT (Consejo Nacional de Ciencia de Tezgial) o en la direc-
cion de los centros de investigacion. Hay que decir quaednian matematico asume
una de estas tareas lo puede hacer de dos formas, igual qaeesefianza: forzado
por las circunstancias o porque esa convencido de que paededm buen papel. Fre-
cuentemente en el primer caso su desempefio es mediocsagtiene la motivacion
para atender problemas a menudo incomodos y sin relevaa@ssu principal activi-
dad que es la investigacion. Por el contrario cuando tidsm@motivacion correcta su
desempefio es frecuentemente bueno o muy bueno. La razfue e®n gente inteli-
gente, estructurada, que sabe concretar (no le gusta@) yofjue conoce el tema o
bien lo aprende rapidamente.
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Desde luego nadie debe empezar una carrera de matematicksidea de que va a
llegar a dirigir una institucion, sin embargo no esta deradeer un poco sobre los te-
mas de gestion que por otra parte también tienen su patéematca. Los matematicos
que llegan a dirigir una institucion lo hacen frecuentetaeelespués de una carrera en
alguno de los temas mencionados anteriormente. Sin embidargbién se da el caso
de matematicos jovenes y a veces no tan jovenes que argan@a compafiiay tie-
nen que administrarla. En México esto ha sucedido en lopoamte la estadistica, la
criptografia y la investigacion de operaciones.

Mi experiencia

Mi querido profesor Carlos Mufioz fue un entusiasta gufa pauchos de nosotros. Un
dia entablamos una conversacion en un pasillo y lo quesrdowque me dijo fue que
habia dos tipos de personas: las que se especializabantemay lo sabian todo de
ese temay muy poco de lo demas y otras que tenian la cuaébgd&lconocer de todo y
que lograban tener un conocimiento amplio pero poco prafupero que ambas eran
valiosas para la humanidad. Creo que finalmente tengo quitiagne yo pertenezco
a la segunda categoria. Aunque en algiin momento fui urciedipta en el area de
optimizacion y en particular en optimizacion combin&tpla vida me ha llevado por
muchos rumbos distintos y he tenido que desempefiar targadisimbolas. Quiza la
Unica constante ha sido que siempre me he sentido un mitergéhe tratado de
descubrir la presencia de las mateméticas en los maktassfugares. La mayoria
de las veces tal presencia es solo una sombra o a veces ultogdest® eso ha sido
suficiente para ayudarme en la tarea que estoy desempefiando

Quiza mencioné solo cinco grandes areas en las que umaiéte se puede desem-
pefar porque esas son las cinco en las que me ha tocadatrabgij La primera fue la
ensefianza. Siempre ha sido para mi un gusto compartir soestadiantes mis cono-
cimientos, que frecuentemente no fueron mucho mayoreogudelellos. Mi primera
experiencia fueron clases particulares para regularizarchachos de secundaria, des-
pués di un curso propedéutico en la Vocacional 2 para lahiaehos de secundaria que
querian entrar. Luego, fueron clases de problemas delo&n la Escuela Superior de
Fisica y Mateméticas (ESFM) del Instituto Politécnicadibnal (IPN) y, posterior-
mente me hice cargo de las clases de teoria en la misma&sbuelases ahi desde
1967 hasta 1988, con una interrupcion por mis estudios eadza Antes de irme a
estudiar daba clases también en la prepa popular de Livkymmn algin tiempo en la
Escuela Superior de Ingenieria Mecéanica y Eléctricd NEEJ. A mi regreso, era tal
mi entusiasmo que ademas de trabajar en el Banco de M&dba, yo clases en la
mafiana en la Facultad de Ciencias de la UNAM y en la noche escuela, la ESFM.
Poco a poco se fue haciendo mas dificil dar clases hast gigge en 1988. Después
de esa época he dado unos pocos cursos aislados.

La segunda area de trabajo a la que accedi fue a la aplica&iites de proseguir,
déjenme decir que yo trabajé mas o menos desde tempradaygadando a mi padre y
a mi hermano en su trabajo, que se desarrollaba usualmeaig(grtaller donde habia
gue cortar alambre y lamina para luego ensamblarla denalgédo y hacer cierto
tipo de productos. Asi que quiza deberia de mencionar @sno mi primera area,
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pues habia que usar aunque fuera matematica elementatdiBamos que mi primer
trabajo como matematico, después de la ensefianza, &ptidacion. Esto ocurrio en
1969 cuando fui contratado para trabajar en PEMEX. Ahiajaburante 10 meses
aproximadamente y mi trabajo junto con otros colegas erfoomar una biblioteca
de software para el area de Investigacion de OperaciGteaimente el trabajo era
divertido y el horario era muy comodo, lo que me permitigugedando clases. En
ese trabajo me fue muy (til todo lo que me ensefio otro ealra profesor: el Dr.
Harold V. Maclntosh. Entre otras cosas el lenguaje FORTRA&Ny@gramacion, las
estructuras de datos y el analisis numérico.

Después de un breve periodo en el que solo ensefiabaatiBaico de México en
1970. Ahi estaria durante 30 afios. El Banco me beco @aer Imi maestria y el CO-
NACYT para el doctorado. Eso ocurrio entre 1973 y 1978. &bdjo en el Banco fue
altamente gratificante y siempre interesante aunque no dalttensiones y algunas
veces de politica. Al final de mi carrera en el Banco, sotiagcir que lo bueno de
mi estancia ahi habia sido que nunca tuve un jefe tontociegpor el contrario un
par de veces mis jefes fueron extraordinarios. Mi primey@cto en el Banco tenia
gue ver con el disefio de un centro turistico (Cancin) questba construyendo. Fue
un proyecto interesante aunque sus resultados no fuer@dtsmuy en cuenta. Ahi,
tuve que aprender estadistica, estudiar lo que se conawe @ealisis multivariado y
echar a andar un programa (alin no existian muchos paquetesciales). Las apli-
caciones fueron varias. Mi siguiente proyecto tuvo que werla contratacion de la
deuda piblica externa. Todavia en aquellas épocabamatos de ser racionales con la
deuday el proyecto se trataba de elegir que proyectos ferash@ilo un cierto nivel de
endeudamiento. Ahi tuve que aprender programacionl jneatera, también tuve que
implementar el software correspondiente. Este proyestwin poco de mejor suerte.
Sin embargo, lo mas importante es que me introdujo de lldo@ae después seria mi
especialidad.

Después de estos proyectos me fui a estudiar a la Univerdel#/aterloo, mi maestria
y mi doctorado en Investigacion de Operaciones. El dodtrasult6 transformarse en
una investigacion puramente matematica pero que me fi@canocer a fondo el tema
de la Optimizacibn Combinatoria y en particular saber aderca de la complejidad
computacional de la programacion entera. Estos afogu@i@sne llevaron al ambito
de la investigacion que comentaré mas adelante.

A mi regreso de Canada cambié de area y entré a la oficimaatiematica aplicada
gue después se llamaria de investigacion y desarraficesta area habiamos varios
doctores y varios maestros en ciencias. En otra area debB@abia un buen nimero
de doctores en Economia. Asi que en esa época hubo ta=lgié de investigacion
aplicada en el Banco. Entre 1978y 1983 llevamos a cabo unriiueero de proyectos
con la caracteristica principal de que muchos de elloofuatilizados. Mi interven-
cion fue sobre todo en temas relacionados con la optintina todos sus aspectos,
pero también usé algo de estadistica y mucha aritmésicto que les decia a mis com-
pafieros que nuestra unidad deberia de llamarse Argan&plicada. Las aplicaciones
fueron en investigacion econémica, finanzas, logisp@neacion y asesoria a varios
organismos externos al Banco.

En 1983 cambio mi vida otra vez. Esta vez me fui a un fideicosh®anco de Méxi-
co encargado de dar cobertura cambiaria a las empresas habiae endeudado en
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dolares y que por causa de la crisis financiera de 1982 estabanposibilidad de
pagar sus deudas en dolares. En este fideicomiso (FICOR@p9ee donde debia: en
la oficina técnica. Ahi desarrollamos un modelo para itrd¢éaque la cobertura fuera
buena para las empresas no cara- pero que no fuera a reaultadescalabro finan-
ciero para el Gobierno. Después, tuve la responsabilidatir@ir el area de operacién
del fideicomiso y con ello mi primera responsabilidad adstrativa importante. Fi-
nalmente, en 1987, me hice cargo de la direccion del FICORIGAal liquidamos en
1992 con una ganancia de varios miles de millones de dblares

Con la extincion del FICORCA empecé otra etapa. Fui tcesla al area de opera-
ciones internacionales. Ahi dirigi, reportando diremate a la Junta de Gobierno del
Banco, la reforma al Sistema de Pagos de alto Valor del gais.fue el comienzo
de una transformacion profunda en los pagos y otras treiwses electronicas en el
Pais. En ese periodo tuve la fortuna de dirigir un grupo deematicos talentosos que
desarrollaron varios sistemas muy importantes. En priagar| se sentaron las bases
de la infraestructura para un sistema criptogréafico de lfgbica que usa la banca en
el sistema de pagos. En segundo, un sistema para hacerasuelstronicas de los
instrumentos gubernamentales de deuda.

Para finalizar mi estancia en el Banco se me pidio que meraica&go de la Direccion
de Sistemas pues se avecinaba el afio 2000 y habia que aefmdos los sistemas
que no hubieran tomado en cuenta esta contingencia y al ntiempo coordinar al
sistema financiero para que hiciera lo propio. Para estamalini principal trabajo era
de gestion. Gestion de situaciones extraordinarias.

En el afio 2000 me retiré del Banco de México con la firme mmitn de dedicarme a
las matematicas. Rechacé algunas ofertas para trabagom®logias de la informacion
y estaba a punto de entrar al Instituto de Investigacion ateMaticas de la UNAM
cuando me hicieron una oferta que no pude rechazar. Seardéabirigir el Instituto
de Estadistica Geografia e Informéatica (INEGI). Aituge del 2001 al 2008.

Esta, hasta ahora Gltima etapa de mi carrera, resultosginteresante, pues me per-
miti6 utilizar todo lo que habia aprendido anteriormgniee llevo a un nivel superior
de la gestion y del desarrollo institucional. En el INEGidwportunidad de desempol-
var mis conocimientos estadisticos, recordé las mateasécontinuas en los estudios
geogréaficos, aprendi que hay muchas posibles aplicacioagematicas en el ambito
de la geografia y en el estudio del medio ambiente, e ingamon el area de tec-
nologia para transformar al Instituto, lo cual logramgd@sdidamente. Desde luego,
también aprendi mucho de mis compafieros, pero quizaayponmiogro haya sido ha-
ber conducido la transformacién del INEGI a ser un instiaiitonomo y haber podido
plasmar en la constitucion el concepto del Sistema Natammformacion Estadisti-
cay Geogréafica, el cual aunque no lo crean tiene una ingpirao la matematica. En
particular en la teoria cibernética de las organizadone
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A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matemaéticas, de octubre a dicierdb 2009.

Del 2 al 10 de octubre en Giraldo, Colombia
11 Olimpiada Centroamericanay del Caribe.

Del 8 al 13 de noviembre en Campeche, Campeche
Concurso Nacional de 283* Olimpiada Mexicana de Matemaéticas.

Del 3 al 13 de diciembre en Cuernavaca, Morelos
Entrenamiento para los seleccionados nacionales.
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Fe de erratas

A continuacibn presentamos varias correcciones a losendsnanterioreg y 3 de
Tzaloa. Invitamos a nuestros lectores a que nos manden mEntarios y posibles
correcciones a problemas de nUmeros anteriores, a laidireglectronica

revi staomm@mai | . com

Correccion del problema de practica nimero 4 de Tzaloa No. 2 de 200%I! enun-
ciado correcto de este problema es el siguiente.

En un cilindro lleno de agua se colocan dos sélidos: unaasfee es tangente al
cilindroy un cono cuya base es igual a la base del cilindréodea que la altura de la
esfera y el cono juntos es igual a la altura del cilindro. 8esaos que la cantidad de
agua que qued6 dentro del cilindrokltro y el diametro midel0 cm, ¢cuanto mide

la altura del cilindro?
N
N—

El problema como estaba enunciado originalmente decialqadio del cilindro es de
10 em, pero entonces la altura del cilindro resultaba ser menerefjadiametro de la
esfera, y por lo tanto no se podia tener la esfera dentralhelro.

Agradecemos a Alain Acevedo Mejia, del Estado de Aguastals, por esta observa-
cibn, y presentamos a continuacion la solucion del gnolal corregido.

Solucion. Llamemosh a la altura del cilindro. Entonces, los radios de la esfera lad
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base del cono midehcem y la altura del cono es igual@ — 10) cm. El volumen del
cilindro es igual 257h cm?, el de la esfera es igualiﬁgw em?®,y el del cono es igual

a 2—§’w(h — 10) em? (ver el Teorema 33 del apéndice). Como un litro de agua ocupa
1000 cm?, tenemos que

1000 = 257h — ?W - 23—57r(h —10)
507 (h — 57)

3 )

de dondé: = (£ + 57) cm.
Por lo tanto, la altura del cilindro mid€?2 + 57) cm.

Correccion del método de induccon matematica del apendice de Tzaloa No. 2 de
2009.El método enunciado correctamente es el siguiente.

El método de induccion matematica se usa para demosteaning proposiciom (n)
es verdadera para todo entere> kg, dondek, es un entero fijo.
El método funciona de la siguiente manera.

1. Caso base: se demuestra la proposicion pasakg.

2. Hipotesis de induccion: se supone cierta la proposi€i(k) para algin entero
k > k.

3. Se demuestra la proposicidtik + 1).

Concluimos entonces que la proposicion es cierta paragotivon > k.

Correccion del problema 2 del AMC 10 y del problema 4 del AMC 12 de Tzaloa
No. 3 de 2009EI enunciado correcto de ambos problemas es el siguiente.

Cuatro monedas se sacaron de una alcancia que contienelasated, 5, 10 y 25
centavos. ¢ Cual de los siguientes resultados no puedésdpetotal de las cuatro
monedas?

@15 (b) 25 (©) 35 (d) 45 (€)55

La solucion se encuentra en la seccion de “Problemas ycBoles de Olimpiadas
Internacionales” de este nUmero.
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Definicion 1 (Primos relativos) Decimos que dosiimerosa y b son primos relativos
si su néximo condin divisor esl.
Ver [8, 13].

Definicion 2 (Maximo coman divisor) Dados dos enteros positivas y n, su maxi-
mo contin divisord es el mayor entero positivo que divide a ambamerosm y n.
Escribimos(n, m) = d.

Ver [8, 13].

Definicion 3 (Congruencias)Dados dos enteros y b, y un entero positiven, deci-
mos quen es congruente coh modulom si a — b es niltiplo de m, y escribimos
a =b (modm).

Ver [13, 14].

Teorema 4 (Induccbn Fuerte) El método de Inducéin Fuerte se utiliza para demos-
trar que una proposidin P(n) es verdadera para todo entero> kq, dondek, es un
entero fijo.

El método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra deig:,) es verdadera.

2. Hipbtesis de inducéin: Se supone verdadera la proposigiP (k) para algin
enterok > ko y se supone verdadera la proposioiP(m) para todo entero

3. Se demuestra que(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces qu&n) es verdadera para todo entero> k.
Ver [8, 15].

Definicion 5 (Combinaciones)Dado un conjuntoA de n elementos, una combina-
cion dem elementos dél, es un subconjunto dé formado den elementos. Aliime-
ro de combinaciones de elementos, de un conjunto deelementos, se denota por
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(") yesigual a

n
m

donden! =1x2x--- xn.
Ver [8, 12].

Criterio 6 (Principio de las casillas) Sin + 1 objetos son colocados en casillas,
entonces al menos una casilla contiene dosas wbjetos.
Ver [8, 12].

Teorema 7 (Desigualdad media aritrética - media geonétrica) Para cualesquiera
nimeros reales no negativas, ao, . . ., a,, Se tiene que

air+az+---+an
n

> Yajas - Q.

Laigualdad ocurre siy@o sia; = as = - -- = ay.
Ver [5].

Teorema 8 (Desigualdad de Cauchy-Schwarzpara cualesquieraiimeros reales, . .

se tiene que

(&) = (54) (£)

La igualdad ocurre si y &o si existe un mero real\ tal quexz; = \y; parai =
1,2,...,n.
Ver [5].

Definicion 9 (Suceshn y serie geongtrica) La sucesdin geondtrica se define como
la sucesbn de rimeros donde cada uno de ellos despulel primero es el mismo
mdltiplo del rmino anterior. Al nltiplo comin le llamamos la ra@n coniin r, ésta
puede obtenerse dividiendo cualquiérrhino, excepto el primero, entre @&rmino
anterior. Una suce$in geongtrica se puede representarias

a,ar,ar®,ars,. ...

La serie o progre€in geonétrica se define como la suma de lésninos de una suce-
sibn geondtrica. Esto es

S=14r+r24+ -+

La suma de una progresin georétrica de rabnr # 1, esigual a

n+171
S =

Ver [1].

3 Lns Y1y - vy Yn,
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Teorema 10 (Formula de Gauss) La suma de los primeros nimeros naturales es
nlntl) | es decir

1
Ver [8, 13].

Teorema 11 (Suma de cuadrados).a suma de los primeras® nimeros naturales es
nntl)@ntl) g decir
6 )

(20 + 1
12492 ...y g2 = O )6(”+ ).

Ver [8, 13].

Definicion 12 (Sucedin y serie aritmética) Una serie o progre$in aritmética es la
suma de losé&rminos de una sucési ag, a1, ao, ... donde la diferencia entre dos
términos consecutivos es constante, es degity — a,, = d. Siag = a, €l ttrmino
general es de la forma,, = a + nd. A la sucesin de rimeros se le conoce como
sucesbn aritmética.

La suma de los primeras terminos es

n(n+1)

d.
2

ap+a+as+---+a,=Mn+1)a+
Tambén se puede expresar dicha suma co(ﬁéé’;”ﬁ.
Ver [1].

Teorema 13 (Ecuaddn de segundo grado)La ecuacbn de segundo grade:?+bz+

¢ = O tiene dos soluciones que @stdadas por; = =bHvl-=1acy ) = —b=vb —dac,

La expresdbn dentro de la riz cuadradap? — 4ac, se conoce como el discriminante de
la ecuacon.

Ver [1].

Teorema 14 (Formulas dearea) El area de un trangulo es igual a;—hl, dond€ es
la medida de un lado ¥ es la medida de la altura sobre dicho lado.

El area de un trculo de radior es igual arr?.

Ver [2].

Definicion 15 (Bisectriz) Dado unanguloZABC su bisectriz es la recta que lo divide
en dosangulos iguales. Equivalentemente, la bisectriz&teuloZABC' es la recta
gue equidista delB y BC.

Ver [3].

Teorema 16 (Teorema de la bisectriz)Dado un trianguloABC, seaAL la bisectriz
delanguloBAC, entonces se cumple que

BA BL

AC  LC’
Ver [3].
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Definicion 17 (Mediatriz) La mediatriz de un segmento de reet®, es la recta per-
pendicular aA B que pasa por su punto medio. Equivalentemente, la meddsriz3
es la recta que equidista déy deB.

Ver [3].

Definicion 18 (Congruencia de trangulos) Los triangulosABC'y A’ B’C’ son con-
gruentes si lo@angulos y los lados del tinguloABC son iguales a lodngulos y los
lados del trangulo A’ B'C".

Ver [3].

Criterio 19 (Congruencia de triangulos ALA) Un criterio de congruencia de #in-
gulos nos dice que si tenemos doéamigulos con un lado igual y dédsgulos adyacen-
tes iguales entonces son congruentes. A este criterio selece coma@ngulo-lado-
anguloy lo denotamos comALA .

Ver [3].

Definicion 20 (Semejanza de tAngulos) Los triangulosABC y A’B’C’ son seme-
jantes, si sugingulos respectivos son iguales, es decir,
/ABC = /A'B'C’
/ACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’
y sus lados hoiogos son proporcionales, esto es
AB BC CA

A'B BC A

Ver [3].

Criterio 21 (Semejanza de trangulos AA) Si dos pares déangulos correspondien-
tes de los tingulosABC'y A’ B’C’ son iguales, entonces losérigulos son semejan-
tes. A esta relaéin le llamamosnguloanguloy la denotamos como AA.

Ver [3].

Criterio 22 (Semejanza de triangulos LAL) Un criterio de semejanza de émgulos
nos dice que si tenemos dosattgulos con dos de sus lados proporcionalesgngulo
entre estos dos igual, son semejantes. A este criterio sentece comdado-angulo-
ladoy lo denotamos comioAL .

Ver [3].

Definicion 23 Q&ngulos externos de un trangulo) Dado un tranguloA BC' susangu-
los externos son los formados por un lado dditigulo y la prolongadn del lado ad-
yacente. Dicho de otra forma, son lasgulos suplementarios de laagulos internos.
Ver [3].

Definicion 24 (Excirculo) Decimos que una circunferencia est exinscrita en el
triangulo ABC respecto alingulo BC A, si C es tangente a los lados dahgulo en
BC Ay alladoAB por fuera del tringulo dado. Tamkn se dice qué es el exarculo
del triangulo A BC respecto abnguloBC A.

Ver [3].
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Teorema 25 (Teorema de Pégoras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver [3].

Definicion 26 (Angulos entre paralelas) Cuando unarecta intersecta a otras dos rec-
tas se forman ochangulos que numeramos del 8, como se muestra en la figura

Si la rectals intersecta a las rectag y [, decimos que esansversal a ellas. Los
angulos2, 4, 5 y 7 estin entre las recta$, y l», los llamamosangulos internos los
angulos restantes los llamamaagulos externosLosangulos en lados opuestos por
la transversal; se llamanmangulos alternos como por ejempl8 y 5. A losangulos4

y 5 les llamamoslternos internosy losangulos3 y 6 sonalternos externos

A losangulos que eén en la posidn correspondiente respecto a la transversal, como
por ejemplo3 y 7 los llamamosangulos correspondientesEntonces, los pares de
angulos correspondientes en la figura anterior Son7, 1y 5,4y 8,2y6.

Sil; y I son paralelas logingulos alternos internos son iguales.

Ver [3].

Teorema 27 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Ver [3].

Definicion 28 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &clico si existe una circun-
ferencia que pasa por sus cuatrertices.
Ver [3].

Teorema 29 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero ABC'D es dclico si y $lo si la
suma de logingulos opuestos es igualld0°, es decit, si y 8lo si

/ZDAB + /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
Ver [3].

Teorema 30 (Radio perpendicular a una cuerda)En un drculo, el radio que pasa
por el punto medio de una cuerda, es perpendicular a la cuerda
Ver [3].
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Teorema 31 (Desigualdad del tingulo) Los imerosz, by ¢ son las medidas de los
lados de un tingulo siy 8lo si

a+b > g
a+c > b,
b+c > a.

Ver [3].
Teorema 32 (Ley de los cosenodkn un triangulo tenemos que
b2 =a® + ¢® — 2accos 3

dondeq, by ¢ son las longitudes de los lados3yes elangulo opuesto al ladeé.
Ver [3].

Teorema 33 (Volumenes) 1. El volumen de una esfera de radi@s igual a@.
2. Elvolumen de un cilindro de radioy alturah es igual arr?h.

3. Elvolumen de un cono de radioy alturah es igual a%zh.
Ver [2].
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