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Tzaloa, Ao 2011, Nomero 3

Por ser el tercer nimero del ai611, el contenido de las secciones de problemas
corresponde, en su mayoria, al nivel intermedio. A peséor deterior, también hemos
procurado incluir algunos materiales de los niveles lpagiavanzado. Pensamos que
asi, el balance alcanzado resultara de utilidad tantbgstudiantes y profesores que se
preparan para las Ultimas etapas de los concursos estedat® para las delegaciones
estatales que participaran en el concurso nacional. Ahmigempo, no nos olvidamos
de nuestros lectores que comienzan a preparase para lagsasndel proximo afo,
como tampoco de los que orgullosamente conforman las sahescque representan a
México en concursos de nivel internacional.

Para dar continuidad a los temas de conteo trabajados dical@adel nUmero anterior,
le pedimos a nuestro amigo Leonardo |. Martinez que profand la exposicion pre-
sentando una de las estrategias avanzadas mas Utilesgalreer problemas olimpicos,
nos referimos a la llamada técnica @#ble ConteoAunque su uso es recurrente en
la solucién de incontables problemas olimpicos, no erigtuchos trabajos donde esta
técnica se enuncie y trabaje de forma sistemética. Esriante mencionar que, para
acceder al contenido de este articulo, el lector debe festdliarizado con los resulta-
dos basicos asi como con el lenguaje y notacion propitscembinatoria. Presupone
un manejo suelto de la notacion sigma (para sumas), el usacti@iales y conoci-
miento de los coeficentes binomiales de Newton. Aunque lagaisticas anteriores
hacen que el material se clasifique como avanzado, considergue cualquiera que
haya trabajado previamente los contenidos del artigstoategias hsicas de contéo

no tendra dificultades para seguirlo.

Como siempre, en las secciones de Olimpiadas Internae®patsentamos los resul-
tados y examenes de los Gltimos concursos en los que Mpaiticipd. Comenzamos
con la publicacion de los examenes de la AMngrican Mathematics Competitipn

1publicado en Tzaloa, Afio 2011.
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niveles10 y 12, mismos que sirven de preparacion para las delegaciondsanas
que participan en los concursos internacionales de cadd@afbién incluimos en esa
seccion el examen que se aplico eiXld Olimpiada Centroamericana y del Caribe
donde México obtuvo el primer lugar imponiendo un nuevardde puntaje para este
concurso.

Finalmente, en la seccion de Problemas y Soluciones dep@iitas Internacionales,
presentamos el examen deXXlll Olimpiada de la Cuenca del P#ico con sus solu-
ciones, algunas de las cuales son originales encontradbssmstudiantes mexicanos,
mismos que obtuvieron el lugad de los34 paises que participaron.

No olvidamos incluir el calendario de actividades olinggipara este trimestre y tam-
bién actualizamos toda la informacion del Directorio @eimité Organizador de la
Olimpiada Mexicana de Matematicas.

México y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas de 24 afios que la Sociedad Matematica Mexicamanido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graciasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboraciérugbaa profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus esfieraejorar la ensefianza
y elevar la cultura matematica de nuestro pais. Motivado®l movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio naise&an desarrollado innu-
merables talleres de resolucion de problemas, dondeiastad y profesores trabajan
con el Gnico afan de incrementar sus capacidades paraoglamiento, el analisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppaittbn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicanaaterivhticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la mateméatica nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido perdesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los ceseos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidizdeslo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicasnms que cuentan con una
solida formacion matematica y muchos de los cuales hama®eecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio

252 Olimpiada Mexicana de Mateméticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemateagsarrolla el etapas:
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= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaes nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 25 Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después del de agosto dé992. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efngni semestre del ciclo escolar
2011-2012Yy, para dl° de julio de2012, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la @agin

http://ww. omm unam mnx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssgibirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 126* Olimpiada Mexicana de Matemaéticas se realizara del
13 al 19 de noviembre de 2011 en San Luis Potosi, San LuisP8éttos primeros lu-
gares de este certamen se les invitara a la etapa de enieat@gnseleccion de las de-
legaciones que representaran a México en las distintegp@ldas Internacionales del
afio 2012: la XXIV Olimpiada Matematica de la Cuenca delifRax; que se llevara a
cabo en el mes de marzo; la X1V Olimpiada Matemaética de ©@antéricay el Caribe,
que se celebrara en el mes de junio3& Olimpiada Internacional de Matematicas,
que se llevara a cabo en julio en Argentina, y la XXVII Olimgéa Iberoamericana de
Matematicas que se realizara en el mes de septiembre ameBol
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Contando de dos formas
distintas

Por Leonardo Ignacio Martinez Sandoval

Nivel Avanzado

Introducci on

En muchas ocasiones hay mas de una forma de contar los étesderun conjunto. A
veces una de estas formas es mas facil de identificar, usimpluede ser suficiente para
responder un problema. Sin embargo, existen ocasiones euéaencontrar formas
alternativas para contar los elementos de un conjunto natasyencontrar la solucion
de un problema, o bien, nos permite obtener resultado&s#ates.

La técnica de doble conteo es muy poderosa. Sin embargaleutzes principales di-
ficultades es que a veces no se ve facilmente donde podesada.UA través de la
solucibn de varios problemas esperamos dar una mejor iele#pd de situaciones
donde se puede utilizar. Suponemos que el lector manejaitasgios basicos de con-
teo. También usaremos la notacion de sumay sus propiedade

La idea principal es encontrar un conjunto que se puedamdet@os formas distintas.
Veremos un par de ejemplos introductorios y en la siguiestei8n veremos algunos
ejemplos mas avanzados.

Ejemplo 1 Demuestra que,
n(n+1)

k=
2

WE

=~
Il

1

Observemos los enteros @en en la recta numérica. ¢, Cuantos segmentos podemos
formar con extremos en estos puntos? Por un lado, cada ula d@*ﬂ) = %

parejas de puntos determina totalmente un segmento. Roladw, hayl segmento
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de longitudn, 2 segmentos de longitud — 1, y asi, hasta segmentos de longitul]
obteniendo en tota}";'_, k£ segmentos. Como contamos la misma cosa, concluimos

n n(n+1
qued i k= %

Ejemplo 2 En un grupo d&5 personas se estudidrtemas. Se sabe que a cada perso-
na le gustan al menos dos temas. Demuestra que existe un tena gusta al menos
a 8 personas.

Como a cada persona le gustan al menos dos temas, sabembsgueshays -2 =

50 temas que le gustan a las personas (contando los temaslospeisto$0 gustos

los podemos repartir eéncasillas, una por cada tema. Entonces por el principio de las
casillas debemos tener que alguna tiene al m&nokteniendo lo que queremos.

El Principio de Doble Conteo
Todas las demostraciones por doble conteo se basan eniehsgprincipio.

Principio de Doble Conteo.Si contamos la cantidad de objetos de cierto conjunto de
una formay resulta y luego las contamos de otra forma y resaltantonces, = b.

Parece un principio muy sencillo y su demostracion es igaaencilla: ambos nime-
ros son iguales pues tantocomob son la cantidad de elementos en el conjunto. La
utilidad del principio del doble conteo se basa en que eneorts dos formadistin-
tasy correctasde contar los elementos de un conjunto. Un ejemplo es la raamer
la que demostramos la formula para la suma de los primesgeros positivos. Nos
gustaria encontrar una formula similar para la suma dpriaserosn cuadrados. Pero
antes de hacer esto, vamos a usar el Principio de Doble Cpata@emostrar algunas
identidades de coeficientes binomiales.

Ejemplo 3 Para cada pareja de enteros, n con0 < m < n se tiene que,

()= (20

Si tenemos: objetos y queremos elegit de ellos, por un lado podemaos elegir las
que queremos dg” ) formas o los: — m que no queremos dg, ", ) formas. De esta
manera, obtuvimos dos maneras distintas y correctas dardostsubconjuntos de
elementosy porlo tantp”) = (,,", ).

n—m

Ejemplo 4 Para cada entero no negativose tiene que,

> ()

k=0
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En este caso contamos la cantidad de subconjuntos que hayod@junto com ele-
mentos. Por un lado, cada uno de toglementos tiene dos posibilidades: estar o no
estar en el subconjunto y, por lo tanto I2&ysubconjuntos. Por otro lado, hég/) sub-
conjuntos con exactameriteelementos, y los subconjuntos pueden tener debdsta

n elementos, de modo que hay,_, (Z) subconjuntos y obtenemos la igualdad desea-
da. Cabe aclarar que el conjunto vacio (aquel que no tiemeegitos) es considerado
como subconjunto.

Ejemplo 5 Para cada entero positiva se tiene que,

i k<Z> =non 1,

k=1

Consideremos ahora cuantos equipos con un lider se pinegen en un grupo con

n personas. Por un lado, podemos comenzar eligiendo de astigkrsonas al que
sera el lider. Luego, las — 1 personas restantes tienen dos opciones: estar o no estar
en el equipo. De esta forma, podemos har! equipos con lider.

Por otro lado, podemos primero elegir cuantas persondsaeh equipo (digamok).

Hay (Z) formas de elegir a lag personas y todavia hay que elegir quién deias
personas es el lider. Esta cuentanod fja , k:(Z) y por el Principio de Doble Conteo,

n

obtenemos qu&_;_, k() = n2"" 1.

Ejemplo 6 Para cada pareja de enteros no negativasn se tiene que,
B2
P n n+1

¢,De cuantas formas podemos colaegpelotas verdes indistinguiblesy+ 1 pelotas
azules indistinguibles en linea?

Por un lado, de las + m + 1 posiciones que van a ocupar las pelotas, podemos elegir
n + 1 de ellas para que las ocupen las azules, y esto nos deteromida duedan las
verdes, de modo que por un lado la respues@ ¢ ').

Pero desglosando los acomodos posiblegitiana bola azul puede quedar en las posi-
cionesn+1,n+2,...,n+m+1. Siquedaen la posician+ k + 1, las otras: pelotas
azules que quedan por acomodar deben quedar en las primekgsosiciones, lo cual
podemos hacerlo dé?:;k) formas, y esto ya determina el acomodo. Sumando sobre
las posibleg:, desdd) hastam, obtenemos la identidad.

Como se ve en estos ejemplos, tenemos que encontrar un magectuado para con-
tar. En los casos en los que tenemos una identidad a demasteses alguno de los
lados nos da una pista de qué conjunto podemos utilizaer8largo, no siempre es
sencillo encontrar este conjunto, de modo que veremos adgejemplos en los cua-
les tenemos que hacer una eleccion mas elaborada. Veprmmeso como podemos
demostrar la formula de la suma de los primeros cuadradusmdo de dos formas
distintas.
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Ejemplo 7 Para cada entero positiva se tiene que,

- 5 nn+1)2n+1
S ot D+ )

=1

Lo primero que nos gustaria es encontrar una situacioruenagcantidad de objetos
gue tenemos sea alguno de los lados de nuestra ecuaciaref®arconsideraremos
(n + 1)? puntos acomodados en cuadrado como en la figura. Contareifa®s cua-
drados podemos hacer con vértices en estos puntos de faempgden con los lados
parelelos al cuadrado original. La primera forma en la gsetmtaremos, sera por la
longitud de su lado. Dicha longitud puede ir detdeastan. Hay 1 cuadrado con lado
n, hay4 con ladon — 1, 9 con ladon — 2 y asi, hasta obtenef de ladol. Esto muestra
que tenemo§ """, i cuadrados.

No es tan sencillo encontrar otra forma de contar los cuadrddas intentar un poco,

se puede pensar en lo siguiente: observemos la diagonalal#azio que pasa por el
punto superior izquierdo y el inferior derecho. Hay o2(s— 1) segmentos paralelos a
esa diagonal que tienen vértices en la figura. Asi, otradate determinar un cuadrado
es elegir una de estas lineas y elegir dos puntos en ellaf&soaran respectivamente
la esquina superior izquierda e inferior derecha de un aaadr

Hay dos de esas lineas cdpuntos, dos lineas c@puntos, y asi sucesivamente, hasta
dos lineas con puntos y sblo una linea cornt-1 puntos. De modo que podemos elegir
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dos puntos como queremos de,
224k n+1
2
> () ()

formas. Pero ya habiamos encontrado expresiones maesipgra esto en un ejemplo
anterior (ver Ejemplo 6), de donde obtenemos,

(1)) = o)+ ()
(n+1)n(n71)+(n4;1)n

= 2
nn+1)(2n+1)

Vamos a ver un Ultimo ejemplo. Si sumamos los nUmeros d#dgenaleglel Triangu-

lo de Pascal, como en la siguiente figura, obtenemos unaesarues vamos encon-
trando los numeros de FibonatcDemostraremos que esto siempre sucede usando
doble conteo.

1
11
12 1
13@1
1 @6 4 QO

M 5 100 5 1

1 6

@ 20 15 6 1
1 ()21 35 35 21 7 1
(M) 8 28 56 70 56 28 8 1

Ejemplo 8 La siguiente identidad se cumple para todo enters 0,

[3]
> <n;k) L

donde| x| denota el mayor entero que es menor o igual gue

o3

Consideraremos un tablero tle (n + 1). Coloquemos una ficha en la casilla de hasta
la izquierda. ¢ De cuantas formas podemos llevar la fichaasifia de hasta la derecha
si podemos movernos uno o dos espacios hacia la derechaamoainiento?

2|os nimeros de Fibonacci estan definidos por las relasidpe= 0, F; = 1y Fy, = Fr_1 + Fp_o
paran > 2
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Primero, demostraremos por induccion que se puedg,de formas. Nuestra base
de induccion necesitara verificar dos casos. Para unrtabiel x 1 sélo podemos
guedarnos donde estamos, asi que Unicamente-esF; forma. Para un tablero de
1 x 2, lo Gnico que se puede hacer es moverse un espacio a la dedecimodo que
también hayl = F; forma. Ahora, sitomamos un tablero tle n conn > 3, tenemos
dos opciones: llegar a la casilla— 1 y de ahi avanzat, o bien llegar a la casilla
n — 2 y de ahi avanza?. Asi, por hipotesis inductiva hay,,_; y F,_» opciones,
respectivamente, y su sumalgs como buscabamos.

Ahora encontraremos otra forma de describir esos recarridloservemos cuantos pa-
sos de2 cuadritos podemos hacer. Pueden ir deﬁsdhasta{%J. Si decidimos hacer
k pasos de espacios, hay que dar— 2k pasos del espacio para llegar. En total
damosn — k pasos, y sblo queda por decidir en qué orden darlos. Puegio euales
de losn — k saltos son los dobles y esto se puede haceéFgé) formas. Finalmente,
sumando sobre las posiblesobtenemos la identidad deseada.

La notacion de las parejas

Las demostraciones de doble conteo comparten en comUrequeeslen escribir en
términos de contar parejas de cosas. Consideremos l&isigiforma de escribir la
solucion del segundo problema que vimos.

Contemos las parejdp, m) dondep es una personany: es una materia que le gusta
ap. El problema nos pide que encontremos al mehparejas con la misma segunda
coordenada. De acuerdo con la hipotesis del problemagcpdew fija tenemos al me-
nos2 parejas, de modo que tenemos al mefbparejas. Para la segunda coordenada,
tenemos Unicamenteopciones, de modo que por el principio de las casillas, hay al
menos8 parejas con la misma segunda coordenada, tal como queriamo

Consideremos un ejemplo mas. Dado un conjuntadijde n elementos, contaremos
la cantidad de parejasS, |S|), dondeS es un subconjunto S| es la cantidad de
elementos que tiene. Como cada subconjunto tiene una adrijd de elementos,
hay exactamente una pareja por cada uno dé’asibconjuntos dé€’. Por otro lado,
dejando fijo|S| = k, sabemos que tenem@s) subconjuntos, y los valores devarian
de0 an. Esto nos dice que la cantidad de parejasgh (Z) demostrando de nuevo
una identidad que ya teniamos antes.

Esta es simplemente una forma mas de escribir demostescimr doble conteo. Va-
mos a enunciar el Principio de Doble Conteo con esta notacio

El Principio de Doble Conteo con notaddn de las parejas.

Consideremos dos conjuntos finitbse J. Supongamos que tenemos algunas de las
parejas(i,j) coni € 'y 5 € J. Denotemos pot; la cantidad de estas parejas con
primera coordenada igual® b; la cantidad estas de parejas con segunda coordenada
igual aj. Entonces .y a; = > c 5 b;.

Ambas sumas son la cantidad de paréjag) que tomamos.
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Es posible que hasta ahora no se vea la ventaja de usar ¢stionggn embargo ayuda
bastante en la claridad a la hora de escribir la solucibomdeaeblema. Las soluciones
de los siguientes problemas pueden escribirse como lo &icen la seccion pasada,
pero la solucion usando parejas expresa la idea de una anaasrclara.

Como primer ejemplo, encontraremos la suma de los térndeesa progresion geo-
meétrica de razoa.

Ejemplo 9 Demuestra que si es un entero positivo, entonces,

i ok — o+l _ 1,
k=0

Vamos a poner 8" jugadores en un torneo. En la primera ronda, juegan porgsarej
y el ganador de cada pareja pasa a la siguiente ronda, yasingmente hasta que
haya un ganador. Contaremos las pargjas), donder es una de las + 1 rondas yp

es una de las personas que perdio en esa ronda. Si fijaman&groordenada, sblo
puede haber unaronda en la cual pierde una persona. Comal &ldfinun ganador, en
total hay2”+! — 1 parejas, una por cada persona que perdio.

Por otro lado, en la primera ronda h2f perdedores, en la segunglar! perdedores

y asi, hasta que en la Gltima ronda s6lo hay un perdedaryA$ ok = gntl _ 1,

El siguiente problema ilustra un poco mejor como podemosvachar esta técnica en
problemas tipo olimpiada.

Ejemplo 10 Se tiene ur2010—&gono regular. Se pintah005 de sus &rtices de rojoy
los otros de azul. Demuestra que se pueden elegir ddggrads des03 vértices, uno
con \értices rojos y el otro conértices azules, de modo que sean congruentes.

Primero numeramos los vértices del poligdna, ..., 2010 en el sentido de las ma-
necillas del reloj. Consideremos una coloracion fija2fdl0—agono. Contaremos las
parejagi, j) tales quel < i <2010,1 < j < 2009y el vértice en la posicidhes de
color distinto al vértice en la posiciGnt+ j (moddulo2010).

Para cada, hay1005 valores para la segunda coordenada (uno por cada puntaael ot
color que el vértice en). Asi, tenemof010 - 1005 parejas. Pero debemos obtener la
misma cantidad de parejas si contamos dejandg fgas. Como la segunda coorde-
nada tiene s61@009 posibilidades, por el principio de las casillas (ver en érafice

el teorema 3) hay al mends?i229% | + 1 = 1006 parejas con la misma segunda
coordenada, digamgs. De estas 006, otra vez por el principio de las casillas, hay
al menoss03 con el vértice: correspondiente del mismo color. Por la forma en que
construimos las parejas, podemos rotar el poligono foorpadesto$03 vértices: en

j" unidades y obtener un poligono congruente al primero, gelrotro color, tal como
queriamos.
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Ejercicios

1. Demuestra que para cada par de enteros con0 < m < n Se tiene que,

> () () = ()

2. Reescribe algunas de las demostraciones escritas caxt@lorgeneral usando
la notacion de las parejas y viceversa.

3. Sin,ry k son enteros positivos tales que> r > k, demuestra que,

n\(r\ _(n\[(n—k
r)\k)  \k)\r—k)/)
4. Demuestra que sy m son enteros positivos entonces,
n n+l _ q
St =
m—1
k=1

5. Para cada entero positivodemuestra que,

nl = n"— (71‘) (n—1)"+ (g) (n—2)"— (g) (n=3)"4- - 4 (=1)""" (n " 1) .

Bibliografia
1. T. Andreescu, B. EnescMathematical Olympiad TreasureBirkhauser, 2004.

2. L.I. Martinez SandovakEstrategias Bsicas de contedlzaloa No. 2, 2011, pp.
1-14.

3. M.L. Pérez SeguiCombinatoria AvanzadaCuadernos de Olimpiadas de Ma-
tematicas, Instituto de Matematicas, UNAM 2010.



Problemas de piactica

En esta seccibn encontrar2® interesantes problemas de nivel predominantemente
intermedio, pero también incorporamos algunos basi@spzados. Con ellos podras
poner a prueba tus habilidades y esperamos que te resuieeesantes y Gtiles para

tu preparacion. Como siempre, en la siguiente seccioorgraras las soluciones de
todos ellos, pero ya sabes que no debes consultarla sinreitesllegado a tu propia
solucién o, por lo menos, sin haberle dedicado bastantgptiea cada uno. Ten en
cuenta que cuando consultas la solucioén de un problemaabier thecho el esfuerzo
de resolverlo por ti mismo, desperdicias una valiosa opaiad para incrementar el
desarrollo de tus habilidades como solucionador de praddem

Por Gltimo, te invitamos a contribuir para que esta setd®la revista se siga enrique-
ciendo con la participacion de todos. Estamos segurosapexes y tienes problemas
interesantes que proponer, por eso ponemos a tu disposicorrea evi st aomm@
gmai | . com donde con gusto recibiremos tus sugerencias.

Problema 1.El triangulo ABC es rectangulo cod@ BAC = 90°, y la mediatriz del
lado BC intersecta al ladelC' en el puntoN. Si el area del cuadrilatetdBM N es

el doble que el area del trianguld C N, determina las medidas de los angulos del
trianguloABC.

A

B M C

Problema 2.Encuentra todos los enteros positivos de cuatro dighastales que sus
digitosa, b, ¢, d forman una progresion aritmética en ese orden.
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Problema 3.SeaABC un triangulo rectangulo cuyo angulo recto estaCénSean
BCDE y ACFG los cuadrados externos formados sobre los ladésy AC del

trianguloABC, respectivamente. SIE intersecta &8C en H, y BG intersecta 84C

en kK, ¢cuanto mide el angulsC K H?

Problema 4.Determina si es posible escribir a la fracc%ﬁ— como suma deo11
fracciones unitarias distintas. (Una fraccion unitasauea fraccion de la formé
donden es un entero positivo).

Problema5.Sea/N un nimero de tres digitos distintos@e/ seaN’ el mismo nimero
pero escrito al revés. ¢ Cuant¥scumplen que divide aN — N'?

Problema 6.Seanm y n enteros positivos y un niamero primo. Encuentra todos los
valores den, n y p que cumplan qug” + 144 = m?

Problema 7.SeanABC un triangulo,D el punto medio deBC, E el punto medio de
ADYy F lainterseccion d&E con AC. Determina el valor de la raz()%g.

Problema 8.Sean un entero positivo. S¥(n) denota la suma de digitos tde¢,cuantos
digitos tiene el nimerS(S(S(5(20112011))))?

Problema 9.Determina todos los enteros positivasy n tales que,

2.10™ + 25 = m?

Problema 10.Encuentra todas las parejas y) de enteros que satisfacen la ecuacion,

-z 41 =192

Problema 11.SeaABCDE un pentagono convexo tal queB + CD = BC + DE.
Una semicircunferencia con centro en el ladl es tangente a los ladotB, BC,
CDy DE, enlos puntod, Q, Ry S, respectivamente. Demuestra i€ y AE son
paralelas.

Problema 12.Seana y b nimeros reales tales que+ b = 17. Determina el valor
minimo de la suma® + 4°.

Problema 13.Seis enteros positivos distintos se escriben sobre las daran cubo
(un nimero en cada cara). En cada vértice del cubo se esriflimero que resulta
de multiplicar los nimeros de ldéscaras adyacentes al vértice. La suma de &stos
numeros es igual 385.

1. Determina la suma de IéshUmeros de las caras.
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2. Determinatodos los valores posibles paralogmeros de las caras.

Problema 14.Sabiendo qué001! + 2,1001! 4 3,...,1001! + 1001 es un bloque de
1000 nUmeros enteros consecutivos tal que ninguno de ellosie® pdetermina si
existe un bloque d&000 nUmeros enteros consecutivos tal que contenga exactament
5 nmeros primos.

Problema 15.Para cada vértice de un pentagono, definimos su altura ebsegmento
que parte de ély llega perpendicular hasta el lado opustmanera similar definimos
una mediana como el segmento que va desde un vértice hastatelmedio del lado
opuesto. Suponga que en un pentagona lakuras y lass medianas tienen todas la
misma longitud. Demuestra que el pentagono es regular.

Problema 16.Dos personas juegan en un tablero3de 100 casillas. En su turno
cada jugador coloca dos fichas en casillas contiguas (noagyoril). EI primer ju-

gador coloca sus fichas en cualquier posicion (horizontartical) y el otro jugador

deberéa colocar las suyas de forma perpendicular con reespéas del primer jugador
en el turno anterior. Pierde aquel que en su turno ya no puddear sus dos fichas.
¢ Existe alguna estrategia ganadora para alguno de losghainjes?

Problema 17.Demuestra que todo entero positivpuede ser representado en la forma
3“1 .2”1 +3u2 .2”2 ++3uk .2Uk

dondeuy, us, ..., ug, vy, ve, ...,V SON eNteros tales qug > ug > -+ > up >0y
0<vy <vy < -+ < V.

Problema 18.Un tablero den x n esta relleno con signost” y “ —". Llamaremos
irreduciblea un tablero que no pueda ser transformada en otro que sia sgnos
“+" mediante aplicaciones sucesivas de la operacion queiaaodos los signos de
cualquier columna o renglén. Demuestra que todo tablezduicible siempre contiene
un subtablero irreducible dex 2.

Problema 19.Determina todos los enteros positivos que no se puederbiesmila

a a+1 H™
formaj + $35 conay b enteros positivos.
Problema 20.En una extrafia fiesta cada persona conocia exactamemés22qper-
sonas. Para cada pareja de persdnas que se conocian, no habia en la fiesta ninguna
otra persona que las conociera a ambas. Ademas, para cajiagmpersona¥X’, Y
que no se conocian habia exactamente étigersonas en la fiesta a las que cada una
conocia. ¢, Cuantas personas habia en la fiesta?
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Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion te presentamos las soluciones que el egqliipoal de Tzaloa pre-
pard para 1020 problemas de préactica que figuran en este nimero de tuaebiate
cuenta que en cada problema siempre se incluye la exgitgcié justifica la validez
de la solucion y observa que la argumentacion siempressedyaresultados conocidos
y/o en razonamientos logicos.

Sin embargo, sabemos que la solucidn de ningln problentmiea y que, proba-
blemente, las que aqui se presentan no son las mejoress&@semuy posible que

tl hayas encontrado una solucion distinta pero igualenealida y quiza mas elegan-

te. Si este es el caso y la quieres compartir con nosotros stae muy seguro de

su validez, simplemente te invitamos para que la enviesatroubuzon electrénico
revi st aomm@nai | . com donde con gusto la estaremos analizando para compar-
tir contigo nuestra opinion.

Solucion del problema 1.

B x M x C

Sear = BM = MC. Los triangulos” AB y C M N son semejantes (ver en el apéndi-
ce la definicion 15) y el area del trianguldAB es el triple del area del triangulo
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CM N de donde,
2
5 (AC
MC
y se tiene quedC' = /3z. Luego, por el teorema de Pitagoras (ver en el apéndice el
Teorema 11) en el triangulé BC obtenemos que

AB = +/BC? — AC? = \/4a2 — 322 = z.
Por lo tanto, el triangulal BC es la mitad de un triangulo equilatero y sus angulos son

30°, 60° y 90°.

Solucion del problema 2.Seah = d — ¢ = c— b = b — a. Comoa y d son digitos,
obtenemos qué — a = 3h, de donde-9 < 3h < 9, es decir—3 < h < 3. Veamos
cada caso.

» Sih = +3, se tiene que dar la igualddd- a = +9, y comoa # 0 obtenemos
sb6lo el nUimer®630.

» Sih=-2,d—a=—6yapuedevaleb, 7,8,069.

= Sih=-1,d—a=—-3yapuedevales, 4,5,6,7,8,009.

m Sih=0,d—a=0Yapuede valer cualquier digito distinto te
m Sih=1,d —a=3yapuedevalei, 2,3, 4,5, 06.

= Sih=2,d—a=6Yapuedevalet, 2, 63.

Por lo tanto, tenemos en total- 4 4+ 7 + 9 4 6 + 3 = 30 nUmeros que cumplen.

Solucion del problema 3.0bservemos que el trianguidC' B es semejante al triangu-
lo GF B,y que el trianguld? C' A es semejante al trianguloD A.

A
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Entonces,
KC KC CB BC
AC  GF FB BC+ AC’
HC HC CA AC

BC  DE DA BC+AC’

de dondeKC = HC = £54%. Luego el triangulo rectangull’ C H es isosceles y

por lo tanto LCK H = 45°.

Solucion del problema 4.Cada fraccion unitarid se puede escribir como suma de
dlos fralcciones_; unitariag:- + 5-. De manera analogg. = - + .- yasii = % +

4 + 1- Continuando de esta forma podemos expreskacamo suma de fracciones
unitarias con denominadores crecientes y todos ellos palistntos, salvo los Gltimos
dos que son iguales.

Por otra parte, observemos gge= 1 + § y quez. = z- + &~ para todo entero
positivon. Luego, cada fraccion de la fomﬂﬁase puede escribir como suma de dos
fracciones unitarias distintas/sies par.

Por lo tanto, la fracci()% se puede escribir primero como sumade0 fracciones
unitarias con denominadores pares crecientes y la Ultmeaibn de esta suma se puede
escribir como suma de dos fracciones unitarias distintase®a manera la fraccion

20% se puede escribir como suma2id 1 fracciones unitarias distintas.

Solucion del problema 5.Podemos escribir & como100a + 10b + ¢ cona, by ¢
digitos distintos de cero. Entonce$, = 100c + 10b + a, y por lo tantoN — N’ =
99(a — ¢). Como7 no divide a99, entoncesV — N’ es divisible entr& siy sblo si7
divide aa — ¢. Comoa y ¢ son digitos, las Unicas parejas ¢) que cumplen esto son
aquellas com = ¢, o las pareja$l, 8), (2,9), (8,1) y (9,2). Entotal hayd + 4 = 13
de estas parejas, y para cada una se puede elegir uneaderes para. Asi, hay en
total9 - 13 = 117 nUmerosNV que cumplen lo pedido.

Solucion del problema 6.Tenemos que™ = m? — 144 = (m — 12)(m + 12).
Comop es un niumero primop — 12y m + 12 deben ser potencias ¢e Luego,
m — 12 = 1, es decirm = 13 o p divide am — 12y am + 12. Sim = 13, entonces,
(m,n,p) = (13,2,5).

Sip divide am — 12y am + 12, entonce® | (m + 12) — (m — 12) = 24, es decir,
p=2o0p=3.Sip =2, debemos encontrar dos potenciag delya diferencia se2d.
Observemos quer — 12 < 32, pues2™*! — 2" > 24, paran > 5. Luego,m — 12 es
igual a2t, 22,23 0 24, Considerando cada caso, vemos que sble 12 = 8 cumple,
por lo tanto(m, n, p) = (20, 8, 2).

Sip = 3, entonces debemos encontrar dos potencia3 caya diferencia sea4.
Observemos quer — 12 < 27, pues3™*! — 3" > 24, paran > 3. Entoncesn — 12
es:3! 0 32. Considerando cada caso, vemos que sble 12 = 3 funciona, luego
(m,n,p) = (15,4, 3).

Por lo tanto, los posibles valores péra, n, p) son:(13,2,5), (20,8,2)y (15,4, 3).
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Solucion del problema 7.SeaG la interseccion de la prolongacion d&F con la
paralela aBC' por A. Entonces los triangulodGE y DBE son semejantes y como
AFE = ED tenemos quelG = BD = CD. Luego,AG = 1CB.

A G

B D C

Por otra parte, los triangulad G y CF B también son semejantes, y por lo tanto
1 _ AG _ AF

2 CB ~ FC*
Solucion del problema 8.Primero acotamo20112°11:
20112011 < (104)2011 — 108044

de donde20112°!! tiene a lo mas044 digitos. Entre los nimeros que tienen a lo mas
8044 digitos el108°44 — 1 es el que tiene mayor suma de digitos, siendo esta igual a
9 - 8044 = 72396. Por lo que

S(2011%°M) < 72396.

Ahora, entre los niUmeros menores que o iguales7gaes, el 69999 es el que tiene
mayor suma de digitos, de donde

S(S(2011%011)) < 42.

Y de la misma manera, 8D es el nUmero con mayor suma de digitos de los menores
oiguales que2y
S(S(S(2011%2°11))) < 12.

Finalmente, cualquier nUmero menor o igual d@diene suma de digitos menor que
10 y concluimos ques(S(S(S(20112011)))) tiene solo un digito.

Nota. Viendo que20112°1! = 4 (mod9), como la suma de digitos de un nimero no
cambia su congruencia modulpobtenemos qus(S(S(S(20112011)))) = 4.

Solucion del problema 9.Como5 divide tanto al0™ como a25, también tiene que
dividir am?, y como5 es primo,5 divide am. Digamos quen = 5k, conk un entero
positivo. Sustituimos

2-10™ + 25 = (5k)? = 25k,
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Como?25 divide a25 y a 25k2, 25 divide a2 - 10", de donden > 2. Cancelamos y
tenemos que

2" 41 = k2
Ahora, el lado izquierdo siempre es impar, de dohd&ne que ser impar, digamos
k = 2t + 1, sustituimos

MM T2 4 1= (2t + 1) =4t* + 4t +1
2 HIEn=2 — 442 4 4t
M T2 =42 Lt =t(t + 1).

Comot y t + 1 son primos relativos, uno tiene que ser igu@a' y el otro igual
a5" 2. Sit =2"lyt+1 = 5"2 es facil ver que sdla = 3 cumple, de donde
m = 45. De la misma manera, si= 5" 2y ¢t + 1 = 2"~! es facil ver que sdla = 2
cumple, de donde: = 15. Entonces, las parejas que cumplensoa 2, m = 15y
n=23,m =45.

Solucion del problema 10.Consideraremos cuatro casaes< —1,z =0,z =1y
T > 2.

1. Siz < —1, entonces < 1, luego(2?)? = 2* < 2* — x + 1. Ademas como
r<0y2r+1<—1<0,entonces(2z + 1) > 0, de donde2x? > —u.
Luego,

st —rtl<at +227 4 1= (22 +1)2%

Luego,(2?)? < 2* —x + 1 < (22 + 1)%2. Comoz* — z + 1 esta estrictamente
entre dos cuadrados perfectos consecutivos, entoncasrabmo puede ser un
cuadrado perfectgsf). Por lo tanto, en este caso no hay parejas que cumplan la
ecuacion.

2. Siz = 0, tenemos qug? = 1, de dondey = +1. Por lo tanto(z,y) = (0,1)y
(z,y) = (0,—1) cumplen la ecuacion.

3. Siz = 1, tenemos qug? = 1, de dondey = +1. Por lo tanto(z,y) = (1,1)y
(z,y) = (1,—1) cumplen la ecuacion.

4. Siz > 2, entonces > 1, luegoz? — z + 1 < z* = (2?)2. Ademas como
x(2z — 1) > 0, tenemos que-z > —2z2. Luego,

stz 1>at =202 41 = (2% - 1)%

Luego,(z? —1)? < 2* —z + 1 < (2%)%2. Nuevamente, come* — x + 1 esta es-
trictamente entre dos cuadrados perfectos consecutintzmas él mismo no
puede ser un cuadrado perfectd)( Por lo tanto, en este caso no hay parejas
gue cumplan la ecuacion.

Por lo tanto las soluciones s, 1), (0, —1), (1,1) y (1, —1).

Solucion del problema 11.SeaO el centro de la semicircunferencia. Tenemos que
BP = BQ,CQ = CRy DR = DS, ya que son tangentes a la semicircunferencia
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(ver en el apéndice el teorema 17).

A 0] E

Usando la condiciodl B + CD = BC + DE, obtenemos:
AP+ BP+CR+DR=BQ+CQ+ DS+ ES.

De aquitenemos quéP = ES. Ademas/APO = ZESO = 90°y PO = SO. Por
lo tanto, los triangulogl PO y ESO son congruentes (ver en el apéndice el criterio 13).

Primera forma de terminar. De la congruencia de los triangulagsPO y ESO se
sigue queZOPS = LZOSP y por lo tanto:

/APS = /APO + ZOPS =90° + ZOSP = /PSE.
Por otro lado, en el cuadrilaterbP S E tenemos que:
2/FEAP+2/APS = /EAP + /APS + /PSE + /SEA = 360°.

Entonces/ EAP+ ZAPS = 180°y asiAPSFE es un trapecio isosceles. Por lo tanto,
AE'y PS son paralelas.

Segunda forma de terminar.De la congruencia de los triangules?O y ESO, la
altura desde® en el trianguloA PO es igual a la altura desdeen el triangulaE SO,
por lo tantoP y S estan a la misma distancia de la redt&, y en consecuenci@sS es
paralela @A F.

Solucion del problema 12.Ya que2® y 4° son positivos, podemos utilizar la desigual-
dad de la media aritmética - media geométrica (ver enahdige el teorema 7) como
sigue:
20 4 4b _ 2a71 + 2a71 + 22b > 3 N/ 2a—1.9a—1.92b
— 3\3/22(a+b71) — 3\3/22(16) — 3v/932
32191,

con la igualdad si y sblo €1°~! = 22°, Luego,a — 1 = 2by de aqui3b = 16 (pues
a+ b= 17). Por lo tanto, el valor minimo buscados2'?¥/4 cona = 3 y b = 18
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Solucion del problema 13.

1. Searuy,as, b1, by, c1 Y c2 l0S nimeros escritos por parejas en caras opuestas co-

mo se muestra en el siguiente cubo.

ai

by

C1

ba

a2

La suma de lo8 nimeros de los vértices es:

— Co

S = aibica + brasca + arbici + bragcr + crasbs + aiciby + arbaca + asbaca
= bica(ar + a2) + bici(ar + a2) + baci(ag + a1) + baca(ar + a2)

= (a1 + 0@)(1)102 + b101 + bQCl + bQCQ)
= (a1 + a2)(b1(ca + 1) + ba(c1 + ¢2))

= (al + ag)(bl + b2)(01 + 02)'

Luego,S = (a1 + a2)(b1 + b2)(c1 +¢2) =385 =5-7-11. Como5, 7y 11
son nimeros primos, los factor@s+ as, by + b Y ¢1 + co deben ser iguales a
estos nimeros en algln orden, por lo que la suma dendsneros de las caras
es(a; +az) + (b1 +b2) + (1 +¢c2) =5+ 7+ 11 =23.

2. Observemos que+ 2 + 3 +4 + 5+ 6 = 21. Luego, los enteros escritos en las
caras del cubo no pueden estar muy “alejados” de los nUme208, 4, 5, 6. De
hecho, necesitamos modificar esta sum&,dn cual sera posible modificando
uno de los nimeros delal 6 al aumentarlo e o modificando dos de los nUme-
ros aumentando eh a cada uno. El primer caso se puede hacer solamente al
sumar2 al 5 o al6, ya que los nimeros deben ser distintos, obteniendo las-col
ciones{1,2,3,4,7,6}y {1,2,3,4,5,8}. El segundo caso so6lo se puede hacer
cuando se suma al 5 y al 6, dando la colecciof1,2,3,4,6,7}. Por lo tan-
to, soblo hay dos coleccioneft, 2,3,4,7,6} y {1,2,3,4,5,8}. Y se acomodan
asi:{2,3},{1,6}, {4, 7} enel primer caso, ¥1,4}, {2,5}, {3, 8} en el segundo

caso.

Solucion del problema 14.Probaremos que tal bloque si existe. A partir de un blo-
que dadauy, as, . . ., a1go0, Obtendremos otro mediante el reemplazo del mayor de los
nameros del bloqueafogo) por el menor menos unai{ — 1). Observemos que en
cada paso el nimero de primos del segundo bloque difiere adcem con respec-

to al nUmero de primos del primer bloque. Si partimos dejbkinicial (que no tiene
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ningan nimero primo) y efectuamos este procedimientetrd@amente, es evidente que
para cuando lleguemos al bloque de los numeros k1000, éste tendra mucho mas
de5 primos. Es asi, que en alglin paso de la secuencia tuvinedener un bloque con
exactamentd primos.

Solucion del problema 15.SeanA, B, C, Dy F los vértices del pentagonod/, B,
C’, D'y E’ los puntos medios de los segmentt®, DE, EA, ABy BC, respecti-
vamente. Por el teorema de Pitagoras, tenemos que en tathgpao la mediana de
cada vértice siempre es mayor o igual que la altura trazestéecel mismo vértice, pero
como por hipotesis todas las medianas y las alturas tienmisina longitud, entonces
tenemos que la medianay la altura de cada vértice coinciden

A
Cl

D ————¢

Ahora sabemos qud A’ = CC'y LZAA'C = ZCC'A = 90°, y como AC es la-
do comin de los triangulos rectanguldst’C' y CC’ A se sigue por el teorema de
Pitagoras qué&’A = A'C. Luego, por el criterio LLL concluimos que los triangulos
AA'Cy CC'"A son congruentes, ¢ D = 2CA" = 2AC" = EA. De manera analo-
ga se concluye qu€A = BC = DE = AB, por lo que el pentagond BCDE
es equilatero. Por otro lado, la congruencia4ié’C' y CC’A ademas implica que
LZACD = ZEAC y comoAB = BC también tenemos queBCA = ZCAB. En-
tonces/BCD = ZFEAB, de donde se sigue queBCDE es equiangular y por lo
tanto regular.

Solucion del problema 16.EI primer jugador tiene garantizada la victoria si juega de
la siguiente manera.

Dividamos el tablero ef5 regionesde 4 x 3 (4 renglones y3 columnas). El primer
jugador siempre coloca sus dos fichas sobre una columnaddis con respecto al
eje mayor del tablero) y en sus primetisjugadas lo hace sobre las casillas de la
columnacentral de cada region. En su primer turno coloca sus fichas en deedqu

de las regiones. Si, en su turno, el segundo jugador colacéichas en una region
ocupada con fichas del primer jugador, entonces el primadjoigescoge cualquiera
de las otras regiones libres para la siguiente jugada. Selpoontrario, en su turno

el segundo jugador coloca sus fichas en una region librenees el primer jugador
responde colocando sus fichas en esa misma region.

Después de las primeras jugadas, el primer jugador habra ocupado en todas y cada
una de la®5 regiones del tablero dos casillas contiguas sobre la cauwentral. Lo
anterior deja, a lo mag5 jugadas adicionales para el segundo jugador. Notese que
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al estar obligado a colocar sus fichas siempre alineadassprato al eje menor del
tablero, s6lo puede jugar en renglones que no tengan oalpadsilla de la columna
central.

Por otro lado, observe que después de las pringragadas, el primer jugador tiene
garantizadas, cuando menos, o2as< 2 = 50 jugadas (dos por cada region, pues, a
los lados de sus primeras fichas, tieegervadadas casillas de la primera y la segunda
columna) sin que el segundo jugador pueda hacer algo pagalirtg

Solucion del problema 17.Probaremos el resultado por induccion fuerte (ver en el
apéndice el teorema 2). Para la base<{ 1) tenemos que el resultado es verdadero
toda vez quel = 2° - 3°, Ahora, sean > 1 un entero cualquiera y supondremos
que para todo enterm tal quel < m < n existe una representaci@iecuaday
probaremos que también puede ser representado adecuadamente.

= Sin es par, entonces tiene una representacion adecudia 21 + 32 - 22 4
C e 3UR .2V y por lotanton, = 2 (%) — 3u1.2v1+1+3u2.2v2+1+. . .+3uk.2vk+1
también es una representacion adecuada.

= Sin es impar, seael Gnico entero tal qua'™ > n > 3t. Sin = 3¢, entonces
n = 3! .29y quedaria probado el resultado. En caso contrario, tes&mue
n — 3 tiene una representacion adecudda: 2v1 4 342 - 292 4 ... 4 3k . QVk
y entonces = 3¢ - 20 4 3% . 2Vt 4 3u2 .22 4 ... 4 3% . 2% Comon — 3¢ es
par, entonces; > 0y, mas aling®*! > n > 3t 4 341 .2v1 > 3t 4 3u1.2 Por
lo tanto3! - 2 > 3“1 . 2, de donde se sigue que- u; y entonces tenemos que la
representacion dada arriba pareesulta ser adecuada.

Solucion del problema 18.En primer lugar, observemos que un tabler2de 2 es
irreducible si y solo si contiene una cantidad impar deasgn. Es facil verificar que

si un tablero d& x 2 contiene un nimero par de signesntonces siempre podra ser
transformado en otro que sbélo tenga sigro#\hora, como la operacion no cambia la
paridad del nimero de signes entonces un tablero dex 2 que contenga un numero
impar de signos- es intrinsecamente irreducible. Si un tableroyde n contiene un
subtablero irreducible d& x 2, éste es evidentemente irreducible (toda vez que en el
subtablero no es posible cambiar todosHogor +). Por otro lado, supongamos que el
tablero den x n no contiene subtableros irreduciblesXte 2. Aplicando la operacion

a todas las columnas que tienen en la primera posicion wmo sig obtendremos un
tablero cuyo primer renglon solo contiene sigrasAhora, afirmamos que el segundo
renglon de este tablero sblo contiene sigros —, pero no ambos. Véase, que de no
ser asi habria un signp al lado de un signe-, que junto con los dos signasarriba

de ellos (en el primer renglon) formarian un subtablerediucible de x 2, lo cual es
contradictorio. Aplicando, si fuera necesario, la opémacil segundo renglon obtene-
mos un tablero en el que los dos primeros renglones solertisignost. Siguiendo el
razonamiento anterior con los renglones restantes, esql& podemos arreglar el ta-
blero hasta que solo tenga signesPor lo tanto, un tablero de x n no es irreducible

si y sblo si no contiene subtableros irreducibleg de2.



22 Soluciones a los problemas de frctica

Solucion del problema 19.SeaA = ¢ + #£. Efectuando la suma tenemos que

b+l
A= % de dondé | a. Escribamos: = mb conm entero positivo. Entonces
A=m+ 3l — 2 — =1 de dondé + 1 | m — 1. Escribamosn — 1 = n(b+1)

conn > 0 entero. Entoncesd = n(2b+ 1) + 2. Sin = 0, tenemosA = 2. Sin =1,
entonces al variab, obtenemosd = 5,7,.... Observemos quél # 3. Nos queda
analizar a los nimeros pares> 2. Observe quel = z siy solo siz —2 = n(2b+1)

si y s6lo siz — 2 es multiplo de algin primo impar. Por lo tanto, los nUnsayae no
se pueden escribir en la forma requerida soh el 3 y todos los nimeros de la forma
2% 4+ 2 conk entero positivo.

Solucion del problema 20.Supongamos que haypersonas en la fiesta, ps, . . . , pn.
Fijemosi y contemos el nUmero de parejas ordenadas disfiitastales quep; cono-
ce ap; Y p; conoce a;,. Hay 22 parejas cork = i. Supongamos que # . Entonces
pr €S unade lag — 22 — 1 personas qug; no conoce, y hay personag; tales que
debemos incluir &j, k) en nuestra cuenta. Luego, hz8/+ 6(n — 23) de tales parejas.
Por otra parte, en total ha2? = 484 parejas ya que cada persona conoce a @ztas
personas. Por lo tantd384 = 22 + 6(n — 23) de donde obtenemos gque= 100.



Problemas propuestos

Problemas propuestos.
Afo 2011 No. 3.

La comunidad de Tzaloa se distingue por la pasion de pogeraulos retos y por su
gran amor a la reina de las ciencias: Matendtica. Por eso, siempre nos sentiremos
orgullosos de publicar tu trabajo y siempre reconocererhgsam talento de todos
nuestros lectores.

A continuacion presentamos el reto de Igsroblemas propuestos para este trimestre.
Recuerda que a partir de este momento puedes enviarnogliaps y que tienes hasta
antes de la publicacion de Tzal@aafio 2012, para hacernos llegar las soluciones
creativas y elegantes que solo t puedes construir.

Como siempre nuestro buzon electroni@vi st aomm@nai | . comesta a tu servi-
cio y ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu corithunos pondremos en
contacto contigo para poder publicar tu trabajo.

Problema 1.(Principiante) El siguiente hexagono esta formado pdriangulo equi-
latero de lad@, tres cuadrados y tres triangulos isosceles. ¢ Cuatg@eadio de la
circunferencia?
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Problema 2. (Intermedio) Sea un entero positivo par y sean b enteros positivos
primos relativos. Determina todos los valoresade b tales quen + b sea divisor de
a™ +b".

Problema 3. (Intermedio) Seamd BC' un triangulo yP un punto en su interior. Las
rectas paralelas a los lados ABC que pasan poP dividen a este triangulo en tres
triangulos mas pequefios y tres cuadrilateros conceécominP. Demuestra que Si
dos de estos cuadrilateros son rombos, entonces el téarebién lo es.

Problema 4. (Intermedio) ¢ De cuantas maneras se pueden colocar ddsadoa de
2 x 2 en una cuadricula dex 5 sin que se traslapen?

Problema 5. (Avanzado) Sean, b y ¢ nUmeros reales positivos tales quie: < 1.
Demuestra que,
a b c

b2+b+02+c+a2+a

3
> —.
-2

Soluciones a los problemas propuestos.
Afo 2010 No. 4.

A continuacion publicamos las soluciones de los problepnapuestos en Tzalog
afo2010. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista apareleersoluciones
de los problemas propuestos en Tzalpafo2011, por lo que todavia estas a tiempo
para enviarnos la tuya y asi podamos publicarla danddi éb crédito y reconoci-
miento pUblico que sblo th mereces.

Problema 1. (Introductorio) Un entero positiva se llamacompletosi satisface la
siguiente propiedad: Si es un digito de:, entonces el nimer®— « también es un
digito den. Por ejemplo, el nUmerd65,930 es completo, mientras que el nUmero
3,671 no lo es. ¢ Cuantos nUmeros completos hay anre0°?

(Nota: El nUmer® se considera completo ya que se puede escribir @9no

Solucion. Cada namero menor qu® lo consideraremos dé digitos, rellenando

con ceros a la izquierda de ser necesario. Primero considsris conjunto$0, 9},
{1,8}, {2,7}, {3,6} y {4,5}. Para cada conjunto, si uno de sus elementos aparece
en un nimero completo, el otro también tiene que aparBeerlo que, un nimero
completo menor qu#0® tiene2, 4 0 6 digitos diferentes. Veamos cada caso.

= Si el nUmero tiene sol® digitos diferentes, primero elegimos uno deiason-
juntos para tomar de €l los digitos y luego tenemos queaceotintos nimeros
podemos formar con esos dos digitos. Si elegimos el canjunt} podemos
formar2% niimeros, pero tenemos que regpues no consideramos los nime-
rosaaaaaa y bbbbbb. Tenemos en totdl(25 — 2) = 310.



Problemas propuestos 25

= Si el nUmero tiend digitos diferentes, elegimos los dos conjuntoi@e: 10
maneras. Ahora, tenemos que ver cuantos numer6gigitos hay que tengan
exactamente esdsdigitos. Dividiremos nuevamente en dos casos:

1. Supongamos que tres de los digitos aparecen una vezstatteaparece
tres veces. Primero elegimos ddormas el digito que se repetira, luego
elegimos las tres posiciones que ocupar@gde: 20 formas y por Gltimo
acomodamos los tres digitos que faltarBtle- 6 formas. Tenemos un total
de4 - 20 -6 = 480 nUmeros.

2. Supongamos que dos digitos se repiten dos veces y l@stest@apare-
cen una vez. Primero elegimos el primer digito a repetissé tbrmas,
luego elegimos las dos posiciones que ocupar@j& 15 formas. Aho-
ra elegimos el segundo digito a repetirse3dmaneras y las posiciones
que ocupara d¢;) = 6 formas. Finalmente multiplicamos pat = 2
que son las maneras de acomodar los dos digitos restastesnds da
4-15-3-6-2 = 2,160 nUmeros. Pero estamos contando doble, pues si
primero elegimos el digita con posiciones; y a». y luego el digitob
con posicione$; y by hay también otro nimero considerado donde pri-
mero elegimos el digitd con posicione$; y b, y luego el digitoa con
posiciones:; y aq. Por lo tanto, hay, 080 nimeros en este caso.

Por lo tanto, tenemoK)(480 + 1, 080) = 15, 600 nUmeros en este caso.

= Si el nUmero tiené digitos diferentes, simplemente elegimos los tres cdogin
de digitos de(g) = 10 formas. Con los seis digitos podemos forrelae= 720
nameros, por lo que tenemos en tatal 720 = 7, 200 nUmeros.

Concluimos que ha$10 + 15,600 + 7,200 = 23,110 niUmeros completos menores
que10°.

Problema 2. (Intermedio) Seam, as, . . ., ag 0cho enteros distintos cualesquiera es-
cogidos del conjuntel = {1,2,...,16, 17}. Demuestra que existe un entéro- 0 tal

que la ecuacion; — a; = k tiene al meno8 soluciones diferentes. Ademas encuentra
un subconjunto del con7 elementos tal que la ecuacion— a; = k no tenga tres
soluciones distintas para ningtn valore- 0.

Solucion. Supongamos que no existe un enters 0 con la propiedad requeridayy, sin
pérdida de generalidad, supongamos@ue as < az < --- < as.

Consideremos lag diferenciasd; = a;+; — a; coni € {1,2,...,7}. Asimismo
consideraremos lasdiferenciad; = a,12 —a; coni € {1,2,...,6}. Es facil ver que
la suma de esas} diferencias es

2-(ag—a1)+(a7—a2)§2(17—1)+(16—2):46.

Al suponer que ninguna de estas diferencias ocurre massieedes, tenemos que el
valor mas pequefio posible para la suma dé 3adiferencias es

2-(14+2+3+4+5+6)+7=49,
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lo que es una contradiccion. Por lo tanto, debe existir tierek > 0 tal que al menos
tres de las diferenciag — a; = kconi # j € {1,2,...,7,8}.

Para la segunda parte del problema es facil ver{que, 4,7,11,16,17} C A es una
de varias posibles soluciones.

Problema 3.(Intermedio) En un trianguld BC la mediana y la altura desde el vértice
A dividen al angula/ BAC en tres angulos de areas iguales. Determina las medidas
de los angulos del triangulé BC.

Solucion. SeaM el punto medio del lad®C'y H el pie de la altura desdé. Tenemos
que los triangulogtBH y AM H son congruentes por el criterio de congruencia ALA.
AdemasBH = HM = € yaqueMC = MB.

A

B H M C

Como AM es hisectriz del angulél AC, por el teorema de la bisectriz tenemos que

A — M esdecir4Z = 1. Pero

MC? 'AC
A _ ooy = |
AC_COS (0% —2

Como0 < 2a < 180°, tenemos quéa = 60°, de dondex = 30°. Por lo tanto, los
angulos del triangulel BC son/BAC = 3a = 90°, ZABC = 90° — o = 60° y
ZBCA =90° — 2a = 30°.

AC

Problema 4.(Avanzado) Seaa, b, c y d nUmeros reales tales qué+b%4-c?+d? < 1.
Determina el valor maximo de la suma

(a+0)*'+(a+o) +(a+d)* + (b+c)* + (b+d)* + (c+d)* .

Solucion. SeaS la suma que deseamos maximizar. Observemos que para aietasq
nimeros reales, y, se tiene que
(@ + )" < (z+y)'+ (@ —y)' = 2" +62°y" +¢"),
y la igualdad se da siy sblo si= y.
Aplicando esta desigualdad a cada sumand§ tlnemos que
S < 2(3a’ +3b* + 3¢ 4 3d* 4 6(a?b? + a®c? + a*d® + b2 + b2d? + Ad?))
= 6(a* + 0"+t d* +2(a%D? + a?? + aPd® + VPP + b2d? 4 Pd?))
6(@2 +b2 +02 +d2)2
6.

IN
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Cuando = b =c=dya?+b*+c*+d? = 1, laigualdad se alcanza en los nimeros
a:b:c:d:%ya:bzczd:—
Por lo tanto, el valor maximo dg€ es6.

N [=

Problema 5.(Avanzado) Sea un entero positivo. Demuestra que

S(2n)
2

< 8(n) <5-5(2n)

dondeS(n) denota la suma de los digitos de
Demuestra también que existe un entero positival que

S(n) = 2010 - S(3n).

Solucion. Sean = ag + 10a; + 10%ay + - - - + 10%a; un entero positivo con digitos
ap,ai, . ..,ag. 1enemos que

2n = 2ap + 10(2a1) + 102(2az) + - - - + 10%(2az,). (1)

Sia; < 4, entonceQq; es un digito y5(2a;) = 2a;.

Sia; > 5, entoncefa; = 10 + a/; donded’, es un digito, y10?(2a;) = 10°T! + 10%al.
Luego, cada uno de los sumandos de (1) eo» 5 aportal + a; a la suma de los
digitos de2n. Como tambiérb(2a;) = 1 + a}, Se sigue que

k

S(2n) =Y S(2a:).

=0

Por otra parte, es facil verificar q¥2a;) < 2a; y S(a;) < 5-5(2qa;) para cada digito

;.
Por lo tanto,
k k k
S(2n) = ZS(Qai) < ZQai = QZCM =2S5(n)
i=0 i=0 i=0
y

k k
5-8(2n) =Y 5-59(2a;) > > _ S(a;) = S(n),
=0 =0
de donde se sigue el resultado.

Finalmente, consideremos el nimere- 33 ...36.
——

6028
Tenemos que,

3n=100...08, S(3n) =9y S(n)=3(6028) + 6 = 18090 = 2010 - S(3n).
6028
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Olimpiadas Internacionales

American Mathematics Competition (AMC)

En el mes de marzo se pidi6 al comité de la olimpiada de Bstdtiidos de América,
el examen de la primera fase que aplican a nivel nacionahd®zamen consta de dos
niveles: AMC 10 y AMC 12. El nivel 10 es para los estudiantes gatan cursando
a lo méas primero de preparatoria, y el nivel 12 para aquellEsestan en segundo o
tercero. En cada nivel los concursantes tienen 75 minutasrpaolver el examen y el
puntaje maximo posible es de 150 puntos. Los estudiantgiEam®s que en ese mo-
mento eran parte de la preseleccion para la Olimpiada @angricana y del Caribe,
presentaron el examen AMC 10. Los tres primeros lugaresifuduan Carlos Ortiz
Rhoton (Jalisco), con 121.5 puntos, Adan Medrano MaréinGhmpo (Jalisco), con
99 puntos, y Gustavo Humberto Vargas de los Santos (Campecmed9 puntos. Por
otra parte, los estudiantes que en ese momento eran padedeskleccion para las
Olimpiadas Iberoamericana e Internacional, presentdrexaenen AMC 12. Los tres
primeros lugares del equipo mexicano fueron: Flavio Hedez Gonzalez (Aguasca-
lientes), con 117 puntos, Jorge Ignacio Gonzéalez Cazaatisco), con 113 puntos, y
Daniel Perales Anaya (Morelos), con 108 puntos.

A continuacién presentamos los examenes del concurso fv@rican Mathematics
Competition) de este afio.

AMC 104

Problema 1.Un plan de teléfono celular cuesta dblares cada mes, masentavos
por mensaje de texto enviado, miAkcentavos por cada minuto utilizado después de
30 minutos. En enero Michelle envi®0 mensajes de texto y hablo durafée5 horas.
¢Cuanto es lo que debe pagar?

(a) @4 (b) $24.50 () $25.50 (d) 28 (€) 80
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Problema 2.Una botella pequefia de shampoo puede cont&nmililitros de sham-
poo, mientras que una botella grande puede contgitemililitros. Jasmine quiere
comprar el minimo nimero necesario de botellas pequedraslienar totalmente una
botella grande. ¢ Cuantas botellas debe comprar?

(a)11 (b) 12 ©) 13 (d) 14 ()15

Problema 3. Suponga quéu b] denota el promedio dey b, y {abc} denota el pro-
medio dea, by c. ¢ Cuanto valé{110}[01]0}?

@35 (0) 5 ©)3 (d) 75 ©3

Problema 4.SeanX =10+ 12+ 14+ ---4+100,Y = 12+ 14+ 16 + - -- + 102.
¢ Cual es el valor d¥ — X7

(a)92 (b) 98 (c) 100 (d) 102 (e)112

Problema 5.En una escuela primaria, los estudiantes de tercer, cuainyo grado
corren en promedi®2, 15 y 10 minutos por dia, respectivamente. Hay el doble de es-
tudiantes de tercer grado que de cuarto grado y el doble ddiastes de cuarto que
de quinto grado. ¢ Cual es el nUmero promedio de minutaglosrpor los estudiantes

al dia?

(a)12 (b) I (c) % (d)13 (e)14

Problema 6. El conjunto A tiene20 elementos y el conjunt® tiene 15 elementos.
¢,Cual es el menor nmero de elementoglde B, la unidbn ded y B?

@5 (b) 15 (c) 20 (d)35 (e)300
Problema 7.¢,Cual de las siguientes ecuaciones no tiene soluciones?

@@ +72=0 ()] -32/+5=0 ()vz-2=0 (d)\T-8=0
()| —3xz|—4=0

Problema 8. El verano pasado €10 % de las aves que vivian en Ciudad Lago eran

gansos25 % eran cisnesl0 % eran garzas $5 % eran patos. ¢ Qué porcentaje de las
aves que no eran cisnes eran gansos?

()20 (b) 30 (c) 40 (d) 50 (e)60
Problema 9.Una regibn rectangular esta limitada por las graficasadestuaciones
y=a,y=—bx=—cyx=d, dondeq, b, cy d son nUmeros positivos. ¢, Cual de las

siguientes expresiones representa el area de la region?

(@) ac + ad + bc + bd (b) ac — ad + be — bd (c)ac + ad — be — bd
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(d) —ac — ad + be + bd (e)ac — ad — bc + bd

Problema 10.La mayoria de los estudiantes de la clase del Sr. Gomezremampapi-

ces en la libreria de la escuela. Cada estudiante compnésalo nimero de lapices

y este nUmero es mayor qieEl precio en centavos de cada lapiz es mayor que el
numero de lapices que cada estudiante comproé y el casiai®todos los lapices fue
del7.71 dolares. ¢ Cuél es el precio en centavos de cada lapiz?

(@7 (b) 11 ()17 (d) 23 (€)77

Problema 11.El cuadradd? F'G H tiene un vértice en cada lado del cuadrad®C D.
El puntoE estd endAB de maneraqud E’ = TEB. ¢Cual es la razbn entre el area de
EFGH y el area deABCD?

(@) 51 (b) & ©1 (d) 22 (e) Y4

Problema 12.Los jugadores de un equipo de basquetbol hicieron tiros gleng
puntos, otros que valeh puntos y algunos tiros libres que valérpunto. Anotaron
la misma cantidad de puntos con los tiros2deuntos que con los tiros depuntos.
El nimero de tiros libres exitosos es mayorleque el nUmero de tiros exitosos e
puntos. Si el puntaje final del equipo fue@lepuntos, ¢ cuantos tiros libres hicieron?

(@)13 (b) 14 (€) 15 (d) 16 (€)17

Problema 13.¢ Cuantos enteros pares, er2e y 700, existen tales que todos sus digi-
tos son diferentes y pertenecen al conjunite2, 5,7,8,9}?

()12 (b) 20 (c) 72 (d)120 (e)200
Problema 14.Un par de dados décaras son lanzados. La suma de los nUmeros que se

obtiene es el diametro de un circulo. ¢ Cuél es la problalide que el area del circulo
sea menor que el perimetro?

(@) 55 (b)15 © 5 (d) 3 O
Problema 15.Roy compr6 un coche hibrido, eléctrico-gasolina. En isjey las pri-
meras40 millas el coche utilizd Unicamente la bateria eléctrycal resto del viaje
utilizé exclusivamente gasolina, gastani62 galones por milla. Si en todo el viaje

tuvo un promedio dé5 millas por galon, ¢,cuantas millas recorri6 en el viaje?

(a) 140 (b) 240 (c) 440 (d) 640 ()840

Problema 16.La expresion/9 — 6v/2 + /9 + 6v/2 es igual a:

(2)3v2 (b)2V6 (©) T2 (d)3v3 (e)6
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Problema 17.En la secuencia d&términosA, B,C, D, E, F, G, H el valor deC' es
5y la suma de cualesquiera tres terminos consecutiveg.gsCuanto valel + H?

@17 (b) 18 (©) 25 (d) 26 (€)43

Problema 18.Cada uno de los circulos tiene radioLos circulos con centrad y B
son tangentes. Si el circulo con centf@s tangente con el punto medio del segmento
AB, ¢cuanto vale el area sombreada?

Y/

@3 -3 (b) 5 ()2 (d) 2= ©1+72

Problema 19.En 1991 la poblacion de cierta ciudad era un cuadrado perfect@ Die
afios después, el nimero de habitantes se incremeh%0 personas y la poblacion era
un cuadrado perfecto masHoy, en2011, con el incremento dé50 personas mas, la
poblacion es de nuevo un cuadrado perfecto. ¢, Cual degoestes nUmeros esta mas
cerca del porcentaje de crecimiento de la poblacion dauldaci durante este periodo
de veinte afios?

(a) 42 (b) 47 (c) 52 (d) 57 (€) 62

Problema 20.Dos puntos en una circunferencia de radgon seleccionados de forma
independiente y al azar. Para cada punto, se dibuja en kxifirede las manecillas del
reloj una cuerda de longitud ¢, Cual es la probabilidad de que dos cuerdas se intersec-
ten?

@3 () 3 ©) 3 (d) 3 ©3

Problema 21.Dos monedas falsas de igual peso se mezcla® coonedas idénticas y
auténticas. El peso de cada una de las monedas falsasresdifal peso de cada una
de las monedas auténticas. De18snonedas, se seleccion2ml azar y sin reempla-
zamiento. De la8 monedas restantes, se eligen otras 2 al azar y sin reemjégetam
Si el peso total del primer par de monedas seleccionadasi@ssabpeso total del se-
gundo par, ¢cual es la probabilidad de quetlesnedas sean auténticas?

@) 1% (0) 33 © 15 (d) 15 © 13

Problema 22.Cada vértice de un pentagoA®BC DE se colorea. Hag colores para
elegir y cada diagonal debe tener los extremos de distitw. gCuantas maneras di-
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ferentes hay de colorear?
(a)2520 (b) 2880 (c) 3120 (d) 3250 (e)3750

Problema 23.Siete estudiantes cuentan dell 1000 de la siguiente manera:

= Alicia dice todos los nimeros excepto el nUmero del medigatia grupo con-
secutivo de tres nimeros. Esto es, Alicia dice,

1,3,4,6,7,9,...,997,999, 1000.
= Barbara dice todos los numeros que Alicia no dijo, except® también omite
el numero del medio de cada grupo consecutivo de tres ruaner

= Céandida dice todos los nUmeros que no dijeron Alicia ybRé&a, pero también
omite el nimero del medio de cada grupo consecutivo de fregros.

= Diana, Elenay Fatima, dicen todos los nimeros que no lrduo ks estudiantes
anteriores en orden alfabético, pero también omitenelero del medio de cada
grupo consecutivo de tres nUmeros.

= Finalmente, Jorge dice el Gnico nUmero que nadie dijo.
¢,Qué nimero dice Jorge?
(a)37 (b) 242 (c) 365 (d) 728 (e)998
Problema 24.Dos tetraedros regulares distintos tienen todos suseérein los vértices

del mismo cubo unitario. ¢ Cual es el volumen de la regioméala por la interseccion
de los tetraedros?

@) 1 (b) 2 © ¥ (d) & (e) X2

Problema 25.SeaR una region cuadradary > 4 un entero. Un puntX en el interior
de R se llama “particionah-rayos”, si existem rayos saliendo d& que dividen aR
enn triangulos de la misma area. ¢ Cuantos puntos son “faréitl 00-rayos” pero no
son “particionab0-rayos”?

(a) 1500 (b) 1560 (c) 2320 (d) 2480 (e) 2500
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AMC 124

Problema 1.Un plan de teléfono celular cuest dolares cada mes, méscentavos
por mensaje de texto enviado, méscentavos por cada minuto utilizado después de
30 minutos. En enero Michelle envid0 mensajes de texto y hablé durafe5 horas.
¢Cuanto es lo que debe pagar?

(a) ®4 (b) $24.50 () $25.50 (d) $28 (€) 80

Problema 2.Hay 5 monedas colocadas sobre una mesa como se muestra en la figura.

¢, Cuél es el orden de las monedas de arriba hacia abajo?

(@) (C,AE,D,B) (b) (C,A,D, E,B) (c)(C,D,E,A,B)
d)(C,E,A,D,B) (e)(C,E,D,A,B)

Problema 3.Una botella pequefia de shampoo puede cont&nmililitros de sham-
poo, mientras que una botella grande puede contgemililitros. Jasmine quiere
comprar el minimo nimero necesario de botellas pequadiraslienar totalmente una
botella grande. ¢ Cuantas botellas debe comprar?

(a)11 (b) 12 ©) 13 (d) 14 )15

Problema 4.En una escuela primaria, los estudiantes de tercer, cuaainyo grado
corren en promedi®2, 15 y 10 minutos por dia, respectivamente. Hay el doble de es-
tudiantes de tercer grado que de cuarto grado y el doble ddiastes de cuarto que
de quinto grado. ¢ Cual es el nUmero promedio de minutaglosrpor los estudiantes

al dia?

(a)12 (b) 21 (c) 2 (d)13 (e)14

Problema 5. El verano pasado €40 % de las aves que vivian en Ciudad Lago eran
gansos25 % eran cisnesl0 % eran garzas $5 % eran patos. ¢ Qué porcentaje de las
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aves que no eran cisnes eran gansos?

(a)20 (b) 30 (c) 40 (d) 50 (€) 60

Problema 6.Los jugadores de un equipo de basquetbol hicieron tiros glea¥ pun-
tos, otros que valef puntos y algunos tiros libres que valérpunto. Anotaron la
misma cantidad de puntos con los tirosdpuntos que con los tiros depuntos. El
namero de tiros libres exitosos es mayorleque el nimero de tiros exitosos de
puntos. Si el puntaje final del equipo fue@lepuntos, ¢ cuantos tiros libres hicieron?

(a)13 (b) 14 () 15 (d) 16 (e)17

Problema 7.La mayoria de los estudiantes de la clase del Sr. Gomezrepomplapi-

ces en la libreria de la escuela. Cada estudiante compnésalo nimero de lapices

y este nUmero es mayor queEl precio en centavos de cada lapiz es mayor que el
nimero de lapices que cada estudiante compro6 y el castal®todos los lapices fue
de17.71 dblares. ¢ Cuél es el precio en centavos de cada lapiz?

(a)7 (b) 11 (€)17 (d) 23 (€)77

Problema 8.En la secuencia d&términosA, B,C, D, E, F, G, H el valor deC es5
y la suma de cualesquiera tres términos consecutivd8.gguanto valel + H?

()17 (b) 18 (c) 25 (d) 26 (€) 43

Problema 9.En una convencién de gemelos vy trillizos, habi@onjuntos de gemelos
y 6 conjuntos de trillizos, todos de familias distintas. Caéanglo le dio la mano a
todos los gemelos excepto a su hermano(a) y a la mitad deillze$r Cada trillizo
dio la mano a todos los trillizos excepto a sus hermanos @eas) y a la mitad de los
gemelos. ¢, Cuantos apretones de manos hubo?

(a) 324 (b) 441 (c) 630 (d) 648 (€) 882

Problema 10.Un par de dados décaras son lanzados. La suma de los nUmeros que se
obtiene es el diametro de un circulo. ¢ Cuél es la problabiide que el area del circulo
sea menor que el perimetro?

(@) 35 (0)75 © 3 () 7 OF

Problema 11.Cada uno de los circulos tiene radioLos circulos con centrad y B
son tangentes. Si el circulo con cenffes tangente con el punto medio del segmento
AB, ¢cuanto vale el area sombreada?
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Y/

@3-3 (b) 3 (©)2 (d) 3= 1+1

Problema 12.Una lancha de motor y una balsa partieron desde el mdefie abajo.

La balsa recorri6 la distancia hasta el muélla la velocidad de la corriente del rio. La
lancha de motor se mantuvo a una velocidad constante coectesg rio. La lancha
de motor llegd al muellé3, e inmediatamente gir6d y viajo de regreso rio arriba. Se
encontr6 con la balsdhoras después de dejar el muelle; Cuéntas horas le tomo a
la lancha de motor ir del muell¢ al muelleB?

()3 (b) 3.5 () 4 (d) 4.5 ()5

Problema 13.En un trianguloABC, se tiene quedB = 12, BC' = 24y AC = 18.
La recta que pasa por el incentro del triangdlBC' y es paralela &8C, intersecta al
segmentad B en el puntaM y al segmentoAC en el puntaV. ¢ Cual es el perimetro
del trianguloAM N?

(a)27 (b) 30 (c)33 (d) 36 (e)42
Problema 14.Supongamos quey b son enteros positivos de un solo digito elegidos

de manera independiente y al azar. ¢, Cuél es la probabdielagie el puntda, b) se
encuentre por encima de la parabgla ax? — bx?

(@4 (b) OF: (d) & (e)
Problema 15.La base circular de una semiesfera de r@désta sobre la base de una

piramide cuadrangular de altufalLa semiesfera es tangente a las otrasiras de la
piramide. ¢ Cual es la longitud de cada arista de la basepiegimide?

(@)3v2 (b) % (©)4v2 (d)6 OF
Problema 16.Cada vértice de un pentagoABC D FE se colorea. Hag colores para
elegir y cada diagonal debe tener los extremos de distintw. ggCuantas maneras di-

ferentes hay de colorear?

(2) 2520 (b) 2880 (c) 3120 (d) 3250 (e)3750
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Problema 17.Tres circulos de radiok 2 y 3 son tangentes externamente dos a dos.
¢,Cual es el area del triangulo cuyos vértices son loggude tangencia?

()2 (b) 2 (€)1 (d) ¢ (e) ¢

Problema 18.Supongamos que + y| + |« — y| = 2. ¢ Cual es el valor mayor posible
dez? — 6z + y2?

@5 (b) 6 )7 (d)8 )9

Problema 19.En una competencia ca¥ jugadores, el nUmero de jugadores con status

VIP esigual a
9l+llogy(N-1)] _ n7.

Suponiendo qué9 jugadores tienen status VIP, ¢cual es la suma de los dopenas
quefios valores d& ? (Nota:| 2| denota el mayor entero que es menor o igualgue

(a)38 (b) 90 (c) 154 (d) 406 (e)1024

Problema 20.Seaf (z) = ax? + bx + ¢, dondea, b y ¢ SOn enteros. Supongamos que
f(1)=0,50 < f(7) < 60,70 < f(8) < 80,y 5000k < f(100) < 5000(k + 1) para
algln enterd:. ¢, Cual es el valor de?

@1 (b)2 (©)3 (d)4 (€)5

Problema 21.Seanf;(z) = V1 —z Y fo(x) = fn-1(v/n? — ) para cada entero
n > 2. Si N es el mayor valor de para el cual el dominio dé, es no vacio, el domi-
nio de f es{c}. ¢Cuél es el valor d& + ¢?

(a) —226 (b) —144 (c) —20 (d) 20 (e) 144

Problema 22.SeaR una region cuadradary > 4 un entero. Un puntX en el interior
de R se llama “particionah-rayos”, si existem rayos saliendo d& que dividen aR
enn triangulos de la misma area. ¢ Cuantos puntos son “fuaréitl 00-rayos” pero no
son “particionab0-rayos”?

(a) 1500 (b) 1560 (c) 2320 (d) 2480 () 2500

Problema 23.Seanf(z) = zi‘g y g(z) = f(f(z)), dondea y b son nlmeros comple-
jos. Supongamos que| = 1y queg(g(z)) = z para todo: tal queg(g(z)) esta defi-

nido. ¢, Cuél es la diferencia entre el valor maximo y el vaitimo de|b|?

@0 (b) v2 -1 ©v3-1 d1 (€)2

Problema 24.Considere todos los cuadrilaterd8C D tales quedB = 14, BC =9,
CD =7y DA = 12. ¢Cual es el radio del circulo mas grande que cabe deatia d
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cuadrilatero?
(@) V15 (b) V21 (c)2v6 (d)5 (e)2V7

Problema 25.En el trianguloABC se tiene que/BAC = 60°, ZCBA < 90°,
BC =1y AC > AB. SeanH, I y O el ortocentro, incentro y circuncentro del
triangulo ABC, respectivamente. Supongamos que el area del pentdf0od H es
la mayor posible. ¢ Cual es la medida del angtddB A?

(a) 60° (b) 72° (c) 75° (d) 80° (€)90°

Xl Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Del 16 al 26 de junio de 2011 se celebré en Colima, México, la Xlll Oliaga Ma-
tematica de Centroaméricay el Caribe. México ocupgietgr lugar, conl 18 puntos,

de entre lo4 3 paises que participaroﬁste es el puntaje méas alto que se ha obtenido
en una Olimpiada Centroamericana.

La delegacion mexicana estuvo integrada por los alumndanAMedrano Martin del
Campo (Jalisco), Enrique Chiu Han (Distrito Federal) y Jdaros Ortiz Rhoton (Ja-
lisco). Todos ellos obtuvieron medalla de oro. Enrique wbtii puntos de un total de
42, Adan obtuvol0 puntos y Juan Carlos obtudd puntos.

A continuacion presentamos los examenes de la Xl OladaiCentroamericana y
del Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatrs lyareedia cada una para
resolverlos.

Problema 1.En cada uno de los vértices de un cubo hay una mosca. Al snisdbato
cada una de las moscas vuela a alguno de los vértices dekituado en una misma
cara que el vértice de donde partid, pero diagonalmentestp a éste. Al sonar el
silbato, ¢,de cuantas maneras pueden volar las moscas deque@n ningln vértice
queden dos 0 mas moscas?

Problema 2.SeanABC un triangulo escalend) el pie de la altura desd4, E la
interseccion del ladalC' con la bisectriz de¥ ABC, y F' un punto sobre el ladd B.
SeaO el circuncentro del trianguld BC' y seanX, Y, Z los puntos donde se cortan
las rectasAD con BE, BE conCF, CF con AD, respectivamente. S{Y Z es un
triangulo equilatero, demuestra que uno de los triaogOX Y, OY Z, OZX es un
triangulo equilatero.

Problema 3.Aplicar un desliza un entera > 2 significa tomar cualquier primpque
. . 2
divida an y reemplazarn por %.
Se comienza con un entero cualquiera mayor o iguayae le aplica un desliz. Al
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nimero asi obtenido se le aplica un desliz, y asi suaagmte se siguen aplicando
deslices. Demuestra que sin importar los deslices apl&agoalgiin momento se ob-
tiene el nUmeré.

Problema 4.Encuentra todos los enteros positiyeg y r, conp y ¢ nUmeros primos,
que satisfacen la igualdad:

1 1 1 1

+ - .
p+1 q¢g+1 (p+1)(@g+1) r

Problema 5.Los nUmeros reales positivasy, z son tales que,
Y Z x
r+-=y+—=z+-—=2.
z T Y
Determina todos los valores posiblesatle y + z.

Problema 6.SeaABC un triangulo acutanguloy sedn, E'y F' los pies de las alturas
desdeA, By C, respectivamente. Seahy Z los pies de las perpendiculares desde
By C sobreF'Dy DE, respectivamente. Sda la reflexion deF' con respecto &

y seak; la reflexion deFE con respecto &'. SI3EF = FD + DE, demuestra que
/BZF, = /CYE;.

Nota: La reflexbn de un puntd® respecto a un punt@ es el puntaP; ubicado sobre

la recta PQ tal queQ@ quedaentrePy P;,y PQ = QP.
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Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

XXIII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional partieipaalmente en la Olim-
piada Matematica de la Cuenca del Pacifico, APMO, por gllassen inglés. En el
mes de marzo, se aplicd el examen de la XXIII Olimpiada Méatiea de la Cuenca del
Pacifico a los alumnos que en ese momento formaban partpdsskdeccion nacional.
Dicho examen se aplica y califica en México. Los 10 mejorésrnes se enviaron a
Jap6n para ser evaluados por el comité japonés. Los akigue obtuvieron medalla
fueron: Daniel Perales Anaya (Morelos), Flavio Hernardenzéalez (Aguascalientes)
y Diego Alonso Roque Montoya (Nuevo Ledn) con medalla deapldoshua Ayork
Acevedo Carabantes (Guanajuato), Fernando Josafathvéfidpez (Nuevo Lebn),
Georges Belanger Albarran (Morelos) y Adan Medrano Madgl Campo (Jalisco),
con medalla de broncé‘ngel Adrian Dominguez Lozano (Nuevo Leo6n), Juan Carlos
Ortiz Rhoton (Jalisco) y José Nain Rivera Robles (Qaecdtobtuvieron una mencion
honorifica. México ocupb6 el lugar nUmero 14 de los 34gaparticipantes.

A continuacién presentamos el examen y sus solucionesXi¥Il&Olimpiada de la
Cuenca del Pacifico. Los alumnos tuvieron 4 horas paravertol

Problema 1. Seana, b, ¢ enteros positivos. Muestra que es imposible que los tres
numerosi® +b+c, b?> +c+ay c® +a+b sean cuadrados perfectos al mismo tiempo.

Solucion de Flavio Hernandez Gonalez.Supongamos lo contrario, es decir, que los
tres nimeros? + b + ¢, b> + ¢+ a y ¢* + a + b son cuadrados perfectos al mismo
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tiempo. Entonces, comq b y ¢ son enteros positivos tenemos que,

a+b+c > d

V+ct+a > b
Atat+b > A
y como son cuadrados perfectos deben ser al menos el siguaieatirado perfecto,
luego,a? +b+c> (a+1)%,0*>+c+a> (b+1)?yc®>+a+b> (c+1)2 Entonces,
a?+b+c>a>+2a+1,02+c+a>b>+2+1yct+a+b>c%+2c+1,de
dondep+c>2a+1,c+a>2b+1ya+0b>2c+ 1. Luego,

b+c)+(c+a)+(a+bd) > (2a+1)+(2b+1)+(2¢+1)
2a+2b+2c > 2a+2b+2c+3
0 > 3

lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, no es posible que los tres nimerfos b+ ¢, b> +c+ay c¢® +a+ b sean
cuadrados perfectos al mismo tiempo.

Problema 2.Considera cinco puntad,, A,, As, A4, A5 en el plano de tal forma que
no haya tres colineales. Determina el valor maximo posjbke puede tomar el valor
minimo entre los angulasA; A; A, dondei, j, k son enteros distintos enttey 5.

Solucion de Daniel Perales AnayaDemostraremos qu6° es la respuesta.
Nos fijamos en la envolvente convexa de los cinco puntos (vet apéndice la defini-
cibn 21). Hay3 casos:

1. La envolvente es un triangulo. Sabemos quelasgulos sumamg0°, y por lo
tanto habra uno menor o igualléso— = 60°. Supongamos que este angulo es
LA A5Ay. A

1

Ay

As
A5 A4

Supongamos que giramos la lindga4; con centrad; en direccion a,, enton-
ces nos encontramos primero cdpy luego conds (que sabemos estan dentro
del triangulo). Entonces,

LA A5 Ay + LAy As Az + LA3As Ay LA1A5A, < 60°

=20°.
3 3 -3 0
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Por lo tanto, sabemos que alguno de los tres angulos serér mee20° y por
lo tanto el menor angulo serd menor Q&.

. La envolvente es un cuadrilatero. Como do&ngulos del cuadrilatero suman
360°, el menor de ellos, digamasA; A5 A4, es menor o igual é‘l—oo = 90°.

De la misma forma como dos de los puntos quedan dentro deldrigl; A5 A,
podemos dividir este angulo @rangulos, y por lo tanto, el menor de estos tres
sera menor o igual &~ = 30°.

Ay
Aq

As Ay

. Laenvolvente es un pentagono. Entonces la suma @eilogulos del pentagono
es3(180°) = 540°, y por lo tanto el menor de los cuatro sera menor o igual a
@ = 108°. Sabemos que dentro de este angulo habrauntos, por lo que
podremos dividir este angulo &rangulos cuya suma sera igual a dicho angulo,
y por lo tanto menor o igual 8)8°. Entonces el menor de los &ngulos serd menor
o igual a36°.

Para ver que efectivamerig® es la respuesta, consideremos los vértices de un
pentagono regular como se muestra en la figura. En estdpewmimo de los
angulos es justd6°.

3

A2 ;560 3: ' A5
A3 A4

Problema 3.SeaABC' un triangulo acutangulo cadBAC = 30°. La bisectriz inte-
rior y la bisectriz exterior del anguld A BC intersectan a la rectdC enB; y Bs, res-
pectivamente. La bisectriz interior y la bisectriz extedel angula/ AC B intersectan
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ala rectaAB enC; y (5, respectivamente. Suponga que los circulos con diametro
BBy y C1C5 se intersectan dentro del trianguddBC' en el puntoP. Muestra que
ZBPC = 90°.

Solucion de Diego Alonso Roque MontoyaSean() la circunferencia de diametro
C1Cs y Qp la circunferencia de diameti8, B,. Tenemos que,
/ACB 180° - ZACB

/£C1CCy = LC1CB + £ZBCCy = 5 + 5 =90°,

entonceg’ pertenece &¢. Similarmente B pertenece & g, entonces)c y (g son
circunferencias de Apolonio. EntoncB%3; es bisectrizde?APC'y P(C, es bisectriz
de/APB. Sean/ BPC, = /C1PA =2y /CPBy = /B, PA = y. Tenemos que
2z 4+ 2y + /BPC = 360°. Seanv ACB = 2vy LABC = 2, entonces,

/BPB, = 180° — /BByB; = 180° — /BBsC
/CB
— JCBBy+ /BCBy = CBC,

180° — 2
= %4—(180"—27):90°+180°—ﬁ—27

= (180° —28 —2v) + 8+ 90° = 120° + .

+180° — ZBCA

A

Cz...
De manera similar tenemos qu&’; PC = 120° + .
Entonces,

LCPC =120+~ =4BPC+ £C1PB = ZBPC + z,
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/B1PB =120+ 8 = /BPC + /CPB;, = /BPC +y.

Luego,

JBPC  — 4ZBPC+2x+2y;(LBPC’+2x+2y)
_ 2/C,PC +2/B,PB — 360°
B 3
_240° + 24 +240° 428 — 360°  120° + 2y + 23
B 3 B 3
_90° 4+ (2y +26+30°)  180°+90° 90°
B 3 B 3 T

Problema 4. Sean un entero positivo impar fijo. Considera + 2 puntos distintos
Py, P1, ..., Pn+1 (dondem es un entero no negativo) en el plano cartesiano, de tal
manera que las siguientes tres condiciones se satisfacen:

1) Po = (0,1), Ppy1 = (n+ 1,n), y para cada enterg 1 < i < m ambas
coordenadas, y de P; son enteros entrey n, (1 y n, inclusive).

(2) Para cada enterip 0 < i < m, PP+, es paralelo al eje sii es par, y es
paralelo al ejey sii es impar.

(3) Paracada pdrj con0 < i < j < m, los segmento®; P, y P; P;+1 compar-
ten a lo mas un punto.

Determina el maximo valor posible que puede tomar.

Solucion. Demostraremos que el valor maximo buscado pamesn(n — 1). Prime-

ro demostraremos que < n(n — 1) siempre se cumple para cualquier sucesion
Py, Py,. .., Pphy1 que satisface las condiciones del problema.

Diremos que un punto es wértice si coincide conP; para algin con1 < ¢ < m.
Diremos también que puntos{ P, Q} sonadyacentesi {P,Q} = {P;_1, P;} para
algini con1 < i < m, y verticalmente adyacentsg ademas de ser adyacenteg)

es paralela al eje de las

Cualquier vértice es verticalmente adyacente con exagtsnotro vértice. Por lo tanto,
el conjunto de todos los vértices se particiona en un ceoeparejas de puntos usan-
do la relacion de “adyacencia vertical”. Luego, conclusmoe pard € {1,2,...,n}
fijo, el nimero de vértices con coordenadaregual ak es un nUmero par, de modo
gue este nimero par es menor o igual que 1. Por lo tanto, en total hay a lo mas
n(n — 1) vértices, lo que significa que < n(n — 1).

Falta demostrar entonces que para cualquier entero positjyarn existe una suce-
sion para la cualn = n(n — 1). Demostraremos esto por induccionmenSin = 1,
esto es claro. Si = 3, elegimosPy, = (0,1), P, = (1,1), P, = (1,2), P; = (2,2),

Py = (2a1)!P5 = (371>!P6 = (3,3),yP7 - (4a3)

Es facil ver que estos puntos satisfacen las condiciordigura).
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Sean un entero impar mayor o igual géey supongamos gue existe una sucesion que
satisface las condiciones para 4. Entonces, es posible construir una sucesion la cual
da una configuracion indicada en el siguiente diagramaleltanconfiguracion interior
del cuadrado punteado esta dada por la hipbtesis de iidaucc

Por hip6tesis de induccion hay exactamepte- 4)(n — 5) vértices para la confi-
guracion dentro del cuadrado punteado de la figura antgriodos los puntos latice
en la figura anterior que estan afuera del cuadrado punteadepto lost puntos
(n,2),(n —1,n—2),(2,3),(1,n — 1), son vértices. Por lo tanto, el nUmero total de
vértices en esta configuracion es,

(n—4)(n—5)+ (n* — (n —4)* —4) =n(n — 1),

lo que significa que para este valoexiste una sucesion que satisface las condiciones
requeridas, lo que completa la induccion.

Problema 5. Encuentra todas las funciongs: R — R, dondeR es el conjunto de
todos los nUmeros reales, que satisfacen las siguiensesoddiciones:

(1) Existe un nimero redl/ tal que para cada nimero realse cumplef (z) < M.

(2) Paracada par de nimeros realgsy, se cumple que

fxf() +yf(x) =zf(y) + f(zy).

Solucibn. Sustituyendar = 1, y = 1 en la identidad dada tenemos qfigf (1)) =
f(1). Ahora, sustituyende = 1, y = f(1) y usando quég(f(1)) = f(1), obtenemos
que(f(1))?> = f(1), de donde se sigue qy&1) = 0 0 f(1) = 1. Si f(1) = 1,
entonces al sustituyy = 1 en la identidad dada obtenemos dfi(e) = « para todar,
lo que contradice la condicion (1). Por lo tanfd]) = 0.

Sustituyendar = 1 en la identidad dada y usando qfi€l) = 0, obtenemos que
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f(f(y)) = 2f(y) para today. Esto significa que si un nUmet@ertenece a la imagen
de la funcibnf, entonces también pertenece el nam&roy por induccion podemos
concluir que para cualquier entero no negatiyel nimer@"t pertenece a la imagen
def sitlo cumple. Ahora supongamos que existe un nUmeraurpata el cuaff (a) >

0. Entonces, para cualquier entero no negaiiv@” f (a) debe pertenecer a la imagen
de f, lo que contradice la condicion (1). Por lo tanto, conclosnguef(xz) < 0 para
todo nUmero reat.

Sustituyenda; enz y f(y) eny en la identidad dada y usando qtigf (v)) = 2f(v),
obtenemos que,

X

Faf@) +1w)f (5) = @)+ (55W).

de donde se sigue quef(y) — f(xf(y) = f(y)f(%) — F(£f(y)) > 0, yaque los
valores def no son positivos. Combinando esto con la identidad iniciahcluimos

queyf(z) > f(zy). Cuandoz > 0, sustituyenday por + y usando quef(1) = 0,
obtenemos qu¢(x) > 0. Comof(x) < 0 para todo nUmero real, concluimos que
f(z) = 0 para todo nUmero real positivo También tenemos qu&0) = f(f(1)) =
2f(1) = 0.

Si f es idénticamente cero, es dedifx) = 0 para todaz, entonces es claro qué
satisface en este caso la identidad inicialf Satisface la identidad inicial pero no es
idénticamente cero, entonces existe: 0 tal que f(b) < 0. Si hacemos: = f(b),
entonces tenemos quéc) = f(f(b)) = 2f(b) = 2¢. Para cualquier numero real
negativox tenemos quez > 0 de modo quef(cx) = f(2cz) = 0, y sustituyendo
y = cen laidentidad inicial obtenemos,

f2cx) + cf (z) = 2cx + f(cx),

de donde se sigue qyé&x) = 22 para todo nUmero real negativo

Por lo tanto, concluimos que gisatisface la identidad inicial y no es idénticamente
. - 0 siz>0,

cero, entonceg esta definida pof (x) = 9 Si 2z <0

Por Gltimo demostraremos que esta funcion satisfacedadiciones del problema.

Es claro quef satisface la condicion (1). También se puede verificar fjsatisface

la condicion (2) dividiendo en cuatro casos dependienda gison no negativos o

negativos.

= Cuandar, y son ambos no negativos, cada lado de la identidad dada éaigua

= Cuandar es no negativo y es negativo, tenemos qug < 0y cada lado de la
identidad dada es igual4ay.

= Cuandar es negativo y es no negativo, tenemos qug < 0y cada lado de la
identidad dada es igual2a:y.

= Cuandar, y son ambos negativos, tenemos aqye> 0 y cada lado de la identi-
dad dada es igualary.

Por lo tanto, las funcionesque satisfacen las condiciones del problema gan), = 0

0 siz>0,
yf(m):{lr si x <0.
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Informaci on Olimpica

A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Mateméticas, de julio a novienaer@011.

Julio, 16 al 24,Amsterdam, Holanda
52¢ Olimpiada Internacional de Matematicas.

Agosto, del 11 al 21, Cuernavaca, Morelos
Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eiplicde tres examenes
selectivos para determinar la delegacién para la XXVI @lada Iberoamerica-
na (un maximo de 4 alumnos).

Septiembre, primera semana
Limite para registro de delegados que quieran aplicaraghex propuesto por el
Comité Organizador de la OMM como final de su Concurso Hstagavio del
examen a los delegados.

Septiembre, Costa Rica
XXVI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas.

Septiembre, 23y 24
Aplicacion de los examenes finales en los estados regéstizon este proposito.

Octubre
Publicacion del doceavo nimero de la revista “Tzaloa”.
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Apendice

Teorema 1 (Induccibn) El método de inducéin se usa para demostrar que una pro-
posicbn P(n) es verdadera para todo entero > kg, dondek, es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra deig,) es verdadera.

2. Hipbtesis de inducéin: Se supone verdadera la proposigiP (k) para algin
enterok > k.

3. Se demuestra que(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces qu&n) es verdadera para todo entero> k.
Ver [4].

Teorema 2 (Induccibn fuerte) El método de inducéin fuerte se utiliza para demos-
trar que una proposidin P(n) es verdadera para todo entero> kg, dondek, es un
entero fijo. El netodo funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra o) es verdadera.

2. Hipbtesis de inducéin: Se supone que para &ig enterok > kg la proposicbn
P(m) es verdadera para todo entekg < m < k.

3. Se demuestra que(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces qu&n) es verdadera para todo entero> k.
Ver [4].

Teorema 3 (Principio de las casillas)Dados al menosk + 1 objetos acomodados en
n lugares, siempre hay un lugar con al merio$ 1 objetos.
Ver [5, 10].

Teorema 4 (Factorizacon en primos) Todo entera: mayor quel puede expresarse
como un producto de primos (con, tal vez, solamente un factor
Ver [6, 8].
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Teorema 5 (NUmero de divisores)Si la factorizacbn en primos del entero esn =

prt - pe? .- pSr dondepy, pe, ..., pr SON primos distintos, entonces éimero de di-
visores positivos de es igual a(ay + 1)(az + 1) - - (o + 1).
Ver [6, 8].

Definicion 6 (Congruencias) Dados dos imeros enteros, b, y un entero positivan,
decimos que es congruente cohmobdulom, sia — b es niltiplo dem. En este caso
escribimosy = b (modm).

Ver [9].

Teorema 7 (Desigualdad media aritrética - media geonétrica) Siay,as, ..., a, SOn

nimeros reales positivos, se tiene que

ar+az+---+an
n

> {Jaras - an,

conlaigualdadsiy@losia; = as = --- = a.
Ver [3].

Teorema 8 (Teorema de Thales)Consideremos dos rectas transversales a tres rectas

como se muestra en la figura. Tenemos quéidi BE y C'F son paralelas entonces

48 — DE Redprocamente, siiZ = LZ y dos de las rectaglD, BE o CF son

paralelas, entonces las tres rectas son paralelas.

A/ \D
VAR
c/ \ »
/ \

Ver[1, 2].

Definicion 9 (Angulos entre paralelas) Cuando una recta intersecta a otras dos rec-
tas se forman ochangulos que numeramos deél 8, como se muestra en la figura.

Si la rectals intersecta a las rectag y [,, decimos que egansversal a ellas. Los
angulos2, 4, 5 y 7 estin entre las rectag; y l», los llamamosangulos internos los
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angulos restantes los llamamaagulos externosLosangulos en lados opuestos por
la transversals se llamanangulos alternos como por ejempl8 y 5. A losangulost

y 5 les llamamoslternos internosy losangulos3 y 6 sonalternos externos

A losangulos que eén en la posidn correspondiente respecto a la transversal, como
por ejemplo3 y 7 los llamamosangulos correspondientesEntonces, los pares de
angulos correspondientes en la figura anterior Son7, 1y 5,4y 8,2y6.

Sily y s son paralelas lo@ngulos alternos internos son iguales.

Ver [2].

Teorema 10 (Suma de lo&ngulos internos de un tréangulo) La suma de logngu-
los internos de un téingulo esl80°.
Ver [1, 2].

Teorema 11 (Teorema de Pégoras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver[1, 2].

Definicion 12 (Congruencia de trangulos) Los triangulosABC'y A’ B’C’ son con-
gruentes si lo@angulos y los lados del tinguloABC son iguales a lo&dngulos y los
lados del trangulo A’ B’C".

Ver [1, 2].

Criterio 13 (Criterio de congruencia LAL) Un criterio de congruencia de &ingu-
los nos dice que dos &nhgulos que tienen dos lados y&igulo comprendido entre
ellos iguales, son congruentes. A este criterio de congriasse le llamdado-angulo-
ladoy lo denotamos comioAL .

Ver [1, 2].

Criterio 14 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de &ingu-

los nos dice que si tenemos dositrgulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio de congruendidisenalado-lado-ladoy

lo denotamos combLL .

Ver[1, 2].

Definicion 15 (Semejanza de tangulos) Los triangulosABC y A’ B’C’ son seme-
jantes, si sugngulos respectivos son iguales, es decir,

/ABC = LA'B'C’
/ACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’

y sus lados holiogos son proporcionales, esto es

AB BC CA

A’ B’ - B/'C' - C'A

Ver [1, 2].
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Criterio 16 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déngulos correspondientes
de los trAngulosABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces losérigulos son semejantes.
A esta reladdn le llamamognguloénguloy la denotamos como AA.

Ver [1, 2].

Teorema 17 Si trazamos dos rectas tangentes a una circunferencia deseeismo
puntoP, entonces los segmentos de recta ddg3ddos puntos de tangencia son iguales
y el centro de la circunferencia yace en la bisectriz@edjulo entre las rectas.

Ver [2].

Teorema 18 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Ver[1, 2].

Definicion 19 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &clico si sus cuatro &rtices
estin sobre una misma circunferencia.
Ver [2].

Teorema 20 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexcd BC' D es dclico si y
sblo si la suma de loaAngulos opuestos es igualld0°, es decir, si y 8lo si

/ZDAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
Ver [2].

Definicion 21 (Envolvente convexa)La envolvente convexa de un conjunto finito de
puntos en el plano es el fgbno convexo &s pequio que contiene en su interior o
en sus lados, a todos los puntos del conjunto.
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