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Presentacon

Tzalod, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemati@sIM), es una
publicacion trimestral editada por la Sociedad Matecaétexicana (SMM). Los articu-
los, problemas, soluciones, examenes y demas infoomagiée en ella encontraras,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores yiastad de nivel medio
superior que cada afo se preparan para participar en liistasconcursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Tzaloa es una publicacién de interés para un pUblicoianrtpsta concebida para satis-
facer las necesidades de la comunidad olimpica, perodalmjde su columna vertebral
es la resolucion de problemas, también resulta de gran pata todo aquel que guste
de hacer matematicas. El enfoque centrado en los razontmsjiel contenido expues-
to con rigor pero sin formalismos innecesarios 0 excesasiscomo su tendencia al
uso de matematica simple y elegante, son algunas de lagardsticas que hacen del
material expuesto un recurso valioso para profesoregjiagtes, aficionados y hasta
profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2012, Nomero 1

Todo indica qu€012 sera un gran afio para el movimiento olimpico mexican@&
las delegaciones mexicanas nos hicieron sentir orgullp$os nuevos estandares al-
canzados llenaron de luz al festejo por los XXV afos de Ghtges de Matematicas en
México. Asimismo, estos éxitos fueron merecida cororesalerzo realizado por mu-
chos y en particular al de Radmila Bulajich, cuya gestitineaite del Comité Organi-
zador de la OMM seguramente sera recordada como un petéahoicho crecimiento,
consolidacion y grandes logros.

Es asi, que iniciamos es2612 llenos de entusiasmo. La eleccion del maestro José An-

tonio Gbmez Ortega como nuevo presidente del Comité Grgdar de la OMM no

Ipalabra nahuatl cuyo significadoagsrender
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pudo ser mas acertada. El indiscutible y apasionado camipoale José Antonio, jun-
to con su profundo conocimiento del mundo olimpico, comgéin sobradas garantias
de que durante esta nueva etapa, el movimiento olimpicécarexseguira madurando
y alcanzando cada vez mayores alturas.

Pasando al contenido de este primer nUmero del afio, ceammarszadestacando la contri-
bucién de Jacob Rubio, que nos presenta un articulo edgebre ePequéio Teorema
de FermatComo viejo lobo de mar, el conocimento de Jacob sobre lagp@das ter-
mina provocando que este bello resultado clasico puedakgado por el principiante
y cobre un nuevo sentido para el mas experimentado. Porasoque el material apa-
rezca clasificado bajo la etiquetaidéermediq el principiante no debe intimidarse por
ello. La claridad de la exposicion, abundada con ejempl@acdosamente selecciona-
dos, resultan en un articulo accesible pero al mismo tigongiundo.

Como en cada nimero, hemos puesto todo nuestro entusiastadrgegracion de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todopriablemas, soluciones,
examenes, informacion olimpica y demas contenidossidmescogidos, revisados y
preparados especialmente pensando en ti.

De tal forma, que estando todo listo, s6lo nos queda deseandos nuestros lectores
tengan un feliz y prospero 2012.

México y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas de 25 afios que la Sociedad Matematica Mexicamanido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graclasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboraciérugbaa profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus exflieeraejorar la ensefianza
y elevar la cultura matematica de nuestro pais. Motivgawsel movimento olimpi-
co, en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorimnatise han desarrollado
inumerables talleres de resolucion de problemas, doriddiastes y profesores traba-
jan con el Gnico afan de incrementar sus capacidades pazomamiento, el analisis
y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppaittbn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana aterivaticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matematica nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido perdesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los caseos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidediesio el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicasnms que cuentan con una
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solida formacion matematica y muchos de los cuales hamg®eecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio

262 Olimpiada Mexicana de Mateméticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemateaesarrolla el etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgazs nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la26* Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después del de agosto dé993. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efrngri semestre del ciclo escolar
2012-2013Yy, para dl° de julio de2013, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la @agin

http://ww. omm unam mnx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssgibirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 126* Olimpiada Mexicana de Matemaéticas se realizara del
11 al 17 de noviembre de 2012 en Guanajuato, Guanajuato. grilogros lugares de
este certamen se les invitara a la etapa de entrenamieelcg®n de las delegaciones
gue representaran a México en las distintas Olimpiadasriacionales del afio 2013:
la XXV Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico, gedlevara a cabo en

el mes de marzo; la XV Olimpiada Mateméatica de Centroacaériel Caribe, que se
celebrara en el mes de junio; 3d* Olimpiada Internacional de Matematicas, que se
llevara a cabo en Colombia en el mes de julio, y la XXVIII Ofiilada Iberoamericana
de Matematicas que se realizara en el mes de septiembre.
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El Pequeno Teorema de Fermat

Por Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Intermedio

Pierre de Fermat (1601-1665), era un concejal de la Audidprcivincial de la Judica-
tura en Toulouse, al sur de Francia, que practicaba las ratitete en su tiempo libre.
Sus resultados los comunicaba a sus amigos a través dg gaatdinal resultd que sus
obras influyeran significativamente en el desarrollo de lEematica moderna.

En la época de Fermat se tenia la siguiente “hipotesieathi

p es un nimero primo siy solo 2 = 2 (modp).

En un sentido la hipbtesis no es verdadera. En efecto,reerie3*! — 2 es divisible
entre341, y 341 = 11 x 31 no es primo. Sin embargo, la otra direccion de la hipotesis
es verdadera. A partir de los manuscritos y las cartas dedfesensabe que Fermat
conocia (y lo mas probable sabia la demostracion) dsidnsentes hechos:

1. Sin no es primo, entonce¥’ — 1 no es primo.
2. Sin es primo, entonces® — 2 es miltiplo de2n.
3. Sin es primo yp es un divisor primo dé” — 1, entonce® — 1 es miltiplo den.

El primer enunciado se puede demostrar directamente akfzat2” — 1. En efecto,
sin = ab, cona > 1y b > 1, entonces,

on_—1 = 2% _1
(2¢ —1)(27b=1 4 20(0=2) . 1),

Los otros dos enunciados son variaciones del siguienttadsunas general, indicado
en otra de sus cartas: Dado un nUmero prigmg cualquier progresidbn geométrica
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1,a,a?,..., el nUimerop debe dividir a alglin nimer@® — 1 conn divisor dep — 1;
luego, siN es cualquier multiplo del menor de tales nUmenopara los cuales se
cumple lo anterior, entoncesdivide también a™ — 1.

En notacion de congruencias, podemos reescribir el eadoeinterior de la siguiente
manera, y al que nos referiremos como pequefio teorema a&aE8ip es un imero
primo ya es cualquier entero, entonce® = « (modp). En particular, sip no divide
al enteroa, entonces”~! =1 (modp).

Fermat no publicé ninguna demostracion del pequefi@tearde Fermat, y fue Leo-
nard Euler (1707-1783) quien primero lo hizo por induccibn

Cuatro demostraciones del pequigo teorema de Fermat

El resultado es claro $i = 2. Asi que asumiremos que> 2. Observemos que gi
es un primo impar, basta demostrar el resultado para0 ya que sic = —b < 0,
entonces? = (—b)? = —b? = —b = a (modp).

1. Primera demostracbn. Supongamos quef a y demostremos que’—! = 1 (modp).
Consideremos los enterasa, . . ., (p— 1)a. Situvieramos quei = aj (modp) para
ciertos enterog j,talesqud <i <p—-1y1<j <p-1,tendriamosque | a(i—j)
yp|i—j,dedonde = j. Luego, los residuos de estos nUmeross®)...,p — 1
en algtn orden y por lo tanto,

a(2a)---(p—1)a=1-2---(p—1) (modp),

es decir,

a?tp—1)!'=(p—1)! (modp).
Comop y (p — 1)! son primos relativos, podemos dividir ambos lados de la comaia
anterior entrép — 1)! (ver [2]) y por lo tantoe?~! = 1 (modp).

2. Segunda demostradin. Procederemos por induccion enSia = 1 el resultado es
inmediato. Supongamos que el resultado es cierto para elgterok > 1. Aplicando
el teorema del binomio, tenemos que:

P p—1
k+17 = Y ("7) IR ESS (?) R 1
= \J =\
Como (¥) = 0 (mod p) paral < j < p — 1 (ejercicio), tenemos quek + 1) =
kP 4+ 1 (modp) y por la hipbtesis de induccion se sigue qie-1)? = k+1 (modp).
Por lo tantog? = a (modp) para todo entero positive
Finalmente(a, p) = 1y a(a?~! — 1) = 0 (modp) implican quea?~! =1 (modp).

3. Tercera demostracbn. La haremos mediante un argumento combinatorio. Quere-
mos demostrar que” — a es multiplo dep. Esto es equivalente a demostrar que el
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resultado de dividin? — a entrep es un entero. Vamos a demostrar esto al establecer
gue esta fraccion es igual al nUmero de elementos en unmorparticular, y por lo
tanto debe ser un entero.

Supongamos que tenemos cuentas que vienencahores. Queremos seleccionar

de estas cuentas para formar una cadena con ellas. Estéigenepetir colores. Ya
gque estamos usangocuentas, y cada una de ellas puede ser de cualquiera de los
colores, tenemaog” secuencias de colores diferentes. Como es aburrido tetes kas
cuentas del mismo color, pediremos que al menos se utiliosrcalores. Tenemas
cadenas en las cuales todas las cuentas son del mismo aedtanBo estas del total,
obtenemos? — a cadenas en las cuales al menos se utilizan dos coloredalstin

Ahora vamos a unir los extremos de cada cadena para formaulsea. Cuando esto

se hace, algunas de nuestras cadenas se vuelven indisksg&ior ejemplo, suponga-
mos que solo estuvieramos usando tres cuentas. Cuargi@sios en una linea recta,
la cadena con cuentas “verde, azul, naranja” parece distsnta cadena con cuentas
“azul, naranja, verde”. Pero si unimos los extremos de cadana, obtendriamos dos
pulseras indistinguibles.

Cadena

Pulsera

/

/
/
O/

Ahora nos preguntamos: “De lag — a pulseras que usan al menos dos colores,
¢cuantas de ellas son indistinguibles entre si?” La estples que cada cadenagde
cuentas puede ser cambiada ciclicamente sin producirulserp distinta. En nuestro
ejemplo, las cadenas:
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verde, azul, naranja;
azul, naranja, verde;
naranja, verde, azul;

todas se veran como la misma pulsera cuando los extremaaldauoa estén unidos.
Ya que cada uno de lgscorrimientos ciclicos de una cadena dada nos genera pul-
seras indistinguibles, tenemos que el nUmero de pulsedistinguibles que usan al
menos dos colores es iguaﬁlég—“, y como el nimero de tales pulseras es un entero, el
resultado queda probado.

Ahora nos preguntamos en qué parte del argumento antedaaras que es un niime-
ro primo. La respuesta esta en el paso donde afirmamos qaeadena dada se cuenta
p diferentes veces, una por cada uno de los cambios ciclisiislps. Esto es cierto para
un nimero primo, pero no es cierto en general. Por ejempmrgyamos que usamos
seis cuentas y comenzamos con la cadena,

verde, azul, azul, verde, azul, azul.

Si movemos ciclicamente todas las cuentas una vez, obteylarnadena,

azul, azul, verde, azul, azul, verde,

la cual nos daré la misma pulsera. Sin embargo, un camiBowelleva a la cadena,

verde, azul, azul, verde, azul, azul,

que es precisamente la cadena con la que comenzamos. Easestdlp hay cadenas
gue nos llevan a pulseras indistinguibles de la originab Es precisamente el tipo de
situacion que no puede suceder si estamos usando un nfirmamde cuentas.

La tercera demostracion se puede reescribir utilizandeegtos de teoria de grafos,
como lo veremos a continuacion en la cuarta y Gltima deraciéin. Se recomienda al
lector consultar la definicibn 2 en el apéndice.

4. Cuarta demostracibn. Consideremos el graf@ donde el conjunto de vérticés

es el conjunto de todas lastuplas(u1,us, ..., u,) de enteros positivos entiey a

(inclusive) conu,; # u; para algunos # j. Es claro qué’ tienea? — a elementos.
Dadou € V, u = (u1,us,...,up), diremos quewv es una arista d& si y solo si
v=o0(u) = (Up, U1, ..., Up—1).

Por ejemplo, sie = 2y p = 3, tenemos el siguiente grafo.
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(1,1,2)

(2,2,1)
El grafoG paraa =2yp =3

Consideremos un vértice arbitratio= (u1,us,...,u,) deG. Este vértice es adya-
cente con los vertices(u) = (up, u1,...,up—1) Yy 0?1 (u) = (u2,us,. .., up, ur),
dondes®(u) = o'~ (o(u)) parai = 2,3, .. ..

Observemos que(u) # oP~'(u), pues en caso contrario, tendriamos quye=

U2, Ul = U3y...,Up—2 = Up,Up—1 = U7, de dondeu1 = U3 = Uy = --- =
up—1 Y us = ug = --- = up. LUego, el vérticeu seria unagp-tupla de la forma
u=(a,b,a,b,...,a,b)locual no puede ser porgpes un primo impary en este caso

u tiene un nUmero par de coordenadas. Por lo tanto, cadee/8ei es adyacente2a
vértices distintos y en consecuenciaes una union disjunta de ciclos (ejercicio para
el lector).

u = oP(u)

o(u) o?(u) P~ (u)

Demostraremos que cada uno de estos ciclos tiene longitatldg. Supongamos que
uw = (u1,us,...,u,) pertenece a un ciclo de longitdd< p. Entoncesg’(u) = u

y tenemos también que®(u) = u. Por el algoritmo de la division podemos escribir
p = tq + r para algunos enteraegy r con0 < r < ¢, de modo que: = oP(u) =
ot (u) = 0" (u). Luego, si0 < r < ¢ tendriamos que esta en un ciclo de longitud
menor qué lo cual es una contradiccion. Por lo tanto= 0y de aquit | p. Comop

es primo, se sigue que= 10t = p. La igualdad = 1 no puede suceder porque cada
vértice es adyacente a dos vértices distintos. Por lotant p y asiG esta formado
por ciclos disjuntos de longitupl De estos es facil ver que ha’-ﬁ—“ y por lo tanto

a? = a (Mmodp).
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Aplicaciones

A continuacibn veremos algunas aplicaciones del peqtefi@ma de Fermat en la
solucion de problemas de olimpiada.

1. Si a es un entero positivo, demostrar que cualquier factor primgor que2 del
nimeroa? + 1 es de la formam + 1.

Solucibn. Seap un factor primo mayor qu del nimera:? + 1 y supongamos que
no es de la formdm + 1. Entoncesp es de la forma = 4m + 3 para algin entero
m. Entonces? = —1 (modp) y

a?~! = (a?)*™ ! = (-1)*"T = —1 (modp),
lo que contradice el pequefio teorema de Fermat.

2. Determinar todas las soluciones en enterggque satisfacen la ecuacion,

1998222 4+ 1997z + 1995 — 199821998 = 1998y* + 19933 — 19911998 — 2001y.

Solucion. Demostraremos que la ecuacion no tiene soluciones erosngrpongamos
que (z,y) es una solucion. Comb997 es primo, aplicando el pequefio teorema de
Fermat tenemos que®?” = 2 (mod1997) y y'%7 = y (mod 1997). Luego,z'9%® =

2?2 (mod 1997) y 9% = ¢? (mod 1997). Considerando la ecuacion del problema
modulo1997 tenemos que,

22 +0-2—2% =y — 49 +69° — 4y (Mmod1997),
la cual se simplifica en
—1=(y—1)* (mod1997). 1)

En particulary — 1 es primo relativo cori997. Aplicando nuevamente el pequefio
teorema de Fermat, tenemos dqye- 1)'9% = 1 (mod 1997).

Por otro lado, la congruencia en (1) implica quel )*%° = (y — 1)*4%9) (mod 1997),

es decir—1 = (y — 1)19% (mod 1997), lo que es una contradiccion.

3. (Olimpiada Rioplatense, 2004) Hallar el nUmero de enteras 1 tales que el
nimeroa'® — o sea divisible entre para todo entero positiva

Solucibn. Sean > 1 un entero tal que'® — a es divisible entrex para todo entero
positivoa. Tenemos que?, conp primo, no divide an, ya quep? no divide ap'® — p.
Luego,n es producto de primos distintos. Comalebe dividir al nimera'® — a para
todo enteraz, en particulam debe dividir al nmer@!® —2 =2-3%2.5.7.13. El
pequefio teorema de Fermat implica gquié = a (mod p) parap = 2,3,5,7y 13,
y por lo tantoa'® = a (mod2-3-5-7-13) para todo entera. Luego, los enteros
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n > 1 que cumplen el problema son precisamente los divisoretyossilistintos dd
del nimer® - 3-5- 7 - 13. Por lo tanto, la respuesta®s— 1 = 31 enteros.

4. (Olimpiada Internacional, 2005) Consideremos la sutesidas, . . . definida por
an = 2" 43"+ 6" — 1 paran = 1, 2, .. .. Determinar todos los enteros positivos que
son primos relativos con cada término de la sucesion.

Solucidon. Seap > 3 un namero primo. Por el pequefio teorema de Fermat, tenemos
que,
3.2071 4 2.3771 4 6771 = 6 (modp).

Luego, podemos dividir la congruencia anterior eftabteniendo,
2P~2 4 3P72 4 672 = 1 (modp),

es decirp divide al terminas,_» de la sucesion. Ademas, es claro Gudivide aa; y
3 divide aas. Por lo tanto, el Gnico nimero que es primo relativo coradadmino de
la sucesion es dl.

5. (Olimpiada Mexicana, 2010) Seangq, r nUmeros primos distintos. Demostrar que
si pgr divide a,
(pg)" + (gr)” + (rp)* = 1,

entoncesgpgr)? divide a,

3((pg)" + (gr)? + (rp)? = 1).

Solucion. Sin pérdida de generalidad supongamosgueq > r. Vamos a encontrar
todas las ternas de nimeros prinjpsq, 7) que cumplan queqr | (pq)” + (qr)? +
(rp)? — 1. Sea(p, ¢, ) una terna que cumple lo anterior. Como (pg)" y p | (rp)?,
tenemos que | (¢r)? — 1, es decir{qr)? = 1 (modp). Por otro lado, por el pequefio
teorema de Fermat, tenemos dqye)? = ¢r (mod p). Luego,qr = 1 (mod p), es
decir,p | ¢r — 1. Anadlogamente, tenemos qyge| rp — 1y r | pg — 1. Entonces,
pq+ pr+ qr — 1 es divisible entre, ¢ y r, asi quepq + pr + gr — 1 = 0 (modpgr),
de dondepgr + 1 < pg + pr + qr.
Demostraremos que = 2. Supongamos que > 3. Ya quepg > pry pq > qr,
tenemos que,

pqr+1 > pqr > 3pq > pq + pr + qr,

lo cual es una contradiccion. Por lo tantos 2.

Sustituyendo tenemos q8gq | 2¢ + 2p + pg — 1, luegopq | 2(p + ¢) — 1, de donde
pg+1<2(p+q).

Demostraremos ahora qge= 3. Supongamos que > 5, entoncesqg + 1 > pg >
5p > 2(p+q), lo cual es una contradiccion. Por lo tanjes 3. Si volvemos a sustituir
obtenemos quép | 5 + 5p, luego6p < 5+ 5py asip < 5. Comop es primo y
p > q = 3, concluimos que = 5.

Por lo tanto, s(p, ¢, ) cumple que > ¢ > r son numeros primos tales que- divide
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a(pq)” + (qr)? + (rp)? — 1, entonce® =5,g =3y r =2,
Si demostramos qu'3323 | 3((5-3)? + (3-2)° + (2-5)® — 1) habremos terminado.
Observemos que,

23 | (15% —1)+6° 4 10°

3% | 157 4+6° 4 (10° - 1)

53 | (15% 465 — 1) + 103
Luego,533%23 | 152 + 6° + 103 — 1, de donde

533%2% | 3((5-3)* + (3-2)° +(2-5)° — 1).

A continuacion se dejan unos ejercicios para el lector.

Ejercicios

1. Para cada entero> 0, seaa,, = 23" + 36712 4 55712 Determina el maximo
comUn divisor de los nlmeres, a1, as, . . ., asp12.

2. Demuestra que para cualquier nimero primel nimerg?*! + (p+1)? no es
un cuadrado.

3. Determinatodos los enteros positivotales quer | 2™ — 1.
4. Demuestra quet 2" + 1 para todo entero positive.

5. Seamu y b enteros positivos tales que> by a + b es par. Demuestra que las
raices de la ecuacion,

2 —(@®—a+1)(z-0*-1)-b*+1)*=0
son enteros positivos tales que ninguno de ellos es un admdra
6. Demuestra que { 2"~! + 1 sin es un entero mayor que
7. Determina todos los nUmeros primoy g tales quepq | 27 + 29.
(Sugerencia: Usa el ejercicio anterior.)
Bibliografia

1. T. Andreescu, D. Andricdumber Theory: Structures, Examples and Problems.
Birkhauser, 2009.

2. A. Rechtman Bulajich, C. J. Rubio BarrioBivisibilidad y congruenciaske-
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Problemas de piactica

En esta seccion encontrafsproblemas seleccionados especialmente para comenzar
tu preparacion de este afio. Es importante sefialar quet&neasion los problemas se
presentan en formato de opcion multiple. Esto se debe alqilto inicial de la ma-
yoria de los concursos estatales suele ser presenta@iresimbargo, conviene sefialar
gue para resolverlos no es recomendable obtener la reapaegtcta por eliminacion

de las otras opciones.

Ten en cuenta que en las olimpiadas no sblo se trata de sabespuesta correcta,
sino que ademas, es necesario justificar dicha solucibtadEetapas mas avanzadas
de todos los concursos de matematicas, las preguntasrsisgmpabiertas y nunca se
utiliza el formato de opcion maltiple En el caso de esta publicacion, el formato de
opcion mdltiple se adopta con el fin de que el estudiantergcién se inicia se vaya
familiarizando con el concurso y sus estapas.

Como seguramente ya habras observado, en el primer nitteeada afio el nivel de
dificultad de los problemas que contiene esta seccion naigstavado y el material
escogido esta pensado mayoritariamente para princgga@onforme el afio transcu-
rra su nivel se ira incrementando paulatinamente, de foueapara el Gltimo nUmero
del aflo, el material sera en su mayoria de nivel avanzado.

Por Gltimo, te invitamos a que con tu participacion cdniyias a enriquecer esta sec-
cion de la revista. Estamos seguros que conoces problerteaesantes que quieres
compartir y por eso ponemos a tu disposicion la direcciéui st aonm@mai | .
com donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1.¢Cuantos numeros enteros, mayores guaimplen la siguiente condi-
cion: la tercera parte del nimero nié&ses mayor que su mitad mas

(a)14 (b) 82 (c) 28 (d) 83 (€)42

2De hecho, el formato de opcion miltiple solo se usa pomeiater masivo de las etapas inciales de
muchos concursos y debido a su facilidad de calificaciorrégaiere apreciacion).
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Problema 2.En un trianguloLOT, la medida del angulo exterior en el vértiCees
62° y las mediatrices d&.O y OT cortan al ladoLT en M y N, respectivamente.
¢ Cual es la medida del angud/ON?

(a)31° (b) 62° (c) 124° (d) 56° (e)26°

Problema 3.Los nUmeros reales, y, z satisfacen las ecuacionest+ y + z = 26 y
T+l 13l cAqueesiguaf + £ 42+ L4 2447

(a) 638 (b) 777 (c) 786 (d) 803 (€) 806

Problema 4.Sobre cada una de las caras de un cubo se escribe un entérmpoai
cada vértice del cubo se le asigna el producto de las tras qae llegan a él. Si la su-
ma de estos ocho niimeros3ds, ¢ cual es la suma de los nUmeros escritos en las caras?

(a) 343 (b) 7 (c) 21 (d) 10 (€)6

Problema 5.Se tienen seis enteros distintos cuya sum@3ede tal manera que siem-
pre que se toman dos de ellos, uno de ellos es mltiplo del g€ual es el nUmero
mas grande?

(a)63 (b) 16 (c) 62 (d) 58 (e)32

Problema 6.Un famoso detective busca al culpable de un robo entre cogmesho-
sos: Ana, Beto, Claudia, David y Eduardo. Se sabe que el lalelggempre miente y
gue los demas siempre dicen la verdad. Ana dice, “jEl cldped hombre!”, Claudia
dice, “Fue Ana o Eduardo” y Eduardo dice, “Si Beto es el culpadntonces Ana es
inocente”. ¢, Quién es el culpable?

(a) Ana (b) Beto (c) Claudia (d) David (e) Eduardo
Problema 7.¢ Cuantos dias lunes tiene a lo mas un afio?

()52 (b) 53 (c) 54 (d) 365 (e) 366

Problema 8.¢ Cuantos numeros de cuatro digitos hay tales que ¢bdigias unidaes
es igual al digito de las decenas mas el digito de las caste

(a)495 (b) 500 (c) 1000 (d) 900 (e)400

Problema 9.¢,Cual es el area de un rombo de ladem tal que la suma de sus diago-
nales es4 cm?

(a) 12 em? (b) 120 cm? (c) 60 cm? (d) 65 cm? (€) 140 cm?
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Problema 10.Un padre emocionado con el futbol decide darle a su hijotdblares
como la suma de los cuadrados de los goles que anote cadaijugh@quipo brasi-
lefio. Sabemos que sblo Ronaldinho, Ronaldo y Kakéa amoidrgoles en total y que
el hijo recibi657 doblares. ¢ Cuantos goles anotd Ronaldinho, si fue el cagegules
anoto?

(a)4 (b) 3 ©5 (d) 16 (€)7

Problema 11.Los enteros positivodl, B, C'y D satisfacemd® = B4, C3 = D?y
C = A+ 19. ¢Cuanto vald — B?

(&) 757 (b) 697 (c) 728 (d) 968 (e)657
Problema 12.Se tienerb piezas: una de plata, una de bronce, una de niquel, una de
oroy unade platino, § cofres cerrados, cada uno con una pieza y una inscripdipn: (
Oro en2 o0 3; (2) Plata enl; (3) Bronce er2 o 3; (4) El nUmero del oro menaises el
niquel; (5) El nUmero del bronce mésgs el platino. Si se sabe que la Gnica inscripcion
cierta es la del cofre que contiene al oro, ¢ en cual cofeeatstiquel?

(@) Enell (b) Enel2 (c)Enel3 (d) Eneld (e)Enels

Problema 13.De los nimeros de cuatro digitos que son maltiplo8,decuantos hay
que tienen todos sus digitos distintos de cero y distimbg ei?

(2) 245 (b) 288 (c) 336 (d) 384 (e)421

Problema 14.Cuatro semicircunferencias de radiem con centros en los puntos
medios de los lados de un cuadrado, son tangentes como seararek figura.

¢ Cual es el area del cuadrado?
(@)4cm? (b) 8 cm? (c) 6cm? (d) 10 em? (e)9cem?
Problema 15.¢ Cuantos enterascumplen que® — 3n + 2 es divisible entr&n + 1?

(@)8 (b) 10 ©)6 (d)9 (e)11



12 Problemas de piactica

Problema 16.Andrea escribe un nimero de dos digitos, luego Beatrizdosicua-
drados de los digitos del nimero escrito por Andrea y fieabe Camila suma los
cuadrados de los digitos del nimero escrito por Beat@imak es el mayor valor que
puede obtener Camila?

(a)41 (b) 130 (c) 145 (d) 157 () 162

Problema 17.He comprado varias truchas de tres tamafos distintosaghicedianas
y grandes. Después de comerme las tres grandes, el pessnfiawddo en ur85 %.
Una vez que mi gato se ha comido las tres chicas, el peso hindidmde nuevo en
% de lo que quedaba. ¢ Cuantas truchas compré?

(@10 (b) 8 (c)12 (d)15 (e) No se puede saber

Problema 18.; Para cuantos enterogn el conjuntd1, 2, ..., 100} el nGmerar® — z2
es el cuadrado de un entero?

()7 (b) 8 (©)9 (d) 10 (e)11

Problema 19.q, b y ¢ son tres nimeros reales positivos tales alie+ ¢) = 152,
b(c+a) =162y c(a + b) = 170. ¢, Cuanto vale el productdc?

(a) 540 (b) 620 (c) 640 (d) 720 (e) 860
Problema 20.Las diagonales de un trapecio lo dividen en cuatro triszeyabmo se

muestra en la figura. Si las areas de los triangulos somibsesonl8 cm? y 32 cm?,
¢écuanto mide el area del trapecio?

(a)116 cm? (b) 50 cm? (c) 98 cm? (d) 120 cm? (€) 100 em?

Problema 21.Supongamos que la suma Henteros consecutivos es un numero par
divisible entrek, y que el mas pequefio de Ibsnteros consecutivos también es par.
¢, Cual de las siguientes opciones es verdadera?

(a) k + 3 es divisible entre (b) k& + 2 es divisible entre
(c) k + 1 es divisible entre (d) k es divisible entre
(e) Ninguna de las opciones anteriores es verdadera
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Problema 22.Considera un rectangulo cuyos lados migemn y 9 ¢cm. Se dibujan
dos circunferencias de igual radio tangentes entre si phea que una de ellas sea
tangente a dos de los lados del rectangulo y la otra tangdoteotros dos. ¢ Cuanto
mide el radio de estas circunferencias?

@3 em (b) 22 em (©) %5 em (d)3em (e) A5 ¢m

Problema 23.Diariamente los camione$, B y C pasan por enfrente del palacio mu-
nicipal. La probabilidad de que el primero en pasar sea elGan es % mientras
qgue paraB y C las probabilidades de pasar primero %oy % respectivamente. Si
sabemos que ayer el cami6éhno fue el primero en pasar, ¢ cual es la probabilidad de
que ayer el primer camion hubiera sid@

@3 (b) 15 © 3 (d)2 OF

Problema 24.; Cuéantas parejas de enteros no negativos:) satisfacen la ecuacion,
2m — 2™ =637

(@0 (b)1 (c)2 (d)3 (e) Mas de3

Problema 25.Tres circunferencias iguales tangentes entre si sonntege los lados

de un triangulo equilatero de ladg como se muestra en la figura. ¢ Cuanto vale el
radio de las tres circunferencias?

(@) (b) % (©) L a (d) (e) 2a

Problema 26.¢Cual es el mayor entero positiydal que existe un entero positiwo
gue satisface la ecuacion,

Va4 \/y = V5257

(a)21 (b) 84 (c) 336 (d) 441 (€) 500
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Problema 27.¢,Cual es el coeficiente d€® en el desarrollo del producto:
(14224322 +42° + -+ + 1012 (1 + 2 + 22 + 23 + .- + 22°)?

(a)50 (b) 125 (c) 501 (d) 923 (e) 1001

Problema 28.Los enteros del al 20 estan divididos ek conjuntos disjunto$’, So,

..., Sy tales que no hay dos enteros en el mismo conjunto cuya surdaishle entre

5. Por ejemplo3 y 17 no estan en el mismo conjunto. ¢,Cuéal es el menor valor lgosib
dek?

()3 (b) 4 ©)5 (d) 7 (€) 10

Problema 29.Para un entero positive decimos que(n) es el producto de los digitos
den distintos de). ¢, Cuanto vale(1) + p(2) + - - - + p(99)?

(a) 1525 (b) 2115 (c) 2510 (d) 5100 (e)5210

Problema 30.Exactamente uno de los cinco nUmeros listados en las gEEs un
namero primo. ¢ Cual es ese nUmero primo?

(@)999,991  (b)999,973  (c)999,983  (d)1,000,001  (€)7,999,973



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion podras encontrar las soluciones &8 leoblemas de la seccidn ante-
rior. Sin embargo, no te recomendamos consultarla antesdetu propia respuesta o
por lo menos no sin haberle dedicado bastante tiempo a cadkepra. Ten en cuenta
gue la clave para mejorar tus capacidades esta en la penseiey el esfuerzo.

Observa que, en cada solucién, no sélo se ha determinagein correcta, sino que
ademas, siempre se incluye la argumentacion que estaslecalidez. En todos los
casos, la justificacion se basa en resultados conocidosnyfazonamientos l6gicos,
ademas de que la solucion solo se alcanza a partir detemay sin usar la informa-
cibn contenida en las opciones de respiesta

Cabe aclarar que las soluciones que aqui se presentan mecgsariamente las Uni-
cas, las mejores o las mas elegantes, tan solo son ejemyrosiuestran el tipo de
razonamiento que busca estimular la olimpiada. En mateasatada problema puede
tener tantas soluciones correctas como ideas originatissserollen con creatividad y
lbgica. Si th encontraste una solucion diferente de lgsapui se presentan y no estas
seguro de su validez o simplemente quieres compartirlagsotros, te invitamos para
que nos escribasreevi st aonm@nei | . com nor mal f ont .

Solucion del problema 1.La respuesta es (b).
Seam uno de los enteros buscados, luego> 1y,

m m
— +15 — +1
3+o> 2+,
m
— < 14,
6
m < 84.

3Salvo en el caso muy particular del problema 30 de este rdimer
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Entoncesn es un entero tal qué < m < 84, es decirm € {2,3,...,83}. Por lo
tanto,m puede tomag2 valores en total.

Solucion del problema 2.La respuesta es (d).
Consideremos la siguiente figura.

ComoM pertenece a la mediatriz d&, entonces OLM = ZLOM . Analogamen-
te, comoN pertenece a la mediatriz deT, entonceOTN = ZNOT. Ademas,
como la medida del angulo exterior énes62°, tenemos que,

/LOM + /MON + /NOT = 180° — 62°,
ZOLM + /MON + ZOTN = 118°,
/MON +62° = 118°,

de dondeZMON = 56°.

Solucion del problema 3.La respuesta es (d).
Si multiplicamos las dos ecuaciones obtenemos,

111
(z+y+z)(—+—+—) = 26(31),
x Yy oz
1+ o+ 5+ 41+ 2 20 21 = 8o,
y 2z = z Ty

dedonde} + £ + 2+ 7 + 2 4+ £ =806 — 3 = 803.

Solucion del problema 4.La respuesta es (c).
Digamos que los numeros escritos en las caras del cubg, $on, d, e y f, como se
muestra en la siguiente figura,
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donded, e y f estan detras de, b, ¢, respectivamente. Tenemos que la suma de los
nameros asignados a los vértices es

343 abc + ace + aef + afb+ bed + ced + efd + fbd

= (a+d)(bc+ce+ef+ fb)=(a+d)(b+e)(c+ f).

Como343 =73ya+d,b+eyc+ f sontodos mayores a uno, se tiene qued =
b+e=c+ f=7dedonder+b+c+d+e+ f=21.

Solucion del problema 5.La respuesta es (e).

Digamos que los nmeros sen < as < a3 < a4 < a5 < ag, dado que siempre
que se toman dos, uno es multiplo del otro, tenemosagles maltiplo deay, a3 es
mdltiplo deas y asi sucesivamente. Por lo tanto,

ap > 1,

az > 2a1 > 2,
az > 2az >4,
ay > 2a3 =8,
as > 2a4 > 16,
ag > 2a5 > 32,

de dondez; + as + -+ + ag > 63. Como la suma de los seis nimerossdgodas
las igualdades en las desigualdades anteriores se tiemedagues decirg; = 1,
as = 2,a3 = 4,a4 = 8,a5 = 16y ag = 32, de donde se sigue quie es el nimero
mas grande.

Solucion del problema 6.La respuesta es (a).

Primero notamos que Eduardo es inocente, pues la frase t8ieeel culpable, en-
tonces Ana es inocente” es cierta independientemente éa @si el culpable. Si el
culpable fuera David o Beto, Claudia habria mentido y letlos mentirosos. Por lo
tanto el culpable esta entre Ana y Claudia. Finalmente)aiidia fuera la culpable,
Ana habria mentido, pues Claudia es mujer. Por lo tanto,esra culpable.

Solucion del problema 7.La respuesta es (b).

Tenemos qu865 = 52 x 741y 366 = 52 x 7+ 2, por lo tanto los primeros2 grupos
de siete dias tienen exactamente los siete dias de la agynswbran uno o dos dias si
el afo es bisiesto. S6lo uno de esos dias que sobran perddaes. Por lo tanto, hay a
lo masbh3 dias lunes en un afio.

Solucion del problema 8.La respuesta es (a).

SeaN = abed uno de esos numeros. Tenemamaneras de elegir el digito Luego,
si elegimos el digital = k tenemos que podemos formar+ 1 niUmeros (ya que
b puede valer desde hastak y ¢ queda determinado). Contopuede ser cualquier
digito, tenemos que ha(1 + 2 + --- + 10) = 9 x 55 = 495 nlUmeros.
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Solucion del problema 9.La respuesta es (b).
Seara y 2b las longitudes de las diagonales del rombo.

Por el teorema de Pitagoras tenemosafueb? = 132 y por la condicion del problema
tenemos qué(a + b) = 34, asi que2ab = (a +b)? — (a? + %) = 172 — 132 = 120
de donde:b = 60. Por lo tanto, el area del rombo ¢62) = 4(30) = 120 cm?.
También podemos obtener las longitudes de las diagonalesmibo: Sustituyendo
b = 17 — a tenemos que(17 — a) = 60, es decir(a — 12)(a — 5) = 0 de donde
a=12(b=5)0a =5 (yb = 12). Por lo tanto, las diagonales midéacm y
24 cm.

Solucion del problema 10.La respuesta es (c).

Supongamos que Ronaldinho anat@oles, y que los otros jugadores anotabonc
goles. Como Ronaldinho anotd mas goles, entohces: y ¢ < a. Ademas, tenemos
quea +b+c=13ya? +b* + ¢ = 57. Luego,a® < a? + b? + ¢? < 3a?, de donde,
a® < 57 < 3a?, entonce$ < a < 7.

Analicemos cada caso.

= Sia = 5, entonced + ¢ = 8y b% + ¢ = 32. Pero los (nicos dos cuadrados
perfectos que suma® son4? y 42, es decirp = ¢ = 4.

= Sia = 6, entonced+c = 7y b>+c? = 21. Pero no hay dos cuadrados perfectos
que sumer1.

= Sia =7, entonced +c =6y b?+ c? = 8. Los Uinicos cuadrados perfectos que
sumans son22 y 22, pero sib = ¢ = 2, entonce$ + ¢ # 6.

Por lo tanto, la Gnica posibilidad es que- 5, es decir, Ronaldinho anofbgoles.
Solucion del problema 11.La respuesta es (a).

ComoA® = B*y C3 = D?, entoncesA y C son cuadrados perfectos. Sty K
enteros positivos tales que= 7%y C = K2. ComoC = A + 19, tenemos que,

K* = T?+19
19 = K272
19 = (K+T)K-T),

perol9 es primo, luegdk + T = 19y K — T = 1,de dondeK = 10y T = 9.

EntoncesA = 81y C = 100, y reemplazando en las primeras ecuaciones tenemos
5 3

que,B = (V/81) =243y D = (v/100) " = 1000.

Por lo tanto,D — B = 1000 — 243 = 757.



Soluciones a los problemas de farctica 19

Solucion del problema 12.La respuesta es (c).
Observemos primero que las inscripciones (1), (2) y (3) atsa$ ya que:

= Si (1) es cierta, el oro estaria en el cofrienplicando que (1) es falsa.
= Si (2) es cierta, el oro estaria en el cdirenplicando que (1) es cierta.
= Si(3) es cierta, el oro esta en el cofrg (1) seria cierta.

Por lo tanto, el oro esta en el coft® 5.

Si el oro esta en el cofrk entonces (1), (2), (3) y (5) son falsas, y por lo tanto, gliel
esta en el cofrg, el bronce en el, la plata en e? y el platino en eb.

Si el oro esta en el cofrg, entonces (1), (2), (3) y (4) son falsas, y por lo tanto, el
bronce esta en el cofii el platino en eR, el niquel en eB y la plata en ell.

Por lo tanto, el niquel esta en el cofre nime&ro

Solucion del problema 13.La respuesta es (c).

Puesto que un nimero es divisible erft y solo si la suma de sus digitos es divisible
entre9, se tiene que sibcd = 103a+10%b+10c+d es divisible entr®, entonces cual-
quier nUmero que se forme con esos digitos también esild&ientred (beda, cdab,
etc.). Por lo tanto, basta contar los que satisfacen) > ¢ > d y luego multiplicamos
por4! = 24.

1. Sia =9, las posibilidades so®765, 9621, 9531, 9432, 9864 y 9873.
2. Sia = 8, tenemos los nUmero%721, 8631, 8541y 8532.

3. Sia = 7, los nUmeros sorv641, 7632y 7542.

4. Sia = 6, sblo se tiene a543.

5. Sia = 5 0a = 4, no hay soluciones.

Por lo tanto, en total hay4 x (4!) = 14 x 24 = 336 nUmeros que satisfacen el
problema.

Solucion del problema 14.La respuesta es (b).
SeanA uno de los veértices ¥/ y N los puntos medios de los lados adyacentes.

N ¢
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Por el teorema de Pitagoras tenemos2é/2? = AM? + AN? = M N? = 22 = 4,
de dondedM = /2 e¢m. Por lo tanto, el lado del cuadrado mi2e'2 cm y su area es

8 em?.

Solucion del problema 15.La respuesta es (a).

Dividiendon? — 3n + 2 entre2n + 1 obtenemos de cocient§ -4- % y de residuo
27 Luego,8(n® — 3n +2) = (2n + 1)(4n? — 2n — 11) + 27. Por lo tanto2n + 1
divide an® — 3n + 2 si y solo si2n + 1 divide a27. Es facil verificar que el conjunto
de enteros que cumplen quen + 1 divide a27 es{—14,—5,—2,—1,0,1,4,13}, de

donde hay8 valores posibles de.

Solucion del problema 16.La respuesta es (c).
El nimero obtenido por Beatriz es como maxifior 92 = 162 y puede tenet, 2 0
3 digitos.

= Supongamos que el nimero obtenido por Beatriz tiene uitodigntonces el
nGmero obtenido por Camila es a lo nt#s= 81. El maximo81 se obtiene si
Andrea escribe €0, Beatriz el9 = 32 + 02 y Camila elS1.

= Supongamos que el nUmero obtenido por Beatriz es de dissdigntonces la
mayor suma que podria obtener Camiladést 92 = 162. Para que esto sea
cierto, el nUmer®9 que obtuvo Beatriz tiene que ser la suma de dos cuadrados
perfectos. Pero esto no es posible. La segunda suma mayloleges)? 4 82 =
145 y ésta se obtiene si Andrea hubiera escrito el nuriiénp Beatriz el98 =
7+ 72

= Si el nUmero obtenido por Beatriz tuviese tres digitoe ado mas podria ser
92 + 92 = 162, luego Camila a lo mas hubiera podido obtener(a = 12 +
52 +92.

Por lo tanto, vemos que el mayor nlmero que pudo obteneri€amel145.

Solucion del problema 17.La respuesta es (a).

En primer lugar, el peso relativo de las tres truchas graesle85 %, y el peso relativo
de las tres truchas chicas £s- o = 25 = 25 %. Por lo tanto, el peso de las truchas
medianas debe s&00 % — 35 % — 25 % = 40 % del total.

Noétese que el nUmero de truchas medianas no puede ser mégal a3, porque
entonces, al menos una de ellas tendria que pesar masajde las grandes.

El nUmero de truchas medianas tampoco puede ser mayor logigeid, pues en ese
caso, habria una trucha mediana que pesaria a lo m%%%rt 8 % del total, lo que
es contradictorio pues el peso de cada trucha chi%é s> 8 % del total.

Asi pues la Unica posibilidad es que el nUmero de trucleaanas seay que en total
se hayan compradid) truchas.

Solucion del problema 18.La respuesta es (d).

Comoz?3 — 22 = 2?(z — 1), necesitamos que — 1 sea un cuadrado. Como< z <
100, tenemos qué < z — 1 < 99 y es facil ver que hay0 cuadrados en el intervalo
[0,99].
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Solucion del problema 19.La respuesta es (d).
Sumando las tres ecuaciones obteneabst 2bc + 2ca = 484. Luego,

ab = 242 —c(a+b) =242 - 170 = 72,
be = 242 —a(b+c) =242 — 152 = 90,
ca = 242 —b(a+c) =242 — 162 = 80.

Por lo tanto(abc)? = (ab)(bc)(ca) = 72(90)(80) de dondebe = 720.

Solucion del problema 20.La respuesta es (c).

Denotemos pod, B, C'y D alos vértices del trapeci® al punto de interseccion de
sus diagonales & H a la altura que une los puntos mediosAlB y CD. ComoAB

y CD son paralelas, sabemos qdd PB = ZCPD por ser angulos opuestos por el
vértice,y/BAP = ZDCP por ser angulos alternos internos. Entonces, por el icriter
AAA, los triangulosABP y C D P son semejantes.

A G B

Como la razbn de las areas de estos triangulog ek razbn de semejanza de estos

., 1 GP __ 3
triangulos debe se\r/: . Porlo tanto, 3 = 5.

Ahora calculamos el area deI trapecio.

AB+CD AB
%C-GH = Z2(GP+PH)+ ¢b =~ (GP+ PH)
_ AQB (GP+ GP) ( PH—i—PH)
B Z(AB~GP)+_<C’D~PH)
3 2 4 2 '

Como B (GP) = 18y Z2(PH) = 32, tenemos que el area é¢18) + 1(32) =
98 cm?

Solucion del problema 21.La respuesta es (a).

Supongamos que Idsenteros consecutivos senn + 1,n + 2,...,n + k — 1 con
n entero par. La suma de estos nimero$'es M Comok: divide a S por
hipbtesis, tenemos qu,%—.\ =n+ ’“—;1 debe ser un entero. Por lo tankoes un entero

: . (2n+k—1Dk P
impar. Por otra parte, sabemos dues par, luega divide a-=—=—, lo que significa
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que4 divide a(2n + k — 1)k. Comok es impar, se sigue q@ + k — 1 es divisible
entre4, y comon es par, concluimos quéedivide ak — 1 y por lo tanto 4 divide a
k—14+4=Fk+3.

Solucion del problema 22.La respuesta es (a).
SeanO y O’ los centros de las circunferencias gu radio. Pasando pdl, trazamos

una paralela al lado dcm. De forma analoga, pasando o', trazamos otra paralela
al lado de9 ¢m. Denotemos coti/ al punto de interseccion de estas rectas.

r

7T
N
TALA

T

EntoncesQO’ = 2r, MO’ = 9 — 2ry MO = 8 — 2r. Ahora, por el teorema de
Pitagoras tenemos que,

(2r)% = (8 — 2r)% + (9 — 2r)°.

De lo anterior se sigue quie* — 68r + 145 = 0, por lo quer = 8348 — 17412 de
donder = % cm or = 3 em. Comor = £ ¢m es inconsistente con el problema por
ser demasiado grande, la Unica solucién esg cm.

Solucion del problema 23.La respuesta es (d).
Sabemos qué’(A) = 3, P(B) = 1, P(C) = . De lo anterior se sigue que
P(=C) = 2, que es la suma dB(A4) y P(B). Es asi, que el problema se reduce a
calcular la probabilidad®,) de que el primero en pasar séasabiendo que la razon
entreP(A)y P(B) es2. EntoncesP, debe seg.
Otra forma de plantear el problema es la siguiente: CdmB y C' son eventos exclu-
yentes entre si, es deci’(A A B) =0, P(AANC) =0y P(BAC) = 0, tenemos
que,
P(A)
P Re0) T

olafbol=
—_
)

Solucion del problema 24 .La respuesta es (b).

Si m y n son distintos de cero, el lado izquierdo de la ecuacion estumero par,
lo cual no puede ser ya que el lado derecho es un numero itnpegyo,m = 0 0
n=20.Sim=0,2"—-2" =1—2" < 0lo cual no es posible. Si = 0, entonces
2m = 64 = 26 y de aquim = 6. Por lo tanto{6, 0) es la Gnica solucion.
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Solucion del problema 25.La respuesta es (c).

Llamemos a los vértices del trianguy B y C, y denotemos por al radio de las
circunferencias. Seab; y O, los centros de las circunferencias tangentes al JaBo
y sean0; Py O»Q las perpendiculares trazadas desde estos centros sodde dlrb.

EntoncesAP = QB = rcot30° = v/3r, y PQ = 0,0, = 2r ya queO;0>QP es
un rectangulo. Luego,

a=AB = AP + PQ + QB = 2V/3r + 2r,

_ a _ V3-1
de donde" = m = 1 a.

Solucion del problema 26.La respuesta es (c).

Tenemos que/525 = 5v/21. Luego,/y = 5v21 — /z. Elevando al cuadrado ob-
tenemosy = 525 4+ x — 10v/21z. Comoy debe ser un entero positivdlz debe ser
un cuadrado, de modo que= 21u? para alglin entero positiva De manera analoga,
y = 21v? para algn entero positiva Por lo tanto, la ecuacion original se reescribe
comou + v = 5. Comowu €s un entero positivo, el mayor valor posiblewes4, en
cuyo casq = 21(4%) = 336.

Solucion del problema 27.La respuesta es (e).

Para obtener>® debemos multiplicar un sumando del segundo factor de lagafm

(0 < i < 25) con un sumando del primer factor de la for(sa — i + 1)x5°~%. Por

lo tanto, el coeficiente de®° es igual a la suma de todos los nimeros de la forma
50 — i+ 1 con0 < ¢ < 25, es decir:

(5614 26) + (50 + 25) + (494 24) + - - - + (26 + 51)
2
7726

= =77-13 =1001.
5 7713 00

514504494 ---+26 =

Solucion del problema 28.La respuesta es (b).
El nlmerak no puede ser menor qdg/a que cualesquiera dos de los nimérd$, 15



24 Soluciones a los problemas de frctica

y 20 no pueden estar en el mismo conjunto. Por otra partenjuntos son suficientes.
Por ejemplo,

{1,6,11,16,5}, {2,7,12,17,10}, {3,8,13,18,15}, {4,9,14,19,20}.
Por lo tanto, el valor minimo die es4.

Solucion del problema 29.La respuesta es (b).
Tenemos que,

p() +p2)+ - +p9) = 1424 +9=45
p(10) +p(11) + - +p(19) = 1+45=46,
p(20) + p(21) + -+ p(29) = 2(1+45) = 2(46),

p(90) + p(91) + - - - 4+ p(99)
Por lo tanto,
p(1)+p(2)+---+p(99) = 45+46(1+2+---+9) = 45+46(45) = 45(47) = 2115.

Solucion alternativa. Consideremos a todos los nimeros desé@éekta eb9 como si
tuvieran2 digitos, es decir, considerando a los nUmeros de urodigino0z. Tenemos
gue la suma de los productos de sus digitos incluyendo tos es,

0:04+0-14+0-24--49-9-0-0=(0+1+2+---+9)% -0 =452

Ahora, si en lugar de los ceros colocamos unos, el produdimsd#igitos distintos de
0 se mantiene, es decir, calcufdd ) + p(2) + - - - + p(99) es equivalente a sustituir en
la igualdad anterior los ceros por unos, por lo que,

p()+p2)+---+p(99)=1-1+1-14+1-24---49-9-1-1
=(1+1+2+---+9>—1
=462 — 1 = 2115.

9(1 + 45) = 9(46).

Solucion del problema 30.La respuesta es (c).
Usaremos las factorizaciones:

a®>—bv* = (a—Db)(a+b),
a® = = (a—0b)(a®+ab+b?),
a®+b° = (a+0b)(a®—ab+ V).
Tenemos que:
999,991 = 1000% — 3% =997 - 1003,
999,973 = 100% — 3% = 97(100% + 3 - 100 + 3?),
1,000,001 = 100% + 1% = 101(100% — 100 + 1),
7,999,973 = 200% — 3% = 197(200% + 3 - 200 + 3?).

Por lo tanto, el inico nimero primo es38i9, 983.



Problemas propuestos

Tzaloa es tu revista y esta seccibn esta especialmermg@adia para tu paticipacion.
Como siempre, en este nlmero presentair®blemas nuevos que te necesitan para
encontrar su solucién. Sabemos que te gustan los retosgspdos problemas de esta
seccibn son un poco mas dificiles que los de la secpibhlemas de pctica Sin
embargo, esto no debe desanimarte pues estamos segurasquepoco de esfuerzo
pronto podras resolverlos.

Para dar tiempo a que nos envies tu solucién y esta puedaaézada con todo cui-
dado, las respuestas de los problemas propuestos en ewalfuiero de la revista, se
publican con tres nUmeros de diferencia. Es asi que lasiestas de los problemas
propuestos en esta ocasion, se publicaran en Tabf#o 2012, por lo que aln tienes
tiempo para preparar y enviarnos tu trabajo.

Recuerda que nuestra direccion electronica@si st aomm@nai | . comy que a
través de ella estaremos recibiendo con gusto todas lasteariones que nos lleguen
desde cualquier rincon del pais.

Problemas propuestos.
Afio 2012 No. 1.

Problema 1.(Principiante)E’ es un punto sobre el lad®C' de un rectangulel BC' D
tal que, si se hace un doblez sobY&, el vérticeB coincide con un punté’ sobre el
ladoCD. SiAD = 16ecmy BE = 10 em, ¢.cuél es la longitud de E?

A B
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Problema 2.(Principiante) Si el conjunt10, 20, 30, 40, 50} se divide en dos conjun-
tos A y B, muestra que alguno de estos conjuntos tiene a dos de losrosima su
diferencia.

Problema 3. (Principiante) Considera una cuadricula2fex 25 cuadraditos. Si se
pueden pintar de rojo contornos de cuadrados de cualquiafia, ¢cual es el menor
numero de contornos de cuadrados que se deben pintar paraddas las lineas de la
cuadricula de color rojo?

Problema 4. (Intermedio) Determina el menor enteta> 2 con la siguiente propie-
dad:Los enterod, 2, ..., n se pueden reescribir en un reidgl de manera que la suma
de cualesquiera dosimeros consecutivos sea un cuadrado perfecto.
Por ejemplor = 3 no cumple, ya que en cada acomodo de los nUmery 3 en un
renglon, hay dos nimeros consecutivos cuya suma no esadinaclo. Los acomodos
son:

1,2,3; 1,3,2; 2,1,3; 2,3,1; 3,1,2; 3,2,1;
y fallan porque ninguna de las sumias 2,3+ 2,2+ 1,2+ 3,1+ 2y 2+ 1 encada
caso respectivamente, es un cuadrado.

Problema 5. (Intermedio) Determina todas las tern@asb, c¢) (cona < b < ¢) de
enteros positivos con las siguientes dos propiedades:

1. a, by c son tres enteros impares consecutivos.

2. Elnimeraz? + b* + ¢? consiste de cuatro digitos iguales.

Soluciones a los Problemas Propuestos.
Afo 2011 No. 2.

A continuacion te presentamos las soluciones de los praderopuestos en Tzaloa
2, ano 2011.

Recuerda que en el siguiente nimero de la revista apare&s soluciones de los
problemas propuestos en Tzaloa 3, afio 2011, por lo queitbéatas a tiempo para
enviarnos la tuya y asi podamos publicarla dandote todoéelito y reconocimiento

pablico que sblo ti mereces.

Problema 1.(Principiante) ¢ Cuantos cuadrados hay tales que susauatices estan
entre los siguientes puntos?
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Solucion. Es facil contar los cuadrados con lados enteros, bastadfifuwien seria la
esquina superior izquierda del cuadrado. Héguadrados de ladh 9 de lado2, 4 de
lado3 y s6lo1 de lado4.

Ahora bien, los cuadrados con lado no entero quedan ins@italgin cuadrado de
los anteriores, de lady 3 0 4. Veamos estos casos:

= Cada uno de los cuadrados de latitiene un cuadrado de estos. Asi, tay
cuadrados de ladg?.

= Cada uno de los cuadrados de l&dltene dos de estos cuadrados. Asi Bay
cuadrados de ladg’5.

= Por @ltimo, hay tres cuadrados inscritos en el cuadradadt®dt 1 de ladoy/8
y 2 de ladov/10.

Por lo tanto, tenemos entotbth +9+4+1+ 9+ 8 +2 + 1 = 50 cuadrados con
vértices en la punticula.
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Problema 2. (Principiante) ¢ Cual es el diametro del siguiente dircsi se sabe que
AC =24e¢cmy BC = BA=20cm?

c

20

A

Solucion. SeaD el punto diametralmente opuestdsa E la interseccion d€’ A con
BDy sean, y e z las longitudes de los segmentB€/, DE'y DC, respectivamente.

12 20

12 90

C
/
A

Por el Teorema de Pitagoras en el triangBI6' E tenemos que = /202 — 122 =
16 em. Como BD es diametro, el triangul@C D es un triangulo rectangulo y por
simetria el trianguldC D también lo es. De aqui obtenemos las ecuaciones,

202 + 2% = (y+16)? y y? +12% = 22

Desarrollando y restando estas ecuaciones llegamd® a= 112 + 32y de donde
y =9cmYy z = 15cm. Por lo tanto, el diametro mide+ y = 16 + 9 = 25 ¢m.

Problema 3. (Intermedio) ¢ Cual es la suma de los maximos divisoregipsale los
numeros del al 100? (Nota: Un divisor propio de un entero positizees un divisor
gue no esigual a.)

Solucion. Paran > 1, el maximo divisor propio de es, dondep es el primo mas
pequefio que dividea Ademas, sabemos que un nimero entrieyeél 100 tiene un
divisor primo de entrg2, 3,5, 7} 0 es un primo. Dividamos la suma en cinco casos,
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considerando @ el menor primo que divide a.

Caso 1p = 2. Tenemos que puede ser cualquier par y la suma sefia= %(2 +4+
6+ ---+100) = 1275.

Caso 2p = 3. Tenemos que puede ser cualquier multiplo deque no sea par, o sea,
los de la formak + 3. Aqui la suma seridy, = £(3+ 9+ 15 + - - - + 99) = 289.

Caso 3p = 5. En este casa es mltiplo de5 pero coprimo cor2 y 3, o sea, los de
laforma30k+5030k+25. Lasumaes$s = %(5+25+35+55+65+85+95) = T73.

Caso 4.p = 7. En este casop s6lo puede ser, 49, 77 0 91 y la suma esS; =
L(T+49+77+91) = 32.

Caso 5n es primo mayor &. Cada uno de estos aporta la la suma y hagl posi-
bilidades, de dond8&; = 21.

Por lo tanto, la suma de los maximos divisores propios daidoseros del al 100 es
1275 4289 4+ 73 + 32 4 21 = 1690.

Problema 4. (Intermedio) El puntoA esta en el interior de un angulo con vértite
Un rayo de luz que se emite desde el puatincide en un puntd@ de uno de los lados
del angulo y se refleja para incidir en un putalel otro lado del angulo, para final-
mente ser reflejado de regresdaSi se cumplen las leyes ordinarias de la reflekion
demuestra que el circuncentro del triangB6' M esta sobre la rectd)M .

Solucion. SeaN el punto de interseccion de las perpendicularksiy M C trazadas
desdeB y C respectivamente. Como en el cuadrilatéf@ N C los angulos/ M BN

y ZMCN son rectos, entonces el puritbesta sobre la circunferencia circunscrita del
trianguloBCM y M N es un diametro de la misma.

K
B
N

N,
3

M C

4Seglin las cuales cuando un rayo incide en una superficie, idsrangulos de incidenciély() y reflexion
(62) son igualesd; = 62).
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Por otro lado, por la ley de reflexion tenemos que las re8tfdsy C'N son bisectrices
del trianguloA BC'. Entonces, bastara con probar que el puitesta sobre la bisectriz
AN. Ahora, nbtese que por la ley de reflexion también sabequedas rectaBM y

C M son bisectrices de los angulas’ BK' y / BC'L, respectivamente. De lo anterior,
podemos concluir qué/ equidista de las rectaéK y AL y por lo tanto esta sobre la
bisectriz del anguley BAC.

Problema 5.(Avanzado) Determina todos los enteros positivos, p, ¢ y r tales que,

a—1=(a’ - 1)(a?—=1)(a" - 1).

Solucion. Primero demostraremos el siguiente resultado.

Lema.Sia > 1ya? —1|a™ — 1, entonced | n.

Demostrachbn del LemaSia? — 1 | a™ — 1, entonces: > d. Luego, por el algoritmo
de la divisionn = dq + r parag y r enteros coi) < r < d. Entonces,

a"—1 = (¥t —a") + (a" - 1)
= a"(a% - 1)+ (a" —1).

Comoca? — 1 divide aa? — 1, se sigue que? — 1 debe dividiraa” — 1. Sia” —1 > 0
tendriamos qué < r, lo cual es una contradiccion. Luegd,— 1 = 0 de donde = 0,
y por lo tantod | n.

Continuemos con la solucion del problema.

Sia = 1, entonces,, p, ¢ y r pueden ser cualesquiera enteros positivos.
Supongamos que > 1, y sin pérdida de generalidad< ¢ < r. Luego, tenemos que
a" — 1< (a" - 1) =a* —3a*> +3a" — 1 < a® — 1, puesa®" > a”. Por lo tanto
n < 3r.Comoa” —1 | ™ —1 el Lemaimplica que | n, es decirp = rk conk entero
positivo. Comon < 3r tenemos qué = 1 0 2 de modo que los valores posibleside
sonr 0 2r.

Sin = r,entonces”? — 1 = a?—1 = 1dedondes = 2y p = ¢ = 1. Luego,
tenemos las solucionds, n,p,q,r) = (2,n,1,1,n), (2,n,1,n,1)y (2,n,n,1,1),
conn entero positivo.

Sin = 2r, entonceg” +1 = aP*?—aP —a?+1,de modoqua’ ? = q? —a? P —1.
Estoimplicaquey —p=0yasia” 9 =a?-202=a%—a""%=a""(a?"" —1).
Tenemos dos opciones:

m "9 =2ya?" —1=1. De donde obtenemas= 2
Las soluciones en este caso senn,p,q,7) = (2,6,2
(2,6,3,2,2).

= "9 =1ya?"" —1=2.De donde obtenemas= 3,p=qg=7r=1,yla
Unica solucion en este caso(@sn, p, ¢, ) = (3,2,1,1,1).



Concurso Nacional 2011
252 Olimpiada Mexicana de
Matematicas

Del 13 al 19 de noviembre de 2011 se llevo a cabo en San LuisP&an Luis Potosi,

el Concurso Nacional de 52 Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la participa-
cibn de todos los estados de la Repiblica. Los 16 alumnusdgaes del primer lugar
fueron:

JoséAngel Sanchez Gomez (Baja California)
Alberto Manuel Astiazaran Tobin (Chihuahua)
Enrique Chiu Han (Distrito Federal)

Jorge Garza Vargas (Distrito Federal)

Ramon Ivan Garcialvarez (Guanajuato)

Marco Antonio Flores Martinez (Jalisco)

Jorge Ignacio Gonzélez Céazares (Jalisco)

Adan Medrano Martin del Campo (Jalisco)

Juan Carlos Ortiz Rothon (Jalisco)

Miguel Angel Prado Godoy (Jalisco)

Diego Teran Rios (Morelos)

José Alberto De la Paz Espinosa (Nayarit)

Diego Alonso Roque Montoya (Nuevo Lebn)

Julio César Diaz Calderén (Oaxaca)

José Ramon Guardiola Espinosa (San Luis Potosi)
JoseAngel de JesUs Sosa Salinas (San Luis Potosi)

Los 10 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Mateandé Centroamérica y
el Caribe fueron:
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Enrique Chiu Han (Distrito Federal)

Juan Carlos Ortiz Rothon (Jalisco)

Miguel Angel Prado Godoy (Jalisco)

Kevin William Beuchot Castellanos (Nuevo Lebdn)

Carlos Ignacio Carriera Ramirez (Colima)

Manuel Alejandro Ceballos Pech (Yucatan)

Diego Fajardo Rojas (Puebla)

Luis Xavier Ramos Tormo (Yucatan)

Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco)

Siddhartha Emmanuel Morales Guzman (San Luis Potosi)

Aunque la participacion en el Concurso Nacional es indialgdes importante destacar
la labor que han llevado a cabo los estados de la RepUblayeaado a sus concursan-
tes. Con el proposito de reconocer este trabajo, presestahnegistro de los estados
que ocuparon los primeros 10 lugares en el Concurso Nadaienk24* Olimpiada
Mexicana de Matematicas.

1. Jalisco

2. Nuevo Lebn
3. Yucatan

4. San Luis Potosi
5. Distrito Federal
6. Colima

7. Morelos

8. Guanajuato

9. Baja California
10. Querétaro

En esta ocasion, el premio a la Superacion Académicas®llCopa Carlos Jacob
Rubio Barrios” y fue ganado por Nayarit. El segundo y tercer lugar de estenfir o
ocuparon, Colima y Durango, respectivamente.

A continuacion presentamos los problemas del ConcursmNalc2011. Los alumnos
tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una pahzertos.

Problema 1. Se tiener25 focos distribuidos de la siguiente manera: los priméxbs
se disponen en una circunferencia colocando un foco en caddeulos vértices de un
24-agono regular, y el foco restante se coloca en el centracti@ dircunferencia.
Unicamente se permite aplicar cualquiera de las siguieltesperaciones:

= Tomar dos vértices sobre la circunferencia tales que haycantidad impar de
vértices en los arcos que definen, y cambiar el estado dedos fle estos dos
vértices y el del foco del centro de la circunferencia.

= Tomar tres vértices sobre la circunferencia que formemiangulo equilatero, y
cambiar el estado de los focos en estos tres vértices y Eaetel centro de la
circunferencia.
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Muestra que partiendo de cualquier configuracion inicégiatos encendidos y apaga-
dos, siempre es posible aplicar un nUmero finito de openasipara llegar a la confi-
guracion en la que todos los focos estan encendidos.

(Sugerido por Luis Eduardo Garcia Hernandez)

Problema 2.SeaA BC un triangulo acutangulo con sus vértices sobre la cenemcia
C. Sead larecta tangente@en el puntaA. La circunferencia con cent® y radio BA
intersecta a larectaen D y a la rectaAC en E. Muestra que la rect® F pasa por el
ortocentro del triangulal BC'. Nota: El ortocentro de un téngulo es el punto donde
concurren las tres alturas del &ingulo.

(Sugerido por Luis Eduardo Garcia Hernandez)

Problema 3.Sean > 3 un entero positivo. Encuentra todas las soluciones de rasme

reales(aq, as, ..., ay) que satisfacen el siguiente sistemandecuaciones:
atta—1 = ao
aidas—1 = a3
ai,l +ap—1—1 = ayn
ai +a,—1 = ai.

(Sugerido por Fernando Campos Garcia)

Problema 4.Encuentra el menor entero positivo tal que al escribirlo @acion de-
cimal utiliza exactamente dos digitos distintos y que ewsitile entre cada uno de los
nameros del al 9.
Nota: Un ejemplo de unimrmero que al escribirlo en notain decimal utiliza exacta-
mente dos igjitos distintos es €1202022002.

(Sugerido por Fernando Campos Garcia)

Problema 5.Una cuadricula con lados de longitudes — 1) y (2" + 1) se quiere
dividir en rectangulos ajenos con lados sobre lineas deddricula y con un nimero
de cuadraditos de x 1 dentro del rectangulo igual a una potenci&de
Encuentra la menor cantidad de rectangulos en los que sk pligdir la cuadricula.
Nota: El 1 es considerado una potencia 2i@ues2® = 1.

(Sugerido por Daniel Perales Anaya)

Problema 6.SearC; y Cs dos circunferencias de radios diferentes que se cortarsen lo
puntosAy B. Consideremos un pun&dsobre la rectal B de modo qud3 queda entre
Ay C. SeanPy @ puntos sobré&; y Cs, respectivamente, tales q@&P es tangente a
C1, CQ es tangente &, P no esta dentro d&, y @ no esta dentro dé;. La rectaPQ
corta de nuevo &, enRy aC; en S, ambos puntos distintos d&. Supongamos que
CR cortade nuevo & enX y CS corta de nuevo & enY. SeaZ un punto sobre la
rectaXY. Muestra ques Z es paralela ) X siy solo siPZ es paralela &#X .

(Sugerido por Daniel Perales Anaya)
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Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

522 Olimpiada Internacional de Matematicas

Del 12 al 24 de julio de 2011 se llevd a cabdf Olimpiada Internacional de Ma-
teméticas en Amsterdam, Holanda, con la participaciobGiecompetidores prove-
nientes de 101 paises.

El desempefio de México en esta competencia internacfapagxcelente, ya que
logrd colocarse en el vigésimo segundo lugar de la lisggadiges participantes. México
conquistd 120 puntos, detras de Brasil y Bulgaria con 12itgs cada uno. Brasil y
México obtuvieron las puntuaciones mas altas de Latiresaa, seguidos por Perl con
113 puntos y Argentina con 77 puntos. Por primera ocasiSrgeis alumnos integran-
tes de la delegaciébn mexicana obtuvieron una medallaiddéa participado desde
1987 en la Olimpiada Internacional y hasta ahora, es el mhgjar que ha ocupado.
La delegacion que representd a México estuvo integradéop alumnos: Daniel Pe-
rales Anaya y Georges Belanger Albarran, del Estado de IvgrElavio Hernandez
Gonzalez, de Aguascalientes, Manuel Alejandro Espin@sai&, de Michoacan, Die-
go Alonso Roque Montoya, de Nuevo Lebn, y Jorge Garza VadghBistrito Federal,
todos ellos alumnos menores de 19 afios, y Diego con tan S@ids de edad. Flavio
y Diego se vieron galardonados con una medalla de platagDdoirge, Georges y
Manuel obtuvieron cada uno una medalla de bronce.

Por primera vez uno de los problemas que México propusolpatd Olimpiada In-
ternacional, fue seleccionado para formar parte del exalmémcompetencia. El valor
de este reconocimiento se puede apreciar al tomar en cugmiaceso que culmina
en esta seleccion: a lo largo del afio el pais organizabive problemas de todo el
mundo y un comité de expertos selecciona, de un conjuntédgdoblemas aproxi-
madamente, un subconjunto de problemas de donde los refaetss de cada pais
eligiran aquellos que integraran el examen. El problemeaciaborado por Fernando
Campos Garcia, exolimpico y actualmente estudiante Badaltad de Ciencias de la
UNAM.
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A continuacion presentamos los problemas y soluciones @2 Olimpiada Inter-
nacional. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro lyareedia cada una para
resolverlos.

Problema 1.Para cualquier conjuntd = {a1, a9, a3, a4} de cuatro enteros positivos
distintos se denota la suma+ as +as+ a4 pors 4. Sean 4 el nimero de parejds, ;)
conl <14 < j < 4 paralas cuales; + a; divide as 4. Encontrar todos los conjuntals
de cuatro enteros positivos distintos para los cuales sazdcel mayor valor posible
deny.

(Problema sugerido por México)

Solucibn de Jorge Garza VargasSin pérdida de generalidad supongamos que:

as < asz < as. Observemos que; + a; | sa siy so6lo sia; +a; | sa — (a; + a;), es
decir,a; + a; divide a la suma de los elementos de su complemento si y isdiice
asa.

Comoay > as Yy as > ai, entoncesy + as > az + aq, Iue90a4 + as 'i' as + aq.
Analogamente, coma, > a3 Y as > a1, tenemos queys + as { as + a;. Entonces,
por la observacion anterior, obtenemos que- as { sa Y as + as 1 sa.

Como hay(;‘) = 6 parejas de elementos ehy dos de ellas no cumplen que la suma
de sus elementos dividersa, entonces el maximo 4 satisface que4 <6 —2 = 4.
Observemos ques = 4,si A = {1,5,7,11}. Por lo tanto, 4 es el valor maximo que
puede alcanzat 4.

Supongamos qué = {ay, az, a3, a4} €S tal query = 4. Luego,

ar+az|sa = ai1+az]as+ay,
0,1+(13|SA = a1+a3|a2+a4,
as+ag|sa = ax+az|al+ag,

a1 +ag|sa = a1 +ag|ax+as.

De las dos Ultimas divisibilidades se obtiene quehaz < a1 +agy a1 +ayq < as+as,
es decir,
a1 + aq = as + as. (2

Comoa, + as | az + aq, y por (2), tenemos que, + as | 2a2 + az — a1, de donde,
a1 +asz | 2aa+az—a; — (a1 +a3) = 2(az —aq) > 0. Entonce?(as; —ay) es miltiplo
dea; + as, luegoa; + as < 2(az — aq). Por otra parte, si; + as < 2(az — a1),
se tiene queg; + az < M = as — a; (pues es a lo mas la mitad), perp >
as — a1 > as + a1 > as, que es una contradiccion. Entonces:t+ as > 2(az — a1).
Por lo tantog; 4+ as = 2(as — a1), de donde,

2a9 = 3a1 + as. (3)
Analogamente, comas + a4 = 2as + az — a1 Y a1 + a2 | as + a4, teNnemos que

a1+ ag | 2a3+az —aq, de dondeg; + as | 2(as —aq). Pero utilizando (3), obtenemos
queas — a1 = 2as — 4ay, entonces; + as | 4az2 — 8aq, de donder; + az | 4as —
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8a1 — (a1 + az2) = 3(az2 — 3a1). Ademas de (3) se tiene que + (a2 — a3) = 3as,
luego,as > 3ay y de aqui qué(as — 3aq) > 0. Por lo tantou; + as < 3(az — 3aq).

3(az—a1

Por otra parteg; + as > f) es decirg; + a2 €s mas de un tercio dgas — a1).
Comoa; + as | 3(az — 3aq), tenemos so6lo dos casos.

1. Supongamos qua +as = 3(az—3a4). Entonced$a; = aq. Luego sustituyendo
en (3) obtenemos ques = 7a,. Sustituyendo en (2) obtenemos gy, = ay.
Ademas, la cuartetéu;, 5a1, 7a1, 11a;) cumple las condiciones del problema
para todaz; entero positivo.

2. Supongamos quXa; + a2) = 3(a2 — 3a1). Entonced la; = as. Luego sus-
tituyendo en (3) obtenemos quE)a; = as. Finalmente sustituyendo en (2)
obtenemos que&9a; = a4. Ademas, la cuartet@;, 11a, 19a1,29a,) cumple
las condiciones del problema para tadcentero positivo.

Luego, las soluciones son las cuartetas; 5a1, 7a1, 11a1) ¥ (a1, 11a1,19a1,29a4)
para todo entero positive, .

Problema 2.SeasS un conjunto finito de dos o méas puntos del planoS&m hay tres
puntos colineales. Uremolinoes un proceso que empieza con una reqtee pasa por
un Gnico puntaP de S. Se rotal en el sentido de las manecillas del reloj con centro
en P hasta que la recta encuentre por primera vez otro punfaleual llamaremos
@. Con(@ como nuevo centro se sigue rotando la recta en el sentids dednaecillas
del reloj hasta que la recta encuentre otro puntd deéste proceso continta indefini-
damente.
Demostrar que se puede elegir un puftale S y una recta que pasa porP tales
que el remolino que resulta usa cada punt&d®mo centro de rotacion un nUmero
infinito de veces.

(Problema sugerido por Reino Unido)

Solucion oficial. Démosle una orientacion a la reétasto es, digamos que tiene una
direccion positiva y otra negativa. Ademas, digamos guettal siempre divide al
plano en dos semiplanos: uno gris y uno blanco. La necesilddrte una orientacion

a la rectal es para poder distinguir los lados cuando la recta ha sidal@i80°.
Notemos que siempre queambia de centro de rotacion del pufital puntoU, T
queda en el mismo lado que estaba abteRor lo tanto, el nUmero de puntos8en

el lado gris y el nUimero de puntos deen el lado blanco se conservan durante todo el
proceso (a excepcibn de cuando la linea contiene dos pdat®).
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Primero consideremos el caso cuandp= 2n + 1 es impar. Demostraremos que a
través de cualquier punfd € S, hay una recta que tienepuntos de cada lado. Para
ver esto, elijamos una recta orientada que paselpque no contenga ningn otro
punto deS y digamos que tiene + r puntos en su lado gris. 8i= 0 no hay nada
que demostrar, asi que podemos asumiriqg#e0. Si rotamos la recta orientad&0°
alrededor del’, el nUmero de puntos d& en su lado gris cambia ehcada vez que
dicha recta pasa por otro punto 8eComo al terminar tendremes— r puntos deS

en el lado gris (pues ahora el lado gris es el que antes erdeeblanco), debe haber
un momento en que cada lado de la recta contiepentos.

Ahora elegimos como estado inicial del remolino un puRtee S arbitrario y una
recta que pase pdr que tenga: puntos en cada lado. Demostraremos que durante la
rotacion del80°, la rectal usa a cada punto d&como centro de rotacion. Para esto,
elegimos otro punt@’ € Sy una rectd’ que separe & en partes iguales. Cuando
gire hasta ser paraleld’a debe ser exactamenitepues de otro modo, tendriamos dos
rectas paralelas, cada una de ellas con un puntbgiee separan en partes iguale$,a

lo cual es imposible.

Si |S| = 2n, de una manera parecida al caso impar, para cada ffuat& podemos
encontrar una recta orientada cor- 1 puntos en su lado gris# puntos en su lado
blanco. Elegimos dicha recta para un punto arbitrdticomo el estado inicial del
remolino.

Para este caso, demostraremos que durante una rotaciametgd poB60° la recta
usa cada punto d& como centro de rotacion. Para ello, elegimos otro pihte S y
una recta orientadaque pase pdf que separe & en dos conjuntos, uno cen-1 en

su lado gris y el otro con puntos en su lado blanco. De la misma manera, al considerar
el caso cuandbsea paralela a dicha recta y con la misma orientacion, éemas que

[ debe pasar pdF.

Problema 3.Seaf una funcion del conjunto de los nimeros reales en si mipneo
satisface,

flz+y) <yfx)+ f(f(z))

para todo par de numeros realeg). Demostrar que () = 0 para todar < 0.
(Problema sugerido por Bielorrusia)
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Solucion oficial. Haciendoy = ¢ — z, la desigualdad dada se puede reescribir en la
forma,

f) <tf(z) —xf(x) + f(f(2)) (4)

Consideremos algunos numeros realeg b. Usando (4) cont = f(a) y z = b,
asi como con = f(b) y x = a, obtenemos,

F(f(a)) = f(f(b) < fla)f(b) — bf(b),
FUF®) = f(f(a)) < fa)f(b) — af(a).

Sumando estas dos desigualdades obtenemos,

2f(a)f(b) = af(a) + bf(b).

Ahora, sustituimo$ = 2f(a) para obtene2f(a)f(b) > af(a) + 2f(a)f(b), 0 bien,
af(a) < 0.De aqui,

f(a) > 0 paratodoa < 0. (5)

Supongamos ahora qyéz) > 0 para algin nUmero real De (4) obtenemos inme-
diatamente que para todo< W se tiene qug () < 0. Esto contradice la
relacion (5). Por lo tanto,

f(z) <0 paratodo nimero reat, (6)

y por (5) obtenemos qug(x) = 0 paratodar < 0.
Lo Unico que nos falta es determingf0). Haciendot = = < 0 en (4) obtenemos
0 < 0-0+ f(0), de dondef(0) > 0. Combinando esto con (6) obtenemos que

£(0) = 0.

Problema 4.Sean > 0 un entero. Se dispone de una balanza de dos platillos y de
n pesas cuyos pesos sBh 2!, ...,2" 1. Debemos colocar cada una de tapesas
en la balanza, una tras otra, de manera tal que el platilla dedecha nunca sea mas
pesado que el platillo de la izquierda. En cada paso, elegima de las pesas que no
ha sido colocada en la balanza, y la colocamos ya sea enibgatla izquierda o en
el platillo de la derecha, hasta que todas las pesas hayaodwtadas. Determinar el
namero de formas en las que esto se puede hacer.

(Problema sugerido por Iran)

Solucion de Diego Alonso Roque MontoyaDenotaremos por,

(2x1y17 2I2y25 ceey 2I”yn)

una forma de acomodar las pesas en los platillos tal que s @@ pusieron en este
orden:2*1 2%z . 2%~y sila pes&”® conl < i < n fue colocada en el platillo de
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la izquierda decimos qug = 1y si fue puesto en la derecha decimos gue- —1.
Justo después de haber puestb-Esima pesa, tenemos que,

k
1) = D(k) = Y- 2"y

dondel (k) y D(k) son los pesos de los platillos izquierdo y derecho, resgeungnte,
después de haber puestdik&sima pesa. Queremos determinar el nUmene-tigolas
de la forma(2®1y,,...,2%y,) tales quel (k) — D(k) > 0 para todak que cumpla
1<k<n.

SeaA,, el conjunto de tales-tuplas y sear = (2*'yy,...,2%"y,) € A,. Veamos
que si suprimimos la pes y dividimos cada pesa enttg obtenemos una forma
a € A,_1.Seat € {1,2,...,n} tal quex; = 0. Tenemos que,

a’l = (2I1_1y17 cey 2It71_1yt*17 2It+1_1yt+17 ) 2In_1yn)'

Para esta’ demostremos qui(k) — D(k) > 0 para toda: tal qued < k < n — 1.
Dividamos en dos casos:

= k < t. Tenemos qué (k) — D(k) = S5 2% 1y, = LS8 9wy, > 0,ya
quea € A,,.

= k> t. Comoa € A,, tenemos qu{:fzo 2%iy; > 0, pero como dicho valor es
impar,>%_ 2%y, > 1, luego,

k k
1 _ 1 _ 1
I(k)—D(k) = 3 <§ 2%y, —20yt> 25 <§ 2%y, — 1) > 5(1—1) =0.
i=0 =0

Por lo tantoa’ € A,,_1.

Por otro lado, si tomamos € A,_1, multiplicamos todas las pesas prsigue
cumpliendo quel (k) — D(k) > 0 para todak € {1,2,...,n — 1}, hay que ver
en donde se puede poner la p@8ague es la Unica que falta. Dicha pesa no puede
ser puesta en el primer movimiento en la bandeja derechau@lguier otra manera
si puede ser puesta, ya que en cualquier momentokpargl,2,...,n — 1} se tiene
quel(k) — D(k) > 0, pero no puede sé; pues para que s@aendriamos el mismo
peso en ambos platillos, es decir, un nimero con dos difss@xpansiones en bake
Por lo tantol (k) — D(k) > 2y al agregar e® obtendriamod (k) — D(k) £ 1 >
2+1>1>0.

Porlo tanto, cada elemento dg _; nos generan—1 elementos edt,,, luego,|A,,| =
(2n — 1)|an—1|y (se tiene quéAd, | = 1),

|[An] = (2n— D]Ap—1]=---=2n—1)(2n —3)--- (3)(1).
Por lo tanto, hay2n — 1)(2n — 3) - - - (3)(1) formas de colocar las pesas.

Problema 5. Seaf una funcion del conjunto de los enteros al conjunto de les en
teros positivos. Se supone que para cualesquiera dos nteyon, la diferencia
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f(m) — f(n) es divisible porf (m — n).
Demostrar que para todos los enteres/ n con f(m) < f(n), el nUmerof(n) es
divisible por f(m).

(Problema sugerido por Iran)

Solucion de Flavio Hernandez Gonalez. Tomandom = z y n = 0, tenemos que
f(z) | f(x) — £(0). Entoncesf(z) | f(0) paratodar € Z. Luego, tomanden =0y
n = z, resulta quef(—z) | f(0) — f(x), perof(—z) | £(0), entonces (—z) | f(x)
paratoda: entera. Entonces, para tadantera también pasa qyiéx) | f(—x). Como
la funcion sblo toma valores positivos, tenemos fjlex) = f(x) paratoda: € Z.

Ahora supongamos que tenemos una pafejan) con f(m) < f(n). Si se da la

igualdad es obvio que se cumple la divisibilidad que queremo

Supongamos qui(m) < f(n). Luego,f(n—m) | f(n)— f(m), perof(n)—f(m) >
0, entonces (n — m) < f(n) — f(m), de dondef(n — m) + f(m) < f(n).
Notemos quef(m — (m —n)) | f(m) — f(m —n).

Comof(n—m) = f(m—mn)entoncesf(n) | f(m)—f(n—m).Sif(m) # f(n—m),
tenemos qu¢ (n) < |f(m) — f(n —m)|. Perof(m) + f(n —m) < f(n) luego,

f(m) + f(n—m) <|f(m) = f(n—m)|.

Pero como los valores déson todos positivos, esta desigualdad no se puede dar, ya
que el lado derecho es menor a el mayor de los valorg$idey f(n — m). Entonces

es una contradiccion y(m) = f(n — m), entonces comg(n — m) | f(n) — f(m),
tenemos qug(m) | f(n) — f(m)y f(m) | f(n), como queriamos.

Problema 6.SeaABC un triangulo acutangulo cuya circunferencia circuriacsl’.
Seal unarectatangentelg y sean,, [, y [ las rectas que se obtienen al refldjaon
respecto a las rectdsC', C Ay AB, respectivamente. Demostrar que la circunferencia
circunscrita del triangulo determinado por las reé¢tas, y I. es tangente a la circun-
ferencial’.

(Problema sugerido por Japbn)

Solucion oficial. Para evitar un largo analisis de casos, vamos a utilizao¢#On de
angulos orientados. Para dos redtggy denotemos por (¢, 5) el angulo por el cual se
puede girar en el sentido contrario a las manecillas dejlleetectal para obtener una
recta paralela a Luego, todos los angulos orientados se consideran ra6da¢.

Denotemos pof” el punto de tangenciadey I'. Sead’ = [, Nl.,, B’ =, Nl.y
C' =1,N1. SeaAd” enT tal queT A = AA” (A" # T a menos qud'A sea un
diametro). Definamos los punt@®’ y C” de manera analoga.
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Como los puntog’ y B son los puntos medios de los ardb6” y T'B”, respectiva-
mente, tenemos que,

Z(,B"C"Y = /(,TC")+ L(TC",B"C") =2/(1,TC) +2/(TC", BC")
= 2(£L(1,TC)+ L(TC,BC)) = 2/(1, BC) = £(I,1,).

Luego,l, y B”"C" son paralelas. Analogamente, tenemos ¢ug,A”C"” son para-
lelas y,l. y A”B"” son paralelas. Por lo tanto, los trianguésB’C’ y A” B”"C" son
homotéticos o se traslada uno en el otro.

Si probamos que son homotéticos y que el centro de homoféqiertenece d,
tendriamos que los circuncirculos son también horwatétcon respecto & y tan-
gentes en un punto, como se queria demostrar.

SeaX el punto de interseccion de las recf?5C' y BC”. Como los punto( y T son
simétricos respecto a la red®(, ya que las rectaST y C' B” son simétricas respecto
a BC, asi como también lo son las rectad’ y BC”, tenemos que el puntd esta en
la.

Ahora demostraremos que el punto de intersecgidr las rectaBBB’ y CC’ se en-
cuentraerd’.
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Consideramos el caso en queo es paralela a los lados del triangd&C'; los otros
casos se pueden ver como casos limite.
SeanD =INBC,E=INACYyF =I1INAB.

A

Iy

Debido a la simetria, la rect2B es una de las bisectrices de las red®4® y FD.
Analogamente, la rect& B es una de las bisectrices de las re@ak y DF'. Entonces
B es el incentro del triangulB’ DF', o uno de los excentros. En ambos casos tenemos
que,Z(BD,DF) + Z(DF, FB) + Z(B'B, B'D) = 90°. Luego,

/(B'B,B'C") /(B'B,B'D)
90° — £(BC,DF) — Z(DF,BA) =90° — £(BC, AB).
Anéalogamente, tenemos quéC’'C, B'C’) = 90° — Z(BC, AC). Entonces,

/(BI,CI) = /(B'B,B'C")+ /(B'C’,C'C)
Z/(BC, AC) — Z(BC,AB) = Z(AB, AC),

lo que significa que los punto$, B, I, C son conciclicos. Por lo tantd,esta e
Ahorabien, sed el segundo punto de interseccionileB” y I'. Aplicando el teorema
de Pascal (ver en el apéndice el teorema 19) al hexafdBéC' I BC” tenemos que
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los puntosB’ = KB”" NIBy X = B"C n BC” son colineales con el punto de
interseccionS de las rectag’l y C” K. Luego,S = CI N B’X = (', y los puntos
C’, C" y K son colineales. Ask es el punto de interseccion @B” y C'C”, lo que
implica queK es el centro de homotecia, llevandalaB’C’ en A” B”C" y pertenece
arl.

XXVI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Del 25 de septiembre aP de octubre de 2011, en la ciudad de San José, Costa Rica,
se realizd la XXVI Olimpiada Iberoamericana de Matenggjen la que participaron
21 paises con un total de 78 estudiantes. México obtuvoirelelP Lugar general por
paises, quedando por encima de Argentina, Brasil, Culpaftas Perl y Portugal en-
tre otros. La destacada delegacion mexicana estuvo auegyor: Flavio Hernandez
Gonzalez, de Aguascalientes, Diego Alonso Roque Montby&juevo Lebn, quienes
obtuvieron medalla de Oro; Jorge Garza Vargas, del Digtetteral, quien obtuvo me-
dalla de Plata y José Ramén Guardiola Espinosa, de SarPbtisi, con medalla de
Bronce.

Cabe sehalar que con esta destacada participacionctMégird con broche de oro
el afio 2011. En cada una de las Olimpiadas Internaciondsgue asistio, obtuvo
resultados sorprendentes. En la Olimpiada Matematicaeté¢r@ameérica y el Caribe,
la delegacibn mexicana obtiene el mayor puntaje en surlasten la Olimpiada In-
ternacional de Matematicas los seis participantes fupremiados, dos de ellos con
medalla de Plata y los otros cuatro con medalla de Bronaedsika primera ocasion
en que todos los alumnos de la delegacion obtienen unagprese

A continuacion presentamos los problemas y solucionea d&VI Olimpiada Ibe-
roamericana. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatie Woedia cada una para
resolverlos.

Problema 1.En la pizarra esta escrito el nimetoAna y Bruno juegan alternada-
mente, comenzando por Ana. Cada uno en su turno sustituyerem escrito por el
que se obtiene de aplicar exactamente una de las siguigreesc@mnes: multiplicarlo
por 2, o multiplicarlo por3, o sumarlel. El primero que obtenga un resultado mayor
o igual a2011 gana. Hallar cuéal de los dos tiene una estrategia ganaddeagribir
dicha estrategia.

Solucion de Jog Rambn Guardiola Espinosa.Bruno tiene estrategia ganadora.

Ya que Ana comienza, debe obtener como resultado en su pwmmer4, 6 0 3. En
caso de que Ana obtenga énBruno lo sustituye por uf. Luego Ana podra obtener
5-2=10,5-3 =1505+1 = 6. En cualquiera de los dos primeros casos, Bruno puede
obtener ur80. En caso de que Ana haya obtenidoa Bruno continta obteniendo un
6+1 = 7. Ana puede continuar con n2 = 14,7-3 = 21 07+ 1 = 8. En cualquiera

de los dos primeros casos Bruno puede obtendruin el (ltimo caso, Bruno pone

8 +1 = 9. Ana solo podra obtenér- 2 = 18,9-3 = 2709+ 1 = 10, y Bruno
podria obtenet8 - 2 = 36,27+ 1 =28 010 - 3 = 30, respectivamente. En el caso en
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gue Ana haya obtenido u}) Bruno obtiene ur - 3 = 9 y continua como fue descrito
anteriormente.

En todos nuestros casos, Bruno le deja a Ana un par del ifde2& 55]. Si Ana
multiplica por dos o por tres el nUmero obtenido, le deja@Brun nUmero par del in-
tervalo[56, 167]. Bruno obtiene en este caso un nUmero impar de este misergald
sumandd. Si Ana decide sumarleal nimero par del interval@s, 55], Bruno enton-
ces multiplica por tres el nUmero obtenido para obtenerumaro impar del intervalo
[56,167].

Si Ana decide sumarlé al nUmero obtenido, Bruno también lo hace. Esto continia
hasta que Ana decida multiplicar el nUmero par 3 o ella deje el nUmer68 (pues
ella modifica los nUmeros impares). Si en alglin momentodetde multiplicar por

2 el nimero, obtiene un niimero par del intervgl@2, 335]. Si el nimero esta en el
intervalo[102, 166], Bruno puede sumarley regresar a la posicion anterior. En otro
caso, el nUmero queda en el interval68, 335]. Finalmente, si Ana decide multiplicar
el nUmero del intervalo pd3, obtiene ya sea un nUmero del intervél68, 335] o un
nimero impar del interval336, 501]. A continuacion analizaremos estos dos casos.
Si Ana obtiene un nUmero del intervdld8, 335], Bruno lo multiplica por2 y obtiene
un nimero par del interval@36, 670]. Si Ana deja un impar del interval836, 501],
Bruno le sumal. Esto deja a Ana invariantemente con un niumero par delveter
lo [336,670]. Si Ana lo multiplica por2 o por 3, obtiene un numero del intervalo
[671,2010]. Si Ana decide sumarlé al nUmero, Bruno también lo hace. Por la pa-
ridad, serd Ana la que obtenga el niméra, el cual también esta en el intervalo
mencionado anteriormente. Una vez que Ana deja un niUménatelesalo[671, 2010]
Bruno solamente debe multiplicarlo pbpara obtener la victoria.

Problema 2.Encontrar todos los enteros positivopara los cuales existen tres enteros
no nulosz, y, z tales que:

11 1 1
z+y+2=0Yy E+§+;:ﬁ'

Solucion de Jog Ranmbn Guardiola Espinosa.Supongamos quér, =, y, z) es una
cuarteta de enteros que satisface las condiciones dekpnabtom impar. Entonces

n(axy + xz + yz) = xyz. @)

Comoz + y + z = 0, entonces en la tern@, y, z) hay exactamenté o 3 pares,
ya que de otro modo su suma seria impar. S¥af’, 2¢ las maximas potencias de
que dividen ar, y y z respectivamente. Sin pérdida de generalidad podemossupo
a>b>cya>1.Luego,

a+b>a+c>b+c (8)

y por tanto2¢+¢ | 29+ lo que implica2¢t¢ | xz y 2¢F¢ | xy. Como2¢+te | xyz,
entonces por (7) tenemos e | nyz. Sin embarga2’** es la maxima potencia de
2 que divide ayz, y n es impar, lo que implica que+ ¢ < b+ c. Por (8), tenemos que
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a+c=b+ ¢ yportantoa = b. Comoz = —(z + y), Se sigue qué“ | z, de donde

a < ¢,y por tantoa = c. Entonces23? | zyz, y por (7),23 | n(xy + zz + yz).

Sin embarga22® es la maxima potencia @deque divide &xy +xz+yz),y n esimpar.
Esto implica2a > 3a cona > 1 lo que es una contradiccion. Por lo tanto, no existe
ninguna solucion con impatr.

Si n es par, podemos escribir = 2k. Luego, tomanda = —6k, y = z = 3k
obtenemosque +y + 2z =0y — g + & + & = =242 = L
Problema 3.SeaABC un triangulo y searX, Y, Z los puntos de tangencia de su
circunferencia inscrita con los lad@¥C, C A, ABC respectivamente. Suponga que
C1, Cy, C3 son circunferencias con cuerddy’, Z X, Y Z, respectivamente tales que
C1 y C, se corten sobre la rectd”Z y que C; y Cs se corten sobre la reci@Y .
Suponga qué&’; corta a las cuerda¥Y y ZX enJ y M respectivamente; qués
corta a las cuerda8Z y XY en L eI, y que(Cs corta a las cuerda®¥Z y ZX
en K y N, respectivamente. Demostrar qlie/, K, L, M, N estan sobre una misma
circunferencia.

Solucion de Diego Alonso Roque MontoyaEs conocido que las rectasX, BY
y C'Z son concurrentes. Com®Y y C'Z son los ejes radicales (ver en el apéndice la
definicion 16) de las parej@s’, Cs) y (C1, C), esto implica quel X es el eje radical
de(Cg, Cg)
Demostraremos primero quéN || AB.
Por angulos en la circunferendia, asi como en la inscrita al triangutbBC, tenemos
que,

LZKN =/LZXY = LAZY,

y por angulos alternos internak,N || AB. De manera similatJ M ||C'B.

SeaP la interseccion deX N con M J, y U la interseccion de°B y X Z. Por ser
KN|ZBy JM|BX y coincidir las rectas\/ N y Z X, tenemos que los triangulos
PMN y BXZ son homotéticos con centro de homotecidefver en el apéndice la
definicion 18). Esto implica que,

UN UM

Uz - Ux’
oloqueeslomismd/M -UZ =UN -UX. Porlo tantoJ esta en el eje radical de
C1 y Cs. Sin embargo, dicho eje es la red@a”. Esto implica qué/ es la interseccion
de larectaBY con larectaX Z. Adicionalmente, tenemos quetambién se encuentra
sobre la rectdBY .
Usando quePK ||ZB, PJ||BX y que las rectaZ K, PB y JX concurren ert’,

tenemos que los triangulds PJ y ZBX son homotéticos, con centro de homotecia
Y y por tantoK J|| Z X . Por tanto, usando la circunferen€ia tenemos que,

LYKJ]=/.YZX =/ZYIL.

Luego, el cuadrilaterd’ L1.J es ciclico.
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De manera analoga, los cuadrilatefosV/ N y M N K L son ciclicos. Como los ejes
radicales de estas circunferencias son los lados deptriaiX'Y Z, tendriamos una
contradiccion si las circunferencias fueran distintastoEBmplica que al menos dos
coinciden y por lo tanto los seis puntos se encuentran sotareitcunferencia.

Problema 4.SeaABC un triangulo acutangulo, coAC # BC, y seaO su circun-
centro. Sea® y Q puntos tales quBOAP y COPQ son paralelogramos. Demostrar
queq es el ortocentro dd BC.

Solucion de Jorge Garza VargasSean/CAB = o, ZABC = Sy ZBCA = ~.

O es circuncentro del trianguld BC, entoncesAO = BO = CO, ademas’ BOA =
2/BCA=2vyy /BOC =2/BAC, por ser angulos centrales. En el triangulo isésce-
les BOC podemos concluir qugOCB = 90° — «.

ComoOBPA es un paralelogram@®0O = PAy PB = AOy los triangulosABO y
BAP son congruentes, de aqui giel = BO = AO = PB, entonce? BOA es un
rombo y por lo tanto sus diagonales son perpendicularesgas B8O perpendicular

a AB. Como por construccio@C' es paralela &0, entonce€)C es perpendicular a
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AB. De aqui que&) esta sobre la altura del triangultBC', desdeC.

A

Tomemos el hecho de que en un angulo de un triangulo, leaaftla recta que une
el vértice del angulo con el circuncentro son isogonales én el apéndice la defini-
cion 14), en este cag9C es isogonal C, entonce¥QCA = ZOCB = 90° — a.
Por lo tanto,

£0CQ = L/BCA—/OCB — /QCA =~ —2(90° — ) = 20+~ — 180° = a — .

Como POCQ es paralelograma/OCQ = Z0PQ = a — 3, ademasOC = PQ,
asiPQ = OC = OB = PA = PB, de donde podemos asegurar qees el
circuncentro del trianguld @ B. En esta circunferencidA PQ es central WY ABQ es
inscrito, entonceg APQ = 2/ABQ.

Se habia demostrado anteriormente U0 A es un rombo, por lo qué&O es bi-
sectriz deZAOB = 2, entonceAPO = LAOP = ~. Con todas las igualdades
obtenidas podemos asegurar lo siguiente,

2/ABQ = LAPQ = Z/APO — /QPO =~ — (a — B) = 180° — 2a.

Asi, ZABQ = 90° — a = ZOCB = Z0OBC, de donde podemos asegurar guB
es isogonal @B, y comoO es el circuncentro del trianguldBC, entonceBQ es
altura desde&B. Concluimos que com@ esta en la altura desdg y desdeB, es el
ortocentro del triangulal BC.

Problema 5. Seanz;, ..., z, nimeros reales positivos. Demostrar que existgn
...,an € {—1,1} tales que,

a4+ -4 a2 > (a1 + - anzn)?
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Solucion de Flavio Hernandez Gonalez.Demostraremos que el resultado sigue sien-
do valido, incluso si log;; son no-negativos. Sin pérdida de generalidad, supongamos
x1 > 19 > -+ > 1, > 0. Procederemos por induccion. Cuande- 1, tenemos que
podemos tomat; = 1Yy satisface las condiciones del problema. @oa 2, tomamos
a1 =1, a2 = —1, y entonces, como;xo > x%, se tiene que,

a12? + agxs = 22 —x2 = 2+ 2x119 — 2120 — 15

> acf + 2:53 — 2x129 — x%

w% — 22179 + JI% = (z1 — 12)% = (121 + ap2)>

Supondremos entonces que el problema es validorpar2k > 2, usando los signos

de manera alternada con lesordenados de mayor a menor. Lo demostraremos para
n = 2k+2. Sin pérdida de generalidad, tomemos> z2 > - -+ > xogy1 > Togto >

0. Por la hipbtesis de induccion,

2 2 2 2 2
T3 —Ty+ -+ Toky1 — Tok42 > («773 — T4+ -+ Tops1 — $2k+2) . (9)

Seas = 13 — x4 + - -+ + Taky1 — Takr2. Observamos ques > x5 + (—a4 + -+ +
Tok+1 — Tak+2) = S puesxzy > x3 Yy la componente entre paréntesis es negativa.
Sumandac; — x» a la desigualdad anterior obtenemos gue> x; — x2 + s. Por estas
dos desigualdades se obtiene

xr1 + 29 > 11 — X2 + 25.
Comoz; — xzo > 0, multiplicando por la desigualdad anterior, tenemos,
x? — a3 > (11 — x9)? + 25(21 — x2).

Sumando esto a la desigualdad (9), se obtiene,

ol =@ Wy — Ty > 80+ (21— 22)” + 25(21 — 22)
= (x1—®2+ -+ Topy1 — =T2k+2)2-

Como queriamos probar. Finalmente, para el caso impamu#t que sencillamente
podemos tomats 2 = 0 para tener una desigualdad similar @+ 1 términos.

Problema 6. Seank y n enteros positivos, coh > 2. En una linea recta se tienen
kn piedras dée: colores diferentes de tal forma que hayiedras de cada color. Un
pasoconsiste en intercambiar de posicion dos piedras adyesdahcontrar el menor
entero positivan tal que siempre es posible lograr, con a lo sumpasos, que las
piedras de cada color queden seguidas si:

a) n es par.

b) n esimpar yk = 3.
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Solucion oficial. Primero lo haremos para el cake= 2. Supongamos que los colores
son blanco y negro. Seé¥,, Ws, ..., W, las piedras blancas numeradas de izquierda
a derecha. Para cad& {1,2,...,n}, seal; la cantidad de piedras negras que haya a
la izquierda dé¥V; y R; la cantidad de piedras negras a la dereché/deClaramente,

se cumple la ecuaciaiy +R; = n. Luego,siL = >, L;,y R = Y ;" R;. entonces
L+ R = n?. Como el minimo nimero de pasos necesarios para movey taglpiedras
blancas a la derecha és y a la izquierda ef, tenemos que se necesitan a lo mas
m <min(L, R) < L%ZJ movimientos. Ahora bien, si es par, en el arreglBWW B,
dondeB y W son % piedras consecutivas de color negro y blanco, respectiviane
L=R= %2 Sin es impar, entonces tomamos el arreégl@BwbBW, dondeBy W

son ahora%1 piedras consecutivas de color blanco y negro, respectiviamién este

caso = M=l — || y R— 14l — | 27| 4 | Porlotantoyn = ||, yaque en

. 2 . .
estos arreglos se necesitan exactamg#t¢ intercambios.

. v — 2
a) Usaremos ahora por induccibn grpara mostrar quer, = w, dondemy,

es elm correspondiente para unfijo. El caso basé = 2 ya esta probado. Demos-

traremos primero quen, < ’“’“%”"2. Consideremos una configuracion cualquiera de
n(k + 1) piedras usandb + 1 colores,n piedras de cada color. S€acualquier color
y seanCy,Cs, ..., C, las piedras de colaf' numeradas de izquierda a derecha. Para
cada € {1,2,...,n}, definimosL; como la cantidad de piedras a la izquierdatje
de un color diferente &, y R; de forma analoga a la derecha. Entontes$ R; = kn
y por tanto, siL es la suma de l0B; y R la de losR;, se tiene qué& + R = kn? y por
tanto, con alo mésiin(L, R) < % movimientos podemos mover a todas las piedras
C; alaiizquierda o a la derecha. Por la hipbtesis de induccion

kn? kn?  k(k—1)n?  k(k+1)n?

< - < — =
Mg+1 < 2+mk_ 2+ 1 1

Ahora, denotamos pdk; un conjunto de; piedras del colot. Es posible demostrar
por induccion que el arreglo

KKy Ky 1 KKKy KoKy

. — 2 . .
requiere de exactamen@g% intercambios.

b) La respuesta e%’% Usando las mismas ideas que en la parte anterior, para cada
colorC tenemod.; + R; = 2n, por lo queL + R = 2n? y por tantomin(L, R) < n?.
Después de mover un color hacia algin lado, habremos adadoas:? intercambios,
y nos queda el casb = 2 que ya esta probado, asi que el maximaqosible es
n? + % = % Si A, By C son bloques dé§—3 piedras consecutivas de colores
a, by ¢, respectivamente, y las letras en minscula denotan Uamaisalra de ese color,
el arreglo
ABCabcbcacabC BA

. 2 . . 2
necesita exactamente &= intercambios, por lo quer = 3% =1,
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A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Mateméticas de enero a abril d2.201
Enero
Publicacién del treceavo nUmero de la revista “Tzaloa”.

Enero, 19 al 29 de 2012, Colima, Colima

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eiglicde tres examenes
de entrenamiento y de los examenes AMC.

Febrero, primera quincena
Envio de material a los estados (convocatoria, triptioopbramiento de delega-
do).

Marzo, primera quincena
Envio a los estados del primer examen de practica prappestel Comité Or-
ganizador de la OMM.

Marzo, del 4 al 11, Guanajuato, Guanajuato

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eiplicde dos examenes
de entrenamiento, del examen AIME y del examen de la XXIV Qlada de la
Cuenca del Pacifico.

Marzo, 16y 17

Aplicacion en los estados resgistrados con este prapdsitprimer examen de
practica propuesto por el Comité Organizador de la OMM.

Marzo y abril, 29, 30, 31y 1, CIMAT, Guanajuato

Curso de Entrenadores.

Abril
Publicacion del décimo cuarto nUmero de la revista “©aal
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Apendice

Criterios 1 (Criterios de divisibilidad del 3 y 9) Un namero entero es divisible,
= entre3, si la suma de susiditos es divisible entra.
= entre9, si la suma de susigitos es divisible entre.

Ver [6].

Definicibn 2 Un grafo es un conjunto de puntos, que llamamediees, unidos por
segmentos de rectas que llamamos aristas. Decimos quecdaeg son adyacentes
si hay una arista entre ellos. $iy w son dos @rtices adyacentes de un grafg
escribimos = vw para denotar la arista que une@conw.

En el siguiente grafo, losérticesu y w no son adyacentes ya que no hay ninguna
arista entre ellos. Sin embargo,es adyacente con logkticesu, x, y.

u

Un ciclo es una suce@n finita de ertices y aristas’’ = vgejvieavs ... Vp_1€xUk
cuyos érminos son alternadamenténtices y aristas, donde, = vy, los \értices
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Vg, V1, - - ., Uk—1 SON distintos, y las aristas,, eo, . . ., e son distintas. El enteré es
la longitud del cicloC'. Dos ciclos son disjuntos si no tienen aristas en @om

U1

ey €2

Vo V2
€3

CicloC = Vp€1V1€2V2€300 de IOngitud3
Ver [3].

Teorema 3 (Suma de losingulos internos de un triangulo) La suma de lo&ngulos
internos de un té@ngulo esl80°.
Ver [1].

Teorema 4 (Teorema de Pigoras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver[1, 5].

Definicion 5 (Congruencia de trngulos) Los triangulosABC'y A’ B’C’ son con-
gruentes si lo@angulos y los lados del tinguloABC son iguales a lodngulos y los
lados del trangulo A’ B'C".

Ver [1].

Criterio 6 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de taingulos
nos dice que si tenemos dosatrgulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Ver [1].

Definicion 7 (Semejanza de tidngulos) Los triangulosABC' y A’B’C’ son seme-
jantes, si sugingulos respectivos son iguales, es decir,

/ABC = /A'B'C’
/ACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’

y sus lados hoiogos son proporcionales, esto es

AB BC CA

A'B BCt CrAT

Ver [1].
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Criterio 8 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déangulos correspondientes de
los triangulosABC' y A’ B’C’ son iguales, entonces losérigulos son semejantes. A
esta relacbn le llamamosnguloéangulo y la denotamos como AA.

Ver [1].

Definicion 9 (Bisectriz) Dado unanguloZABC su bisectriz es la recta que lo divide
en dosAngulos iguales.
Ver [1].

Teorema 10 (Bisectrices)Las bisectrices internas de unérigulo concurren en un
punto que es el centro de la circunferencia inscrita en @rgulo. El punto de concu-
rrencia se llama incentro.

Ver [1].

Teorema 11 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Ver [1].

Definicion 12 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es clico si sus cuatro &rtices
estin sobre una misma circunferencia.
Ver [1].

Teorema 13 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexad BC'D es dclico si y
sblo si la suma de loangulos opuestos es iguall&0°, es decir,

/ZDAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
Ver [1].

Definicion 14 (Rectas isogonalespado un tranguloABC'y puntosP y @ en el lado
AC, decimos que las rectd3P y BQ) son isogonales i ABP = ZQBC.

B

A P Q C
Definicion 15 (Simediana) Una simediana es la recta isogonal de la mediana.

Definicion 16 (Eje radical) Dadas dos circunferenciasy C’ con centroD, Q y ra-
diosr, s, respectivamente, el eje radical dey C’ es el lugar geotétrico de los puntos
P que satisface®®0? — PQ? = r? — s2.

Ver [1, 2].
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Teorema 17 (Eje radical) El eje radical de dos circunferencigsy C’ con centros)
y @, respectivamente, es una recta perpendicul@@. Adenas, cada puntd del eje
radical deC y C' cumple que las longitudes de las tangentes désde y C’, cuando
existen, son iguales.

Ver [1, 2].

Definicion 18 (Triangulos homogticos) Decimos que los téngulosABC'y DEF
son homdéticos siAB||DE, BC||EF y CA|FD. Dichos triangulos siempre son se-
mejantes y la raan de homotecia es la ram de semejanza entre losérigulos. Si la
razbn de semejanza es diferenteldéas rectasA D, BE y C'F' concurren en un punto
O al que llamamos centro de homotecia.

F

e

Teorema 19 (Teorema de PascalBi los puntosd, By C;y A’, B’ y C' estin sobre
una circunferencid’ y se consideran los puntes’ = BC'NB'C, B” = AC'nNA'C
yC"” = AB' n A’ B, estos egtn alineados.

0
Ver [1, 7].

Ver [1, 7].



Bibliografia

[1] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gbmez Orteg&eometra. Cuadernos de Olimpiadas
de Matematicas. Instituto de Matematicas de la UNAM, 2002

[2] J.A. Gbmez OrtegaAlgunas maneras de usar la potendrevista de la Olimpia-
da Mexicana de MatematicakzaloaNo. 4, 2009.

[3] J.A. Gobmez Ortega, R. Valdez Delgado, R. Vazquez Rad#rincipio de las
casillas Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas. Instituto dematicas de
la UNAM, 2011.

[4] 1. Niven, H. Zuckermanlntroduccbn a la Teofa de los Nimeros Limusa-Wiley,
México 1972.

[5] A. Rechtman BulajichAlgunas demostraciones del teorema dé@@itras.Revis-
ta de la Olimpiada Mexicana de MatematicigaloaNo. 1, 2010.

[6] A. Rechtman Bulajich, C.J. Rubio Barrid3ivisibilidad y congruenciasRevista
de la Olimpiada Mexicana de MatematicigaloaNo. 2, 2009.

[7] L. Shively. Introduccbn a la Geomeia Moderna.Compaiiia editorial continen-
tal. México, 1972.

[8] N. Vilenkin. ¢ De ciéntas formas? (Combinatoriafeditorial Mir, Moscli 1972.



58




Directorio

Directorio de los delegados estatales

AguascalientesCastillo Flores Sandra Lilia

ITESM Campus Aguascalientes,

Av. Augenio Garza Sada #1500, CP 20328, Aguascalientesagoglientes,
(449) 9 100 900 ext 5401,

(449) 148 42 22,

sandra.castillo@itesm.mx.

Baja California—Yee Romero Carlos
Universidad Autbnoma de Baja California,
Km 106 carretera Tijuana Ensenada,
Facultad de Ciencias,

646 1745925 ext 116,

646 1170470,

646 1744560,

carlos.yee@uabc.edu.mx,
cyeer.mxl@gmail.com,
http://www.ommbc.org.

Baja California Sur—Rios Torres Jass Eduardo
CBTIS #62,

Jalisco y Meliton Albafez,

(612) 1226876,

(612) 1229976,

(612) 1416591,

eduardo.rios.73@gmail.com,
jerios@yahoo.com.mx,
www.institutomardecortes.edu.mx,



60

Directorio

Campeche-Moncada Bobn Juan Je@s

Universidad Autbnoma de Campeche, facultad de Ingemieri
Av. Agustin Melgar s/n entre Juan de la Barrera y calle 20,
Colonia Lindavista, CP 24039,

981 8119800 ext. 70000,

981 8116885,

981 117 5207,

jimb72@gmail.com,

jimoncad@uacam.mx,

www.pythagoras.com.mx,

Chiapas-Soler Zapata Maila del Rosario

Centro de Estudios en Fisica y Matematicas Basicas ycAgs
de la Universidad Autbnoma de Chiapas (CEFyMAP-UNACH),
4ta. Oriente 1428 (Entre 13 y 14 Norte) Barrio La Pimienta,
C.P. 29034, Tuxtla Gutiérrez, Chiapas,

96161 83430 ext 112,

961 12710 17,

msolerza@unach.mx,

mrsolerz@yahoo.com.mx.

Chihuahua—Salgado Armenakiz Ernesto
Universidad Autonoma de Ciudad Juarez,
Henri Dunant 4016, Zona Pronaf. C.P. 32315,
6566882124,

6566888887,

6561440251,

esalgado@ommch.org,

esalgado@uacj.mx,

http://ommch.org.

Coahuila—Morelos Escobar Silvia Carmen

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Universidat#ama de Coahuila,
Edificio D, Unidad Camporredondo, Saltillo, Coahuila, 2600

844 4144739,

844 4148869,

844 4377219,

844 4118257,

silvia.morelos@gmail.com,

smorelos2002@yahoo.com.mx.



Directorio 61

Colima—Isaias Castellanos Luié\ngel

Facultad de Ciencias, Universidad de Colima,

Av. Bernal Daz Del Castillo No. 340, Villa San Sebastian,
(312) 3161135,

(312) 1595749,

(312) 3194730,

ommcol@ucol.mx,

luisangel030891@hotmail.com,

ommcolima.ucol.mx.

Distrito Federal-Bravo Mojica Alejandro
Facultad de Ciencias, UNAM,

Ciudad Universitaria,

5556224864,

5556596718,

5538763571,

abm@ciencias.unam.mx.

Durango—Mata Romero Armando

Universidad Juéarez del Estado de Durango,

Constitucion #404 Sur Zona Centro C.P. 34000 Durango, Dgo.
(618) 1301139,

(618) 8188292,

(618) 8408077,

angelhiram@hotmail.com.

Estado de Mexico-Martinez Salgado Benito Fernando

Facultad de Ciencias, UAEMex,

Instituto Literario No. 100, Col. Centro, Toluca Estado déxi¢o CP 50000,
722 2965556,

722 2079808,

55 31920503,

722 2965554,

masabemx@yahoo.com.mx.

Guanajuato—Cruz Lopez Manuel

Departamento de Matematicas, Universidad de Guanajuato,
Jalisco S/N Valenciana Guanajuato,

(473)1 02 61 02 Ext. 1221,

(473)1 02 61 03 Ext. 1202,

(473)12966 17,

direc.demat@ugto.mx,

www.ommgto.wordpress.com.

Guerrero—Delgado Espinoza Gonzalo

Universidad Autbnoma de Guerrero, Facultad de Matemastic
Carlos E. Adame 54. Colonia Garita, Acapulco Guerrero,
744 4 30 9254,

deggonzalo@yahoo.com.mx.



62

Directorio

Hidalgo—ltza Ortiz Benjanin Alfonso
Universidad Autbnoma del Estado de Hidalgo, CIMA,

Carretera Pachuca-Tulancingo Km. 4.5 Mineral de la Refdtidalgo,

7717172000 ext 6163,
7717478089,
7717172109,
itza@uaeh.edu.mx,

Jalisco-Guznén Flores Mafa Eugenia

Universidad de Guadalajara CUCEI,

Av. Revolucibn 1500, Col. Olimpica, C.P. 44430, Guadaiaj Jal,
(33)13785900 ext 27753 y 27755,

(33)10955163,

floresguz55@yahoo.com.mx,

marugeniag@gmail.com.

Michoacan-Sepilveda lopez Armando

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Universidachibtcana,
Francisco J. Mijica s/n, Ciudad Universitaria, EdificioeNa (Alfa),
4433223500 Ext. 1225,

4433157923,

4432029466,

asepulve@live.com.mx,

asepulve@umich.mx.

Morelos-Sbitneva Tavdishvili Larissa
Universidad Autbnoma del Estado de Morelos,

Av. Universidad 1001, Colonia Chamilpa, 62209, Cuernayvistaelos,

7773297020,

7773134466,

7771090682,

7773297040,
larissa@uaem.mx,
larissasbitneva@hotmail.com.

Nayarit—Jara Ulloa Francisco Javier
Universidad Autbnoma de Nayarit,
Cd. de la Cultura Amado Nervo S/N,
311 7998552,

3112118809,

3111217251,

jaraulloa@gmail.com,
jaraulloa@hotmail.com.
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Nuevo Leon-Alanis Duran Alfredo

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Universidat#ama de Nuevo Lebn,
Cd. Universitaria, Apartado postal 101-F San Nicolas de3arza NL,
(81)83294030,

(81)83131626,

8115287582,

(81)83522954,

aalanisb6 @hotmail.com,

serolfrotceh@googlemail.com,

https://sites.google.com/site/eommnl.

Oaxaca-Carrillo Uribe Sara

Academia de Matematicas, Escuela de Ciencias,

Universidad Autbnoma 'Benito Juarez'de Oaxaca,
Independencia No. 43, San Sebastian Tutla, Oaxaca, C. #6712
951 1980514,

(915) 1 44 80 56,

sara.carrillo.u@gmail.com,

mushewini@hotmail.com.

Puebla-Juarez Rarirez Mafia Araceli

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,

Benemeérita Universidad Autbnoma de Puebla,

Ave San Claudio y Rio Verde s/n CU San Manuel CP 72570 Puebf, P
2222295500 ext 7557, 7554, 7578,

2222458773,

2221333689,

2222295636,

arjuarez@fcfm.buap.mx,

jilecara@hotmail.com.

Querétaro-Valerio Lopez Teresa de Jas

Universidad Autbnoma de Querétaro, Facultad de Ingenier

Cerro de las Campanas s/n, Col. Centro, C.P. 76100, Quer€merétaro,
(442) 192 12 00 ext 6015,

valeriotere@gmail.com,

teresa.valerio@webtelmex.net.mx.

Quintana Roo-Ranbn Barrios Alicia

Colegio de Bachilleres del Estado de Quintana Roo Plantet@ados,
Region 102, ruta 4 primera entrada. Cancin, Quintana Roo.,

(998) 1 74 01 56,

(998) 888 72 04,

olimpiadasquintanaroo@hotmail.com,

tital970@hotmail.com.
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San Luis PotosH-lores Alatorre Eugenio Daniel

Casa Olimpica,

Juan de O’Donoju #425, Col Virreyes, San Luis Potosi, SLP,
(444) 8118922,

(444) 1896756,

floreseugenio@hotmail.com,

ommslp@gmail.com.

Sinaloa-Russell Noriega Maria Guadalupe

Universidad Autbnoma de Sinaloa,

Angel Flores y Riva Palacios s/n, col centro, Culiacan Bma
(667) 7161154,

(667) 1750329,

mgrussell@uas.uasnet.mx,

mgrusselln@gmail.com.

Sonora-Avenddo Camacho Misael

Universidad de Sonora,

Blvd. Rosales Y Luis Encinas s/n Col Centro, Hermosillo, &an
6622592155,

6621936631,

6622592219,

misaelave@mat.uson.mx,

misaelave@gmail.com.

Tabasce-Lopez lopez Jorge

Universidad Juarez Autbnoma de Tabasco,

Km 1 Carretera Cunduacan-Jalpa, A.P. 24, C.P. 86690, Gunadh Tab.,
(914) 3360928,

(914) 1001886,

loppitall@hotmail.com,

jorge.lopez@ujat.mx.

Tamaulipas-Llanos Portales Ragn Jardiel
Universidad Autbnoma de Tamaulipas,

Centro Universitario Victoria, Cd. Victoria Tam.,
834-3120279,

8341381723,

8341385818,

rjardiel5@hotmail.com,

rllanos@uat.edu.mx,

www.matetam.com.

Tlaxcala—Cano Herrandez Sal

Universidad Autbnoma de Tlaxcala,

Calzada Apizaquito S/N; Apizaco, Tlaxcala; Apartado Plds48.,
CP 90300,

01 241 4172544,

2461050122,

scanohernandez@hotmail.com.
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Veracruz—Toledo Herndez Porfirio

Universidad Veracruzana,

Lomas del Estadio s/n Zona Universitaria, CP 91090 Xalapa, V
012288421745,

012281411035,

2281267938,

ptoledo@uv.mx,

portoledoz@gmail.com.

Yucatan-Sois Gamboa Didier Adn

Universidad Autbnoma de Yucatan,

Periférico Norte, Tablaje 13615. Mérida, Yucatan,
9999423140,

9991955789,

9991891707,

didier.solis@uady.mx,

quijo77@gmail.com,
www.matematicas.uady.mx.

Zacatecas<Calvillo Guevara Nancy Janeth
UAZ - Unidad Académica de Matematicas,
Calzada Solidaridad esg. Camino a la Bufa,
492 922 99 75,

492923 94 07,

458100 09 42,

ncalvill@mate.reduaz.mx,
nancycalvillo@gmail.com,
matematicas.reduaz.mx.
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Directorio

Directorio del Comité Organizador de la OMM

Jost Antonio Gomez Ortega(presidente)

Facultad de Ciencias, UNAM
jago@ciencias.unam.mx

Irving Daniel Calder 6n Camacho
Facultad de Ciencias, UNAM,
irvingdanelc@ciencias.unam.mx

Jo< Alfredo Cobian Campos
Facultad de Ciencias, UNAM
cobian@ciencias.unam.mx

Luis Cruz Romo

Sistemas de Inteligencia Territorial
Estrategica
Icruzromo@gmail.com

Marco Antonio Figueroa Ibarra
Departamento de Matematicas,
Universidad de Guanajuato
fuerunt@gmail.com

Luis Miguel Garcia Velazquez
Instituto de Mateméticas, UNAM
garcia.Im@gmail.com

Jesls Jebnimo Castro

Facultad de Ingenieria,

Universidad Autbnoma de Querétaro
jesusjero@hotmail.com

Leonardo Martinez Sandoval
Facultad de Ciencias, UNAM
ssbmplayer@gmail.com

Miguel Raggi Pérez

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Universidad Michoacana de San Nicolas

de Hidalgo
mraggi@gmail.com

Ignacio Barradas Bibriesca
Universidad de Guanajuato
barradas@quijote.ugto.mx

Fernando Campos Garcia
Facultad de Ciencias, UNAM
fermexico89@hotmail.com

David Cossio Ruiz
ITESM, Campus Ciudad Juarez
siriol1@gmail.com

Jo< Antonio Climent Hernandez
Facultad de Ciencias, UNAM
antoniocliment@ciencias.unam.mx

Samantha Lizette Flores Lopez
Instituto Tecnoldgico de Colima
samflal2@hotmail.com

Maria Eugenia Guzman Flores
CUCEI, Universidad de Guadalajara
marugeniag@gmail.com

Eréndira Jiménez Zamora
Instituto Superior de Educacion
Normal de Colima
eresweet@hotmail.com

Maria Luisa Pérez Segui

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Universidad Michoacana de San Nicolas

de Hidalgo
pseguil9@gmail.com

Olga Rivera Bobadilla
Facultad de Ciencias,
Universidad Autbnoma del
Estado de México
olgarb@yahoo.com
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Carlos Jacob Rubio Barrios Elena Ruiz Velazquez
Facultad de Matematicas, eleniux@gmail.com
Universidad Autbnoma de Yucatan

jacob.rubio@gmail.com

Rogelio Valdez Delgado

Facultad de Ciencias,

Universidad Autbnoma del Estado
de Morelos

valdez@uaem.mx

David Guadalupe Torres Flores
Departamento de Matematicas,
Universidad de Guanajuato
ddtorresf@gmail.com

Rita Vazquez Padilla
Universidad Autbnoma
de la Ciudad de México
ritavz14@gmail.com

Eduardo Velasco Barreras
Universidad de Sonora
hamsteritokeweb@hotmail.com

Hugo Villanueva Méndez
Instituto de Matematicas, UNAM
hvillan@matem.unam.mx

Direccion Postal de la Olimpiada Mexicana de Matematicas

Cubiculo 201, Departamento de Matematicas.
Circuito Exterior, Facultad de Ciencias.
Universidad Nacional Autbnoma de México.
Ciudad Universitaria.

Colonia Copilco, C.P. 04510.

Delegacion Coyoacan.

México, Distrito Federal.

Teléfono: (55) 5622-4864.

Fax: (55) 5622-5410.

Email:omm@i enci as. unam nx

Pagina oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemaéticas:

http://ww. onm unam nx/



