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Presentacon

Tzalod, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemati@sIM), es una
publicacion trimestral editada por la Sociedad Matecaé@tlexicana (SMM). Los articu-
los, problemas, soluciones, examenes y demas infoomagiée en ella encontraras,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores yiastad de nivel medio
superior que cada afo se preparan para participar en liistasconcursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Tzaloa es una publicacion de interés para un publicoiantp$ta concebida para satis-
facer las necesidades de la comunidad olimpica, perodalgjde su columna vertebral
es la resolucion de problemas, también resulta de gran pata todo aquel que guste
de hacer matematicas. El enfoque centrado en los razontsjel contenido expues-
to con rigor pero sin formalismos innecesarios 0 excesasiscomo su tendencia al
uso de matematica simple y elegante, son algunas de lagerdsticas que hacen del
material expuesto un recurso valioso para profesoregliastes, aficionados y hasta
profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Aio 2012, Nimero 2

Pensando en los estudiantes y profesores que se estamamdpaara participar en
las diferentes etapas de los concursos estatales, fuecjmmiila seleccion del mate-
rial que presentamos en este segundo nimero del afio 2083i,Kjue las secciones
Problemas de Facticay Problemas de Entrenamienfantes Problemas Propuestos),
estan integradas en su mayoria con material clasificadona@les introductorio e
intermedio. Se busco que la variedad de temas y niveledaem®blemas fuera equi-
librada, por lo que esperamos haber superado el reto de lagnjunto Util para la
preparacion de todos (novatos y expertos).

El articulo de matematicas de esta ocasion es una sarmpnag agradable que amplia
y enriquece nuestra tradicional linea editorilseior Burns y los infinitos monpao

Ipalabra nahuatl cuyo significadoagsrender
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es solo un articulo de matematicas, desde el primeafubet estilo de Eugenio Flores
pone en evidencia su clara vocacion literaria. Su trabeja €l confort de los textos
técnicos y explora, con notable éxito, el dificil teroette la literatura de divulgacion
matematica de calidad para pUblicos no especialistaseTla virtud de mantener la
matematica a niveles accesibles para el principiantejsahmtiempo que va tirando
carnada para captar y capturar el interés del matematfegional. Desde nuestra opi-
nion este texto marcaréa punto y aparte para la revistaeefiagMUCHAS GRACIAS.

Ademas, también hemos incluido los problemas y solusiate Concurso Nacional
de 2011. En la seccién correspondiente, se mencionan fobnes de los ganadores
y se presentan algunas de las soluciones dadas por ellosltioo, en el ambito
internacional presentamos los examenes de la ABIZde la Olimpiada de la Cuenca
del Pacifico de este afio.

México y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas de 25 afios que la Sociedad Matematica Mexicamanido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graciasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboraciérugban profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus exfieerejorar la ensefianza
y elevar la cultura matematica de nuestro pais. Motivgdo®l movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio naisa&an desarrollado innu-
merables talleres de resolucion de problemas, dondeiastad y profesores trabajan
con el Gnico afan de incrementar sus capacidades paraoglamiento, el analisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppaittdbn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana aterivaticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemética nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido perdesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los caseos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidizdesio el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicasnms que cuentan con una
solida formacion matemética y muchos de los cuales hamgm®ecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio
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262 Olimpiada Mexicana de Mateméticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matematieagsarrolla el etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las deliega&s nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la26® Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después del de agosto dé993. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efngni semestre del ciclo escolar
2012-2013Yy, para dl° de julio de2013, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la @agin

htt p: //ww. onm unam nx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssildirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 126* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
11 al 17 de noviembre de 2012 en Guanajuato, Guanajuato. griloeros lugares de
este certamen se les invitara a la etapa de entrenamieeliecgi®n de las delegaciones
que representaran a México en las distintas Olimpiadasriacionales del afio 2013:
la XXV Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico, ggdlevara a cabo en

el mes de marzo; la XV Olimpiada Matematica de Centroaraériel Caribe, que se
celebrara en el mes de junio; 3d* Olimpiada Internacional de Matematicas, que se
llevara a cabo en Colombia en el mes de julio, y la XXVIII Ofiilada Iberoamericana
de Matematicas que se realizara en el mes de septiembre.
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El Sefor Burns y los Infinitos
Monos

Por Eugenio Daniel Flores Alatorre

Nivel Basico

Cuando era nifio, mi padre no me dejaba lves SimpsonsPor eso, todos los dias
poco antes de las siete, algo surgia para que yo estuvieesamle mis vecinos, donde
si podian verlos. A veces ni siquiera tenia que entrarcasa, pues su tele daba directo
a la ventana de la sala y yo podia verlos desde la calle, raagome unos dialogos.
Poco a poco se fue levantando la prohibicién y hoy podensfsuttrios en familia; si
uno ve los capitulos de las primeras temporadas con atermiede darse cuenta que
estan llenos de buenos mensajes, incluso si estan engggatdumor negro. Ademas,
hay muchisimas referencias no s6lo a la cultura poputer aila literatura —Edgar
Allan Poe, Lewis Carol, Walt Whitman, por ejemplo—y tamb#&las matematicas. Un
poco mas: con ya00 episodios, es comin la idea de que la vida imita a los Singson
(en el capituloTomy y Daly y MargeMarge le prohibe a sus hijos ver ese programa
asi que ellos se van a verlo a casa de sus amigos).

En el capituld_a Gltima salida a Springfielden el que Homero se hace lider sindical,
el sefior Burns lo lleva a conocer su mansion y en una haditéiene mil monos con
mil maguinas de escribir, pronto habran terminado la lroweas grande de la historia.
Después le da un zape por haber escrito “estavamos”a@uiz se te hubiera ocurri-
do pensar que en esta pequefia escena, Los Simpsons hieferancia a un teorema
matematico cuya idea original se le atribuymile Borel, aunque ha sufrido muchas
modificaciones a lo largo del tiempo y que podemos resumitJarmono tecleando
por tiempo infinito en una maguina de escribir, produdagobras enteras de Shakes-
peare una tras otra. Cuando menos, esa es la version questaeEmmas, después de
tiempo infinito, habria escrito también las obras entdeaShakespeare una tras otra,
en orden inverso; habria escrito Romeo y Julieta enteridiema F (Rofomefeofo,
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Rofomefeofo, ¢ poforquéfe eferefes tifu Rofomefeofo@pria escrito todos los episo-
dios de Los Simpsons; y, si le buscamos con cuidado, podgancontrar que también
habria escrito este mismo articufito

No vamos a demostrar este teorema limite de probabilidadambio, vamos a cen-
trarnos en ver qué tan complicado es esto en el mundo raaéjamdo con la regla del
producto, aproximaciones y nimeros grandes.

No vamos a pensar en las obras completas de William Shakespaasolo en una de
sus frases mas populares: “To be or not to be, that is thdiqnéses decir, “Ser o no
ser, ésa es la cuestion”. Mantenemos el inglés porquéssencillo hacer las cuentas
con un idioma cuya maquina de escribir no tiene acentogsnees, vamos a convenir
que nuestra maquina de escribir tiene sfflteclas:26 letras, todas mayUsculas, [0&
digitos, el punto, la coma, signo de interrogacion y ebegp y ademas, que es igual
de probable que nuestro amigo mono presione cualquierdade el

Esto es muchisima ayuda para el mono: estamos reducientixlado que inclu-
ye maylsculas y minUsculas a uno con solo maylsculasestamos olvidando de
muchisimos simbolos y estamos bajandol & posibilidades en el teclado ASCII
basico a tan sold0: menos de la tercera pattéddemas, estamos pidiendo que todos
los simbolos tengan la misma probabilidad: en tu tecladando quieres guardar un
archivo con un nombre al azar, casi siempre termina llamgaddsasd o aslkdj.

Nuestra frase tienél caracteres contando las letras, los espacios, la coma & pu
final. Vamos a suponer que nuestro mono escribe frases demeattet1 simbolos y

gue la maquina automaticamente hace el salto de linegrg&s frases del simbolos
podemos hacer usand6 simbolos? Como la frase que buscamos es una en particular,
la probabilidad de que nuestro mono la escriba al azar gagd &1 dividido entre el
nimero que encontremos.

Rapidamente recordemos los problemas de guardarroparmsied tiene blusas y3
pantalones ¢de cuantas maneras se puede vestir? Una reaneha de resolver el
problema cuando los nUmeros son chicos, es con un diagradrddl:

2Este es un tema también muy recurrido en la imaginacioronge L uis Borges, especialmente en dos
hermosos cuentos suydsa Biblioteca de Babey El libro de arena También hay algo de ello € Aleph
y seguramente en algunos mas.

SMartin Gardner, erOne, Two, Three. .. Infinityo es tan generoso y lo calcula para una frase todavia
mayor, con un teclado bastante mas completo.
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Soblo necesitamos contar las ramas finales, quel§o8i ahora consideramos 1a$
pares de zapatos que tiene Carmen, puede volverse tardaataihaliagrama de arbol.
En lugar, vemos que cada una de las combinaciones que yadsfmede combinarse
con cada uno de lozl pares de zapatos. Si por una combinacion teneémha®mbi-
naciones nuevas, p&b vamos a tener quince vecgk, es decir21 x 15 = 315.
Nuestro problema se parece a este, pero no tanto. Vamos ar ggnetro problema
distinto: Si el examen de la primera etapa de la Olimpiadeetlé preguntas y cada
una de ellas tiené opciones distintas, ¢de cuantas maneras distintas se pepdr
una hoja de respuestas? Por ejemplo:

AABCDBABCDCABCD.

Si en la primera contestamds tenemod 6 maneras de contestar [agrimeras, por-
que en cada pregunta haypciones. Si contestamag también hayi6 maneras dis-
tintas, igual par&’ y paraD. Entonces, entotalhayp+16+16+16 = 64 = 4 x4 x 4
maneras distintas de contestar las prim&r@seguntas. Si agregamos una pregunta
mas, vamos a tenef; con cinco preguntas vamos a tedehasta que lleguemosla
preguntasy en total hay® maneras distintas de contestar el examen.

Volviendo a nuestro problema, en lugar Sidlusas tenemod0 letras, en lugar de

3 pantalones tenemaet) letras y en lugar de Carmen tenemos un mono. Pero como
podemos repetir letras, se parece mas al segundo proldetagrimera letra puede
ser cualquiera de la) y la segunda letra puede ser cualquiera ddlantonces para
las primeras dos letras hay un total4flex 40 = 1600 combinaciones posibles. Como
en total queremosl, vamos a tenet0*!, que podemos encontrar, igual que el examen
de opcibn mltiple.
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¢, Qué tan grande es este nUmero? Probablemente tu calautadouede hacerlo. Estoy
casi seguro que tu calculadora no puede hacerlo. Vamos auraestimado:

40 = 4 x 10, ¢verdad? Entonce®*! = (4 x 10)*! = 4% x 10*!. Las potencias de
10 son faciles de calcular: nuestro nimerai&sseguido detl ceros:

4* % 100, 000’000, 000'000, 000’000, 000’000, 000’000, 000000, 000.

Ahora,4 = 22, ;verdad? Entonces! = (22)* = 282, Sj pensamos que'’ =
1024 ~ 1000, entonces

282 — (219)® x 4 =~ 1000® x 4 = 4’000, 000"000, 000’000, 000’000, 000.

Es decir, und seguido de24 ceros. Entonces, nuestro nUmero es mas o mends un
seguido de&4 + 41 = 65 ceros. O bien:

400, 000’000, 000’000, 000000, 000000, 000’ . . .
000, 000’000, 000’000, 000’000, 000’000, 000’000, 000.

¢ Tienes alguna idea de como se llama ese nimero? Yo noabdhepor el orden de
decillones que ni siquiera estoy seguro que esa palabita.eRieguntandole a calcu-
ladoras mas poderosas cofVolfram Alfg podemos ver que el nUmero exacto es:

483,570'327, 845851, 669'882, 470’400, 000" . . .
000, 000’000, 000’000, 000’000, 000’000, 000’000, 000.

No estabamos tan lejos. S6lo nos equivocamos por varies uie decillones. Cuando
menos los nimeros tienen el mismo tamafo que, con ninmerpgrandes, es un muy
buen avance.

Ahora, vamos a suponer que nuestro mono tiene la peor de daiesly escribe la
frase que quiere hasta el mero final. También, vamos a supgoeeescribe una frase
por segundo. Para ayudarle —y facilitar nuestras cuentasmes a mudarnos a un
universo donde los minutos tieng&d0 segundos, las horas tiengd) minutos, los dias
tienen100 horas y los afios tienen 000 dias. No querrias ir a la escuela en un universo
asi.

Haciendo unas cuentas sencillas, nuestro mono ha@@)’000, 000 frases en cada
aflo. Este nUmero tiene stdoceros y nuestra aproximacion tie6&. Esta increible-
mente lejos. Si fuera un siper mono e hicier@00 frases por segundo, solo le estamos
agregand@ ceros al nUmero, todavia nos faléh— 9 — 3 = 53 ceros.

VVamos a dejar que nuestro mono invite a todos sus amigos mgueson igual de
capaces que &l. Segin Wikipedia, no hay mas'@#, 000 de monos, gorilas y chim-
pancés en el mundo —tristemente, la cifra es mucho menassigaen faltandd?
ceros. Mejor que invite a todos los animales que puedanssfras de Wikipedia lige-
ramente alteradas por mi, por cada mono hay mil vacas, midpas, cuatro mil ratas,
cuatro mil ratones y seis mil humanos. Si le sumamos peratssgcabras, bifalos,
caballos y elefantes, 0sos y mosquitos, vamos a decir queroado puede invitar
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100, 000 amigos —porque mosquitos hay muchos en las noches. Nosdigjtendo
42 ceros. jTenemos mas de cien mil millones de animales tedteail frases por se-
gundoy un afio de mil dias, con dias de cien horas, con Hergen minutos y minutos
de cien segundos! jY todavia nos faltehceros!

Si los dejaramos teclear por mil afios, nos faltaBiguweeros. Cien mil afios, nos faltan
37 ceros. La edad de la Tierra es de ufiesil millones de afios y la edad del Universo
—el tiempo transcurrido desde el Big Bang— se cree que sos 1#)@00 millones
de afios; si fueram00 mil millones de afios nos seguirian faltargloceros. jTodos
los animales de la Tierra escribiendo desde el inicio del/&isb no se acercan a la
quintillonésima parte de frases posibles!

A estas alturas, estoy seguro, puedes estar de acuerdogmoemmue escribir esa frase
al azar es un evento extremadamente poco probable. Y sirrgoisin lugar a dudas,
un solo mono en tiempo infinito la escribe. Es mas, la esenifzeinfinidad de veces.

¢ Te gustaria probar tu suerte? Visita

http://escribesaurio.blogspot.com/p/editorial-dsnaso.html

donde puedes encontrar un pequefio programa para simutaonmy puedas ver lo
dificil que es que una frase tenga sentido.

Ejercicios.

1. Enrealidad, Carmen tier?2 blusas6 pantalones{ vestidos y20 pares de za-
patos.

a) ¢De cuantas maneras distintas puede vestirse si nunaa psatalon y un
vestido al mismo tiempo?

b) ¢De cuantas maneras distintas puede vestirse si si psad@antalon y
vestido al mismo tiempo?

2. Una boleta d®rogoltienel4 partidos y en cada uno debes escoger Local, Em-
pate o Visitante. ¢ Cuantas boletas distintas hay?

3. Se tienen5 tiras de colores distintos. ¢, De cuantas maneras se pue€ekeura
bandera tricolor con estas tiras?

4. Cinco personas de la planilla azul, ocho personas de félpleoja y siete per-
sonas de la planilla verde quieren ser presidentes del Musideblo uno de
cada planilla puede ser candidato, ¢ de cuantas manerds guedar la boleta
electoral? ¢ Cuantos posibles presidentes hay?

5. Las placas de automévil en México tienetetras y4 digitos (aunque las del
Distrito Federal tienefl digitos y luegd letras).

a) Sitodas las placas de Guanajuato empiezan con la letrau@ntas placas
se pueden hacer?

b) ¢Cuantas placas distintas se pueden hacer en el pdiiyeindo al DF?
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10.

a) Once personas estan formadas en la cola de las tortillas.sefora es
supersticiosa y no le gusta la forma en que estan formadssdide que se
reacomoden. ¢ De cuantas maneras se pueden reacomodar?

b) Llegan dos personas nuevas a la fila y en totalsbria sefiora supers-
ticiosa les dice que sblo pueden hacer fila7rde De cuantas maneras se
puede hacer esto?

. Ocho personas estan sentadas en una mesa redonda.afiiss gunaneras se

pueden sentar? Consideramos que dos maneras son idétigss se puede
obtener de la otra rotando la mesa.

. Cinco amigos juegan carreras y nunca hay empates. ¢ Btosuésultados Luis

le gana a Josué?

. Un examen de Olimpiada tier3@ preguntas de opcion multiple. En cada pre-

gunta hay cuatro opciones distintas. Supbon que no sabesynazhtestas com-
pletamente al azar.

a) ¢Cual es la probabilidad de sacar todo mal?
b) ¢Cual es la probabilidad de sacar todo bien?
Una boleta del Melate tieri® numeros distintos, de los cuales debes esdager

¢, Cual es la probabilidad de atinarle aéasimeros con una Gnica boleta? jOJO!
Los nUmeros no se pueden repetir.



Problemas de Pactica

Para el segundo nimero del afio hemos incrementado ungddaultad de los pro-
blemas, de manera que en esta seccidn encontraras inelsificado en los niveles
introductorio e intermedio. Otra diferencia con respettdianero anterior, es que aho-
ra abandonamos el formato dpcion miltiple, mismo que se acostumbra usar en la
primera eliminatoria de los concursos estatales, paratadepformato deregunta
abiertaque caracteriza a las etapas mas avanzadas de los cormiurgusos.

Ahora, te invitamos a poner en préactica todas tus habiigadusar todos tus cono-
cimientos para encontrar la solucion de dsproblemas de practica de este nUmero.
Aungue en la siguiente seccion podras encontrar las esgmide todos ellos, te reco-
mendamos que no la consultes sino hasta después que leayatolpor ti mismo a tu
propia solucion.

Por Gltimo, te invitamos a contribuir para que esta setdé la revista se siga enri-
queciendo con la participacion de todos. Estamos segumsanoces y tienes proble-
mas interesantes que proponer, por eso ponemos a tu dispagicorreo electronico
revi staomm@nai | . com donde con gusto recibiremos tus sugerencias.

Problema 1.Esta es la bandera de cierto pais. Si las longitudes marestéan dadas
en centimetros, ¢ Cuanto vale el area sombreada?

10
12
10

20
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Problema 2. Cuantos triangulos hay tales que sus lados tienen lmtegienteras y su
perimetro e80? Dos triangulos congruentes se cuentan solo una vez.

Problema 3. La familia de Yaneli esta integrada pérpersonas: el abuelo, mama,
papay Yaneli. Si se duplica el monto de la beca mensual gileer&aneli, los ingresos
de toda la familia aumentaran ér¥%. Si en lugar de duplicar la beca de Yaneli, se
duplicara el sueldo de su mama, los ingresos familiaresecae enl5 %. El mismo
procedimiento d&5 % en el caso de su papa. Ahora, ¢en qué porcentaje crelmian
ingresos familiares, si en vez de ello se duplica la perd#abuelo?

Problema 4.Definimos un triangul@uasi recngulg como aquel que tiene un angulo
gue no difiere de uno recto, en méasld@é. Similarmente definimos un triangubniasi
isbscelescomo aquel que tiene dos angulos que no difieren entre shas del5°.
Determina si es cierto o no que todo triangulo acutangsilouasi rectangulo o cuasi
isbsceles.

Problema 5.Encuentra el area sombreada.

Problema 6.Halla todos los nUmeros naturales4ldigitos que son iguales al cubo de
la suma de sus digitos.

Problema 7.Determina los valores depara los que es posible construir un cuadrado
den x n ensamblando piezas del tipo:

Problema 8.Una expedicion desea cruzar el desierto en jeep. En un tia@frcamino
existe una distancia &0 km entre dos estaciones de servicio. En el jeep s6lo se puede
almacenar un maximo d litros de combustible y su rendimiento esldekilbmetros
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por litro. La expedicion puede preparar la ruta e ir dejacdmbustible almacenado
en tanques en puntos elegidos a lo largo del camino. Por Eepartiendo de una
estacion y con el jeep cargado al méaxirfio [itros), se podrian recorréf0 km, dejar
alamacenadd¥ litros y regresar a la estacion de origen, llegando a eltacanga cero

de combustible. Ahora, suponga que al llegar a la estaciéregta al inicio del tramo
de 800 km, el jeep llega con carga cero y que la oferta total de coniidastn dicha
estacion es de tan sol®0 litros. ¢Podra atravesar el desierto? ¢se podréa lograr co
140 litros?

Problema 9.Un condenado queda en libertad cuando alcance el final descaiem

de 100 escalones. Pero no puede avanzar a su antojo, puesto gubbgédo a subir
un solo escalbn cada dia de los meses impares y a bajar albresada dia de los
meses pares. Si comienzalale enero de001, ¢ qué dia quedara en libertad?

Problema 10.Se define una sucesida,,) de la siguiente maneraj = 8, ax = 18,y
ap, = ap_2-an—1, paratodm > 2, por ejemplai; = 8(18) = 144y ay = 18(144) =
2592, Determina todos los valores dgpara los cuales,, es un cuadrado perfecto.

Problema 11.Todos los teléfonos en cierta ciudad son exactamenteuloeros des
digitos que no comienzan @mi en 3. ¢,Qué proporcion de estos nUmeros comienzan
y terminan erb?

Problema 12.Nueve caballeros estan sentados alrededor de una mesaaedocada
caballero le toca un numero dehl 9 y todos tienen nimeros diferentes de tal manera
gue siempre que tomemos tres caballeros que estén sertadilias consecutivas, la
suma de sus nimeros sea multipld3dg De cuantas maneras se puede hacer esto?

Problema 13.Si la circunferencia con centi@ tiene radio igual a cm, ¢.cuél es el
area de la region sombreada?

Problema 14.En un programa de television te dan a elegir una de tresgauektras
de solo una de ellas hay un premio. Eliges una y con la manoparilta el conductor
del programa te detiene y abre una de las otras dos puerésyigientemente no tiene
premio. Te pregunta, ¢ cambiarias tu eleccion por la ateatp cerrada? ¢ Qué es lo que
te conviene?
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Problema 15.Tres nUmeros positivas b y ¢ satisfacen la igualdad,

Demuestra que por lo menos dos de los nimeros (entrg c), tienen que ser iguales
entre si.

Problema 16.En cierta ciudad hay so6lo dos clases de habitantes, losstameajue
siempre dicen la verdad y los mentirosos, que siempre nmebteviajero llega a esta
ciudad y se encuentra con cuatro habitantes3, C, D.

= El habitanted le dice: “Exactamente uno de nosotros cuatro es mentiroso”.
= El habitanteB dice: “Nosotros cuatro somos mentirosos”.

= A continuacion el viajero le pregunta@: “¢,Es A mentiroso?”. Recibid una
respuesta (si o no) de la que le resultd imposible salEclqsé de habitante era
A.

Determina siD es honesto o mentiroso y justifica tu respuesta.

Problema 17.Un triangulo isbsceles con ba&” esta inscrito en una circunferencia
C;. Seanx el anguloABC'y C, una circunferencia tangente internamentg g tan-
gente al ladaBC en su punto medio por fuera del triangul@C. Encuentra el radio
deCs en términos del angule y del ladoBC.

Problema 18.Determina el mayor enteropara el cual el nUmero de ternas ordenadas
que se pueden formar c@n elementos es un maltiplo del nUmero de ternas ordenadas
que se pueden formar canelementos.

Problema 19.¢ Cuantos nimeros primpgumplen que el nimen® + 11 tiene exac-
tamente seis divisores positivos?

Problema 20.Por descuido al tomar sus apuntes, un estudiante omite oo gige-
gistra una operaciort, —, x, =) entre dos nUmeros naturales de tres digitos cada
uno, como si fuera un nUmero de seis digitos. Curiosameh#&ror provoco que la
cantidad registrada fuera exactamente siete veces lactarfncuentra los nUmeros
originales.



Soluciones a los Problemas de
Practica

En esta seccion te presentamos las soluciones que henpasgue para 020 pro-
blemas de préactica que figuran en este nUmero de tu reDista.cuenta que para cada
problema se incluye la explicacion que justifica su valid@aserva que, en todos los
casos, la argumentacion se basa en resultados conocides ydzonamientos légicos
y que para ningln problema la solucion se presenta siprgost

Como siempre, las soluciones que presentamos no son yrpecabablemente tampo-
co son las mejores, por lo que es muy posible que ti hayaseado una solucion
distinta pero igualmente valida. Si este es el caso y rasestiy seguro de su validez
o simplemente la quieres compartir con nosotros te invisapaoa que nos escribas a
revi staomm@nai | . com

Solucion del problema 1.Nombremos algunos de los puntos como lo muestra la si-
guiente figura.

N H
A B
| E G
M
D c

Para obtener el area buscada simplemente hay que restegdasiel rectanguibBC E
y del trianguloAF' D. Dado queM es la mitad del lado que mid& cm, tenemos que
MN = 6c¢m y por el Teorema de Pitagordd FF = /102 — 62 = 8c¢m. Como
BG = BH = 3c¢m, por el teorema de Thaleses el punto medio d& F'. Luego, los
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triangulosF’ AE'y F'N M son semejantes conrazbn2y obtenemosque&F = 4cm
y AE = 3 cm. Luego, el area del triangulBAD es&! = 12 cm?.

Para calcular el area del rectangul3CD notemos queAB = NH — ME =
20 — 4 = 16cm. ComoBC = 6¢m el area ed6 - 6 = 96 cm?. Finalmente, po-
demos concluir que el area sombreadags 12 = 84 cm?.

Solucion del problema 2.Fijemonos en el lado mas grande (podria haber dos o los
tres que sean los mas grandes, si hay empates). Como eldicotiedos lados e$0,

el lado mayor mide al mends). Y es menor qué5, pues si fuerd5 o mas, la suma

de los otros dos lados seria menor o iguabay no se cumpliria la desigualdad del
triangulo. Dividamos en casos. Notemos que so6lo tenemesigeidir la longitud del
segundo lado mas grande.

1. Ellado mayor midé0. En este caso los tres lados midén

2. Ellado mayor midé1. Tenemos que la suma de los otros dos ladd$ gscomo
no pueden medir mas dd, el segundo lado mas grande puede métio 10.
En total, hay2 triangulos.

3. Ellado mayor midé2. La suma de los otros dos &8, luego, el segundo puede
medir12, 11, 10 0 9. En total, hay! triangulos.

4. Ellado mayor midé3. La suma de los otros dos &8, luego, el segundo puede
medir desde €) hasta ell 3. En total, hays triangulos.

5. El lado mayor midel4. La suma de los otros €, luego, el segundo puede
medir desde & hasta ell4. En total, hayr triangulos.

Porlotanto hayl + 2 + 4 4+ 5 + 7 = 19 triangulos de los buscados.

Solucion del problema 3.En primer lugar, si se duplica la beca de Yaneli, el ingreso
total de la familia creceria precisamente en el porcemag representa la beca de
Yaneli para el ingreso familiar. Lo mismo sucede en el castadeama y el papa.
Entonces, sabemos que Yaneli, su mamay su papa apditants % + 25 % = 45 %,

de donde se sigue que el abuelo apd#t&. Por lo tanto, si se duplica su pension, el
ingreso familiar se incrementara 85 %.

Solucion del problema 4.La afirmacion es cierta. Sean> b > ¢ las medidas de los
angulos de un triangulo cualquiera. Supongamos queaalgulo no es cuasi isosceles.
Entonces: — b > 15°y b — ¢ > 15°, de donde se sigue que- ¢ > 30°. Entonces,

180°=a+b+c<a+a—15°+a— 30°,

esdeciBa > 225°y a > 75°. Como el triangulo es acutanguto< 90°, esto significa
que el triangulo es cuasi rectangulo. En conclusioreness que si el triangulo es
acutangulo, entonces es cuasi rectangulo o cuasi is8sce

Solucion del problema 5.SeanA BC el triangulo equilatero grand#/ el punto medio
delladoAB, y ED uno de los lados del triangulo interior como se muestra.
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A 1 D M B

ComoM es el punto medio del ladd B, tenemos quets = 2 = 4£ uego, los

triangulosAMC'y ADE son semejantes PE es perpendicular 4 D. Ahora, por el
Teorema de Pitagoras en el triangulo rectanguldF, ED = +/3. Por lo tanto cada
lado del triangulo equilatero interior midg3. Es un ejercicio sencillo ver que si un
lado de un triangulo equilatero mide su area es@, por lo que el area buscada es
9v3

.

Solucion del problema 6.Sean un nimero que cumpla las condiciones del problema,
y seas la suma de sus digitos.

Como1000 < n < 9999y n = s%, entonced1 < s < 21 (s no puede set0 pues
1000 no cumple).

Sin = xyzt, tenemos que,000z + 100y + 10z +t = s>y +y + 2 +t = s, luego
restando obtenemo$99z + 99y + 9z = s® — 5. Luego,s® — s = (s — 1)s(s + 1) es
maltiplo de9. Comol1l < s < 21, sblo hay tres posibilidades,—= 17,18 0 19.

1. Sis =17, entonces99x + 99y + 92z = 16-17-18,dedondd 11z + 11y+ 2z =
544. Luego,x = 4,y =9y z = 1, de dondet = 3 y finalmenten = 4913.

2. Sis = 18, entonces999x + 99y + 9z = 17-18-19,de dondel 11z + 11y + 2z =
646. Luego,x = 5,y = 8y z = 3, de donde = 2y finalmenten = 5832.

3. Sis = 19, entonce®99x + 99y + 9z = 18-19-20, de dondelllz + 11y + 2 =
760. Luego,x = 6,y = 8y z = 6, que no es posible, puést 8 + 6 > 19.

Por lo tanto, las (nicas soluciones sd913 y 5832.

Solucidn del problema 7.0bservemos que? debe ser miltiplo de y por lo tanto
n necesariamente es par.s8i= 4k podemos dividir cualquier cuadraeox n enk?
subcuadrados dex 4, cada uno de los cuales lo podemos rellenar como se muestra:
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Queda so6lo considerar el cagso= 4k + 2. Veamos que en ese caso no es posible.
Supongamos que si lo es. Si pintamos cada cuadradito admente de blanco y
negro como en un tablero de ajedrez, hay dos posibilidadespda pieza:

B B

las cuales pueden estar giradas.
Seanu el nimero de piezas del tipo de las de la izquierdaynumero de piezas del
tipo de las de la derecha. Tenemos que,

(4k +2)?
4
luegoa + b es impar. Por otra parte, como hay tantas casillas blancae cegras,
tenemos quea + b = 3b + a si y sblo sia = b, luegoa + b es par, en contradiccibn

con lo anterior.
Por lo tanto, la respuesta es todos los enteros posiiivo8ltiplos de4.

a+b= = (2k+1)% = 4k® + 4k + 1,

Solucion del problema 8.En primer lugar, veamos que contando con sdlolitros no

es posible atravesar el desierto. Para lograr atravesasirtb se requiere almacenar
combustible en el kilometrd00 o mas adelante (de no ser asi, se tendrian que recorrer
mas de500 km sin recargar combustible, lo cual no es posible). Llamefa@seste
punto de almacenamiento. Nbtese que para ir a dejar el cdibleual puntoP y
regresar, se deberan recorrer al me@sim, si a eso le sumamos 1880 km que

hay entre las estaciones, es claro que no se puede atralvdsareeto con menos de
140 litros. Para ver que tampoco se puede con exactanidftktros basta observar
gue no se pude ir a dejar combustible al puRten un solo viaje.

Ahora, veamos que cal80 litros si es posible:

1. Primero se haceviajes a un depbsito ubicad®a km de la estacion de origen.
En cada viaje se consumef litros y se almacenado litros.

2. Después de est8sviajes, se carga el jeep con 138 litros restantes y se avanza
hacia el depbsito, llegando c@ litros.
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3. Partiendo de este primer deposito se hacemajes a un segundo deposito ubi-
cado al00 km, dejando almacenados en3@llitros por cada viaje.

4. Devueltaen el primer deposito, se carga el jeep cotbldiros que alin quedan,
para avanzar al segundo dep6ésito al que se llegd&titros.

5. Poner un tercer depbsitd &0 km del segundo y realizar un viaje dejando alma-
cenados en &0 litros.

6. Finalmente, de regreso en el segundo deposito se cag#mlitros que todavia
guedan y se avanza al tercer dep0sito donde se toma® lisos, con los que
se puede completar el cruce de 89 km.

Solucion del problema 9.0bservemos que el primer afio va a moverse entre los es-
calonesl y 36. Este, el36, lo alcanza el di&1 de julio. EI 31 de diciembre de ese
afo, llegara al escalth En general, si ual de diciembre esta en el escaldrel afio
siguiente se mueve entre los escalones 1 y n + 36 y termina en eh + 3, si ese

aflo siguiente no es bisiesto, o bien: se mueve entre lotoassa + 1y n + 35,y
termina en eh + 2 si ese afio siguiente es bisiesto. Asi vemos quié de diciembre
de2024 llegara al escalén 66, tras haber pasadii @le julio de ese mismo afio por el
escalorg9 como punto mas elevado. A partir de ahi, se observa loesigrirespecto

al ano2025: el 31 de enero termina en el escal®n el 28 de febrero en &9, y el 31

de marzo, por fin en €l00.

Solucion del problema 10.Notemos que cada, es de la form&°~ - 35». Entonces
a, €S un cuadrado perfecto si y solassi y 3, son ambos pares. Ahora, comp =
Gn_2 - ap_1, tENEMOS QUE&, = Oty 2 + p_1 Y B = Bn_2 + Br_1. COMOB; =0

y B2 = 2, es facil ver ques,, es par para toda. Ademas, también es facil proBajue
a, €s par siy solo sk es miltiplo de3. En conclusiong,, es un cuadrado perfecto si
y s6lo sin es miltiplo de3.

Solucion del problema 11.SeaA el nUmero de nimeros telefonicos de la ciudad y
seaB el numero de los que cumplen que comienzan y termingn Para calculad,
notamos que cada digito en el nUmero, a excepcion deépoitrenel 0 opciones (cada
uno de los diez digitos) y para el primer digito tenegopciones. Luegad = 8-107.
Para calculaiB, notamos que el primer y el penlltimo digito ya estanidteg Cada
uno de I(gs otros seis digitos tiehé posibilidades, por lo qué& = 105. Por lo tanto,

A _ 810" _ gon

B 106

Solucion del problema 12.Digamos que los nimeros sam, as, . . ., ag €n el sentido
de las manecillas del reloj. Com3aes factor dei; + as +as y deas + as + a4, también
lo es deay — aq, por lo quea; y a4 dejan el mismo residuo al ser divididos ergré®e

la misma manera obtenemos guedeja el mismo residuo qug Y ay.

4Tanto en el caso de esta afirmacion como en el de la antesaesultados pueden ser demostrados facil
y formalmente por induccion. Se invita al lector, a maner@j@rcicio, a escribir dichas demostraciones.
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Con un argumento similar llegamos a que también los niserous y as dejan el
mismo residuo al ser divididos ent8ey los nimerosis, ag y ag también. Entre los
nimeros del al9 los que dejan los mismos residuos sph4, 7},{2,5,8}y {3, 6, 9}.
Ahora si, contemos. Tenemd®pciones para elegir;. Paraas ya sbélo nos quedaran

6, pues tiene que ser de un conjunto diferente y parsdlo 3, pues tiene que ser del
conjunto restante. Parga y a; tienen que ser los dos nimeros restantes del conjunto
en el que se eligi@; (y esto se puede hacer de dos maneras diferentes) y lo mismo
paraas, as Y ag Y ag. Luego, el nimero buscado @s< 6 x 3 x 23 = 1296.

Solucion del problema 13.Como el trianguldD AB es equilatero, se puede observar
que su area sombreada es la mitad del area del trianthild. Luego, el area som-
breada es igual al area del trianguld’B que es igual al area del triangul) B.

ComoAOB es una triangulo equilatero de lado igudl@n, su area es§ cm?. Solo
resta encontrar las areas entre las secdfifesy AB, pero estas son iguales; luego,
tenemos que sumar el area d®B més% del area entre el arco y la secamés.
Esta Ultima se puede calcular como la diferencia de arelasedtor circuladB y el
triangulo equilaterddOB, es decir%w — @.

Por lo tanto, tenemos que el area de la figura sombreada es,

V3 3<7r \/§>(27r\/§) 9

4 2

6 4

cm”.
8

Solucion del problema 14.0bservemos que el hecho de que el conductor del progra-
ma siempre podra abrir una de las dos puertas que iniciédénmenelegiste porque él
conoce en cual se encuentra el premio. Cuando el condwsaniorma sobre la puerta
que abrio, nos esta diciendo mucho acerca de esa puestastiodiciendo que no tiene

el premio; sin embargo, no nos esta dando informaciériatiten lo absoluto sobre

la posibilidad de que el premio esté en la puerta que eleginicialmente, porque esa
eleccion la hicimos en ausencia de la informacién que seh#oa dar. Por lo anterior,
nos informé que la probabilidad de la puerta que abrib@ker0 y la probabilidad de

la puerta que no abri6 es ah(ﬁapuesto gue la probabilidad de nuestra puerta elegida
inicialmente sigue siend?. Por lo tanto, tenemos que decidir cambiar de puerta.
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Solucion del problema 15.Multiplicando porabe, la ecuaci(')rflb—2 + % + % = ‘1—5 +
% + % se convierte en?(ca) +b?(ba) + c%(be) = a®(ab) + b2 (cb) + c*(ca), es decir,
a*(c—b)+b*(a—c)+c*(b—a)=0.

Por otro lado, tenemos que:

a®(c—b) +b*(a—c) + (b —a)
a®(c —b) 4 a(b® — ) + be(c? — b?)
= a*(c—b)+a(b—c)(b* + bc+ c?) + be(c — b)(c + b)

= (c—0b)[a® - a(d® + bc + c) + be(c + b)]

a® —a(b®> + be+c?) +be(c+b) = a® —ab® — abc — ac® + bc? + b*c
= a(a® —c*) —ab(b+c) +be(b+c)

= ala—c)la+c)— (b4 c)b(a—c)
= (a=0)la(a+c)=b(b+ )

= (a—c)a® +ac—b* — b

= (a—0)(a®—b") +c(a—b)]

= (a—c)la=Db)la+b+c).

Luego,0 = a®(c —b) + b3(a — ¢) + (b —a) = (¢ — b)(a — ¢)(a — b)(a + b+ ¢).
Comoa + b+ ¢ > 0, tenemos quéc — b)(a — ¢)(a — b) = 0, y por lo tanto al menos
dos de los nimeras b, ¢ son iguales.

Solucibn del problema 16.Notamos primero qué& es mentiroso, pues la frase “No-
sotros cuatro somos mentirosos” siempre es falsa.

Ahora veamos qué’ respondi6 “no”. Si hubiese respondido “si”, podemos @erar
dos casos:

= C dice la verdad. En este cadoseria mentiroso.

= (' miente. En este casbdiriala verdad. Este caso es imposible, pues tendriamos
al menos dos mentirosos4/habria mentido.

Luego, siC hubiese respondido “si”, el visitante hubiera podido d&dque A es
mentiroso. Por lo tant6' respondi6 “no”.

Si C dice la verdad, tendriamos guetambién dice la verdad, por lo que sblo hay un
mentiroso, el cual tiene que sBry D seria honesto. SI' miente tendriamos qué es
mentiroso. Comal, By C son mentirosod,) tiene que ser honesto, pues si fuesen los
4 mentirososB diria la verdad, lo cual es imposible.

Por lo tanto,D es honesto.

Solucion del problema 17 La mediatriz del laddC es altura del triangulo y bisectriz
del angulo em, luego ésta pasa por el centro de las dos circunferenciassl punto
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de tangencid( de las circunferencias. Ademas, pasa por el punto de tarmgPnde
Cs con el triangulaA BC'. Llamemosz: al lado BC'.

A

K

Comoa = ZABC, tenemos qu&ZBCK = /ZBAK = 90° — «, luegoDK =
DC'tan ZBCK = §tan(90° — ). De donde, el radio dé; es § tan(90° — «), ya
que DK es su diametro.

Solucion del problema 18.Sabemos que el nimero de ternas ordenadas que se pueden
formar con2n elementos eg5,, = 2n(2n — 1)(2n — 2); y que el nlmero de ternas
ordenadas que se pueden formar aa@lementos €%, = n(n—1)(n — 2). ComoTy,

es mltiplo deT,,, tenemos que existe un entérptal queTs,, = kT,,. Por lo tanto,
2n(2n —1)(2n — 2) = k- n(n — 1)(n — 2). Comon # 0y n # 1, se sigue que
42n—-1)=k(n—2);8n—4=k(n—-2);8(n—2)+12=k(n—2); 12 =k (n—2).

Lo anterior muestra que — 2 tiene que ser divisor d2 y por lo tanto el mayor valor
posible para: es14.

Solucion del problema 19.Sip # 2, p = +1 (mod4) y p? = 1 (mod4). Sip # 3,
entonce® = +1 (mod3)y p? = 1 (mod 3). Por lo tanto, sp > 5 tenemos qué
y 4 (y por tantol2) dividen ap? + 11. Como12 tiene seis divisores positivos, (2, 3,
4,6y 12), p*> + 11 tendra al menos uno mas, py&s+ 11 > 52 + 11 = 36 > 12.
Finalmente2? + 11 = 15 tiene4 divisores positivos B2 + 11 = 20 tiene6 divisores
positivos. Por lo tanto, s6lp = 3 cumple.

Solucibn del problema 20.En primer lugar notemos que el signo debi6 ser de multi-
plicacion. Si sumamos, restamos o dividin2asimeros de digitos el resultado sera,
alo mas, un nimero dedigitos; el cual multiplicado pdf, tendra, a lo mas, digitos.
Esto es contradictorio, pues la cantidad registrada ésidigitos.

Ahora, seann y n los nUmeros buscados, entonces el problema se reduceheereso
la ecuacionl000m + n = 7m x n. De donde se sigue que = =—4555. Dado
que100 < m < 999, tenemos quel < =5 < 999. Resolviendo esta Gltima
desigualdad se obtiene que= 143 y entoncesn = 143.



Problemas de Entrenamiento

Problemas de Entrenamiento.
Afo 2012 No. 2.

Tzaloa, esta al servicio de una gran comunidad partiepague gusta de compartiry
reconocer el talento para hacer matematicas de todos sushmus. A partir de este
namero, la seccion cambiara su tradicional nombre (Broas Propuestos) para redefi-
nirse como la seccion d&roblemas de Entrenamientioa idea es que, en los proximos
nameros, la seccion cobre nuevo impulso y se conviertaneémportante punto de en-
cuentro para la comunidad olimpica. Lo mejor de todo es cpre)os cambios, ahora
tendremos el espacio que se necesitaba para incluir maytd&a de participaciones
de todos los lectores.

Como siempre, la seccion seguira presentando problemyassolucion creativa y ele-
gante seréa dada por alguno de nuestros lectores. Paral@séeaplanteamos pro-
blemas, pero paulatinamente se incrementara este nubeidea es incluir mayor
cantidad de problemas accesibles (principiantes), pardejar de satisfacer el apetito
de los més voraces (intermedios y avanzados).

Recuerda que nuestra direccion electronica@si st aonm@nai | . comy que a
través de ella estaremos recibiendo todas las contribesique nos lleguen desde
cualquier rincon del pais. jEsperamos la tuya!

Problema 1. (Principiante) El hexagond BCDEF' tiene sus seis angulos internos
igualesy cumple qud B = CD = EF. Demuestra qu8C = DE = F A.

Problema 2. (Principiante) Los nUmeros délal 9 son colocados sobre cada una de
las casillas de un tablero dex 3. Para cada fila, marcamos el segundo nimero mas
grande de esa fila. ¢ Cuantos arreglos hay tales que el segnéro mas grande de
los tres marcados es &?
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Problema 3. (Intermedio) Dos nUmeros son tales que la suma de sus cslsog ka
suma de sus cuadrados¥e®Petermina la suma de los dos nimeros.

Problema 4. (Intermedio) Sead BC un triangulo. Sed el punto en el ladd3C mas
alla deB tal queBD = BAy seaM el punto medio dedC. La bisectriz del angulo
ABC intersecta @M enP. Prueba que& BAP = LZACB.

C

Problema 5.(Avanzado) Demuestra que hay una infinidad de ternas deosresiti-
vos(z,y, z) tales que,
3+ y5 ==z

Soluciones a los Problemas Propuestos.
Afio 2011 No. 3.

A continuacion te presentamos las soluciones de los pradgropuestos en Tzaloa
3, afo 2011.

Recuerda que en el siguiente nimero de la revista aparets soluciones de los
problemas propuestos en Tzaloa 4, afio 2011, por lo queitbéatas a tiempo para
enviarnos la tuya y asi podamos publicarla dandote toawnéelito y reconocimiento
pablico que sblo ti mereces.

Problema 1.(Principiante) El siguiente hexagono esta formado pdriangulo equi-
latero de lad@, tres cuadrados y tres triangulos isosceles. ¢, Cuata@eadio de la
circunferencia?
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Solucion. Por simetria, el centro del triangulo equilatero es atredel circulo. Se&
dicho centro y seadd BC el triangulo equilateroBC DE uno de los cuadrado3/ el
punto medio del segmenBC'y N el punto medio del segmenfoD, como muestra
la figura.

D

Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangdl8)/, tenemos quelM = /3,y
como el gravicentr® divide al segmentel M enrazore : 1, tenemos qu&OM = \/Tg

y ON = @ + 2. Ademas,NE = MB = 1. Finalmente, aplicamos de nuevo el
teorema de Pitagoras en el triangaldV E, y obtenemos que el radio buscado mide,

OE = /NE2? 4+ ON2 =2 4*372*/5 =2 ( +3\/§)2 = 2(1%\@) = %(3+\/§).

Problema 2. (Intermedio) Sea un entero positivo par y sean b enteros positivos
primos relativos. Determina todos los valoresadg b tales quex + b sea divisor de
a™ 4+ b".

Solucibn. Comon es par, podemos escribir,

a — b = (a2 _ b2)(an—2 4 an—4b2 N a2bn—4 + bn—2)-
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Comoa + b es divisor dez? — b2, tenemos que + b también es divisor de™ — b™.
Luego,a+b divide también a los nUmer@s”™ = (a™ +b")+ (a™ —b") y 2b™ = (a” +
b") — (a™ — b™). Comoa y b son primos relativos, se sigue que rfixd*, 2b") = 2.
Luego,a + b es divisor de2, y de aqui la Gnica posibilidad @s= b = 1, puesa y b
son positivos. Por Gltimo, es claro que= b = 1 satisfacen el problema. Por lo tanto,
la Gnica solucibneg =1y b =1.

Problema 3. (Intermedio) Seard BC' un triangulo yP un punto en su interior. Las
rectas paralelas a los lados ABC gque pasan poP dividen a este triangulo en tres
triangulos mas pequefios y tres cuadrilateros conceecominP. Demuestra que si
dos de estos cuadrilateros son rombos, entonces el téarebién lo es.

Solucion. Supongamos que los tres cuadrilateros que se formad 8bRI, BJPK

y CLPM. Sin pérdida de generalidad, supongamos que los rombogi 8bRI y
BJPK. Enunrombo cada diagonal biseca a su angulo correspdagdignmodo que
APy BP son bisectrices de los anguldsl y /B en el triangulaA BC'. De este modo,
P es el incentro del trianguld BC'y C'P es bisectriz del angulo efi. Ademas, por
construccionC L P M es paralelogramo. Asi, usando paralelas tenemosque(' =
/PCM = /PCL = /M PC. De este modo, por el criterio de congruencia ALA los
triangulosPLC'y PMC son congruentes, y por lo tantoM = MC = CL = LP.
Luego,CLPM es un rombo.

Problema 4. (Intermedio) ¢ De cuantas maneras se pueden colocar ddsadoa de
2 x 2 en una cuadricula de&x 5 sin que se traslapen?

Solucion. Primero contemos de cuantas maneras podemos poner losiadsdos
de2 x 2 sin importar que se traslapen. Para poner un cuadradoxd2 basta elegir
cual sera la esquina superior izquierda. Esto lo poderacertdet - 4 = 16 maneras
diferentes. Asi tenem(@f) = 120 formas de poner los dos cuadrados en la cuadricula.

Ahora contemos cuantas de e$a8 maneras son traslapes. Hay traslapes de dos tipos:

= Los que tienen dos cuadrados en su traslape. Pueden ser macess:
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En cada uno de estos, simplemente tenemos que elegir lasgetds de x 3
o de3 x 2 que los contienen. De nuevo, para contar estos, basta kelegiquina
superior izquierda. Asi, tenem8s 4 + 4 - 3 = 24 traslapes contados.

= Los que tienen sdlo un cuadrado en su traslape. Pueden des deaneras:

De la misma manera, para contar estos, basta contar el dgat#a x 3 que los
contiene. Y obtenemas- 3 - 3 = 18 traslapes contados.

Por lo tanto, tenemos en totel0 — 24 — 18 = 78 maneras de poner dos cuadrados de
2 x 2 sin que se traslapen.

Problema 5. (Avanzado) Seanm, b y ¢ nUmeros reales positivos tales quie: < 1.
Demuestra que,
a b c

b2+b+02+c+a2+a

3
> —.
-2

Solucion. Primero haremos un cambio de variables. Gea, c) = (1, 1, ;). Enton-
ces, la desigualdad a demostrar es equivalente a la dedaglial

>

+ +

1
Y
+

+_HIH
< =

|H
w =
8=

1
z
1 1
y2 > I2‘+
2 2

N
o N

y X
D) e ) T e 2

dondez, y y z son nUmeros reales positivos tales gye > 1.
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwatenemos que,

+

W N w

y2 22 $2

dy+ D) et D et

(zy +2) + (yz+y) + (z:c+z))( )2 (w+y+2)*.

5Ver en el apéndice el Teorema 4.
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Luego, basta demostrar que,

(z+y+2)°
xy+yzt+zr+r+y+=z

3
> )
-2
esdecir2(z +y+2)* > 3(zy + yz + 22) + 3(x +y + 2).

Pero la desigualdad anterior es inmediata dado que,

(z+y+2)? > 3(zy + yz + 22)

(x+y+2)?° = @+y+2)z+y+z)
> 3Yayz(z+y+2)
> 3(z+y+2).



Problemas y Soluciones del
Concurso Nacional 2011

Del 13 al 19 de noviembre de 2011 se llevo a cabo en San LuisP&an Luis Potosi,

el Concurso Nacional de 25* Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la participa-
cion de todos los estados de la Repiblica. Los 16 alumnuadgaes del primer lugar
fueron:

JoséAngel Sanchez Gomez (Baja California)
Alberto Manuel Astiazaran Tobin (Chihuahua)
Enrique Chiu Han (Distrito Federal)

Jorge Garza Vargas (Distrito Federal)

Ramon Ivan Garcialvarez (Guanajuato)

Marco Antonio Flores Martinez (Jalisco)

Jorge Ignacio Gonzélez Céazares (Jalisco)

Adan Medrano Martin del Campo (Jalisco)

Juan Carlos Ortiz Rhoton (Jalisco)

Miguel Angel Prado Godoy (Jalisco)

Diego Teran Rios (Morelos)

José Alberto De la Paz Espinosa (Nayarit)

Diego Alonso Roque Montoya (Nuevo Lebn)

Julio César Diaz Calderon (Oaxaca)

José Ramon Guardiola Espinosa (San Luis Potosi)
JoséAngel de Jeslis Sosa Salinas (San Luis Potosf)

Los 10 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Mateandé Centroamérica y
el Caribe fueron:

Enrique Chiu Han (Distrito Federal)
Juan Carlos Ortiz Rhoton (Jalisco)
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Miguel Angel Prado Godoy (Jalisco)

Kevin William Beuchot Castellanos (Nuevo Lebdn)

Carlos Ignacio Carriera Ramirez (Colima)

Manuel Alejandro Ceballos Pech (Yucatan)

Diego Fajardo Rojas (Puebla)

Luis Xavier Ramos Tormo (Yucatan)

Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco)

Siddhartha Emmanuel Morales Guzman (San Luis Potosi)

Aunque la participacion en el Concurso Nacional es indigldes importante destacar
la labor que han llevado a cabo los estados de la RepUblayeaado a sus concursan-
tes. Con el proposito de reconocer este trabajo, presestahnegistro de los estados
gue ocuparon los primerd$) lugares en el Concurso Nacional de2le’ Olimpiada
Mexicana de Matematicas.

1. Jalisco

2. Nuevo Lebn
3. Yucatan

4, San Luis Potosi
5. Distrito Federal
6. Colima

7. Morelos

8. Guanajuato

9. Baja California
10. Querétaro

En esta ocasion, el premio a la Superacion Académicas®ICopa Carlos Jacob
Rubio Barrios” y fue ganado por Nayarit. El segundo y tercer lugar de estenfir o
ocuparon, Colima y Durango, respectivamente.

A continuacion presentamos los problemas del ConcursmNal2011. Los alumnos
tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una pahzemos.

Problema 1. Se tiener25 focos distribuidos de la siguiente manera: los prime&rbs
se disponen en una circunferencia colocando un foco en caddeulos vértices de un
24-agono regular, y el foco restante se coloca en el centractia dircunferencia.
Unicamente se permite aplicar cualquiera de las siguieltte®peraciones:

= Tomar dos vértices sobre la circunferencia tales que hayantidad impar de
vértices en los arcos que definen, y cambiar el estado dedos fle estos dos
vértices y el del foco del centro de la circunferencia.

= Tomar tres vértices sobre la circunferencia que formemiangulo equilatero, y
cambiar el estado de los focos en estos tres vértices y Eaetel centro de la
circunferencia.
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Muestra que partiendo de cualquier configuracion inicégiatos encendidos y apaga-
dos, siempre es posible aplicar un nUmero finito de openasipara llegar a la confi-
guracion en la que todos los focos estan encendidos.

(Sugerido por Luis Eduardo Garcia Hernandez)

Solucibn de Olga Medrano Martin del Campo.Tenemos dicho acomodo y nombra-
mos a los focos alrededor del circul®, . . ., 24 y 25 para el del centro.

Para escoger vértices separados por una cantidad impar de vértices #snen que
tener en su posicion la misma paridad.

Para escoges focos que formen un triangulo equilatero, estos debergeidistan-
tes. Como son4 focos, los3 vértices que escojamos tienen que estar separadds por
vértices. Por lo tanto, o3 vértices tienen que ser congruentes modulpconsecuen-
temente tienen la misma paridad.

Podemos notar entonces que en cualquier movimiento quegse Iba focos sobre la
circunferencia que van a cambiar de estado son de la misndagaEntonces nos
fijaremos en los pares y los impares por separado, ignorargieel sucede al centro, y

al final lo encenderemos.

Para los pares, se enciender2den 2 los focos apagados. Si queda un foco apagado,
este se cambia de estado junto con el triangulo equilgtezdo incluye. Mas tarde se
encienden log focos que se apagaron con el Gltimo movimiento. El procesa [ps
impares es anéalogo.

Ahora los focos de alrededor estan encendidos. Solodhf@co central. Si esta en-
cendido, terminamos pues todos los focos lo estan. Siasigado, podemos ha-
cer un algoritmo como el siguientét,9,17,25) — (1,17,25) — (9,19,25) —
(3,11,19,25) — (3,11, 25).

Cadaunodelos focds3,9, 11,17y 19 cambiaron dos veces de estado, entonces que-
daron igual, y el del centro cambitveces, luego, quedd encendido. Por lo tanto, si es
posible encontrar una configuracion en la que todos lossfestan encendidos.

Solucion alternativa. Veamos como cambiar el estado de cualquier foco, con ura can
tidad finita de operaciones, sin alterar a los demas focos.
Hay dos casos: el foco esta sobre la circunferencia y eldstien el centro.

Caso 1.El foco esta sobre la circunferencia.

Numeramos los focos sobre la circunferencia en el sentidasdmanecillas del reloj,

y los consideramos moéduibt. Si queremos cambiar de estado al facoambiamos
con la segunda operacion los fodps — 8 y i + 8; esto se puede ya que tales focos
forman un triangulo equilatero. El foéaambid su estado, al igual que los foées8

e i + 8, sin embargo podemos tomar estos dos Ultimos focos y cammbiastado
con la primera operacion; esto se puede hacer ya que landistantre estos focos
(1 +8) — (i — 8) — 1 =15 es un nimero impar. Con este proceso solamente elifoco
cambib su estado.

Caso 2.El foco central.

Aplicamos la primera operacion sucesivamente con lossfbgo9, 9y 17,y 17y 1.
Los focosl, 9 y 17 quedaron igual, pues fueron cambiados dos veces y el foco del
centro fue cambiado tres veces, por lo que cambib6 su estado.
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Otra manera de hacer esto es hacer una operacion que medifipco central, por
ejemplo, cambiando los focdsy 3, y luego aplicar el casba los focosl y 3 para que
vuelvan a su estado original.

Finalmente aplicamos estos procedimientos a cada focoajasté encendido.

Problema 2.SeaA BC' un triangulo acutangulo con sus vértices sobre la clem@ncia
C. Sed larectatangente@en el puntaA. La circunferencia con centi® y radio BA
intersecta a la recteen D y a la rectaAC' en E. Muestra que la rect® E' pasa por el
ortocentro del triangulod BC. Nota: El ortocentro de un téngulo es el punto donde
concurren las tres alturas del fingulo.

(Sugerido por Luis Eduardo Garcia Hernandez)

Solucibn de Adan Medrano Martin del Campo. Seaf? la circunferencia de centrB
y radio BA y seaO el centro d&€. SeaF la interseccion dé& B con(2 (distinta deF)
y seaG la interseccion del I’ conC.

ComoBD, BA, BF y BE son radios d€2, entoncesBD = BA = BF = BE.
Sean/BAC = 8+ v, ZCBA =~v+ay ZACB = «a + 3 (observe quey, 5y v
existen, pues basta tomar= 90° — ZCAB, 8 =90°— ZCBAy~ = 90° - ZACDB).
De este mod@(a + 8 + ) = 180°, luegoa + 5 + v = 90°.

ComoEF es diametro dé€), tenemos que FAE = 90°, luego/GAC = 90°y CG
es diametro d€.
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Ahora, Z/CBA = ZCGA = v 4+ a. Como ZCAG = 90° entonces/ACG =
ZGAD = (. Pero tambiéerv BCA = Z/BAD = « + f, dado qud es tangente a
C. Entonces/BAG = £ZBCG = a.

Ahora vemos que&/BCG = /BAG = /BFA = /EDA = «, luego como
/BAD = /BDA = a+ (8, tenemos qu& BDE = /BED = 3. Como/BAFE =
/BEA =+ ,entonce DEA = ~.

Ahorabien, existe un punt sobreD E talqueZEAX = ~. Entoncescomd ACB =
a + 3, tenemos qued X es perpendicular 8C. Pero/XAFE = /XEA =~y
/BEA = /BAF,luegoBy X estan en la mediatriz déF, por lo tantoBX es me-
diatriz deAF, de dondeB X es perpendicular dC. Por lo tanto, el ortocentrél del
triangulo ABC es la interseccion dd X y BX, que esX y que esta sobr®FE. Por
lo tanto, el ortocentrdi del trianguloABC esta sobréD E, que es lo que queriamos
demostrar.

Solucion alternativa. Seany = ZC, B’ el pie de la altura desdB sobre AC, A’
el pie de la altura desdd sobreBC'y H el ortocentro del triangulddl BC. Como
BA = BE, setiene que la alturB B’ es también mediatriz déF, luegoHA = HE,
entonces por la semejanza de los tres triangdlds”, AB’H y EB’H se tiene que,

/B'HE = /B'HA = ~. (1)

A

=\

B A

Por otro lado, como la rectas tangente al circuncircufoen A tenemos qu& BAD =
~, Yy por construcciolBA = BD, entonces BAD = /BDA = ~. Como/AHB =
180° — v se tiene que el cuadrilaterbH BD es ciclico. En este cuadrilatero ciclico se
tiene que

/BHD = /BAD = ~. (2)

De (1) y (2) se sigue quP, H y FE son colineales.
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Problema 3.Sean > 3 un entero positivo. Encuentra todas las soluciones de rasme

reales(a, as, ..., ay) que satisfacen el siguiente sistemandecuaciones:
2 _
al+ar—1 = as
ai+ax—1 = a3
2 _
a1 +ap—1—1 = ay
ai +a,—1 = aq.

(Sugerido por Fernando Campos Garcia)

Solucion de Enrique Chiu Han. Sumando las ecuaciones tenemos lo siguiente:

(a3 4+a3+--+a2)+ (a1 +ag+---+a,) —n=ay+az+--+a,+a

a%+a§+“‘+a2
n

de donde:? + a3 + - - - + a2 = n, es decir; = = 1. De aqui,

ai +a3+---+a2

n

=1

Por otro lado, tenemos que para- 1,2,...,n se cumple que? + a; — 1 = a;41,
es decira;(a; + 1) = a;+1 + 1 (cona,+1 = a1). Entonces, el sistema original es
equivalente al siguiente sistema,

al(al—i—l) = as+1,
ag(ag-i-l) = az+1,
anfl(anfl + 1) = an+ 1;
an(an+1) = a1+ 1.

Multiplicando estas ecuaciones obtenemos lo siguiente,
aras - -ap(ar +1)(az+ 1)+ (an +1) = (ag + 1)(ag + 1) -~ (an + 1). 3)

Tenemos dos casos:

Caso 1: Alguno de los;’s es—1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
a; = —1. Demostraremos por induccion que = —1 para todoi = 1,...,n. Su-
pongamos quey, = —1 para algink tal quel < k < n — 1. Entoncesgy1 =

ai +a;r —1 = (=12 -1-1 = —1 de donde se sigue que = —1 para todo

i =1,...,n. Es facil comprobar que; = as = --- = a,, = —1 es una solucion del
sistema de ecuaciones.
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Caso 2a; # —1 paratoda = 1,2,...,n. De (3) obtenemos queas - --a, = 1, es

decir, {/]atas - - - an| = 1.

Aplicando las desigualdades media cuadréatica - mediaétiita y media aritmética -
media geométriCatenemos que,

Pt e A (1 el e el U
n n
ai| +lag|+ - +a . .
> |a| + | |n |an| > \/|a1||a2|---|an|= \/|a1a2---an|=1,
de donde\/|a1|2+‘a2\2+'”+|an\2 — |a1|+‘a2‘+'”+|an|. De aqu’l |a1| — |a2| = ... =
n n !
|an|. Luego,
2 2 2 2 2
a+...+a a +...+a nla;
1= 1 n _ | 1| | n| _ | 1| _ /|ai|2:|ai|
n n n
paratodo = 1,2,...,n. Asi,a; = 1 0a; = —1. Comoa; # —1 para todo =
1,2,...,n, concluimos que; = 1 paratodd = 1,2,...,n. Es facil comprobar que
a1 =ay = ---a, = 1 €s una solucion del sistema de ecuaciones.
Por lo tanto, las Unicas soluciones del sistema dadmgca as = --- =a, = 1Yy
a1:a2:"':an:—1.

Solucibn alternativa. Como en la solucibn anterior, es facil probar que;si= 1 para
algunayj, entonces;; = 1 paratoda, y sia; = —1 para algung, entonces;; = —1
paratoda. Ademas(1,1,...,1)y (—1,—1,...,—1) son soluciones del sistema.

De acuerdo con la solucion anterior, tenemosdafuea3+- - -+a2 = nyajas - - - a, =
1sia; # —1 paratoda = 1,2,...,n. Aplicando la desigualdad media aritmética-
media geomeétrica con los nimeros no negativos?, . . . , a2, tenemos que,

»In

n 1
1:525(a5+a§+---+ai)2 Va2a3---a2 =1,

de donde se obtiene qué = a3 = - - - = a2, luego, laigualdad?+a3+---+a2 =n
implica quea? = 1 para todoi = 1,2,...,n, de dondes; = 1 0 —1 para todo
i = 1,2,...,n. Entonces, por la primera observacion de esta solucbrenos que
soOlo hay dos solucioneét, 1,...,1)y (—1,—1,...,—1).

Problema 4.Encuentra el menor entero positivo tal que al escribirlo @acion de-
cimal utiliza exactamente dos digitos distintos y que essithle entre cada uno de los
nimeros del al 9.
Nota: Un ejemplo de unimrmero que al escribirlo en notaimn decimal utiliza exacta-
mente dos igjitos distintos es €1202022002.

(Sugerido por Fernando Campos Garcia)

6Ver en el apéndice los Teoremas 3y 2.
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Solucibn de Carlos Ignacio Carriera Ramirez. Sean el nUmero buscado. Como
2 | nyb5 | n,tenemos qual | n pues2 y 5 son primos relativos. Luego, el digito
de las unidades de tiene que sefl. Comon utiliza exactamente dos digitos y uno
de ellos es eb, supondremos que el otro es# 0. Luego, podemos escribir =
a(10Pr + 1072 + --- 4+ 10P7) conpy > p2 > --- > p, > 0. Como9 | n tenemos que
9 divide a la suma de los digitos de es decir9 | ar pues el digita: aparece veces
enn. Si9y a son primos relativos, entonces> 9, de donde hay al mendgigitosa

y al menos un cero. De aqui gudendria al meno$0 digitos. Tratemos de encontrar
un nmero con menos dé digitos que cumpla la condicién del problema.

Si el maximo comUn divisor dey 9 es3, entonces. = 3 0 a = 6 y por lo tanto, hay
al menos3 digitosa y al menos un digito cero. Si el maximo comin divisonde9 es
9, entonces = 9 y por lo tanton tiene al menos un digitey al menos un cero.
Como8 | n, tenemos qué | aza;0 dondea; y as son los digitos de las decenas y
centenas de, respectivamente. @i = 3 09, entoncesi, = a; = 0 ya ques t aal

y 8 1 a00 en estos casos. §i= 6, entoncesi; = 600,y a; = 0. Como7 | n =
a(10Pr + --- +10P7) y 7 es primo relativo com, tenemos qué& | 107* + - - - + 10P~.
Como queremos quetenga menos d&) digitos, tenemos que) > p; > -+ > p, >

2. Modulo 7 tenemos que0? = 2, 10° = 6, 10* = 4,10° = 5,10° = 1,10" = 3

y 10 = 2. Paraa = 3,r > 3y p, > 3, para ques | n. Es facil ver que la menor
combinacion se logracon= 3, p; = 7, p2 = 5y p3 = 3. Por lo tanto, el menon
cona = 3 €s30303000.

Ahora, sia = 6 tenemos que,. > 2 para que8 | n. Considerando esto y que> 3
vemos que el menor que cumple es ¢o& 3, p; = 6, p2 = 4y ps = 2, de donde
n = 6060600.

Cona = 9 busquemos el menor nimero dependiendo del nimero desligiNo
puede tener s6lo uno, pugs 9 - 1071, Ahora, sin tiene dos digitos tenemos que=
9(107* 4+ 10P2) conp, > 3y el menor que cumple es = 6, p2 = 3y n. = 9009000.
Es facil ver que no podemos encontrar uno menordgde000. Por lo tanto, el menor
cona = 9 es9009000. Por Gltimo, ya ques060600 < 9009000 < 30303000 y el
nimero6060600 es divisible entre cada uno de los digitos dal 9, concluimos que
el menor nimero que satisface el problemé&a@600.

Problema 5.Una cuadricula con lados de longitudes — 1) y (2" + 1) se quiere
dividir en rectangulos ajenos con lados sobre lineas daeddricula 'y con un nimero
de cuadraditos dé x 1 dentro del rectangulo igual a una potenci&de
Encuentra la menor cantidad de rectangulos en los que sk pliladir la cuadricula.
Nota: El 1 es considerado una potencia f@ues2’ = 1.

(Sugerido por Daniel Perales Anaya)

Solucibn de Juan Carlos Ortiz Rhoton.Demostraremos que no es posible dividir la
cuadricula en menos @& rectangulos. Supongamos que si es posible y que las areas
de los rectangulos sa2ft, 292, ..., 2% con0 < a; < az < -+ < ag—1 < ag.
Entonces, tendriamos que,

22" 1= (2" —1)(2" 4 1) = 29 4 - .- 4 2%, (4)
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Demostraremos que esto no es posible, demostrando elrgiguésultado.
Lema. Sim es un entero positivo, entonces,

2" 1 £ 20 4.4 2%

para todok tal quel < k < my cualesquiera enteros no negativas. . . , ax.
Demostracbn. Sik = 1 < m, es claro qu&€™ — 1 # 2%, Supongamos quk > 1
y que el resultado es falso. Ska< m el menor entero positivo tal qu&™ — 1 =
2% 4 ... 4+ 2% para algunos enteros no negatigs. . ., a,. Sia; = a; para algunos
indicesi < j, tendriamos que,

2™ 1 = 2% ... 2% . 4 2% ... 2%
= 2% 4 9% 4 9% 4 ... 4 9%—1 4 9%+l 4 ... 4 9% -1 4 9%+l L ... 4 9%
2“i+1+(2“1+...+2“i71 4 2%+l 4 ... 4 2% -1 4 2%i+1 +...+2ak)7

es decir2™ — 1 se ha expresado como sumakde 1 potencias de&, lo que contradice
la minimalidad dek. Por lo tantog; # a; para cualesquiera; distintos.

Ahora, ordenemos los indices de tal maneraques a; < --- < ai. Tenemos que
ar < myaque2® < 2% 4 ... 4 2% = 2™ — 1, lLuego,ar < m — 1. De aqui,
ag—1 <m—2,ap_2 < m— 3,y asi sucesivamente, pues< - - - < ay. Por lo tanto,

2m_1 — 2a1+2a2+...+2ak§2m71+2m72+.“+2m7k
< 2m—1+2m—2+.“+20:2m_1,

puesk < m. Es decir2™ — 1 < 2™ — 1 lo que es una contradiccion. Esto concluye la
demostracion del lema.

Haciendom = 2n en el lema se sigue que no se cumple la igualdad (4), lo queaes un
contradiccion.

Finalmente, la siguiente division de la cuadricula mazegtie2n es la respuesta.

20 21 22 - 2n—1
20 20 21 22 e 2n—1
2" 4+ 1
on | gn 2n+1 2n+2 ce 227171
: o 1 |

El lado vertical mid&™ + 1 y el lado horizontal midé +2 422 ... 4-27~1 =27 1,
Ademas, cada rectangulo tiene lados de longitudes ueagiatde2, y por lo tanto sus
areas también son potenciasde

Problema 6.SeanC; y C» dos circunferencias de radios diferentes que se cortarsen lo
puntosAy B. Consideremos un puntsobre la rectad B de modo que3 queda entre
Ay C.SeanPy () puntos sobré€; y C, respectivamente, tales qU&° es tangente a
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C1, CQ estangente @, P no esta dentro dé& y Q no esta dentro dé;. La rectaPQ
corta de nuevo &, enR y aC; enS, ambos puntos distintos d&. Supongamos que
CR cortade nuevo & enX y CS cortade nuevo & enY. SeaZ un punto sobre la
rectaXY. Muestra ques Z es paralela ) X siy solo siPZ es paralela &#X .
(Sugerido por Daniel Perales Anaya)

Solucion de Diego Tean Rios.Notemos que” esta sobre el eje radicalB de las
circunferenciag; y C,. Luego, por potencia tenemos qué#*? = CB - CA = CQ?,
entonce<’ P = C(Q. Luego el trianguld PQ es isosceles y CPQ = Z/CQP = B.

C

Por potencia dé€’ tenemos que;Q? = CR-CX, que nos dice quEQ es tangente al
circuncirculo del triangul®@ X , y por angulos semi-inscritos tenemos qu€Q P =
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ZCXQ = 3. Andlogamente, com@ P2 = C'S-CY,resultaqueCPQ = LCYP =
B.
Como/ZCPQ = Z/CYP = /CQP = /CXQ = B, tenemos que los cuadrilateros
CPXQy CPYQ son ciclicos. Pero como comparten los purttos® y @, y se sabe
que sblo hay una circunferencia que pasa por tres punttm@sC PY X(Q es un
pentagono ciclico.

De nuevo por potencia desdetenemos qué’s-CY = CR-CX, porlo queY SRX

es un cuadrilatero ciclico¥Y XR = ZY SP = «. Ahora comaY PQX es ciclico,
entonces’Y P = 180° — ZY X(@Q = 180° — a — f5.

Finalmente, la recta S es paralela & Q siy sblosiZ/Y ZS + /Y X@Q = 180°, siy
s6losi/YZS =/2YPS =180°—a—f,siysblosiZPZS = Z/PY S, puesPZY S
seria ciclico, siy sblo st PZY + /PSY = /PZY + ZY X R = 180°, si y s0lo si
PZ es paralela X R.
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American Mathematics Competition (AMC)

Durante el entrenamiento de enero en Colima, se aplicasbexdamenes AMC 10 y
AMC 12 (American Mathematics Competition). Dichos exaesson los que se apli-
can como primera fase en los Estados Unidos. EI AMC 10 es pardiantes que estan
cursando, a lo mas, primer afio de preparatoria, por lo stgeexamen los presentaron
los preseleccionados para la Olimpiada Centroamericana gdgundos lugares del
concurso nacional pasado. El AMC 12 es para los que estaaram segundo o tercer
afio de preparatoria, de modo que lo presentaron los pceseiados para la Olimpia-
da Internacional. Cada examen consta&lpreguntas de opcion miltiple para resolver
en un maximo d&5 minutos y con un maximo puntaje d&0 puntos. En esta ocasion,
los tres puntajes mas altos del AMC 10 fueron: Axel Omer &b1Basarez con 123
puntos, Kevin William Beuchot Castellanos cbt8.5 puntos y Diego Fajardo Rojas
con114 puntos. Por otra parte, los tres puntajes mas altos del ARI@idron: Julio
César Diaz Calderon car03.5 puntos, José Ramén Guardiola Espinosa toh5
puntos y Jorge Ignacio Gonzéalez Cazares,¥bpuntos.

A continuacion presentamos el examen del concurso AMC Hsteafio.

AMC 10A

Problema 1.Ana puede hornear un pastelito cafissegundos y Juana lo puede hacer
en30 segundos. Trabajando juntas, ¢ cuantos pastelitos phedesar ers minutos?

(@10 (b) 15 (c) 20 (d)25 (e)30
Problema 2.Un cuadrado de lad® se cortb por la mitad, formando dos rectangulos
congruentes. ¢ Cuales son las dimensiones de uno de extogrdos?

()2 por4 (b) 2 por6 (c) 2 por8 (d) 4 por4 (e)4 por8
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Problema 3.Un insecto se mueve sobre la recta numérica comenzandf.ekvanza
al —6 y luego regresa dl. ¢ Cuantas unidades recorri6 en total?

(@)9 (b) 11 (c)13 (d) 14 )15

Problema 4.Si ZABC = 24°y ZABD = 20°, ¢ cuél es el minimo nimero de grados
posible que puede medir el angu@ BD?

(@0 (b)2 (c)4 (d)6 (e)12

Problema 5. El afio pasadd00 gatos adultos, de los cuales la mitad eran hembras,
fueron llevados a una tienda de mascotas. La mitad de lasraerabultas tenian una
camada de gatitos. El nimero promedio de gatitos por caesrada¢ Cuantos gatos y
gatitos recibi6 la tienda de mascotas el afio pasado?

(a) 150 (b) 200 (c) 250 (d) 300 (e) 400

Problema 6.El producto de dos nimeros positivosde£l reciproco de uno de estos
nimeros ed veces el reciproco del otro. ¢, Cual es la suma de los dosnosh

(@)% (b) ¥ (€7 (d) 3 (€)8

Problema 7.En una bolsa con canica%,de los canicas son azules y el resto son ro-
jas. Si el nllmero de canicas rojas se duplica y el nUmeraudieas azules no cambia,
¢ qué fraccion de las canicas seran rojas?

(@3 (b) 3 ©7 OF OF

Problema 8.Las sumas de tres nUmeros tomados por parejassdfi y 19. ¢, Cual es
el nlmero de en medio?

(a) 4 (b) 5 ©)6 d)7 (€)8

Problema 9.Una pareja de dados de seis caras son etiquetados de tabnjaeeun
dado s6lo tiene nUmeros paresZgell y 6 en dos caras cada uno), y el otro dado tiene
sblo nimeros impares (&] 3y 5 en dos caras cada uno). Si se lanza el par de dados,
¢écual es la probabilidad de que la suma de los nUmeros dartasde arriba de ambos
dados eg?

@35 (b) 5 © 7 (d) 3 OF;
Problema 10.Mary divide un circulo en2 sectores. Los angulos centrales de estos
sectores, medidos en grados, son todos enteros y formanrogaegion aritmética.

¢, Cuantos grados mide el angulo del sector mas pequeitdgd

@5 (b) 6 ()8 (d) 10 (e)12
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Problema 11.Dos circunferencias tangentes externamente con centios puntosA
y B, tienen radios d&y 3, respectivamente. Una recta tangente externamente a ambos
circulos intersecta d B en el puntaC. ¢ Cuanto midé3C?

(a)4 (b) 4.8 (€)10.2 (d) 12 (e)14.4

Problema 12.Un afio es bisiesto si y sOlo si es divisible enit®é (por ejemplo, el afio
2000) o es divisible entrel pero no entre 00 (por ejemplo, el afn@012). El bicen-
tenario del aniversario del nacimiento del novelista Glsbickens fue celebrado el
martes7 de febrero d€012. ¢ En qué dia de la semana nacio Dickens?

(a) Viernes (b) Sabado (c) Domingo (d) Lunes (e) Martes

Problema 13.Un promedio iterativode los nimerog,2,3,4 y 5 es calculado de la
siguiente manera. Ordena los cinco nimeros de alguna mdbetermina el prome-
dio de los primeros dos niUmeros, luego determina el praomdeliresultado anterior
con el tercer nUmero, después determina el promedio siéka€lo previo con el cuarto
namero, y por Ultimo determina el promedio del resultagte@@or con el quinto nime-
ro. ¢, Cual es la diferencia entre los valores maximo y marposibles que pueden ser
obtenidos usando este procedimiento?

(a)3L (b) 2 (€)1 (d)3 (e) 2

Problema 14.Pablo fabrica tableros de ajedrez no convencional@&sd de31 cuadra-
dos. Los tableros tienen un cuadrado negro en cada esquirgtgshan cuadrados ro-
joy negro en cadarenglony columna. ¢ Cuantos cuadragossieay en cada tablero?

() 480 (b) 481 (c) 482 (d) 483 (e)484

Problema 15.Se tienen tres cuadrados unitarios y dos segmentos de tectagectan
dos pares de vértices como se muestra en la figura. ¢, Cu@lres éel triangulcd BC?

A B

(@)1 (b) L (c) 2 (d) 1 (e) %2

Problema 16.Tres corredores comienzan a correr simultaneamente @tsdismo
punto sobre una pista circular @0 metros. Todos corren en sentido de las manecillas
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del reloj manteniendo velocidades constantes.ded.8 y 5 metros por segundo. Los
corredores se detienen una vez que estén todos juntosneetgen algin lugar sobre
la pista. ¢ Cuantos segundos corren los corredores?

(a) 1000 (b) 1250 (c) 2500 (d) 5000 () 10000
. . a3 _p3
Problema 17.Seana y b enteros primos relativos tales que- b > 0y (a_—bb)g, = ?

¢Cuanto vale — b?
(@1 (b)2 ()3 (d) 4 (e)5

Problema 18.La curva cerrada en la figura esta hech& decos circulares congruen-
tes, cada uno de Iongitu@, donde cada uno de los centros de los correspondientes
circulos es un vértice de un hexagono regular de faddual es el area encerrada por
la curva?

@2r+6 (D)2r+4v3  ()3n+4 ()27 +3vV3+2 ()T +6V3

Problema 19.La pintora Paula y sus dos ayudantes pintan cada uno a vattesd
constantes pero distintas. Todos ellos comienzan siemfa® &00 a.m., y los tres
siempre tardan el mismo tiempo en tomar su almuerzo. El llosees pintaron el
50 % de una casa, terminando a las 4:00 p.m. El martes, Paula st asitrabajar,

y los dos ayudantes pintaron solo2% de la casa terminando a las 2:12 p.m. El
miércoles Paula trabajé sola y termin6 de pintar la cadaafando hasta las 7:12 p.m.
¢, Cuanto tiempo, en minutos, durd el almuerzo de cada dia?

(2)30 (b) 36 (c) 42 (d) 48 (€) 60

Problema 20.Un cuadrado d& x 3 se dividio er cuadrados unitarios. Cada cuadrado
unitario se pinta de color blanco o negro, con cada colodsiégualmente probable,
elegido independientemente y al azar. Luego, el cuadradut&s090° en el sentido
de las manecillas del reloj alrededor de su centro, y cadédrada blanco en una posi-
cion antes ocupada por un cuadrado negro se pinta de neggaolores del resto de
los cuadrados no cambian. ¢ Cual es la probabilidad de dadg@uadricula sea ahora
completamente negra?

@) 515 OF; (©) 1651 (d) 515 OF:
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Problema 21.Considera los puntod = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (0,2,0) y
D = (0,0,3). Los puntosE, F, Gy H son los puntos medios de los segmeriids,
AB, AC'y DC, respectivamente. ¢, Cual es el aredldeGH?

@)v2 (b) 25 (c) 245 (d)v3 (e) 2

Problema 22.La suma de los primeros enteros positivos impares 252 mas que la
suma de los primeros enteros positivos pares. ¢,Cual es la suma de todos logsalor
posibles dex?

(a) 255 (b) 256 (c) 257 (d) 258 (e)259
Problema 23.Ana, Curro, Marco, Carlos, Tofio y Mila tienen cuentas derimét. Al-
gunos de ellos, pero no todos, son amigos entre si por ettgrninguno de ellos tiene
un amigo por internet fuera del grupo. Ademas cada uno ds &ine el mismo nume-
ro de amigos por internet. ¢ De cuantas formas distintadepsieceder esto?

()60 (b) 170 (c) 290 (d) 320 (e) 660

Problema 24.Searu, by c enteros positivos com > b > ¢, tales que,

a2 - - +ab = 2011,
a? 432 +3c¢% — 3ab — 2ac — 2bc = —1997.
¢ Cuanto vale?
(a)249 (b) 250 (c) 251 (d) 252 (e)253

Problema 25.Los numeros reales, y, z son elegidos independientemente y al azar
en el intervald0, n] para algln entero positive. La probabilidad de que no hay dos
dez, y Yy z que estén a lo mas a una unidad el uno del otro es mayoéf.od,(éual esel
menor valor posible de?

(@7 (b) 8 ©)9 (d) 10 (e)11

XXIV Olimpiada de la Cuenca del Padfico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional partieipaalmente en la Olim-

piada Matematica de la Cuenca del Pacifico, APMO, por glassen inglés. En el

mes de marzo, se aplicd el examen de la XXIV Olimpiada Mat&a’de la Cuen-

ca del Pacifico a los alumnos que en ese momento formabandeala preseleccion.
Dicho examen se aplica y califica en México y los 10 mejorésrenes se enviaran
a Japon para ser evaluados por el comité japonés. Lokadss de dicho concurso,
apareceran en el proximo nimero de Tzaloa, junto con Eenmes soluciones de los
participantes.
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A continuacion presentamos los problemas de la XXIV Olmdpi de la Cuenca del
Pacifico. Los alumnos tuvieron 4 horas para resolverlos.

Problema 1.SeaP un punto en el interior del trianguld BC, y seanD, E, F, los
puntos de interseccion de la rectd con el ladoBC del triangulo, de la rect® P
con el ladoC' A y de la rectaC' P con el ladoA B, respectivamente. Muestra que si el
area de cada uno de los triangu®8'A, PDBy PEC es igual al, entonces el area
del trianguloABC es igual &.

Problema 2.En cada cuadrito de un tablero 2/¢12 x 2012 se coloca un numero real
mayor o igual qué y menor o igual qué. Considera las divisiones del tablero2n
rectangulos no vacios formados por cuadritos del talgjeesse obtienen al dibujar una
recta paralela ya sea a los lados horizontales o verticalesllero. Supbn que, sin
importar cual divisibn er2 rectangulos se tome, en al menos uno de los rectangulos
resultantes de la divisibn la suma de los nUmeros en logdritoa de tal rectangulo

es menor o igual d. Determina el maximo valor posible de la suma de todos los
2012 x 2012 nimeros colocados en los cuadritos.

Problema 3.Determina todas las parejgs »n) conp un nimero primo y: un entero
positivo que cumplan que el nUmero siguiente es entero,

nP +1

pr+1

Problema 4.SeaABC un triangulo acutangulo. Denote pbrel pie de la perpendi-
cular del puntad sobre el ladaBC, por M el punto medio d&3C, por H el ortocentro
de trianguloABC'y por T el circuncirculo deA BC. SeanFE el punto de interseccibn
del'yelrayoM H,y F el punto de interseccion de la redtd conI (distinto deF).
Muestra que se cumple,

BF AB

CF  AC’

Problema 5. Sean un entero mayor o igual 2 Muestra que si los nimeros reales
ai,as,...,a, satisfacem? + a2 + - - - + a2 = n, entonces se cumple que,

1 n
> W, 2

— n
1<i<j<n
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A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Mateméticas de abril a junio de2201
Abril
Publicacion del décimo cuarto nimero de la revista “Daal

Mayo, del 3 al 13, Cuernavaca, Morelos

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eilicde tres exame-
nes selectivos para determinar la delegacion que repezaesm México en la
53 Olimpiada Internacional, la delegacién que represardgaviéxico en la XIV
Olimpiada Centroamericanay del Caribe y la preseleccéda [a que nos repre-
sentara en la XXVII Olimpiada Iberoamericana.

Junio, primera quincena

Limite para registro de delegados que quieran aplicaraghex propuesto por el
Comité Organizador de la OMM como semifinal de su Concursat&lsy envio
de este examen semifinal.

Junio
Entrenamientos para los seleccionados nacionales quieéasis la XIV Olim-
piada Centroamericanay del Caribe.

Junio, 16 al 26, San Salvador, El Salvador
XIV Olimpiada Centroamericanay del Caribe.

Junio, 15y 16
Aplicacion de los examenes semifinales en los estadaad@Estegistrados con
este proposito).

Junio y julio, 24 al 1, Morelia, Michoacan

Entrenamientos para los seleccionados nacionales partaib3 Olimpiada
Internacional.
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Apendice

Criterios 1 (Criterios de divisibilidad) Un nimero entero es divisible,
= entre2, si el dgito de las unidades es urimero par.
= entre3, si la suma de susigitos es divisible entra.

= entre4, si el limero formado por los dadtimos dgitos (el de las unidades y el
de las decenas) es divisible entre

= entreb, si el dgito de las unidades €56 0.
= entre6, si es divisible entr@ y 3.
= entre§, si el timero formado por sudltimos tres dgitos es divisible entrs.
= entre9, si la suma de susigitos es divisible entré.
Ver [7].

Teorema 2 (Desigualdad media aritrética - media geongtrica) Para cualesquiera
nimeros reales positivas, . . . , 2, se cumple que,

> Yx1x2 - - T,

conlaigualdadsiy@losizy = x5 = = x,.
Ver [2].

T1+Ta+ -+ Tp
n

Teorema 3 (Desigualdad media cuaditica - media aritmética) Para cualesquieraiime-
ros reales positivos., . . ., z,, se cumple que,

22+ a3+ a2 Sttt ta,

n n

conlaigualdadsiy@losizy =22 =--- = x,.
Ver [2].
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Teorema 4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarzpara cualesquieraiimeros reales ,
ey Tny Y1, - - -, Y SE CUMple que,

(&) = (54) (5)

La igualdad se verifica si yodo si existe un amero real) tal quex; = \y; para todo
1=1,...,n.
Ver [2].

Teorema 5 (Suma de logingulos internos de un tréngulo) La suma de lo&ngulos
internos de un t@ngulo esl80°.
Ver [1].

Teorema 6 (Teorema de Pigoras) En un triangulo recngulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver [1, 6].

Definicion 7 (Congruencia de trngulos) Los triangulosABC'y A’ B'C’ son con-
gruentes si lo@angulos y los lados del tinguloABC son iguales a lodngulos y los
lados del trangulo A’ B’C".

Ver [1].

Criterio 8 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de &ingulos
nos dice que si tenemos dosatrgulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Ver [1].

Criterio 9 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de &ingulos
nos dice que si tenemos dosatrgulos con un lado igual y daangulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se leceonomoangulo-lado-
anguloy lo denotamos como ALA.

Ver [1].

Definicion 10 (Semejanza de tangulos) Los triangulosABC'y A’B’C’ son seme-
jantes, si sugingulos respectivos son iguales, es decir,

ZABC = Z/A'B'C’
LACB = /A C'B’
LBAC = £B'A'C’

y sus lados hoBlogos son proporcionales, esto es

AB BC CA

A'B BC A

Ver [1].
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Criterio 11 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déngulos correspondientes
de los trAngulosABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces losérigulos son semejantes.
A esta reladbn le llamamosnguloangulo y la denotamos como AA.

Ver [1].

Definicion 12 (Bisectriz) Dado unanguloZABC su bisectriz es la recta que lo divide
en dosangulos iguales.
Ver [1].

Teorema 13 (Bisectrices)Las bisectrices internas de unérigulo concurren en un
punto que es el centro de la circunferencia inscrita en @lrtgulo. El punto de concu-
rrencia se llama incentro.

Ver [1].

Teorema 14 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Ver [1].

Definicion 15 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &clico si sus cuatro &rtices
estin sobre una misma circunferencia.
Ver [1].

Teorema 16 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexcd BC' D es dclico si y
sblo si la suma de loangulos opuestos es igualld0°, es decir,

/ZDAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.

Ver [1].



48

Apéndice




Bibliografia

[1] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gbmez Orteg&eometra. Cuadernos de Olimpiadas
de Matematicas. Instituto de Matematicas de la UNAM, 2002

[2] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gbmez Ortega, R. Valdez Dedlp.Inequalities. A
Mathematical Olympiad ApproacBirkhauser, 2009.

[3] J.A. Gbmez OrtegaAlgunas maneras de usar la potendrevista de la Olimpia-
da Mexicana de MatematicakzaloaNo. 4, 2009.

[4] J.A. Gbmez Ortega, R. Valdez Delgado, R. Vazquez Rad#rincipio de las
casillas Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas. Instituto denaticas de
la UNAM, 2011.

[5] I. Niven, H. Zuckermanlntroduccibn a la Teofa de los Nimeros Limusa-Wiley,
México 1972.

[6] A. Rechtman BulajichAlgunas demostraciones del teorema défitras.Revis-
ta de la Olimpiada Mexicana de MatematicésaloaNo. 1, 2010.

[7] A. Rechtman Bulajich, C.J. Rubio BarridBivisibilidad y congruenciasRevista
de la Olimpiada Mexicana de MatematicagaloaNo. 2, 2009.

[8] L. Shively. Introduccibn a la Geomeia Moderna.Compaiiia editorial continen-
tal. México, 1972.

[9] N. Vilenkin. ¢ De ciéntas formas? (Combinatorialeditorial Mir, Moscl 1972.



50




Directorio

Directorio del Comité Organizador de la OMM

Jost Antonio Gbmez Ortega(presidente)

Facultad de Ciencias, UNAM
jago@ciencias.unam.mx

Irving Daniel Calder on Camacho
Facultad de Ciencias, UNAM,
irvingdanelc@ciencias.unam.mx

Jo< Alfredo Cobian Campos
Facultad de Ciencias, UNAM
cobian@ciencias.unam.mx

Luis Cruz Romo

Sistemas de Inteligencia Territorial
Estrategica
Icruzromo@gmail.com

Marco Antonio Figueroa Ibarra
Departamento de Matematicas,
Universidad de Guanajuato
fuerunt@gmail.com

Luis Miguel Garcia Velazquez
Instituto de Matematicas, UNAM
garcia.Im@gmail.com

JesUs Jebnimo Castro

Facultad de Ingenieria,

Universidad Autbnoma de Querétaro
jesusjero@hotmail.com

Ignacio Barradas Bibriesca
Universidad de Guanajuato
barradas@quijote.ugto.mx

Fernando Campos Garcia
Facultad de Ciencias, UNAM
fermexico89@hotmail.com

David Cossio Ruiz
ITESM, Campus Ciudad Juarez
siriol1@gmail.com

Jos Antonio Climent Hernandez
Facultad de Ciencias, UNAM
antoniocliment@ciencias.unam.mx

Samantha Lizette Flores Lopez
Instituto Tecnolbgico de Colima
samflal2@hotmail.com

Maria Eugenia Guzman Flores
CUCEL, Universidad de Guadalajara
marugeniag@gmail.com

Eréndira Jiménez Zamora
Instituto Superior de Educacion
Normal de Colima
eresweet@hotmail.com



52

Directorio

Leonardo Martinez Sandoval
Facultad de Ciencias, UNAM
ssbmplayer@gmail.com

Miguel Raggi Pérez

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Universidad Michoacana de San Nicolas
de Hidalgo

mraggi@gmail.com

Carlos Jacob Rubio Barrios
Facultad de Matematicas,
Universidad Autbnoma de Yucatan
carlos.rubio@uady.mx

David Guadalupe Torres Flores
Departamento de Matematicas,
Universidad de Guanajuato
ddtorresf@gmail.com

Rita Vazquez Padilla
Universidad Autbnoma
de la Ciudad de México
ritavz14@gmail.com

Hugo Villanueva Méndez
Instituto de Matematicas, UNAM
hvillan@matem.unam.mx

Maria Luisa Pérez Segui
Facultad de Ciencias Fis-Mat,
Universidad Michoacana de
San Nicolas de Hidalgo
pseguil9@gmail.com

Olga Rivera Bobadilla
Facultad de Ciencias,
Universidad Autbnoma del
Estado de México
olgarb@yahoo.com

Elena Ruiz Velazquez
eleniux@gmail.com

Rogelio Valdez Delgado

Facultad de Ciencias,
Universidad Autbnoma del Estado
de Morelos

valdez@uaem.mx

Eduardo Velasco Barreras
Universidad de Sonora
hamsteritokeweb@hotmail.com

Direccion Postal de la Olimpiada Mexicana de Matematicas

Cubiculo 201, Departamento de Matematicas.
Circuito Exterior s/n, Facultad de Ciencias.
Universidad Nacional Autbnoma de México.

Ciudad Universitaria.
Colonia Copilco, C.P. 04510.
Delegacion Coyoacan.
México, Distrito Federal.
Teléfono: (55) 5622-4864.
Fax: (55) 5622-5410.

Email:onm@i enci as. unam nx

Pagina oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemaéticas:

http://ww. onm unam nx/



