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Presentacon

Tzalod, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemati@sIM), es una
publicacion trimestral editada por la Sociedad Matecadtlexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, examenes y demas infoidmguae en ella encontraras,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores yiastad de nivel medio
superior que cada afo se preparan para participar en liistasconcursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Tzaloa es una publicacion de interés para un publicoiantps$ta concebida para satis-
facer las necesidades de la comunidad olimpica, perodalmjde su columna vertebral
es la resolucion de problemas, también resulta de gran pata todo aquel que guste
de hacer matematicas. El enfoque centrado en los razontsjel contenido expues-
to con rigor pero sin formalismos innecesarios 0 excesasiscomo su tendencia al
uso de matematica simple y elegante, son algunas de laderésticas que hacen del
material expuesto un recurso valioso para profesoregjiastes, aficionados y hasta
profesionales de las matematicas.

Desde el inicio de Tzaloa, Manuel Macias Beckmann, dired¢bdespacho Rayaen-
medio, ha participado en el disefio de las atractivas pastdd la revista.

Por sus disefios, Manuel ha ganado numerosos premios:rRuigae a nivel nacional
en el segundo concurso universitario de la estampilla pd€86); Premio platino de
la revista a! Disefio (1998); Mencion plata en el XVII presigubrum, y mencion oro
de larevista a! Disefio por la identidad corporativa debngsmnte La Goleta (2007).
Este afo, las portadas de Tzaloa recibieron el premiaiaténal de disefio “Color in
Design 2012" otorgado por las revistas de disefio How? y\t,Brimatrocinado por Pan-
tone. El tema central de la competencia fue el uso del colobnyo éste hace que los
disefios resalten y comuniquen un mensaje. Es asi que eté&CBditorial de Tzaloa
hace una calurosa y entusiasta felicitaciobn a Rayaenmgdio particular a Manuel.
iEnhorabuena Manuel!

Ipalabra nahuatl cuyo significadoagsrender
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Como podras notar, para este tercer nimero debafid hemos incorporado algunos
cambios de orientacion que buscan mejorar el contenidiigadt de tu revista Tzaloa.
Bajo la nueva vision, la secci®roblemas de Facticaestara principalmente orientada
a estudiantes y profesores que se preparan para concurmsi@pas iniciales. De esta
forma, a lo largo de todo el afio contendra problemas dasifis, en su mayoria, con
nivel principiante.

En Tzaloa seguimos renovandonosy cada dia buscamdasatide mejor manera las
necesidades de la comunidad olimpica. Es asi que a paristd nUmero, la cantidad
de problemas en la secci®moblemas de Entrenamiense duplica dé a 10. El ma-
terial que se presenta busca satisfacer las necesidadgsal®s que ya han superado
los niveles basicos y se encuentran en etapas intermediamyadas. Se conserva el
caracter interactivo de la misma, de manera que las sokesique se presentan en cada
namero de la revista, corresponden a los problemas pliwgdees nimeros atras.

A partir de este afio, hemos incluido una nueva seccionaoeXdamenes de las etapas
semifinal y final estatal que se aplican en los estados qle @s$ean para seleccionar
a sus delegaciones. Estos examenes fueron elaboradosdarlMisa Pérez y Miguel
Raggi. En este numero presentamos los examenes del addgw en el siguiente
namero publicaremos las soluciones.

Para el articulo de Matematicas de esta ocasion, degglintluir un tema de geo-
metria y agradecemos la colaboracion de Luis Eduardoi&biernandez, quien nos
comparte un excelente trabajo titulado poco de bisectricesEstamos seguros que
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esta presentacion que incluye algunos de los resultaddsifentales de la geometria
de bisectrices en contexto y alternados con su aplicagida solucion de numero-
sos problemas olimpicos, haran de este texto un valiosdeapara tu preparacion.
Nuevamente agradecemos a Luis Eduardo por compartirregest articulo.

Por lo demas, seguimos incluyendo los examenes y soleside los concursos inter-
nacionales de relevancia para México, asi como la infoidmeolimpica completa y
actualizada con su calendarizacion. En fin, esperamosajueste nuevo numero de
Tzaloa podamos seguir contribuyendo con un granito de aldft@recimiento de las
matematicas en México.

México y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas de 25 afios que la Sociedad Matematica Mexicamartido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graciasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboracibnugban profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus exflieeraejorar la ensefianza
y elevar la cultura matematica de nuestro pais. Motivado®l movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio naise&an desarrollado innu-
merables talleres de resolucion de problemas, dondeiastad y profesores trabajan
con el Gnico afan de incrementar sus capacidades paraoglamiento, el analisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppatiddbn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicanaaterivhticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemética nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucion que el movimiento olimpico ha tenido peraesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de joveneslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los caroa olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidiadieslo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicosnms que cuentan con una
solida formacion matematica y muchos de los cuales hamgeecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio

262 Olimpiada Mexicana de Mateméticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matematieagsarrolla el etapas:
= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delegas nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.
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En la26* Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después del de agosto d&993. Los concursantes deberéan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efngni semestre del ciclo escolar
2012-2013 Yy, para dl° de julio de2013, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la @agin

http://ww. omm unam mnx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssgibirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 26* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
11 al 17 de noviembre de 2012 en Guanajuato, Guanajuato. gritoeros lugares de
este certamen se les invitara a la etapa de entrenamieelcg®n de las delegaciones
gue representaran a México en las distintas Olimpiadasriacionales del afio 2013:;
la XXV Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico, gedlevara a cabo en

el mes de marzo; la XV Olimpiada Matematica de Centroaraériel Caribe, que se
celebrara en el mes de junio; 3d* Olimpiada Internacional de Matematicas, que se
llevara a cabo en Colombia en el mes de julio, y la XXVIII Ofiada Iberoamericana
de Matematicas que se realizara en el mes de septiembre.



Un poco de bisectrices

Por Luis Eduardo Garcia Hernandez

Nivel Intermedio

En el estudio de la geometria, como en cualquier rama de dsnmaticas, siempre
esta presente el deseo por descubrir elementos y coristras@ue cuenten con pro-
piedades invariantes, con las cuales se logre descrikatlaaleza detras de las estruc-
turas que involucran a estos elementos geomeétricos; pdeeslo que estén dotados
de unabelleza intfnsecaEste es el caso de las bisectrices en la geometria bEstea.
rectas notables tienen propiedades de gran eleganciaaldasuconvierte en uno de
los elementos mas recurrentes en los diversos problemasggecos de la olimpiada.
Comencemos recordando paco de bisectrices

Dado un trianguloA BC, la recta que pasa pot y divide en dos angulos iguales al
angulo/BAC es conocida como la bisectriz del angulo en el vértic®or otro lado,
si Dy E son puntos sobrd By AC, respectivamente, tales guese encuentra entre
los puntosD y B sobreAB y entreE'y C sobreAC, alos angulo¥ CADy /EAB
se les conoce como angulos externos asociados al vértibe la misma manera los
vérticesB y C tienen su par respectivo de angulos externos.

A las rectas que bisecan un angulo interno se les conoce bizectrices internasy a
las que bisecan un angulo externo se les conoce como ssatxternas. Cabe notar
gue si tomamos la bisectriz del angul@ AD, esta recta coincidira con la bisectriz del
angulo/FEAB por ser/CAD y ZEAB angulos opuestos por el vértice, entonces no
hay problemas con la nocion de bisectriz externa. El lgmboiréa verificar faciimente
que la bisectriz interna y externa de un angulo interno grext con vértice coman,
son perpendiculares. Procedamos ahora a resolver un ejeseptillo ya que hemos
recordado las definiciones basicas.

Ejemplo 1. SeaABC un triangulo conAB < AC'y la bisectriz interna dedngulo
enA. SeanPy @ los pies de las perpendiculares ded8lg C' a [, respectivamente. Si
M es el punto medio dBC, demuestra que el inguloPM Q es i$sceles.
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Solucion. Sea/ BAC = 2a 'y seanP’ y Q' los puntos de interseccion d&P con AC
y deC'@Q) con AB, respectivamente.

Por serl tanto bisectriz, como altura en los trianguld8 P’ y AQ’C, tenemos que
estos triangulos son isosceles, por lo taRtes el punto medio d8P’ y @ el punto
medio deC(Q’. Entonces por el teorema de ThalesP es paralela 8C, luego por
angulos correspondientes se tiene gaeP M = LQAC = «; de manera similak/Q
es paralela & B, entonces por angulos alternos intersdd QP = /BAQ = «. Por
lo tanto el triangulaVf PQ es isbsceles.

Claramente este ejercicio no requirid un gran conocimisnbre bisectrices, sin em-
bargo este no sera el caso en los siguientes ejemplos,lpastlidiemos un par de
cualidades importantes (y algunas aplicaciones) de ewtesilles rectas antes de con-
tinuar.

Proposicion 1. (a) SeaP un punto dentro dédnguloZAOB. Sean) y R las proyec-
ciones desdé a las rectas que contienen@A y OB, respectivamente, entonces
est sobre la bisectriz d& AOB siy 9lo si PQ = PR.

(b) Las bisectrices internas de unérigulo ABC' concurren en un punto que es a su
vez, centro de la circunferencia inscrita aldriguloABC.

Demostracbn. (a) SeaP un punto sobre la bisectriz dglAOB.

A
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Como/POQ = /PORy /PQO = ZPRO = 90°, los triangulosOPR y OPQ
son semejantes por el criterio AAA. Pero ademas tienen s&anaihipotenusa, por lo
que son congruentesiyR = PQ).

Reciprocamente, s°QQ = PR, por el Teorema de Pitagoras tenemos Qg =
\/OP? — PQ? = /OP? — PR? = OR, y asi los triangulo® PQ y OP R son con-
gruentes por el criterio LLL. En particulatPOQ = ZPOR. Luego,P esta sobre la
bisectriz del angul? AOB.

(b) Seal el punto de interseccion de las bisectrices de los angiitBAy LACB.
SeanP, Q y R las proyecciones desdesobreBC, CAy AB, respectivamente.

A

B P C
Por estad en la bisectriz del anguldC B A tenemos quéR = I P, y por estar sobre
la bisectriz del angula’ AC' B tenemos qud P = IQ. Por lo tanto,/QQ = IR, lo
cual nos dice qué esta sobre la bisectriz del angudB AC'y las bisectrices internas
concurren. Ademas, la circunferencia con certsoradio I P es tangente a los lados
del trianguloABC 'y esta contenida en él. A este puritse le conoce comimcentro
y a esta circunferencia se le llanmeirculo o circunferencia inscrita

Como la demostracion del incigb) sblo usd el hecho de quese encuentra sobre
la bisectriz de dos angulos internos, de la misma manerarposl demostrar que dos
bisectrices externas de dos angulos de un triangulo yskechiz interna del tercer
angulo son concurrentes (observemos que existen tresaepestos). En la siguiente
figura, I, es la interseccion de las bisectrices externas de lod@ngnB y C con la
bisectriz del angulo ed.
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Estos tres puntos, asi como el incentro, son centros denémencias tangentes a los
lados del triangulo con la Gnica diferencia de que estasicferencias son externas a
él. Por esta propiedad, a estos puntos se les conoce coexclastrosiel triangulo.

Estos resultados son elementales, pero no nos dejemagitaveu aparente inocencia.
Estas propiedades resultan bastante practicas como psdgreciar en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2. SeanABC un triangulo acudngulo y! una recta. Seak,, [, y I las re-
flexiones dé con respecto a los ladaBC, C A y AB, respectivamente. Seati, B/,
C’ los puntos de intersedm de las rectag, y I, l. Y 4, I Y Iy, respectivamente. De-
muestra que las rectad A’, BB’ y CC’ concurren en un punto sobre el circdraulo
del trianguloABC.

Solucion. Denotemos po¥ BAC' = «, ZCBA = 8, ZACB = vy seanP,Qy R
los puntos de interseccion deon BC, C Ay AB, respectivamente.
Comencemos demostrando el siguiente resultado.

Lema. La rectaAA’ es la bisectriz interna déingulo enA’ en el trianguloA’B'C" y
/B'A'C’ = 180° — 2a.

Demostraddbn del LemaSeanA,, A, y A3 las proyecciones desdésobre las rectas
I, 1y y I, respectivamente.

Puesto qued pertenece al ladd B y I, es la reflexion dé con respectod B se tiene
queAA; = AAs. Con la misma idea, usando el hecho de dugertenece aAC' se
tiene quedA; = AA,, entoncesAA; = AA; = AAs. Por lo tantoA pertenece a la
bisectriz interna por’ en el trianguloA’ B’C’. Para lo segundo, sedny E puntos
sobrel, y 1., respetivamente, de manera que se encuentran en el misondebgunto
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A con respecto a la rectaEn el trianguloAQ R se cumple qu& AQR + ZQRA =
180° — «, entonces (puesto qugy [. son reflexiones d8,

ZEQR+ ZQRD = 2(LAQR + ZQRA) = 360° — 2q.
Tomando angulos suplementarios tenemos que,
LA'RQ+ ZRQA" = 180° — ZQRD + 180° — ZEQR = 2a.

Porlotanto/C’A’B’ = ZQA’'R = 180° — 2a. De manera analoga se pueden demos-
trar hechos similares para los vértidgsy C"’.

Entonces, retomando nuestro problema original, tenemesiatl, BB’ y CC’ con-
curren por ser las bisectrices internas del trianglilB’C’. El punto de intersecciof

es el incentro del trianguld’ B'C".

Finalmente, veamos qué esta sobre el circuncirculo del triangud3C'. Por el lema
anterior para los vérticeB’ y C’ se cumple que/I’B'C’ = 90° — By Z/B'C'I' =

90° — ~. Luego,

/BI'C = /B'I'C’' = 180° — ZI'B'C’ — /B'C'T
— 180° — (90° — B) — (90° — ) = B+ 7.

Porlotanto/BAC + ZCI'B = a+ 8+~ = 180°, entonces el cuadrilatetbBI’C
es ciclico. Luegol’ esta en el circuncirculo del triaguloBC.

Para continuar, veamos una nueva propiedad acerca dedatrigiss.

Teorema de la Bisectriz.SeanABC un triangulo yD el punto de intersecon de la

H H £ BD BA
bisectriz delangulo/BAC con BC. Entoncesjs = 45 -

Demostracbn. SeaE un punto sobre la prolongacion d#A tal queAE = AC. Si
/CAB = 2a, entonces/ BAD = «. Como el angulov EAC es el angulo externo
del vérticeA tenemos que EAC = 180° — 2a.
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Como el triangulaE AC es isbdsceles, tenemos qdel EC' = «. Por lo tantoEC' es

paralela adD. Luego, por el teorema de ThaldZ = £4 = 54,

Veamos una aplicacion de este resultado.

Ejemplo 3. SeanABC un triangulo yL el punto medio deBC. SeanM y N pun-

tos sobresC’A y AB tales queLM y LN son bisectrices de lo&ngulos/CLA 'y

/AL B, respectivamente. Sedrel circundrculo del trianguloLM N y P el punto de
intersecobn del” con AL, distinto deL. Demuestra que el cuadéteroM PN L es un
rectangulo.

Solucion. Denotemos/ ALB = 2ay ZCLA = 28. Por serLM y LN bisectrices de
/CLAYy Z/ALB,tenemos que& MLP = 8y que/PLN = «, dedondeZ M LN =
a+ B =90°.

A

B L C

Como el cuadrilaterd/ PN L es ciclico, bastara demostrar qu&M L = 90°. Por
el teorema de la bisectriz aplicado a los triangud3L y ALC, tenemos quqﬁ% =
L4 = L4 — AX donde la segundaigualdad se debe alges el punto medio dBC.
Entonces por el teorema de Thales se tieneldué es paralela &C, por lo tanto, por
angulos alternos internasNM L = Z/CLM = (3, ademas, por ser ciclicBM LN,
tenemos qu& PMN = /PLN = «. Porlotanto/PML = /PMN + /NML =

a4 B =90°.

Como hemos visto, las bisectrices cumplen propiedademéages relacionadas con
la incidencia de rectas y con la métrica del trianguloaRamminar, veamos una Gltima
relacion de las bisectrices con la geometria del tribmdtste resultado, al igual que
los anteriores, es un hecho elemental, sin embargo es rii@f tomento de atacar
problemas.

Proposicion 2. SeaABC un triangulo y searl” su circunérculo, I su incentro €l,
el excentro asociado alévtice A. Si D es el punto de intersedn de la bisectriz
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interna deA conT, distinto deA, entonces los puntas I,, By C estn sobre una
circunferencia con centro ep.

Demostracibn. Denotemos por BAC = 2a, /CBA =28y ZACB = 2.

Por serI el incentro del trianguldd BC, se tiene queCBI = 3y por serABDC
ciclico, se cumple que&DBC = ZDAC = «; entonces DBI = /ZDBC +
/ZCBI = a+ 6.

Por otro lado, en el trianguld BI, el angulo/BID es un angulo externo, por lo
tanto/BID = /BAI + ZIBA = « + 3. Entonces el trianguléB D es isbsceles.
Analogamente/ DC' es isbsceles, por lo queB = DI = DC. Luego,D es el
circuncentro del triangul®IC. Resta probar qug, esta en ese circuncirculo.
Puesto queBI es bisectriz interna del angulo ény BI, es bisectriz externa del
angulo externo e3, se cumple que/l, BI = 90°. De la misma forma se cumple
queZICI, = 90°. Por lo tanto/1,BI + ZICI, = 180°, lo cual implica que el
cuadrilateral BI,C es ciclico.

Ejemplo 4. SeanABC un triangulo el,, I, e I. los excentros asociados a loéri-
cesA, By C, respectivamente. Demuestra qugl,l.) > 4(ABC), donde(XY Z)
denota efarea del tringulo XY 7.

Solucion. Seanl" el circuncirculo del triangulod BC, I el incentro yD, E'y F los
puntos de interseccion de las rect&g,, BI, y CI. conT distintos deA, By C,
respectivamente.
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>l

Usando el hecho de que es el centro de la circunferencia que pasa por los pustos
1, C, I, y que los puntod, D y I, son colineales se sigue quiees el punto medio
de I1,. Esto garantiza quélI,B) = 2(IDB)y (II,C) = 2(IDC), por lo tanto
el area del cuadrilater6BI,C es el doble del area del cuadrilaterBDC, lo cual
escribiremos com¢/BI,C) = 2(IBDC). Analogamentd/CI,A) = 2(ICEA)

y (IAI.B) = 2(IAFB). Por lo tanto el area del trianguli [,1. es el doble del
area del hexagond EC D BF'. Entonces, bastara demostrar que el area del hexagono
AECDBF es mayor o igual a dos veces el area del trianguit'.

SeaH el ortocentro del trianguld BC'y seanP, @ y R los puntos de interseccion de
AH, BH y CH conT, respectivamente.

Por angulos inscritos tenemos qu® AC' = ZPBC'y por serB(Q altura tenemos que
/CBQ = /PAC, entonces’CBQ = /PBC. Analogamente’ RCB = /BCP,
por lo tanto los trianguloB HC'y BPC son congruentes, de don@@HC') = (BPC).
Puesto quéD es el punto medio del ardBC la altura desdé del trianguloBDC es
mayor o igual que la altura deséfedel trianguloBPC. Entonces BDC) > (BPC).

A
Q
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Analogamente(CQA) = (CHA) y (CEA) > (CQA), (ARB) = (AHB) Yy
(AFB) > (ARB). Por ultimo, tenemos que,

(BDC) + (CEA) + (AFB) > (BPC)+ (CQA) + (ARB)

— (BHC)+ (CHA) + (AHB) = (ABC),

lo cual garantiza la desigualdad deseada.

Ejemplo 5. Seanl" una circunferencia con centr® y AB un diémetro de ella. Sean
P un punto sobrd” tal que ZPOB < 120°, D el punto medio del arc®B que
no contiene ad. Adenas, seanX eY los puntos de intersedm de la mediatriz del
segmenta@ P conT'. SiJ es un punto sobrel P tal queOJ y PD son paralelas,
demuestra qud es el incentro del tAnguloAXY'.

Solucion. Denotemos por POA = 2ay ZBOP = 24.

T P

Y

A 19) B

Por serOP y OA radios del" se tiene que el trianguld PO es isb6sceles, entonces
ZAPO = 90° — «, mientras queZDOP = 3, pero puesto qué POA + /BOP =
2a + 28 = 180°, tenemos quer + 5 = 90°, de donde se obtienéDOP = /JPO

y JP es paralela @ D. Entonces, por sePD paralela a/O, se sigue qué?OD.J
es paralelogramo, luegBJ = DO. Puesto queX'Y mediatriz del segmentOP y
OX = OY, por ser radios d&, se deduce qu&€X = PY = OY = OD = PJ.
Por Gltimo, de nuevo por sefY mediatriz deO P, el puntoP es el punto medio del
arcoﬁ, entoncesA P es bisectriz interior del anguldY AX. Por lo tanto, por la
proposicion 2, si es el incentro del XY se cumple qué se encuentra sobréP y
quePI = PX = PY, esto junto corPJ = PX = PY implica queJ = I.

Para concluir dejamos algunos ejercicios que mejorasandailidades del lector.

Ejercicios

1. Sead BC untriangulo yI" su circuncirculo. Demuestra que la bisectriz del angu-
lo Z/BAC'y la mediatriz del segmentBC se cortan sobrE.

2. Seal el incentro del trianguldd BC. Consideremod/ y N los puntos medios
de AB y AC, respectivamente. S/ = NI, demuestra que el cuadrilatero
AMIN es ciclico.
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Un poco de bisectrices

3. SeanABC un triangulo yT" su circuncirculo. Sea®, E'y F los puntos de
interseccion de las bisectrices internas de los vértica3 y C conT’, respecti-
vamente. ST es el incentro del trianguld BC, demuestra quées el ortocentro
del trianguloDE'F.

4. SeanABC un triangulo yi la recta tangente a su circuncirculo que pasaor
SeanD y FE puntos sobréy AC, respectivamente, tales qyé) = AB = AE
y con D del mismo lado qué3 con respecto alC. Demuestra qu® E pasa por
el incentro del trianguldA BC.

5. SeanABC un triangulo el su incentro. Seaf y D los puntos de interseccion
de la bisectriz interior del angulo efi con el ladoBC'y el circuncirculo del
triangulo ABC, respectivamente. Demuestra g = 4L,

6. Searl" una semicircunferencia con diame#® y D un punto sobre el segmento
AB. La perpendicular pob al segmentoA B intersectad' enC. Si Py @ son
puntos sobré’ tales queC’P = CD = CQ, demuestra qu&(Q corta aCD en
su punto medio.

7. SeaABC un triangulo conAB # AC. Sean! el incentro del triangulcA BC
y P el otro punto de interseccion de la bisectriz exterior ateguilo A con el
circuncirculo deABC. La rectaP] intersecta por segunda vez al circuncirculo
de ABC enJ. Demuestra que los circuncirculos de los triangids/ y C1.J
son tangentes a las rectBs e I B, respectivamente.

8. Seand BC un triangulo yAD la bisectriz del angule BAC, conD sobreBC.
SeaF un punto sobre el segmeniC' tal queBD = EC. PorE se traza una
rectal paralela aAD y se considera un puntB sobrel y dentro del triangulo.
SeaG el punto donde la rectB P corta al ladoAC' y seaF' el punto donde la
rectaC P corta al ladoAB. Demuestra qu8F = CG.

Bibliografia

1. R. Bulajich Manfrino, J. A. Gbmez Orteg&eometra. Cuadernos de Olimpia-
das de Matematicas. SMM-Imate de la UNAM, 2002.

2. S. Levi, Shively. Introduccbn a la geomefa moderna. Compafiia Editorial
Continental, México, 1984.



Problemas de Pactica

En esta seccibn encontrara8 interesantes problemas de nivel predominantemen-
te basico, pero también incorporamos algunos internsedio avanzados. Con ellos
podras poner a prueba tus habilidades y esperamos queltendateresantes y tiles
para tu preparacion. Como siempre, en la siguiente seecitontraréas las soluciones
de todos ellos, pero NO te rindas antes de tiempo. Consuitarsalucion antes de
tiempo (camino facil) no permite desarrollar al maxims habilidades, ten en cuenta
que una habilidad s6lo se perfecciona con practica, deidin y esfuerzo.

Por Gltimo, te invitamos a contribuir y si tienes problenmasresantes que proponer,
ponemos a tu disposicion la direccibavi st aonm@nai | . com donde con gusto
recibiremos tus aportaciones con material para esta uetcos.

Problema 1.Sia, by c son las raices de la ecuacioh— x — 1 = 0, determina el valor
de 1ta + 1+b + 1+c

1—a 1-b 1—c*
Problema 2.El siguiente cuadrado es un cuadrado magico donde el piodaacada
renglon, columna o diagonal es igual al nmero de cuagita¥ ABC D. Cada letra
representa un digito distinto y cada casilla contiene uimero entero. Completa el
cuadrado encontrando los nUmeros que van en cada una deelss casillas. (Nota:
AC es el nimero con digitad y C'.)

AC

Problema 3.¢ Existira un nimero enterotal que el digito de mas a la izquierda en la
representacion decimal @& seab, mientras que el digito de més a la izquierd&tie
sea2?
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Problema 4.Cantinflas aterrizd en un planeta habitado por gatos merquie siempre
dicen la verdady gatos amarillos, que siempre mienten. &dara noche se encuentra
conb gatos. El primero dice: “Soy morado”. El segundo dice: “Almoe3 de nosotros
son morados”. El tercer gato dice: “el primer gato es anwdrilEl cuarto gato dice:
“al menos3 de nosotros son amarillos”. El quinto gato dice: “todos serumarillos”.

¢ Cuantos de los gatos son morados?

Problema 5.Si cierto entero positiva tiene exactamentedivisores positivos, ¢, cuantos
divisores positivos puede tener, a lo ma%?

Problema 6.SeaABC' un triangulo. SearD y E los puntos medios dBC' y CA,
respectivamente. Sedhy G puntos sobre el ladd B tales queD E F'G es un cuadrado
con areal. ¢ Cuél es el area del trianguid3C?

Problema 7.Encuentra todos los nimeros realegue satisfacen la ecuacion,

V17 + 82 — 222 + /4 + 122 — 322 = 2 — 4z + 13.

Problema 8.Un tablero rectangular d2)11 x 2012 se rellena con los nUmer@s 1
y 2, de tal forma que la suma de los nUmeros de cada columna yddereaglon es
siempre divisible entr8. ¢ Cual es el maximo numero de unos que puede haber?

Problema 9.¢ Cuantos nimeros primos pueden ser escritos en la féiiria- 1 donde
n €S un entero positivo?

Problema 10.SeaABC' un triangulo acutangulo ¢ su circuncirculo. El puntd@”
esta fuera d€ tal que las recta®' A y T'B son tangentes@. La recta pofl” paralela a
AC intersecta &8C enD. Demuestra quelD = CD.

Problema 11.Un nimero ha sido borrado de entre los nUmerod dgln. Si el pro-
medio de los restantes de.75, ¢,qué nimero se borro?

Problema 12.En basel0 si anotamos el primer entero de dos digitt® Eeguido, en
orden ascendente, de los dos nUmeros anteriores a la basaitgto g y 9), forma-
mos un nimero de cuatro digitd$)g9) que es un cuadrado perfec83t). ¢ Qué otras
bases tienen esta propiedad?

Problema 13.Los 2012 caballeros se sentaron en la mesa redonda para celebrar con
un banquete su reciente conquista, misma en la que cada @hoslebtuvo un botin
diferente. Se sabe que la diferencia entre los botines idlo®por cualesquiera dos
caballeros sentados uno al lado del otro e de3 libras esterlinas. Encuentra la
maxima diferencia entre los bontines obtenidos por dossledballeros.

Problema 14.SeaA BC'D un cuadrilatero convexoy séael punto de interseccion de
sus diagonales. St y @ son los centros de los circuncirculos de los triangulasB
y COD respectivamente, demuestra go@ > 42+CD.
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Problema 15.Los habitantes del planef, utilizan los mismos algoritmos para sumar,
restar, multiplicar y dividir que en el planeta Tierra. Sinteargo, ellos utilizan una base
diferente a la nuestra, su base es maybyanenor que 0. La siguiente operacion fue
realizada en el planefd, y las letras representan digitos distintos. ¢ Cual eada Que
se utiliza en dicho planeta?

BC

AB|CBC

AB

BDC
BDC

Problema 16.Se tienem focos en una hilera, algunos de los cuales se encuentran en-
cendidos. Cada minuto, todos los focos que estaban enosnsidapagan. Al mismo
tiempo se encienden todos aquellos focos que estaban asagtales que se encon-
traban al lado de exactamente un foco que estaba encendidoc&dan dada, ¢se
podra encontrar una configuracion inicial de focos enclErattal que siempre haya al
menos un foco encendido?

Problema 17.En una sucesion infinita creciente de enteros positivogn®s que a
partir del2012-ésimo término, cada término divide a la suma de todo&lwsinos an-
teriores. Demuestra que existe un termino a partir delcagsd termino es exactamente
igual a la suma de todos los terminos anteriores.

Problema 18.Cortamos un triangulo acutangulo a través de una rectiosmpiezas
que no nesariamente sean triangulos. Luego, nuevamenmdéenos una de las piezas
resultantes a través de una recta en dos piezas y asiaumesnie. Después de efectuar
varios de estos cortes resulta que todas las piezas sogulis, ¢ es posible que todos
ellos sean obtusangulos?

Problema 19.Se tiene un gran mazo de cartas. En cada una de las cartasaita

uno de los nimerok 2, . .., n. Sabemos que la suma de todos los nimeros escritos en
las cartas es igual & - n!, para algin enteré. Demuestra que es posible acomodar
las cartas et montones de forma que, en cada uno de ellos, la suma de lerosim
escritos sea igualal.

Problema 20.Dividimos unn-agono convexo en triangulos a través de diagonales que
no se intersectan al interior del poligono. Pintamos idsigulos de negro y blanco de
forma que si dos triangulos tienen un lado en coman, ee®reciben colores diferen-
tes. Para cadadetermina la maxima diferencia entre el nUmero de ttiéogpintados

de unoy otro color.
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Soluciones a los Problemas de
Practica

En esta seccion te presentamos las soluciones que el egqgliipoal de Tzaloa pre-
pard para lo20 problemas de practica que figuran en este numero de tuaevis
Date cuenta que en cada problema siempre se incluye la asipiicque justifica la
validez de la solucion y observa que la argumentacion mierse basa en resulta-
dos conocidos y/o en razonamientos logicos. Las solusigue aqui se presentan
no son necesariamente las nicas o las mejores, si t(st@ne solucion y la quie-

res compartir con nosotros, te invitamos para que la eaviegestro buzon electroni-
corevi staomm@nai | . com donde con gusto la estaremos analizando para darte
nuestra opinion.

Solucion del problema 1.Si f(z) = ® — x — 1 tiene raices, b y ¢, entonces,

f(@)=(z—a)(x—b)(x —c) =2 — (a+ b+ c)z* + (ab + ac + bc)z — abe,

de donde,
a+b+c = 0,
ab+ac+bc = -1,
abc = 1.
Luego,
l+a 1+b 14c  3—(a+b+c)— (ab+bc+ac)+ 3abc
l-a 1-b 1—c (1—a)(1—-0b)(1—-rc)

3—-(0) = (=D +31)

(1-a)1-b)(1-c)
7

f(1)
= -
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Solucion del problema 2.Escribamos al nimero de dos digité€’ en la formaAC =
10A + C'y denotemos par, y y z a los nUmeros de las siguientes casillas:

z | Y|4
AC
T | C |24

Entonces24(C)(z) = 4(10A + C)(z), de donde(C' = 24, de aqui queAC = 12A.
Ademasdyz = 24(AC)z = (24)(124)z, luegoy = T2A.

Ahora bien, el producto de los enteros de las casillas dellarea central es igual a
(72A)(12A)(2A) = 1728 A3, que debe ser un nimero déigitos. Entoncesd = 1y
completando el cuadrado obtenemos,

6 172] 4
8 [12 18
36 2 |24

Solucion del problema 3.No existe tal entero. Observamos @fe 5" = 10™. Ahora,

si en las representaciones decimale&'dg 5™ cambiamos por ceros todos los digitos
con excepcion del primero, los huevos nimeros decreaengueedan mayores que la
mitad de los originales. Entonces, el producto de estosasug¥meros sera menor que
10™, pero mayor que su cuarta parte y por lo tanto dicho produzjouede ser de la
formal0...0. Sin embargo, si se hicieran dichos cambios en nUmeros@nroeros
digitos fuerar2 y 5, entonces el producto seria de la forgsa...0) - (20...0) =
10...0. Lo anterior es una contradiccion y por lo tanto no existenteron que tenga
la propiedad pedida.

Solucion del problema 4.Primero notamos que el quinto gato es amarillo, pues si
fuera morado todos deberian ser amarillos, lo cual no @blpos

Si el cuarto gato es amarillo su frase “al mefa® nosotros somos amarillos” es falsa,
por lo que ély el quinto gato deberian ser los Gnicos dlogsrpero entonces el tercer
gato habria mentido y seria amarillo. Luego, el cuarto gatmorado y debe haber al
menos3 gatos amarillos.

Como hay al meno3 gatos amarillos, no puede haber al meBastos morados, por
lo que el segundo es amarillo.

Falta conocer el color del primer y del tercer gato. Si el priofuera morado el tercero
habria mentido y seria amarillo. Si el primero fuera alital tercero habria dicho la
verdad y seria morado. Luego, entre estos dos gatos hay araalaty uno amarillo.
Por lo tanto, hay exactameritgatos morados.
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Solucion del problema 5.Recordemos que si la descomposicion en primos és

n = pi'py*---ppt el nimero de divisores positivos dees igual a(a; + 1)(az +
1)+ (ar +1). Como8 =2-4 =2-2-2tenemos que puede ser de tres formas (en
estos casop, ¢ y r denotan primos diferentes).

= n = p’. Eneste casn? = p'* tendrial4 + 1 = 15 divisores positivos.
= n = pg®. En este casn? = p?q¢° tendria(2+1)(6+1) = 21 divisores positivos.

= n = pqgr. En este caso? = p?¢*r? tendria(2 +1)(2+1)(2+ 1) = 27 divisores
positivos.

Luego,n? tiene a lo mag7 divisores positivos.
Solucion del problema 6.Sea/ el pie de la altura desdg.

C

A F J G B

ComoEF y CJ son paralelas Yl\E = EC, por Thales tenemos quéF = FJy

los triangulosAFE y JFE son congruentes. Analogamente los triangubdsD y

JGD son congruentes. Ademés,J = FA = ECy DJ = DB = DC, de donde

los triangulosEDC' 'y EDJ son congruentes. Considerando estas tres congruencias,
tenemos que el area del triangul®@C es el doble que la del cuadrafd® F'G. Luego,

el area buscada @s

Solucion del problema 7.0bservemos qué,7 + 8z — 222 = 25 — 2(z — 2)2y
4+ 12z — 322 = 16 — 3(z — 2)2. Luego,

VIT 82— 222 44+ 120 — 322 = /25— 2(x —2)% + /16 — 3(x — 2)?
V25 4+ V16

9+ (z—2)?2

x? — 4z +13.

<
<

La igualdad se cumple siy s6losi— 2 = 0, luegox = 2 es el Unico nimero real que
satisface la ecuacion.
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Solucion del problema 8.Sean el nimero de cerosdg el nUmero de doses que hay en
la tabla. Tenemo2011 renglones de longitu2012 y 2012 columnas de longitu011.
Dado que la suma de los nimeros de cualquier renglon eshidé/entre3, debe haber

al menos un dos o al menos dos ceros en cada renglon. Pottdadtans > 2011.

De forma analoga se obtiene que debe haber al menos un dareoas dos doses en
cada columna, por lo que+ % > 2012. Sumando ambas desigualdades y dividiendo
por % obtenemos que + d > 2682. Es decir, el nUmero de unos no es mayor que
2011 - 2012 — 2682.

Ahora mostraremos una configuracion donde se alcanza @staSeam = 1342

y d = 1340. Coloquemos log342 ceros en parejas horizontales comenzando en la
esquina superior izquierda del tablero (estos ceros sandnicen los primeroé71
renglones y1342 columnas) y losl340 doses en parejas verticales comenzando en
la esquina inferior derecha del tablero (quedando disttdsuen las Gltimag70 co-
lumnas y1340 renglones del tablero). Rellenamos el resto del tablerauoms. Dado
que671 + 1340 = 2011y 670 + 1342 = 2012, tenemos que en cada columna y
renglon hay ceros 6 doses en las cantidades correctagumafaon el relleno de unos),
en cada caso, la suma sea divisible eBtr&l nUmero maximo de unos es entonces
2011 - 2012 — 2682 = 4043450.

Solucion del problema 9.Paran = 1 obtenemog? + 1 = 2 que es primo. Suponga-
mos quen > 2. Como todo primo mayor qu&es impar, necesitamos quesea par.
Comon + 1 es impar, podemos factorizar,

"t rl=m+1)n" —n"" 4 —n 1)

Como ambos factores son mayores dquéenemos que el nimero no es primo y la
Unica solucion es el prim@.

Solucion del problema 10.Seac = ZBCA. ComoT A y T'B son tangentes &
tenemos que&’BAT = /TBA = /BCA = «. Ademéas, comd@'D es paralela &lC
tenemos que&BDT = /BCA = a.

C

T B

Como /BDT = /BAT se tiene que el cuadrilate®BD AT es ciclico. De aqui,
LTDA = /TBA = . ComoAC y T'D son paralelas/CAD = ZADT = «. Por
lo tanto, el triangulod DC' es isbsceles coAD = CD.
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Solucion del problema 11.Seak € {1,2,...,n} el nlmero borrado. Tenemos que,
1424 — 1
r2rednTk 5= 108
n—1 4

Luego,n — 1 es miltiplo det. Sin < 79, tenemos que,

n(n+1)

1+2+~~~+n7k 1+2+~~~+n7177—1
n—1 - n—1 T on-—1
n24+n—2 n+2 79+ 2
= = < =40.5 < 40.75
2(n —1) 2 = 2 < ’
lo que es una contradiccion. Luegoz> 80. Ahora, sin > 82, entonces,
142+ +n—k 1424 +n—n (51
n—1 - n—1 T oon-—1
82
— gz—:41>40.75,

lo cual vuelve a ser una contradiccion. De aqui 81. Comon — 1 es multiplo det,
n tiene que se8l. Finalmente, tenemos que,
1+24--+81—k 3321—k

80 80

40.75 =
de dondés = 61.

Solucion del problema 12.En la baseh > 2, N, es el nUmero de cuatro digitos
10(b—2)(b — 1), luego,

Ny =103 +00*) + (b—2)b+(b—1) = (b—1)(b+ 1),

lo que muestra qu&’, es un cuadrado perfecto si y solast 1 lo es.
Por ejemplo, en basktenemos que,

10015 = 910 = (310)? = (112)?
yen base& tenemos que,

10345 = 14410 = (1210)% = (225)%.

Solucion del problema 13.La respuesta €317 libras. Primero, veamos que la dife-
rencia maximal entre dos de los botines no puede ser mayor3ji8. Numeremos
a los caballeros en sentido a favor de las manecillas dg] celmenzando por el ca-
ballero menos afortunado (el del botin mas pobre).»5ebcaballero mas afortunado
(el del botin mas jugoso). Entoncey n estan separados par— 2 caballeros en el
sentido de las manecillas del reloj y gir12 — n caballeros en el otro sentido. En-
toncesd < 3(n — 1)y d < 3(2013 — n). Por lo qued < 2=12013-m) _ 313,
Notese quel = 3018 se da Unicamente si la diferencia entre cualesquiera dirsose
es exactament lo cual contradice la hipbtesis de que todos los caballebtuvieron
diferentes botines (en este caso los caballerg2012 tendrian ambo8 libras més
que el caballera). La siguiente figura muestra un ejemplo eba 3017.
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3015 3017
3012 3014

. 3011

Solucion del problema 14.SeanP;, 1, P», Q- los puntos medios d@B, OD, OA
y OC, respectivamente.

B

Q2

Q1 P
D A

EntoncesPQ > P1Q1, luegoPQ > 1BDy PQ > P>Q,,y de aquiPQ > 1 AC.
Entonces, tenemos que,

PQ > i(BD#—AC)
1
> 1 (0B+0D+04+00)
1
> 1 ((0B+04) +(0C +0D)).

Pero,0OB + OA > ABy OC + OD > CD. Porlo tanto,PQ > 1 (AB + CD).
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Solucion del problema 15.0bservemos qu® x AB = AB, luego B debe sefl.
AdemasCB — AB = BD, luegoD debe sef). Como en la resta anterior no se le
pidio prestado &', entonces” = A + 1. Considerando qué& x AB = BDC junto

con las tres condiciones anteriores tenemos (que- 1) x A = 10 (nota que esta
operacion no es en bas6). Entonces la base debe ser el producto de dos niumeros
consecutivos. Como la base del plan&tas mayor qu€ y menor quel0, debe sef,
luegoA =2y C = 3.

Solucion del problema 16.Primero veamos que 8i= 1 o n = 3 ninguna configura-
cion permite obtener luz perpetua. Denotemosktarios focos encendidos y cora
los focos apagados.

= Caso f = 1).- S6lo hay dos configuraciones iniciales posibles. Si@bfsta apa-
gado, continuara apagado. Si el foco esta encendido gasdal primer minuto
y permanecera apagado el resto del tiempo.

= Caso ¢ = 3).- Es facil verificar que partiendo de cualquiera dedgmsibles
configuraciones iniciales eventualmente (a lo mas en 4toshse llega al estado
en que los tres focos quedan apagados perpetuaniéfje (

Ahora, sin es par, la configuracion iniciaD01100110. . . funciona pues esta se alter-
naré cada minuto con la configuraci@nl0011001 . . .. Por Gltimo, sin > 3 es impar,
afadimo910 al inicio las configuraciones anteriores (pares). Estejpneéira la con-
figuracion alternara con el prefij@0, dado que el tercer foco no encendera por culpa
del cuarto. De esta forma los tres primeros focos alternanraependencia del resto
de la configuracion. En conclusion, sélorsi# 1y n # 3 existen configuraciones
iniciales que brindan luz perpetua.

Solucion del problema 17.Sea{a,,} dicha sucesion y denotemos c8p a la suma
de términos desde, hastaa,,_1. Paran > 2012, a,, €s un divisor de5,,. Por lo tanto,
existe un entero positivé, tal quea,, = 2:. EntoncesS,,+1 = Sn, +a, = %.
Sidn+1 > dp, + 1, entoncesi, 11 < % = a,, lo cual contradice la hipbtesis de que
{a,} es estrictamente creciente. Por lo tarfté,} es no creciente para > 2012.
Sin embargo, esta sucesion no puede mantener indefinidammeralork > 1, pues
en ese casfS, }, a partir de cierto termino se convertiria en una suceggométrica
con razén’%l. Comok y k + 1 son primos relativos, solo es posible dividir al primer
término de la progresion geométrica eritnen numero finito de veces. De aqui es claro
que existe um a partir del cuall,, =1y a,, = S,.

Solucion del problema 18.La respuesta es no. Decimos que iwHagono convexo
cualquiera es potencialmente— 2 triangulos (pensando en cortarlo a través de sus
diagonales trazadas desde uno de sus vértices). Suposigamoortamos un-agono

en una-agono y unb-agono. Ahora el nimero potencial de trianguloszes 2 +

b — 2. Notemos que escencialmente f$aformas de trazar la recta para cortamal
agono: pasando por dos vértices, pasando por un s@loevérsin tocar ninguno de los
vértices.
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= En el primer caso, tenemos que- b = n + 2y por lo tanto el nimero potencial
de triangulos es —2, como al principio. Ademas, nétese que no se crean aggulo
obtusos nuevos, pues ninglin angulordélgono puede dividirse en dos angulos
obtusos.

= En el segundo caso, tenemos que b = n + 3, por lo que el nlmero potencial
de triangulos es — 1, es decir, un incremento de Como en el caso anterior,
en el extremo del corte que pasa a través del vértice n@ae éngulos obtusos
nuevos, pero en el otro extremo (al cortar uno de los ladoglisde crear uno,
pero no mas de un angulo obtuso nuevo.

= En eltercer caso, tenemos que b = n+4, y el nUmero potencial de triangulos
esn, lo que significa un incremento @eEn esta situacion, en cada extremo del
corte se puede crear uno, pero no mas de un angulo obtuso. ritretotal, al
cortar el incremeto en el nimero de angulos obtusos esmodgoal que2.

En cualquier caso, el incremento en el nUmero potenciai@egulos siempre es ma-
yor o igual que el incremento en el nimero de nuevos angidassos. Dado que el
triangulo incial es acutangulo, si en algln punto teneme todas las figuras son
triangulos, por lo menos uno de ellos debe ser acutangulm gs posible que todos
ellos sean obtusangulos.

Solucion del problema 19.Comenzamos probando el siguiente resultado.

Lema. Dado un conjuntd{as, as, ..., a,} den enteros, siempre es posible escoger
algunos de ellos de tal forma que su suma sea divisible entre

Demostracibn. Supongamos que ninguno de los nimeros es divisible entt®nsi-
deremos las sumas = a1,by = a; + as,...,b, = a1 +as + --- + a,. Si ninguna

es divisible entre:, entonces al menos dos de ellas, digafmog b, (j < k) dejan

los mismos residuos al dividirse entte Entonces su diferencig; 1 + --- + ax €s
divisible entren.

Ahora demostraremos el resultado del problema por indacbren.

Sin = 1, entonces en todas las cartas esta estnta@ada carta es en si misma un
montbn cuya suma ¢ = 1.

Supongamos que el resultado es valido pard, o que significa que si la suma de los
nimeros de todas las cartaskegn — 1)!, entonces las cartas pueden ser acomodadas
enk montones tales que en cada uno de ellos la suma de los vablas cartas que

lo componen eén — 1)!.

Llamaremossupracartaa cualquier montdn de cartas cuya sumalsea, conl =
1,...,n — 1. En este caso diremos quiees susupravalot Cualquier carta con el
nameron escrito en ella es unsupracartacon supravalorigual al. Con el resto de

las cartas (con los nimeras2, ...,n — 1), formaremos supracartas con el siguiete
procedimiento. Escogemascartas cualesquiera y debido al lema podemos tomar al-
gunas de ellas (cuya suma sea divisible emngara formar una supracarta. Aplicamos
el procedimeto hasta que queden menos dartas. Notese que estas cartas sobrantes
juntas forman a su vez una supracarta (pues tanto la sunh@aata la de las cartas
agrupadas es divisble entif cuyo supravalor no excedga — 1)n.

Ahora, tenemos un monton de supracartas con supravdloresn — 1 y la suma
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total de esos supravalores es iguéél;;é = k- (n — 1)!. Entonces, por la hipotesis de
induccion podemos distribuir las supracartagenontones, cada uno cauprasuma
igual a(n — 1)!. Entonces la suma (normal) de los valores de las cartas deucadde
los k montones es igual@ — 1)! - n = nl.

Solucion del problema 20.Dado que en un-agono la suma de sus angulos interiores
es(n — 2) - 180°, entonces eb-agono ha sido dividido en — 2 triangulos a través de

n — 3 diagonales que no se intersectan en el interiong&yono. Pintamos los lados
de los triangulos blancos (negros) llamandolos blannegrps). De esta forma, toda
diagonal es al mismo tiempo blanca y negra.

Entonces, hay al menas- 3 lados blancos (negros), por lo tanto hay al meb(ms— 3)
triangulos de cada color. S&4(n) la diferencia buscada y consideren3asasos:

= Caso 1 = 3k). En este caso tenemos que hay al ménes triangulos negros
y cuando méagk — 1 triangulos blancos, entoncéXn) < k.

= Caso 2 = 3k + 1). En este caso hay al menkgriangulos negros y cuando
mas2k — 1 triangulos blancos, entoncéyn) < k — 1.

= Caso 3@ = 3k + 2). En este caso hay al menkgriangulos negros y cuando
méas2k triangulos blancos, entoncéqn) < k.

Ahora veremos que en cada caso la igualdad puede ser aleapzadt lo tanto las
cotas anteriores corresponden a las maximas diferermiacpdan.

Paran = 3,4,5 (k = 1) el resultado es trivial y puede ser faciimente verificado p
inspeccion. Para valores @anas grandes construimos el ejemplo por recursion sobre
k.

Supongamos que para algkrienemos eh-agono correspondiente con la diferencia
requerida (s.p.g. con mayoria de triangulos blancogprites afiadimos un pentagono
(con2 triangulos blancos ¥ negro) aln-agono, empalmando el lado negro del penta-
gono con un lado blanco detagono. De esta forma se incrementa eB, k enly
D(n) enl, manteniéndose para el + 1)-agono la diferencia maxima.
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Problemas de Entrenamiento

Como se menciond en la presentacion, a partir de estem(ilaeantidad de problemas
que se presentan en esta seccion se duplidadé. La ampliacion de la seccion busca
una mayor participacion de los lectores a través de urréaafeas rica y accesible de
problemas.

Como anteriormente, las soluciones de los problemas desestin se publican es-
cogiendo de entre las participaciones recibidas por parte domunidad olimpica de
todo el pais. Con el fin de dar tiempo a que nuestros lectedscten y envien sus
trabajos, es que las soluciones de los problemas pressrgadmda numero de la re-
vista, se publical3 nUimeros después. Con este fin, ponemos a tu disposicéstrou
buzén electronico evi st aomm@nei | . com Ten la seguridad de que tan pronto
recibamos tu contribucion, nos pondremos en contactagmpara poder publicar tu
trabajo.

Problemas de Entrenamiento.
Afo 2012 No. 3.

Problema 1. (Intermedio) Encuentra todas las funciorfés) con las siguientes pro-
piedades:

1. f(z) es una funcion cuadratica.
2. flx+2)= f(z) + = +2.
3. f(2)=2.

Problema 2. (Intermedio) Cada entero positivo se colorea con uno de dmses:
verde o rojo, de tal manera que hay al menos un numero de oémta Ademas, se
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cumple que la suma de dos numeros con colores diferentey@s y su producto es
rojo. ¢ De qué color es el producto de dos nimeros rojos?

Problema 3. (Intermedio) Sead BC' un triangulo isbsceles codB = AC. Si la
bisectriz del angulo e intersecta aAC' en el puntoD de tal manera qu&C =
BD + AD, ¢cuanto mide el angulo etf?

Problema 4. (Intermedio) Demuestra que los digitos de las decenasdiepmatencia
de3 es par.

Problema 5.(Intermedio) Dos caminos rectos parten de un punfirmando un angu-

lo agudo entre ellos. Sobre dos punfoy @ de uno de los caminos se encuentran dos
buzones tales queP = 40 metros yL(Q = 90 metros. Bianca se encuentra sobre un
puntoB en el otro camino y ve los dos buzones formando un angi® Q. ¢ Qué tan
lejos esta Bianca dE si el angulo/ P BQ tiene la maxima medida posible?

Problema 6.(Intermedio) Encuentra el menor entero positivo de la forma

Ax B
B )

dondeA y B son enteros de tres digitosiy B denota al entero que se forma al colocar
A al lado deB.

Problema 7.(Intermedio) En un triangulel BC' seanX, Y los puntos medios de los
ladosAB Yy AC, respectivamente. Sda un punto sobre el segmeni(, distinto de
su punto medio, tal qug X DY = ZBAC. Demuestra quelD es perpendicular a
BC.

Problema 8.(Intermedio) Determina todos los conjuntos finitos no @adf de nime-
ros reales con la siguiente propiedadt |z| € X paratodor € X.

Problema 9.(Avanzado) Demuestra que para cada entero0, el nimero,
(2" —1)(2™ —2)(2" —22)(2" —2%) ... (2" — 2" 1)
es divisible entrer!. (Nota:n! = n(n — 1)(n —2)---2-1).

Problema 10.(Avanzado) Sean, b y ¢ nlmeros reales positivos tales quie = 1.
Demuestra que,

a b c
@+ DO+D G+ DetrD) et Dt

y determina cuando se verifica la igualdad.

3
> Z
!
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Soluciones a los Problemas Propuestos.
Afio 2011 No. 4.

A continuacion publicamos las soluciones de los problepnapuestos en Tzalog
afo2011. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista apareleersoluciones
de los problemas propuestos en Tzalpafio2012, por lo que todavia estas a tiempo
para enviarnos la tuya y asi podamos publicarla danddteebcrédito que mereces.

Problema 1.(Intermedio) A un tablero dél x 11 se le quita el cuadrado unitario de

1 x 1 del centro, ¢,cuantas fichasgle 4 se pueden colocar en el resto del tablero sin
salirse ni traslaparse?

Solucion. Consideremos |0 cuadraditos marcados en la siguiente figura.

Al colocar una ficha d8 x 4, al menos ocupa un cuadradito marcado por lo que a lo
mas es posible colocarfichas, sin embargo el cuadradito del centro no esta pordo qu
alo mas se pueden colocfichas. Es muy sencillo colocarfichas. Un ejemplo seria,

Segunda soludn. Probemos nuevamente que no se pueden poner ngaed&ngu-
los. Consideremos la siguiente coloracion.
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Supongamos que ponemasrectangulos horizontalesly rectangulos verticales. Ca-
da rectangulo horizontal cubre al menos tres cuadradobreatios y cada rectangu-
lo vertical cubre exactamente cuatro cuadrados sombreAdgsse cubren al menos
3H + 4V de los32 cuadrados sombreados.

Por otro lado, en la regioA, a lo mas podemos cubrir cuatro cuadrados sombreados,
por lo que a lo mas podemos cubsit cuadrados sombreados. Supongamos ahora
gue podemos colocar al mengiezas, tendriamos qué + V' > 9 y por lo tanto

31 > 3H+4V =3(H+V)+V > 27+ V, de dondel/ < 4. Con el mismo
argumento para las respectivas franjas horizontalegieg a queéd < 4, entonces

9 < H +V <8, locual es una contradiccion.

Problema 2. (Intermedio) Demuestra que hay una infinidad de triangBlgoricos
(triangulos rectangulos con lados enteros) cuya hipgres un entero de la forma
3333...3.

Solucion. Observemos primero que la hipotenusa de un triangulo®itamno puede
medir3 ni 33. Sin es un entero positivo, consideremos la terna de nimeresosnt

2 1 1
210™(10°™ — 1), =(10%™ — 1)2, = (10*" — 1 )
(210710 1), 00— 12, S (10% — 1)
Demostraremos que es una terna Pitagorica.
2 n 2n 2 2n 2
5107(10%" =1) ) +(5(10%" —

4
510271(10271 - ) ( 02n o 1)4 —

2

4
(10*" — 1) (5102" + 5(102" —-1)°

4 1 2
(10%" — 1)? (5102" + 5104" — 5102" +

Ol = O
I

N——— N N~ ~—01"

2 1

(10*™ — 1)? (%(102" +1)?

%(104” -1 = (%(104” — 1))2.
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Entonces la terna anterior nos da una sucesion infinitardagéitagoricas cuya hipo-
tenusa es un nimero de digitos iguales 8. Sin = 1 obtenemos la primera terna:
(660, 3267, 3333).

Problema 3.(Intermedio) Una empresa quiere vender baldosas decasatlisefiadas
en forma de cuadrado partido por las diagonales, como seraeesa figura:

Si se dispone de&0 colores para pintar cada una de las secciones en que se ldivide
baldosa, determina cuantos disefios de baldosa difsreafgueden hacer si se permite
repetir colores dentro de una misma baldosa. (Dos disefiogrssideran iguales si se
puede pasar de uno a otro por medio de una rotacion de lagaaldo

Solucibn. Vamos a agrupar a las baldosas segn el nimero de coléeesndes que
tengan, es decir, distinguiremos asi las baldosas conda®,tres y cuatro colores
diferentes.

1. Baldosas con un (nico color hag, una por cada color.

2. Existen tres tipos de baldosas con dos colores:

A A B
AXB BXA AXA
A B B

Observemos que la segunda y tercera baldosa no hacen difeadguna entre
Ay B. Luego, para cada uno de estos I@%&) = 45 disefos. Para el primer tipo
hay enl10 x 9 = 90 posibilidades. Luego, en total h@9+2(45) = 180 posibles
baldosas de dos colores.

3. Tenemos dos posibilidades para las baldosas de tregsolor

A B
BXC AXC
A A

En cada caso, para el color dominante teneihfiogosibilidades. En la primera
baldosa, no es relevante el orden de los col&g<”, luego hayl 0 x (g) = 360
posibles disefios. En el segundo tipo de baldosa, si estampe el orden de los
coloresBy C, luego hayl0 x 9 x 8 = 720 posibilidades. Por lo tanto, para tres
colores el total de posibles baldosas68 + 720 = 1080.
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4. Baldosas con cuatro colores. El orden de los colores esrierge, sin embargo
cualquier configuracion obtenida tendréa ot3asaldosas equivalentes, es decir,
a las que se puede llegar por rotacion. Por lo quef&§<8=T = 1260 disefios
de baldosas de cuatro colores.

Por lo tanto, en total hay0 + 180 4+ 1080 + 1260 = 2, 530 posibilidades.

Problema 4. (Avanzado) Sea = {1,2,3,...,100}. Encuentra el menor entero po-
sitivo n tal que entre cualesquieraenteros del conjuntal, existen dos tales que su
producto es un cuadrado perfecto.

Solucibn. Cada enteren se puede escribir de la forma = u?v de tal manera que
v sea libre de cuadrados, es decir, tal que el Gnico cuadnagldogdivide esl. Por
ejemplo, paran = 600 tenemos que = 10, v = 6. Llamemos a la parte libre de
cuadrados de:. Ahora, si tenemos dos enteras; = ujv; y my = uv, €scritos en
dicha forma, como su producto es

mimso = (U1U2)2(U1U2),

para que sea un cuadrado perfecto, necesitamo®,gddo sea y como son libres
de cuadrados, es necesario gye= vy. Por lo tanto, dos nUmeros multiplican un
cuadrado, si y solo si su parte libre de cuadrados es la misma

Contemos entonces el nimero de numeros libres de cuadeadacon el principio de
inclusibn-exclusion. Tenemd$0 elementos e, tenemos que restar los maltiplos de
algn primo al cuadrado, es decir: los multiplos2dede3?, de5? y de72, luego hay
que sumar los que restamos dos veces, es decir: los maltpl@ - 3)2y (2 - 5)%. El
proceso acaba aqui, pues no hay multiplos de tres printasdrado (el minimo seria
(2-3-5)2 = 900). Por lo tanto hay

1o |00 _ 10| _ 100/ 1100 1100 100
4 9 25 49 36 100
= 100—-25—-11-4—-2+2+1=61

numeros libres de cuadrados dn Si tomamos eso61 nimeros, no hay dos cuyo
producto es un cuadrado. Por otro lado, por el principiosledaillas, entré2 nUmeros
en A hay necesariamente dos cuya parte libre de cuadrados esnteapisu producto
seria un cuadrado.

Problema 5.(Avanzado) Sea un numero real tal que todas las diferencias entt¢’,
a0 y ¢2°11 son nimeros enteros. Demuestra guambién es un namero entero.

Solucion. Sia = 1 el resultado es trivial. Supongamos qué 1y quea'®?® = k +t,
at®® = m +tya®! = n +t, dondek, m y n son enteros distintos§ < t < 1.
Entonces,

T k4t m+t

m+t n—+t
ot _

y por lo tanto,

0=(m+t)>—(k+t)(n+t)=(m?>—kn)— (k—2m+n)t.



Problemas de Entrenamiento 31

De la ecuacion anterior concluimos queksi- 2m + n = 0, entoncesn? — kn = 0,
de donde se sigue qoe= m? — k(2m — k) = (m — k)? (puesn = 2m — k), lo cual
contradice el hecho de que# m. Por lo tanto = ;2227;’331 es un nimero racional
y, entoncesg?!, a'92?, ¢1970 y ¢2011 son también racionales. Dado iees primo
y que1929 = 3 x 643 no es divisible entrd1, tenemos quel y 1929 son primos
relativos y por lo tanto podemos encontrar entergs tales quetlr + 1929s = 1. De
aqui, se sigue que,

a = a417'+19293 — (a41)7' . (a41)s

es un numero racional, digames= =, conu y v enteros primos relativoszy > 0.
Entonces los denominadores de los racionalé® y 2°'!, expresados en su forma
mas simplificada, son'97" y v2011, Por @ltimo y debido a que'®™ — 42°!! es un
entero, dichos denominadores tienen que ser iguales, aedensigue que = 1y
por lo tantoa es un entero.
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Etapas Semifinal y Final Estatal
de la25* OMM

En esta nueva seccibn de la revista publicamos los ex&tnkas etapas semifinal
y final estatal de la olimpiada mexicana de matematicas fitelimmediato anterior.
La etapa semifinal consta de un examen g&qmoblemas para resolver en un tiempo
maximo de4 horas. La etapa final consta de dos examened @oablemas cada uno,
para resolver en un tiempo maximo41é horas.

Esperando poder publicar tus soluciones en el siguienteery recuerda que puedes
escribirnos a la direccibnevi st aonm@nai | . comdonde con gusto estaremos
recibiendo todas las contribuciones de los lectores.

Etapa Semifinal Estatal de [a25* OMM, 2011

Problema 1. SeanK 4 y Kp circunferencias del mismo radio con centidsy B,
respectivamente, tales queesta ernCz. SeaC enkK 4 tal que la medidg del angulo
/ABC satisfaga0° < g < 60°. SobreKX g tbmese el puntd® (distinto deA) para el
cualZCBD = gy constriyase la circunferendi@d: que pasa pod y tiene centra’.
De D haciaC tracese una recta hasta que toqu&-ay seaF el punto de interseccion.
Demuestra qu& AEC = g.

Problema 2. A una cena llegal3 matrimonios. Se quieren sentar alrededor de una
mesa redonda de manera que nadie quede junto a su parejaugidascmaneras se
pueden acomodar si Adela ya tiene un lugar asignado fijo?

Problema 3.Un rectangulod BC' D de lados de longitudes enteras y areése divide

en tres rectanguload FHG, FBIH y GICD de lados de longitudes enteras como se
muestra en la figura, de manera que el are&’8d H es el triple que la del FHG, y

el area deZICD es5 veces la deAF HG. Determina todas las posibilidades para la
longitud deAD.
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Problema 4.¢,Cuantos elementos a lo mas podemos escoger del cofijugto. ., 20}
si no queremos que la suma de dos de los nimeros escogidogikigdo de un cua-
drado mayor qué?

Problema 5. ¢ De cuantas maneras es posible acomodar los nUmerasatiéd de
manera que del primero al séptimo vayan creciendo, queptingd sea mayor que
el octavo, y que del octavo al décimo vayan creciendo ote® {Por ejemplo, una
posibilidad edl, 2, 3, 5,6,8,10,4,7,9.)

Etapa Final Estatal de la252 OMM, 2011

Problema 1.En un torneo habi& equipos que jugaron todos contra todos una vez.
Cada dia se efectud un partido. En determinado momentosssvd que cada equipo
habia jugado a lo m&sjuegos. Demuestra que a alguno de los equipos le faltaba en
ese momento por lo mendguegos por jugar.

Problema 2.En un planeta, el afio dul@1 dias y los dias estan numerados tel
101. Resulta que llueve un dia, después deja de llover das @idia siguiente vuelve
a llover y después deja de llover el dia siguiente; otralkexe y luego pasan dos
dias mas sin llover y asi sucesivamente, alternandssedibs que no hay lluvia en
2,1,2,1,2, etc. Llovié por primera vez el dig, luego el5, luego el7, luego el10,
luego el12, etc. Demuestra que, al pasar los afos, llega un momentaesimedlovido
exactamente el mismo nimero de veces cada fecha del ateryniha cuantos afios
deben pasar para que eso ocurra.

Problema 3.Seanl y m dos rectas paralelas. SednB,C' y D puntos en, y sean

E,F,Gy H puntos enn de forma queAB = CD y EF = GH (ver figura). Sean
Py Q los puntos de interseccion d&7 conCE y de BH con DF, respectivamente.
Demuestra qué’() es paralela a las rectag m.



Etapas Semifinal y Final Estatal 2011 35

Problema 4.Determina todos los conjuntot de 4 enteros menores q@s0, en los
cuales cada pareja de nUmeros tenga maximo comdn digisalra un nimero primo,
y que todos esos primos sean distintos.

Problema 5.Demuestra que todos los enteros positivos impares se pesdghir en
la forma,
ag+2-a14+2%-as+---+2" - ap,

donden es cualquier entero no negativo y cadaes1 o —1 (por ejemplo,11 =
1-2+4438).

Problema 6.En la figura hay dos circulos que se intersectan en los pithyag; X es
un punto sobre la recta péty @, y los puntos4, B, C'y D son las intersecciones de
los circulos con rectas que pasan pgrcomo se muestra. Demuestra quB - Y A =
YC-YD.




36 Etapas Semifinal y Final Estatal 2011

Problema 7.En un estanque hay0 litros de agua inicialmente. Se desea poner entre
2y 6 desagues del mismo tamafio, por donde saldra toda el egizariente. Se tienen
100 recipientes: uno con capacidad Hétro, otro con capacidad d2litros, otro con
capacidad dé litros y asi sucesivamente (el Gltimo tanque tiene cajzatdel00 li-
tros). Se quieren escoger algunos de estos recipiente®gacalno en cada desagie
para recolectar agua (se escoge el mismo nimero de reeipigne de desagiies). Se
requiere que la suma de las capacidades de los recipiemggids sed 00. AlUn
cuando un recipiente se llena, el agua continlia saliendelpgiesagie y se tira. De-
termina el nUmero 6ptimo de desagies y las capacidades decipientes escogidos
de tal manera que la suma de las capacidades de los recilientes cuando se ter-
minan los100 litros sea maxima. (Nota: So6lo cuentan los recipientessjinayan sido
llenados por completo, por ejemplo, si se colocan cuatripisstes con capacidades
12, 20,28y 40, la cantidad de litros recolectados sera de- 20 = 32).

Problema 8. ¢ Cuél es la maxima longitud de un camino4l@ B en la figura, si el
camino debe seguir las lineas y no debe repetir ningineseignipero si puede repetir
vértices)?

B




Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

American Mathematics Competition (AMC)

Durante el entrenamiento de enero en Colima, se aplicasoexamenes AMC 10 y
AMC 12 (American Mathematics Competition). Dichos exae®sgon los que se apli-
can como primera fase en los Estados Unidos. EI AMC 10 es pardiantes que estan
cursando, a lo mas, primer afio de preparatoria, por lo stgeexamen los presentaron
los preseleccionados para la Olimpiada Centroamericana gdgundos lugares del
concurso nacional pasado. El AMC 12 es para los que estaarao segundo o tercer
afo de preparatoria, de modo que lo presentaron los pcesmados para la Olimpia-
da Internacional. Cada examen consta@preguntas de opcion miltiple para resolver
en un maximo d&5 minutos y con un maximo puntaje d&0 puntos. En esta ocasion,
los tres puntajes mas altos del AMC 10 fueron: Axel Omer @bi@asarez con 123
puntos, Kevin William Beuchot Castellanos cbt8.5 puntos y Diego Fajardo Rojas
con114 puntos. Por otra parte, los tres puntajes mas altos del ARI@idron: Julio
César Diaz Calderon cor03.5 puntos, José Ramodn Guardiola Espinosa tam5
puntos y Jorge Ignacio Gonzéalez Cazares,¥bpuntos.

A continuacién presentamos los problemas y las solucidaksoncurso AMC 10 de
este afo.

AMC 10A

Problema 1.Ana puede hornear un pastelito cafissegundos y Juana lo puede hacer
en30 segundos. Trabajando juntas, ¢ cuantos pastelitos phedesar ers minutos?

(@10 (b) 15 (©) 20 (d) 25 (€)30
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Solucion. La respuesta es (d).

Como20 segundos eé de un minuto, Ana puede hornéas- % = 15 pastelitos erd
minutos. Por otra parte, Juana puede horﬁear% = 10 pastelitos. Luego, entre las
dos horneagd5 pastelitos ers minutos.

Problema 2.Un cuadrado de lad® se cort6 por la mitad, formando dos rectangulos
congruentes. ¢ Cuales son las dimensiones de uno de etfoxgrdos?

()2 por4 (b) 2 por6 (c) 2 por8 (d) 4 por4 (e)4 por8

Solucion. La respuesta es (e).

La medida de la base de cada rectangulo es igual a la medidaldelel cuadrado, es
decir,8. La altura del rectangulo es igual a la mitad del lado deticado, es decid.
Por lo tanto, las dimensiones de los rectangulosigoor 8.

Problema 3.Un insecto se mueve sobre la recta numérica comenzandf.ekvanza
al —6 y luego regresa dl. ¢ Cuantas unidades recorri6 en total?

(@)9 (b) 11 (c)13 (d) 14 )15

Solucion. La respuesta es (e).
La distancia del-2 al —6 es de{(—6) — (—2)| = 4 unidades. La distancia del6 al 5
es de5 — (—6)| = 11. Por lo tanto, el insecto recorri® unidades.

Problema 4.Si ZABC = 24°y ZABD = 20°, ¢.cual es el minimo nimero de grados
posible que puede medir el angu@ BD?

(@)0 (b) 2 (c) 4 (d) 6 (e)12

Solucion. La respuesta es (c).

Elrayo AB es comin a los angulesABC'y ZABD. Luego,ZCBD = 24° 4 20° =
44° 0 ZCBD = 24° — 20° = 4°, dependiendo si el punt0 esta dentro del angulo
ABD o no, respectivamente. Por lo tanto, el minimo nimero de@s que puede
medir el angule/CBD es4.

Problema 5. El afio pasadd00 gatos adultos, de los cuales la mitad eran hembras,
fueron llevados a una tienda de mascotas. La mitad de lasraerabultas tenian una
camada de gatitos. El nimero promedio de gatitos por caerada¢ Cuantos gatos y
gatitos recibi6 la tienda de mascotas el afio pasado?

(a) 150 (b) 200 (c) 250 (d) 300 (e) 400

Solucion. La respuesta es (b).

Habia50 gatos que eran hembras adult25yle ellas tenian una camadaddgatitos en
promedio, luego habit)0 gatitos. Por lo tanto, el nUmero total de gatos que red#bid
tienda fue de.00 + 100 = 200.
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Problema 6.EI producto de dos nimeros positivosde£l reciproco de uno de estos
nimeros ed veces el reciproco del otro. ¢, Cual es la suma de los dosnosh

(@)% (b) % ©7 (d) 3 (€)8

Solucion. La respuesta es (d).
Seaxr > 0 el primer nimero y > 0 el segundo. Luegasy = 9y % = %. Entonces

(z)(4z) = 9, luego,z = \/g = 3,dedondey =4 x 3 = 6. Porlotantog + y =
S+6=12.

Problema 7.En una bolsa con canica%,de las canicas son azules y el resto son ro-
jas. Si el nUumero de canicas rojas se duplica y el nUumerawie&s azules no cambia,
¢ qué fraccion de las canicas seran rojas?

(@2 (b) 2 © 7 (d) 2 OF

Solucion. La respuesta es (c).

La razbn entre las canicas azules y las roja8 e2. Si la cantidad de canicas rojas

se duplica, entonces la razbn set¥ia4. Por lo tanto, la fraccion de canicas rojas es,
4 4

3+4 T T

Problema 8.Las sumas de tres nimeros tomados por parejas2sdfi y 19. ¢, Cual es
el nUmero de en medio?

(a)4 (b) 5 ©)6 d)7 (€)8

Solucion. La respuesta es (d).
Denotemos pod, by ¢ a los tres nimeros de manerague b < c. Luego,a+b = 12,
a+c=17y b+ c=19. Tenemos que,

2a@+b+c)=(a+b)+(a+c)+(b+c) =124+ 17+ 19 = 48,

dedonder +b+c=24.Porlotantop = (a+b+c)—(a+c¢)=24—17=Tesel
numero de en medio.

Problema 9.Una pareja de dados de seis caras son etiquetados de tabnyaieeuin
dado sblo tiene nimeros paresZelt y 6 en dos caras cada uno), y el otro dado tiene
sblo nimeros impares (8] 3y 5 en dos caras cada uno). Si se lanza el par de dados,
¢cual es la probabilidad de que la suma de los nimeros darasde arriba de ambos
dados eg?

@35 (b) 5 © 3 (d) 5 OF
Solucion. La respuesta es (d).

Notemos que, sin importar el resultado del primer dada sab de los tres posibles
resultados del segundo dado hace que la suma ésissalid el2 se necesita €, si
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salib el4 se necesita &, y si salio el6 se necesita dl). Luego, la probabilidad buscada
1

esz.
3

Problema 10.Mary divide un circulo en2 sectores. Los angulos centrales de estos
sectores, medidos en grados, son todos enteros y formanrogaegion aritmética.
¢, Cuantos grados mide el angulo del sector mas pequeitdgd

@5 (b) 6 ()8 (d) 10 (e)12

Solucion. La respuesta es (c).
Searu el término inicial yd la diferencia comdn de la progresion aritmética. Enésnc
la suma de las medidas en grados de los angulos centrales es,

a+(a+d) +-+ (a+11d) = 12a + 66d = 360,

de dondea + 11d = 60. Sid es impar, entoncel: seria impar lo cual es un absurdo.
Sid = 2, entonces = 19;y sid = 4, entonces: = 8. Sid > 6, entonces: seria
negativo, lo cual no es posible. Por lo tanto, el menor valter® positivo posible de
a es8.

Problema 11.Dos circunferencias tangentes externamente con centtos pantosA
y B, tienen radios d& y 3, respectivamente. Una recta tangente externamente a ambos
circulos intersecta d B en el puntaC. ¢,Cuanto midé3C?

(a) 4 (b) 4.8 (€) 10.2 (d) 12 (e)14.4

Solucion. La respuesta es (d).
Denotemos poL a la recta externa tangente a ambos circulos. $egrk’ los puntos
de tangencia de las circunferencias con centro4 g3, respectivamente.

L

ComoAD =5y BE = 3, entoncesAB = 8. Ademas, como los triangulos rectangu-
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los ADC'y BEC son semejantes, tenemos que,

BC _ BE
AC ~  AD

BC 3

BC+8 5
5BC = 3BC +24
BC = 12.

Problema 12.Un afio es bisiesto si y sOlo si es divisible ent®é (por ejemplo, el afio
2000) o es divisible entrel pero no entred 00 (por ejemplo, el afl@012). El bicen-
tenario del aniversario del nacimiento del novelista Glsbickens fue celebrado el
martes7 de febrero d€012. ¢ En qué dia de la semana nacid Dickens?

(a) Viernes (b) Sabado (c) Domingo (d) Lunes (e) Martes

Solucion. La respuesta es (a).

Hubieron200 - 365 = 73000 dias no bisiestos en el bicentenario dele febrero de
1812 al 7 de febrero d012. Una cuarta parte de esos afios tuvieron un dia bisiesto,
excepto en el afi®900, de modo que hubg - 200 — 1 = 49 dias bisiestos en ese
periodo. Luego, Dickens naci049 dias antes de un martes. Como el mismo dia de
la semana ocurre cadalias y73049 = 7(10435) + 4, el dia que naci6 Dickens @e
febrero del812) fue4 dias antes de un martes, es decir, un viernes.

Problema 13.Un promedio iterativode los nimerog,2,3,4 y 5 es calculado de la
siguiente manera. Ordena los cinco nimeros de alguna mdbetermina el prome-
dio de los primeros dos nimeros, luego determina el proomdeliresultado anterior
con el tercer nUmero, después determina el promedio siéka€lo previo con el cuarto
namero, y por Ultimo determina el promedio del resultagt@@or con el quinto nime-
ro. ¢, Cual es la diferencia entre los valores maximo y marpposibles que pueden ser
obtenidos usando este procedimiento?

(@) 15 (b)2 © % (d)3 OF:
Solucion. La respuesta es (c).

Si los nimeros son acomodados en el ordgnc, d, e, entonces el promedio iterativo
es,

—45—+e a+b+2c+4d+8e
2 B 16 '
El mayor valor se obtiene haciende, b, ¢,d,e) = (1,2,3,4,5) 0(2,1,3,4,5),y el
menor valor se obtiene hacien@e, b, ¢, d,e) = (5,4,3,2,1) 0 (4,5,3,2,1). En el
primer caso el promedio iterativoé%, y en el segundo caso el promedio iterativo es

31 H H 31 _ 34 __ 17
15~ Luego, la diferencia buscada®s— 15 = 55 = -
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Problema 14.Pablo fabrica tableros de ajedrez no convencional@d de31 cuadra-
dos. Los tableros tienen un cuadrado negro en cada esquéradtgshan cuadrados ro-
jo y negro en cada renglon y columna. ¢, Cuantos cuadradossigay en cada tablero?

(2) 480 (b) 481 (c) 482 (d) 483 (e)484

Solucion. La respuesta es (b).

Dividamos el tablero de ajedrez no convencional en dosgdat primera80 colum-
nasy la Ultima. La seccion méas grande consiste de reagj@ada una contenient®
cuadrados negros. La tltima columna contigfieuadrados negros. Luego, el nimero
total de cuadrados negrosads- 15 + 16 = 481.

Otra forma: Hayl6 renglones que tieneh6 cuadrados negros 5 renglones que
tienen15 cuadrados negros, de modo que el numero total de cuadradossnes
162 4 15% = 481.

Problema 15.Se tienen tres cuadrados unitarios y dos segmentos de tectagectan
dos pares de vértices como se muestra en la figura. ¢, Cu@rea del triangulol BC'?

A B

(@)l (b) 1 (c) 2 (d) 3 (e) %2

Solucion. La respuesta es (b).
Nombremos a los puntos como muestra la figura.

A B
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Como los cuadrados son de labdgor semejanza es facil ver qieD = % yDE = %
Ahora, comoAB y DE son paralelas, los triangulosBC' y EDC son semejantes
con razbr2 : 3. Sih y I’ son las alturas desdg en los triangulosABC'y EDC,
respectivamente, tenemos qge: % Ademash + k' = 1, de dondér = % y el area
de ABC est.

Otra forma: Coloquemos la figura en el plano cartesiano,£en el origen yB en el
eje positivo de las abcisas, como se muestra en la figura.

A B

D

F

Entonces las ecuaciones de las regtasy BF son,y = —%x yy = 2x — 2, respecti-
vamente. Resolviendo el sistema de dos ecuaciones conai@giites obtenemos que
C = (2,—2). Luego, en el triangulol BC' la base midd = AB'y la alturaZ, por lo
tanto su area mide.

Otra forma: Los triangulos rectangulos congruem@sD y F'B A tienen la propiedad
de que sus correspondientes catetos son perpendicularasdb que sus hipotenusas
son perpendiculares. Por lo tantoAC B es un angulo recto y los trianguleg” B y
FAB son semejantes. CombB = 1y BF = /5, la razon del area del triangulo
ACBy el area del trianguldAB es%. Luego, si el area del triangulbAB es1,

entonces el area del triangui”' B es%.

Problema 16.Tres corredores comienzan a correr simultaneamente @tsdismo
punto sobre una pista circular d@0 metros. Todos corren en sentido de las manecillas
del reloj manteniendo velocidades constante$.de4.8 y 5 metros por segundo. Los
corredores se detienen una vez que estén todos juntosneeteen algln lugar sobre
la pista. ¢, Cuantos segundos corren los corredores?

(2) 1000 (b) 1250 (c) 2500 (d) 5000 (€) 10000

Solucion. La respuesta es (c).

Llamemos a los corredore$, B 'y C en orden creciente de velocidad. Después del
comienzo de la carrera, el corredBry el corredorC' estaran juntos nuevamente una
vez que el correddr haya corrid®00 metros de mas. Luego, les tom:g?;ﬁf_—8 = 2500
segundos a los corredorésy C' para estar juntos de nuevo. De manera similar, les
tomara;—2%— = 1250 segundos a los corredorgdsy B para estar juntos de nuevo.

4.8—4.4
Los corredoresd y B también estaran juntos en- 1250 = 2500 segundos. En ese
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momento los tres corredores estaran juntos.

Problema 17.Seara y b enteros primos relativos tales que> b > 0y (‘f_;bb;, = ?

¢,Cuanto vale — b?
(@)1 (b)2 (©)3 (d)4 (e)5

Solucion. La respuesta es (c).
Observe que,
ad—b  (a—0b)(a®+ab+b?)  a®+ab+b?

(a—b)3  (a—b)(a—0b)2  a%—2ab+ b2’

Luego, la ecuacion dada puede ser escrita cémie-3ab+3b* = 73a%—146ab+73b%.
Simplificando, obtenemos q@&0a—7b)(7a—10b) = 0. Comoa > by a, b son primos
relativos, se sigue que= 10y b = 7. Por lo tantog — b = 3.

Problema 18.La curva cerrada en la figura esta hech® decos circulares congruen-
tes, cada uno de Iongitu@, donde cada uno de los centros de los correspondientes
circulos es un vértice de un hexagono regular de faddual es el area encerrada por
la curva?

(@2r+6 (b)2r+4v3 (©37r+4 (d)2r+3V3+2  (e)m+6V3

Solucion. La respuesta es (e).

Los sectores circulares marcados en la figura tienen la néasesa dado que son I(%S
de un circulo de radid. Entonces, el area encerrada por la curva es igual al area d
circulo de radid mas el area de un hexagono regular de ado
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Como el hexagono se puede dividir@siangulos equilateros de lado tenemos que
el area buscada mide,+ 6 <\/T§ X 22> = 7 4 6+/3.

Problema 19.La pintora Paula y sus dos ayudantes pintan cada uno a vattesd
constantes pero distintas. Todos ellos comienzan siemfare &00 a.m., y los tres
siempre tardan el mismo tiempo en tomar su almuerzo. El lloseses pintaron el
50 % de una casa, terminando a las 4:00 p.m. El martes, Paula st asitrabajar,

y los dos ayudantes pintaron solo2% de la casa terminando a las 2:12 p.m. El
miércoles Paula trabajé sola y termin6 de pintar la cedaafando hasta las 7:12 p.m.
¢, Cuanto tiempo, en minutos, durd el almuerzo de cada dia?

(2)30 (b) 36 (c) 42 (d) 48 (€) 60

Solucion. La respuesta es (d).

Supongamos que el almuerzo dundminutos. Entonces, los tres pintores trabajaron
cada unat80 — m minutos el lunes, los dos ayudantes trabaja&dh— m minutos el
martes, y Paula trabaj@r2 — m minutos el miércoles. Si Paula pingd% de la casa
por minuto y sus ayudantes pintaron un totahd@ de la casa por minuto, entonces,

(p+h)(480 —m) = 50,
h(372—m) = 24,
p(672—m) = 26.

Sumando las (ltimas dos ecuaciones obtenemo§tye+ 372h — mp — mh = 50,

y restando esta ecuacion de la primera obtenemod @ffe — 192p = 0, de donde

h = % Sustituyendo este valor deen la primera ecuacion del sistema original,
obtenemos el sistema,

25
Tp(480—m) = 50,

p(672—m) = 26.

Resolviendo este sistema obtenemos las squc'mn:esQ—l4 y m = 48. Observe que
_ 2

h= 5.

Problema 20.Un cuadrado d8 x 3 se dividi6 erf) cuadrados unitarios. Cada cuadrado

unitario se pinta de color blanco o negro, con cada colodsiégualmente probable,

elegido independientemente y al azar. Luego, el cuadradot&s090° en el sentido

de las manecillas del reloj alrededor de su centro, y caddrade blanco en una posi-

cion antes ocupada por un cuadrado negro se pinta de negg@olores del resto de

los cuadrados no cambian. ¢ Cual es la probabilidad de dadg@uadricula sea ahora

completamente negra?

(@) 515 (0) 51 (©) 1651 () 515 OF

Solucion. La respuesta es (a).
Hay 2 = 16 posibles coloraciones iniciales para los cuatro cuadrdedas esquinas.
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Si su coloracion inicial eV NN N, o una de las cuatro permutaciones ciclicas de
NNNB, o una de las dos permutaciones ciclicasNdBN B, entonces los cuatro
cuadrados de las esquinas seran negros al final. Si la cidloriaicial esBBBB, o

una de las cuatro permutaciones ciclica®d@B B, o una de las cuatro permutaciones
ciclicas deN N BB, entonces al menos uno de los cuatro cuadrados de las esquina
sera blanco al final. Por lo tanto, los cuatro cuadradossiedguinas seran negros al
final con probabilidaq%. Del mismo modo, los cuatro bordes cuadrados seran negros
al final con probabilidadl%. El cuadrado central sera negro al final si y solo si era
inicialmente negro, de modo que sera negro al final con jitibad £ . Por lo tanto, la

probabilidad de que los nueve cuadrados sean negros alsfié(aqzbe)2 = g%.

Problema 21.Considera los puntod = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (0,2,0) y
D = (0,0,3). Los puntosE, F, Gy H son los puntos medios de los segmeriids,
AB, AC'y DC, respectivamente. ¢ Cual es el aredideG H?

@2 (b) 25 (c) 245 (d)v3 (e) 27

Solucion. La respuesta es (c).
ComoE, F, Gy H son puntos medios, entonces, = (3,0,3), F = (3,0,0),
G =(0,1,00y H = (0,1, 2).

» 419

Observemos qué&yF' = GH, EF es perpendicular BH, GF es perpendicular&@H
y

2
EH =FG = (%) +12:§.

Por lo tanto,EFGH es un rectangulo cuya area mi%le< ‘/75 = %.

Problema 22.La suma de los primeros enteros positivos impares 252 mas que la
suma de los primeros enteros positivos pares. ¢, Cual es la suma de todos logsalor
posibles dex?
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(@) 255 (b) 256 (c) 257 (d) 258 (e)259

Solucion. La respuesta es (a).

; " (k+1)
La suma de los primerds enteros positivos e§—2 . Por lo tanto, la suma de los
primerosk enteros positivos pares es,

k(k+1
2+4+6+~~-+2k:2(1+2+3+~~+k):2~%:k:(k:+1).
La suma de los primerdsenteros positivos impares es,
2k(2k + 1
(1+2+3+---+2k)—(2+4+6+---+2kz):(f—i_)—kz(k:—i—l):k:?

Las condiciones dadas implican gué — 212 = n(n + 1), lo cual puede ser reescrito
comon? + n + (212 — m?) = 0. El discriminante de esta ecuacion cuadratica en
la variablen es1 — 4(212 — m?) = 4m? — 847, el cual debe ser el cuadrado de
un entero impar. Seg® = 4m? — 847. Reescribiendo esta ecuacion obtenemos que
(2m +p)(2m —p) = 847. Las Unicas parejas de factoressd& son(847,1), (121,7)

y (77,11). lgualando estas parejas2an + p y 2m — p, obtenemos las soluciones
(m,p) = (212,423), (32,57) y (22, 33). Observe que los correspondientes valores de
n se obtienen usando la relacian= #, de donde se obtiene = 211, 28, 16,
respectivamente. Por lo tanto, la suma de los valores gssilah es255.

Problema 23.Ana, Curro, Marco, Carlos, Toflo y Mila tienen cuentas derimét. Al-
gunos de ellos, pero no todos, son amigos entre si por etigrninguno de ellos tiene
un amigo por internet fuera del grupo. Ademas cada uno ds &dine el mismo nume-
ro de amigos por internet. ¢ De cuantas formas distintadepsieceder esto?

()60 (b) 170 (c) 290 (d) 320 () 660

Solucion. La respuesta es (b).

El problema se puede plantear con un grafo teniendo @ fessonas como vértices,
en el cual dos vértices estan unidos por una arista siy sdhs correspondientes
personas son amigos por internet. $ezl nUmero de amigos que cada persona tiene.
Luego,1 < n < 4 (sin = 5, entonces todos serian amigos entre si, contrario a lo
que dice el problema). Si = 1, entonces el grafo consiste de tres aristas que no
comparten vértices. Hayelecciones para el amigo de Ana y tsafprmas de dividir a

las restantes personas ef pares de amigos, para un totalide3 = 15 posibilidades.

El cason = 4 es complementario, cambiando el rol de ser amigo por no sigoade
modo que también halb posibilidades en este caso.

Sin = 2, el grafo debe tener ciclos, y las Unicas dos eleccionesissrtriangulos
(3-ciclos) y un hexagondastciclo). En el primer caso, ha@) = 10 formas de elegir
dos amigos para Ana y cada eleccibn determina de manera lsitriangulos. En el
segundo caso, cada permutacion de los seis vérticesmieteun hexagono, pero cada
hexagono es contade2 = 12 veces, ya que el hexagono puede comenzar en cualquier
vértice y ser recorrido en cualquier direccion. Esto na%i = 60 hexagonos, para
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un total del0 + 60 = 70 posibilidades. El caso complementario= 3 nos da70
posibilidades mas. Por lo tanto, el totallés+ 15 + 70 + 70 = 170.

Problema 24.Searu, by c enteros positivos com > b > ¢, tales que,

a2 - - +ab = 2011,
a? +3b% + 3¢? — 3ab — 2ac — 2bc = —1997.
¢ Cuanto vale?
(a)249 (b) 250 (c) 251 (d) 252 (e)253

Solucion. La respuesta es (e).
Sumando las dos ecuaciones dadas obtenemos,

242 + 2b% + 2¢? — 2ab — 2bc — 2ac = 14,

o bien,
(a =02+ (b—c)?+ (c—a)* =14

Observe que hay una Ginica forma de escrilit @omo suma de tres cuadrados (salvo
el orden de los sumandodi = 32 4 22 4+ 12. Comoa — b, b — c Yy ¢ — a SON enteros
tales que su suma esigualyy a > b > ¢, sesigueque —c =3Yy:a—b = 2
yb—c=1,0biena —b=1yb—c = 2. Luego,(a,b,c) = (c+3,c+1,¢c)0
(a,b,c) = (¢ + 3,c+ 2,c). En el primer caso, al sustituir en la primera ecuacion dada
obtenemos que011 = a?—c?+ab—b* = (a+c)(a—c)+(a—b)b = 3(2¢+3)+2(c+1).
Resolviendo esta ecuacion obtenemos @ué, ¢) = (253,251, 250). Por ltimo, es
facil ver que el segundo caso no genera soluciones enRoak tantog = 253.

Problema 25.Los nUmeros reales, y, z son elegidos independientemente y al azar
en el intervald0, n] para algln entero positive. La probabilidad de que no hay dos
dez, y y z que estén a lo méas a una unidad el uno del otro es mayof.cqu@ual es el
menor valor posible de?

@)7 (b) 8 ©)9 (d) 10 (e)11

Solucion. La respuesta es (d).

Podemos asumir que < y < z. Como hay6 posibles formas de permutar la terna
(x,y,z), se sigue que el conjunto de todas las tefpag, z) con0 <z <y < z<n

es una region cuyo volumen esdel volumen del cubd, n] x [0,n] x [0,7], que es
%ng. Sea$ el conjunto de ternas que satisfacen la condicion del proal Para cada
(x,y,z) € S consideremos la traslacifm, y, z) — («/,y/,2') = (z,y — 1,z — 2).
Observeque/ =y—1>z=2'yz' =2-2>y—1=1y" Luego, laimagen d&
bajo esta traslacion es igual &', y', 2’) | 0 < 2’ <y’ < 2’ < n — 2}. Nuevamente,
por la simetria de las posibles permutaciones de las témag, z'), el volumen de

. 3 3
este conjunto eg(n — 2)%. Comodz = 232 < 1y 25 = 212 > 1, el menor valor

1000
posible den es10.
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XXIV Olimpiada de la Cuenca del Padfico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional partieipaalmente en la Olim-

piada Matematica de la Cuenca del Pacifico, APMO, por glassen inglés. En el

mes de marzo, se aplico el examen de la XXIV Olimpiada Materade la Cuenca

del Pacifico a los alumnos que en ese momento formaban pelagpceseleccion. Los

10 mejores examenes se enviaron a Japon para ser evahp@delscomité japonés.

Este aflo México obtuvo un oro, dos platas, cuatro bront¢essymenciones honorifi-

cas. Conl77 puntos México consigue el lugar nimer® de 37 paises participantes,
ademas obtiene el maximo numero de medallas que diclmucsmotorga a cada pais
por afio. Esta ha sido la mejor actuacion de México en lamhda de la cuenca del
pacifico. Los nombres de los alumnos que obtuvieron takseps se enlistan a conti-
nuacion:

1. Jorge Garza Vargas (0ro)

Diego Alonso Roque Montoya (plata)
Enrique Chiu Han (plata)

Juan Carlos Ortiz Rhoton (bronce)

Jorge Ignacio Gonzéalez Cazares (bronce)
Alberto Astiazaran Tobin (bronce)

Adan Medrano Martin del Campo (bronce)

Julio César Diaz Calderén (mencion honorifica)

© ©® N o a0~ w0 N

JoséAngel Sanchez Gomez (mencibn honorifica)

=
o

. Diego Teran Rios (mencibn honorifica)

A continuacion presentamos los problemas y las solucidada XXIV Olimpiada de
la Cuenca del Pacifico. Los alumnos tuvieron 4 horas pacévestos.

Problema 1.SeaP un punto en el interior del trianguld BC, y seanD, E, F, los
puntos de interseccion de la rect@ con el ladoBC' del triangulo, de la rect® P
con el ladoC' A y de la rectaC’ P con el ladoA B, respectivamente. Muestra que si el
area de cada uno de los triangu®8'A, PDB y PEC es igual al, entonces el area
del trianguloABC es igual &.

Solucibn de Enrique Chiu Han. Seanx = (PDC),y = (PEA)y z = (PFB),
en donde(RST) denota el area del triangulBST'. Los triangulosCDP y CAP
comparten la altura efy’; los triangulosBDP y BAP comparten la altura e,
asi que se tiene,

1 (BDP) DP (CDP) T

z+1 (BAP) PA (CAP) y+1
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De lo anterior se concluye que,

y+1
T = ,
z+1

zr+x=y+1. Q)

A

B~ 5 C

Con argumentos similares al anterior se puede ver que,

z+1

= = 1 2

v=oop why=2+L 2)
z+1

z=——, yz+z=x+1. 3
y+1 Y (3)

Al multiplicar las primeras expresiones en (1), (2) y (3)et@moscyz = 1, mientras
que si sumamos las segundas expresiones en (1), (2) y (8ntega quey + yz +
zz = 3, de manera que

1 .

3@y +yz+2z) =1 = {/(ey)(yz)(z2).
La desigualdad entre la media aritmética y la media geocagios dice que, como se
da la igualdad anterior, entonceg = yz = zx, pero sabemos también qugz = 1,
asi que podemos concluir que= y = z = 1. Finalmente,

(ABC)=z+y+z2+ (PFA)+ (PDB) + (PEC) =6,
como se queria.

Problema 2.En cada casilla de un tablero 8@12 x 2012 se coloca un namero real
mayor o igual qué y menor o igual qué. Considera las divisiones del tablero2n
rectangulos no vacios formados por casillas del tablaeosg obtienen al dibujar una
recta paralela ya sea a los lados horizontales o verticalesllero. Supon que, sin
importar cual divisibn er2 rectangulos se tome, en al menos uno de los rectangulos
resultantes de la division la suma de los nUmeros en lakasade tal rectangulo es
menor o igual d. Determina el maximo valor posible de la suma de todog0d& x

2012 nimeros colocados en las casillas.
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Solucion de Jorge Garza VargasLa respuesta €5 SeaS la suma de todos los nUme-
ros en el tablero. Primero veamos que es posible alcghzab al tomar un subtablero
de3 x 3 en una esquina del tablero original y poner unos y ceros cemugstra en la
figura de abajo; el resto de las casillas del tablero se lleoarmeros. Es facil verificar
que un tablero como este cumple lo que pide el problema.

O|r|O|O

0|0
110
1)1
110

ol|lo|o|o

Ahora demostraremos qu < 5 en cualquier tablero que cumpla las hipotesis. To-
memos un tablero cofi > 1 (porque si esto no sucediera ya habriamos terminado ese
caso). Enumeremos las columnas del tablero de izquierdeetagey las filas de arriba
hacia abajo. Denotemos pey a la suma de los nimeros en la coluniyepor y; a la
suma de los nimeros en la fila

Para cadd < k < 2011 sean,

k k
Ak:ZIEt, By =5 — Ay, C’“:Zyt y Dp=S5—-Ck.

t=1 t=1
La hip6tesis del problema se traduce en que, para cualgoterol < k£ < 2011,
min{Ay, Br} < 1ymin{Cy, Dy} < 1. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
gue existe el mayor entera que cumpled,, < B,,. EntoncesA,,+1 > Bpm+t1,
A < 1Y Bpg1 < 1. Ahora veremos que,,+1 < 3. Sean el mayor entero tal que
C, < D,.Como antes, podemosverglig <1y D, 41 < 1. Seanry,rs,..., 7012
los nUmeros en la columna + 1, comenzando desde arriba. Tenemos que,

n 2012
$m+1:Z7’t+7’n+1+ Z Ty <Cp+1+4Dpyq <3,
t=1 t=n—+2

asi queS = A, + Tma1 + Bmai1 <143+ 1 =5, lo cual concluye la demostracion.

Problema 3.Determina todas las parejgs n) conp un nimero primo y» un entero

. ., nP+1
positivo que cumplan que el numerg% es entero.
p

Solucion de Diego Alonso Roque MontoyaDenotemos pof (p, n) al nUmeroZS—ﬁ.
Para el casp = 2, hacemos directamente las cuentas tomandon < 4; se ob-
tiene quef(2,2) = f(2,4) 1 y sblo estos dos son enteros. Mostraremos aho-

ra por induccion que para > 5 se cumple quex> < 2". Paran = 5 se tiene
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52 +1 = 26 < 33 = 2° + 1. Si ya hemos demostrado la desigualdad para algin
n > 5, entonces para el cagot 1 hacemog"*! = 2.2" > 2n2 > (n + 1)2, con lo
cual acabamos. Se sigue entonces quepara, f(2,n) no puede ser entero ya que,

n4+1 2"+1

< =1.
2n +1 2n + 1

f(2an) =

Consideremos de ahora en adelante 3. Usando un poco de Calculo Diferencial ele-
mental podemos comprobar que la funcigm) = % es decreciente en el intervalo
[e, 0), en donde es la constante de Euler (que es un nimero que cuinple < 3).
Entonces si > p, se llega a que? < p" y por lo tantof (p,n) < 1. De manera que
s6lo nos resta analizar los casos< p. Comop > 2, entonce® es impar yp™ + 1 es
par, por lo quen? + 1 debe ser par, lo cual sucede sblo cuandss impar. Notemos
ahora que coma es impar se tieneque+ 1 | p" +1yasip+1 | n?+ 1,010 que es
lo mismo,n? = —1 (modp + 1). De la congruencia anterior se deduce también que
p + 1y n son primos relativos. Seh= ordp1(n) el orden dex modulop + 1 (ver

en el apéndice la definicion 3). Por una parte, el Teorentautker (ver en el apéndice
el teorema 2) nos asegura qué&?*t!) = 1 (modp + 1), asi quel | p(p + 1) < p, de
donded < p; por otro lado, sabemos qué” = 1 (modp+ 1), de donde! | 2p (ver en

el apéndice el teorema 4), petmo puede ser ni ni p porquen? = —1 (modp + 1),

y comod < p, la Gnica posibilidad que queda és= 2. Comop es impar, escribimos
p =2k + 1,y se tiene que,

—l=nP =0l =m>* . n=1% .n=n (modp + 1),

asiquep+1 | n+ 1y porlo tantop < n, pero también sabemos que< p, entonces
n = p. Ademas todas las parej@s p) funcionan pueg(p,p) = 1.

En resumen, las parejés, n) para las cualeg(p, n) es entero soffp, p), para cual-
quier primop y (2,4).

Problema 4.SeaABC un triangulo acutangulo. Denota pbrel pie de la perpendi-
cular del puntad sobre el ladaBC, por M el punto medio d&3C, por H el ortocentro
de trianguloABC'y por T el circuncirculo deA BC. SeanFE el punto de interseccibn
del'yelrayoM H,y F el punto de interseccion de la redtd conT (distinto deF).
Muestra que se cumple,

BF AB

CF AC’

Solucidon de Alberto Astiazaran Tobin. SeaO el centro del’. Comenzaremos por
demostrar quedO y H M se intersectan en un punto soliteSi K es el punto de
interseccion (distinto del) de AO y T", podemos ver qué es el punto medio dd K
porque este segmento es diametrd'd®or otra parte AH y OM son paralelas por
ser perpendicularesAC, asi que los trianguloE’OM y K’ AH son semejantes, en
dondeK”’ es el punto en el que las rectd® y HM se cortan. Mas aln, usando el
conocido hecho de queOM = AH, se sigue qu® es punto medio del segmento
AK',y porlotantoK = K’, como se queria.



Olimpiadas Internacionales 53

SeaN el punto de interseccion déF con BC'y seaJ el punto de interseccion del ra-
yo HD conI'. ComoAK es diametro d&, entonces/ K es perpendicular 4.J, pero
BC también lo es pued D es altura, de manera qu&C'y JK son paralelas. Esto,
combinado con que el cuadrilateA .J K es ciclico, nos asegura queE DM tam-
bién es ciclico. Ahora podemos establecer facilmergesiguientes igualdades entre
angulos,

LDAM = /DEM = LFEK = /FAK.

Juntando esta igualdad con la bien conocida identildBdlD = ZC AO, llegamos
aque/BAN = ZCAM, es decir, AF es la simediana del trianguléBC corres-
pondiente aA (ver en el apéndice las definiciones 18 y 19) y entor%gs: ;‘gz.
Para terminar aplicaremos el Teorema de la bisectriz gierata (ver en el apéndice
el Teorema 17) y la Ley de los senos (ver en el apéndice eefi@i4) de la siguiente

forma:
AB? _ BN _ AB sen/BAN _ AB sen/BAF _ AB BF
AC?2 ~ NC  AC sen/ZNAC ~ AC sen/FAC AC CF’

BF __ AB
Por lo tanto,7 = 4&-

Problema 5. Sean un entero mayor o igual 2 Muestra que si los nUmeros reales

ai,as,...,a, satisfacem? + a2 + - - - + a2 = n, entonces se cumple que,
1 n
> o<
1<icj<n VT %%
a?Jra?

Solucion oficial. Notemos primero que $i j, comoa;a; <

5 tenemos que,

2 2
a; + a; n
n—aiajZn—ZT]>n— :§>0.

|3
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Luego, todos los denominadores de la sima.; ;< RT}W son positivos.
Si ponemosb = |a;| parai = 1,2,...,n, obtenemos qu&? + b2 + --- + b2 =ny
— W] < b 5 lo cual deja claro que es suficiente con demostrar la aflnnainl
problema para ‘el caso en el que as, . . . ,a, SON mayores o igualesta Entonces,
asumamos de ahora en adelantegques, . . ., a,, Son todos no negativos.
Multiplicando porn ambos lados de la desigualdad deseada obtenemos,

2

n n
> s
— QG 2

— n

1<i<j<n

y como —— = 14 ;=0 obtenemos restandd”-1) de ambos lados, la de-
3
sigualdad,
a;a; n
> —1-<. (4)
—~ n—a;a; 2
1<i<j<n

Demostraremos que esta desigualdad es cierta.

Si para alglni la igualdad:? = n se verifica, entonces se debe temge= 0 paraj # i

y la desigualdad (4) claramente se cumple. Entonces supmadrde aqui en adelante
quea? < n para cada.

En Io que resta de la prueba asumiremosque;j. Como0 < a;a; < (‘“LT“J)2 <
& + , tenemos que,

a2
aia; i (™) 1 (a; +a;)? 5)
n—aa; —  %te T @t 2 (n—af)+(n—aj)
2 2

Por otra partep —a? > 0, asi que la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos asegura que,

2 2
a’ a;
(n_ﬂag + n_arg) ((n = a) + (n—a) 2 (ai +)?,
4 J

de donde se sigue que,

(ai + a;)? a a;
< .
(n—af)+(n—aj) ~ n—aern—a? ©)
Combinando las desigualdades (5) y (6) obtenemos,
2

2
a;a; 1 aj a;
" <« +
Z —aa; 2 Z <na§ nfa?

n
1<i<j<n 1<i<j<n

con lo cual queda establecida la desigualdad (4).
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A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matemaéticas de julio a octubre@E2?2
Julio
Publicacién del quinceavo numero de la revista “Tzaloa”.

Julio, del 4 al 16, Mar del Plata, Argentina
53 Olimpiada Internacional de Matematicas.

Julio, del 23 al 28, Taipei, Taiwan
Competencia Internacional de Matematicas (IMC).

Agosto, del 9 al 19, Pachuca, Hidalgo
Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eiplicde tres examenes
selectivos para determinar la delegacion para la XXVIhQiiada Iberoameri-
cana de Matematicas (un maximo4lalumnos).

Septiembre, primera semana

Limite pararegistro de delegados que quieran aplicarahex propuesto por el
Comité Organizador de la OMM como final de su Concurso Hstagavio del
examen a los delegados.

Septiembre, Bolivia
XXVII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas.

Septiembre, 21y 22
Aplicacion de los examenes finales en los estados registizon este proposito.

Octubre
Publicacion del dieciseisavo nimero de la revista “Taalo
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Apendice

Criterios 1 (Criterios de divisibilidad) Un nimero entero es divisible,
= entre2, si el dgito de las unidades es urimero par.
= entre3, si la suma de susigitos es divisible entra.

= entre4, si el fimero formado por los dadtimos dgitos (el de las unidades y el
de las decenas) es divisible entre

= entreb, si el dgito de las unidades €86 0.
= entre6, si es divisible entr@ y 3.
= entre§, si el timero formado por sudltimos tres dgitos es divisible entrs.

= entre9, si la suma de susigitos es divisible entré.

Teorema 2 (Teorema de Euler)Sin es un entero positivo  es un entero primo re-
lativo conn, entonces*(™) = 1 (modn), dondeyp(n) denota al imero de enteros
positivos menores quey primos relativos com.

Definicion 3 (Orden) Sia y n son enteros positivos primos relativos, el ordenade
modulo n, denotado poford,, (a), es el menor entero positivo tal qué (@) =
1 (modn).

Teorema 4 (Propiedad del orden)Si a y n son enteros positivos primos relativos y
a™ =1 (modn), entoncesrd,, (a) divide am.

Teorema 5 (Desigualdad media aritrética - media geonétrica) Para cualesquiera
nimeros reales positivas, . . ., 2, se cumple que,

T1+ X2+ + T
n

> Yx1x0 - - T,y

conlaigualdadsiy@losizy =23 =+ = .
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Teorema 6 (Suma de lo@ingulos internos de un tréngulo) La suma de lo&ngulos
internos de un téngulo esl80°.

Teorema 7 (Teorema de Pigoras) En un triangulo recngulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 8 (Congruencia de trngulos) Los triangulosABC'y A’ B’C’ son con-
gruentes si logingulos y los lados del #ingulo ABC son iguales a logngulos y los
lados del trangulo A’ B'C".

Criterio 9 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de &ingulos
nos dice que si tenemos dosatigulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 10 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de &ingu-
los nos dice que si tenemos dosirgulos con un lado igual y d@ngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se leceonomoangulo-lado-
anguloy lo denotamos como ALA.

Definicion 11 (Semejanza de tAngulos) Los triangulosABC y A’B’C’ son seme-
jantes, si sugngulos respectivos son iguales, es decir,

/ABC = /A'B'C’
/JACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’

y sus lados hologos son proporcionales, esto es,

AB BC CA

A'B BCt CrAT

Criterio 12 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déngulos correspondientes
de los triangulosABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces losdrigulos son semejantes.
A esta reladdn le llamamosanguloénguloy la denotamos como AA.

Teorema 13 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Teorema 14 (Ley de los senosfEn un trianguloABC, de lados: (opuesto abingulo
A), b (opuesto aknguloB) y ¢ (opuesto ahnguloC), se tiene que:

a b c

senA senB  senC’

Definicion 15 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &clico si sus cuatro &rtices
estin sobre una misma circunferencia.
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Teorema 16 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexad BC'D es dclico si y
sblo si la suma de loangulos opuestos es igualld0°, es decir,

/DAB + /BCD = /ABC + ZCDA = 180°.

Teorema 17 (Teorema de la bisectriz generalizadolpado un trngulo ABC' y un
puntoD sobre el ladoBC, se tiene que,

BD _ BA-sen(£{BAD)
DC  AC -sen(/DAC)’

A

B D C

Definicion 18 (Rectas isogonalespado un tranguloABC'y puntosP y @ en el lado
AC, decimos que las rectdsP y B(Q son isogonales st ABP = Z/QBC.

B

A P Q C

Definicion 19 (Simediana) Una simediana es la recta isogonal de una mediana.
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