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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Mateméticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemdtica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacién que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Tzaloa es una publicacidn de interés para un publico amplio. Estd concebida para satis-
facer las necesidades de la comunidad olimpica, pero debido a que su columna vertebral
es la resolucion de problemas, también resulta de gran valor para todo aquel que guste
de hacer matematicas. El enfoque centrado en los razonamientos, el contenido expues-
to con rigor pero sin formalismos innecesarios o excesivos, asi como su tendencia al
uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de las caracteristicas que hacen del
material expuesto un recurso valioso para profesores, estudiantes, aficionados y hasta
profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Afio 2012, Namero 4

Con esta nueva edicién de tu revista Tzaloa cerramos el 2012 y como cada fin de
afio, la publicacién se ve enriquecida con la secciéon Una vida, un matemdtico. En esta
ocasién, bajo el titulo La matemadtica es un oficio que todos podemos aprender, el Dr.
Adolfo Sénchez Valenzuela nos comparte un ensayo donde plantea sus reflexiones a
propdsito de la actividad profesional de los matemadticos. A través de sus pédginas, el
Dr. Sanchez Valenzuela no s6lo establece atinadas analogias entre matemadticos, artistas
y artesanos, sino que al hacerlo, ademads, nos cuenta sus vivencias personales, poniendo
en evidencia que lo mds importante para ser matemdtico es la pasion.

Por otro lado, para el Articulo de Matemdticas escogimos un tema cldsico en los con-
cursos olimpicos: la desigualdad media aritmética, media geométrica (MA-MG). Es

IPalabra nahuatl cuyo significado es aprender.
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asi, que Marco Figueroa nos muestra cémo Una Desigualdad Bdsica, MA-MG, es
la clave para resolver numerosos problemas que, de manera recurrente, aparecen en
concursos nacionales e internacionales.

Por primera vez y con el fin de brindar un mejor apoyo a todos nuestros lectores, se
decidi6 incluir los exdmenes con Soluciones de las Etapas Semifinal y Final Estatal de
la OMM. Esta nueva seccion de la revista se publicard todos los afios, presentando en
ella los exdmenes correspondientes al aflo inmediato anterior.

En la seccion de Olimpiadas Internacionales, presentamos los exdmenes sin soluciones
correspondientes a la XIV Olimpiada Matemdtica de Centroaméricay el Caribe y a la
53a Olimpiada Internacional de Matemdticas. Témalos como un reto y si logras resol-
ver alguno, te invitamos para que, a través de nuestra direccidn electrénica, compartas
tu solucién con nosotros.

Por ultimo, al final de la revista encontraras la Informacion Olimpica incluyendo el
calendario con las actividades programadas para los préximos meses. No olvidamos
incluir el directorio completo y actualizado del Comité Organizador de la OMM.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Hace mds de 25 afios que la Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Mateméticas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido gracias a la participacién de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboracién de muchos profesores quienes,
de manera espontdnea y altruista, han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza
y elevar la cultura matemadtica de nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio nacional, se han desarrollado innu-
merables talleres de resolucion de problemas, donde estudiantes y profesores trabajan
con el tnico afdn de incrementar sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jévenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.
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262 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delegaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 26“ Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 1993. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucidon preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2012-2013y, para el 1° de julio de 2013, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.omm.unam.mx

Para la primera etapa, los participantes deberan inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 26 Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
11 al 17 de noviembre de 2012 en Guanajuato, Guanajuato. A los primeros lugares de
este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion de las delegaciones
que representardn a México en las distintas Olimpiadas Internacionales del afio 2013:
la XXV Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico, que se llevard a cabo en
el mes de marzo; la XV Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe, que se
celebrard en el mes de junio; la 54* Olimpiada Internacional de Matematicas, que se
llevard a cabo en Colombia en el mes de julio, y la XX VIII Olimpiada Iberoamericana
de Matemadticas que se realizard en el mes de septiembre.
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Una desigualdad basica

Por Marco Antonio Figueroa Ibarra

Nivel Intermedio

Una de las desigualdades mds importantes en la solucién de problemas tipo olimpia-
da es la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica (MA-MG). Si
tenemos dos nimeros positivos a y b, su media aritmética es “;b La media aritméti-
ca es simplemente el promedio que estamos acostumbrados a utilizar. Por ejemplo, si
sacamos de calificaciones 10 y 9, el promedio de las dos calificaciones (o su media
aritmética) es 10+9 = 9.5. Siempre que los dos nimeros sean iguales, también seran
iguales a su medla aritmética, pues “*" =a.

Por otro lado, 1a media geométrica es otro tipo de promedio, pero que tiene que ver con
la multiplicacién en vez de con la suma. Dados los nimeros positivos a y b, su media
geométrica es Va - b. De nuevo, si los dos nimeros son iguales, también su media
geométrica es igual a cada uno de ellos, pues /a - a = a.

Desigualdad MA-MG para dos niimeros

Para cualesquiera dos niimeros positivos a y b, la media geométrica siempre es menor
o igual que la media aritmética. Es decir,

mg“;b.

Ademds, la igualdad se verifica si'y sélo si a = b.

Demostracion 1. Factorizando obtenemos,

atb =1 (a+b 2ab) =

5 (Va—vb)?* >

N)I»—l
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luego, “T““b > \/ab. Ahora, para que la igualdad se dé, necesitamos que \/a — v/b = 0,
y esto sélo sucede si a = b.

093 __ a+b a—b __ a+b a—b
Demostracion 2. Notamos que a = 52 + 452 y b = 432 + %57, Luego,

EDTD)
(a+b)2 a+b

2 -y

B a+b a—b)(a—i—b a—b) B
Vab = ( 5 T3 2 2 N

nuevamente, para que la igualdad se dé, necesitamos que "T’b =0, es decir, a = b.

Demostracion 3. Tomemos una semicircunferencia con didmetro XY = a + by un
punto Z en el segmento XY tal que XZ = ay YZ = b. Sea O el punto medio
de XY y sean P y () puntos sobre la semicircunferencia tales que OP y Z(Q son
perpendicularesa XY

pP

7@

X a 0] Z b Y

Como O es el centro, OP es un radio. Luego, OP = “TH’. Por otro lado, es facil ver
que los tridngulos X QZ y QY Z son semejantes (por el criterio AAA). Luego,

XZ QZ
QZ YZ’
de donde QZ = +vab. Pero este segmento siempre serd menor o igual que el radio

OP, porloque vab < “TH’. Para que la igualdad se dé, es necesario que los puntos O
y Z coincidan, o sea, a = b.

De las dos primeras demostraciones podemos notar que la desigualdad entre la Media
Aritmética y la Media Geométrica para dos niimeros (para mds nimeros también) de-
pende simplemente del hecho 22 > 0. Esta tltima puede bien ser considerada como
la base de las desigualdades. Este simple hecho puede demostrar desigualdades muy
complicadas. Cuando asi pasa, se dice que se usé el método SOS (sum of squares).

Ejemplo 1. De entre todos los rectdngulos con perimetro fijo, ;cual tiene mas area?
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Solucién. Veamos que el cuadrado es el que tiene més drea. Digamos que el perimetro
es la constante p y que las dimensiones del cuadrado son a x b. Como el perimetro es
p se tiene que 2a + 2b = po a + b = £. Como el drea del rectdngulo es a - b, tenemos

que, ,
o= (45 = (8)

Como (%)2 no depende de a y b, hemos terminado. Y justamente la igualdad se obtiene
cuando a = b, es decir, cuando el rectdngulo es un cuadrado.

Podemos pensar en el mismo problema sin la restriccion de ser un rectdngulo. De entre
todas las figuras con perimetro fijo, ;cudl es la que encierra mds drea? {El circulo! Lo
malo es que es dificil demostrarlo.

Ejemplo 2. Demuestra que para reales positivos z, ¥, z se tiene que,
(= +y)(y+2)(z+z) = 8ryz.

Solucién. En este problema, aprovecharemos que el lado izquierdo de la desigualdad
estd factorizado y cada factor es una suma. Dividimos todo entre 8 y vemos que la
desigualdad original es equivalente a:

(5 (57) (57) 2 e

2 2 2 ) ="

Ahora, cada factor del lado izquierdo es la media aritmética de dos nimeros. Aplicamos
la desigualdad en cada factor (todos los niimeros involucrados son positivos),

(55 (45) () 2 v o

Lo cual demuestra la desigualdad. Podemos notar que para que se dé la igualdad tiene
que suceder que z = y, y = zy z = x al mismo tiempo, es decir, los tres ndmeros
tienen que ser iguales.

Ejemplo 3. Encuentra el menor valor de la expresién 2 + %, para z > 0. ;Para qué
valor de x se obtiene este valor?

Solucién. Este puede pensarse como un ejercicio de cdlculo diferencial, pero veremos
cémo hacerlo con la desigualdad MA-MG. Si usamos directamente la desigualdad,

2+ 1 / 1
zZ 1'2'_:\/5-
2 T

2,1 : P S
Hemos probado que z= + - es mayor o igual que 24/, pero esta dltima expresion sigue
dependiendo de x, por lo que no hemos encontrado el menor valor. Hay que pensar
cémo escribir la expresién como la suma de varios nimeros tales que su producto sea

constante. No resulta muy dificil, simplemente hay que cambiar 1 por o= + 5-:

2,1, 1 2
$2+l:3(x+2§+2x>23 xz(i) :333
x

2x 4
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Como 3 \*/} no depende de zx, ya casi terminamos. Para que la igualdad se dé, necesi-

2_ 1 1 — 3/1
tamos que z° = 55 — 350 05€a, T = \/;

Otra manera de pensar la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica
es: dados dos nimeros positivos, cuyo producto es constante, su suma serd minima

cuando los nimeros son iguales.

Ejemplo 4. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos. Demuestra que,
(a+b—c)la—b+c)(—a+b+c) < abe.

Solucién. En el lado izquierdo tenemos un producto de tres nimeros. Si s6lo uno de
ellos es negativo, el producto de los tres serd también negativo y la desigualdad resultard
cierta, pues el lado derecho es positivo.

Si al menos dos de los factores son negativos, sin perdida de generalidad los dos pri-
meros, tenemos que,

a+b—c < 0,
a—b+c < 0.

Sumando estas dos desigualdades se tiene que 2a < 0, lo cual es una contradiccién y
por tanto no puede haber mds de un factor negativo. Resta ver el caso cuando los tres
son positivos.

Apliquemos la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica para los
dos primeros factores,

Varb—o-bre<etbzdtleztzo

De la misma manera, obtenemos,
\/(a—b+c)(—a+b+c) < b,
\/(—a+b+c)(a+b—c) < e

Y como cada lado de cada una de las tres desigualdades es positivo, podemos multipli-
car las tres y obtenemos que (a + b — ¢)(a — b+ ¢)(—a+ b+ ¢) < abe, que era lo que
se queria demostrar.

N

Desigualdad MA-MG para mas de dos niimeros
Para cualesquiera niimeros positivos a1, as, . . ., G,, la media geométrica siempre es
menor o igual que la media aritmética. Es decir,

az +az + -+ ap
- .

Vai1az - p <

Ademads, la igualdad se verifica siy solo si ay = as = -+ = ap.

Hay muchas maneras de demostrar la desigualdad MA-MG. Veamos una demostracién
de uno de los matematicos mds influyentes del siglo XIX, Agustin-Louis Cauchy. Esta
prueba es por induccidn sobre n, pero no de la manera usual. La idea es la siguiente:
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3.

. Probar que la desigualdad es cierta para n = 2.

Probar que si la desigualdad es cierta para n = k, también es cierta paran = 2k.
Esto, con el punto anterior, demuestra que la desigualdad es cierta para toda n
igual a una potencia de 2.

Probar que si la desigualdad es cierta paran = k + 1, también lo es paran = k.

Con esto quedaria demostrada la desigualdad MA-MG para toda n, pues ya tendriamos
que es cierta para una potencia 2° > n y por el punto 3, seria cierta para los niimeros
2% —1,2% — 2,...,n. Veamos la demostracion.

1.
2.

Este punto ya fue demostrado.

Supongamos que la desigualdad es cierta para n = k, veamos que es cierta para
n = 2k.

Sean ay, ag, . .., asy reales positivos. Queremos demostrar la desigualdad MA-
MG para ellos. Como estamos suponiendo que la desigualdad es cierta paran =
k, tenemos que

ar+ax+---+ag

3 vaias - ag,

Ak+1 + A2 + -+ - + a2k

i > Yagr10ky2 - a2k

Por otro lado, por el punto 1 tenemos que la desigualdad MA-MG es cierta para
n = 2. Como Ay B son positivos, tenemos que AJFTB > Vv AB. Luego,

A:

v

\

B =

2k 2
> \/\k/alaz Qg /Ol 10k42 - - G2k

= Xajaz---az.

A4+ B
a1 +az+ -+ ag + > VAB

Lo cual demuestra la desigualdad MA-MG para n = 2k. Ahora, para que la

igualdad se dé, es necesario que se den simultdneamente a; = as = - -+ = ag,
p+1 = Qo = -+ = agk YA = B.Sia; = ag = -+ = ay, se tiene
que A =a; =apy = -+ =agysiagp1 = g2 = -+ = ag se tiene que
B = apy1 = ag42 = --- = agg. Luego, es necesario que todos los nimeros

sean iguales.

. Suponiendo que la desigualdad Ma-MG es cierta para n = k + 1, hay que de-

mostrar que es cierta para n = k. Sean aj, as, . . ., aj nimeros reales positivos.
Demostremos la desigualdad MA-MG para estos valores.
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Sea m la media aritmética de aq, ag, . . ., ax y sea ax4+1 = m. Como todas los a;
son positivos, ax1 también es positivo. Luego, podemos aplicar la desigualdad
MA-MG para estos k + 1 valores,

ay +az +- -+ ag + apy1

> Vajas - ara .
k1 2 "/a1a2 EQk+1

El lado izquierdo de la desigualdad es,

ai+as+ - +agt+agpr  km+m

k+1 k1
Luego,
m > k/ayaz - agarpl
mhtl > ajag---apm
mP > ajaz---ay
m > {aazar.

Lo cual es justo la desigualdad para n = k. Ademads, para que se dé la igualdad,
es necesarioque a; = ag = - - - = G = Qi+ y esto es cierto cuando a; = ag =
“ e — ak'

Por lo tanto, queda demostrada la desigualdad MA-MG para n valores.

Ejemplo 5. Demuestra que para niimeros reales positivos a, b, ¢ y d se tiene que

1 1 1 1
b d (— —+ = —) > 16.
(a+ +m—)a+b+c+d >

(Cudndo se da la igualdad?

Solucién. En este caso, dividimos entre 16 y vemos que la desigualdad es equivalente

a,
1,1, 1,1
(a b c d)<_+g+z+_)>1'

4 4

Notamos que cada factor del lado izquierdo es una media aritmética de ndimeros posi-
tivos, asi que usamos dos veces la desigualdad MA-MG.

1,111
(a—l—b—i—c—l—d) i el b > hed /L:L
4 4 abed

: < : o h 1_1_1
Para que la igualdad se d€, necesitamosquea =b=c=dyque ; = 3 = ¢

decir, los cuatro nlimeros tienen que ser iguales.
Esta desigualdad se puede generalizar para n nimeros como sigue: Si se tienen reales
positivos ay, as, . . . , Gy, e tiene que

, €s

U=

1 1 1 )
(a1 +az+-+ap) | —+—+-+— | >n".
ay  az an
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Y la demostracién es igual a la anterior. Usualmente esta desigualdad estd en la forma:

a1—|—a2+-~-+an> n
=1 1 1
" ar Ta Tt

y es llamada la desigualdad entre la media aritmética y la media arménica. De hecho,
se puede probar algo mds fuerte:

Ejemplo 6. Demuestra que para niimeros reales positivos a1, as, . . . , ., Se tiene que,

n
Yaias -+ ap > .
%+_L+”.+l_

1 az

an

Solucién. Reacomodando obtenemos que la desigualdad es equivalente a,

1,1 1 _—
w Tttt 1 11
Z - . ... —,
n ay ag Ay,
lo cual es justamente la desigualdad MA-MG para los ndmeros positivos -, ..., -1,
17 a2 Qn

por lo que la igualdad se da cuando todos los nimeros son iguales. Podemos incluir esta
desigualdad a la desigualdad MA-MG y obtener la:

Desigualdad entre la media aritmética, la media geométrica y la media arménica.

Dados niimeros reales positivos a1, as, . . . , a,, e tiene que
a1 +az+---+ap n
Z n\/ala2"'a/n2 1 1 1 -
n a Ta Tty

Con una doble igualdad cuando los nimeros son iguales.

Ejemplo 7. Desigualdad de Nesbitt. Dados tres ntimeros reales positivos a, b y ¢ se
tiene que,
a b c

b+c+a+c+a+b

3
> —.
-2

Solucién. Sumando 1 a cada sumando del lado izquierdo, se tiene que
a + b + ¢ _atb+c at+btc atbtc
b+c a+c a+b  bic a+c a+b

1 1 1
=(atb+o) (b—|—c+a—|—c+a+b) -3
+

3

=30+ + @t +a+h) (et ) -3
1 3

donde hemos usado la desigualdad entre la media arménica y la media aritmética.
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El siguiente problema es un ejemplo donde se pide demostrar una desigualdad, pero no
se puede alcanzar la igualdad. Dicho problema aparecié en la Olimpiada Internacional
de Matemaiticas de 2012.

Ejemplo 8. Sea n > 3 un entero y sean as, as,..., a, nimeros reales positivos tales
que azas - - - ay = 1. Demuestra que

(14 a2)?*(1 +az)®--- (1 +a,)™ >n".

Solucion. Para cadai = 2, 3,..., n, usamos la desigualdad MA-MG con 7 — 1 nimeros
iguales a ﬁ y el ¢-ésimo igual a a;,

1+ai_ﬁ+ﬁ+”'+ﬁ+ai . a;
i i “V(@i-1)-1
de donde, .
, it
(1+a;)" > a (N
y para que la igualdad en ésta se alcance, es necesario que a; = ﬁ
Multiplicando todas estas desigualdades, para: = 2,3, ..., n, se tiene que,

(14 a2)*(1 +az)®--- (1 +a,)™ > (azaz---a,)n™ = n".

Ahora, hemos obtenido la desigualdad que se pide, pero hay que demostrar que no se
puede alcanzar la igualdad, pues en el problema la desigualdad es estricta (es decir,
hay que probar que es mayor, no mayor o igual). Ya vimos que para que se cumpla la
1-ésima igualdad tiene que pasar que a; = ﬁ En particular, es necesario que as = 1
y ag < 1 paratoda+ > 3. Como n > 3, si se dieran todas las igualdades, se tendria
que azas - - - a, < 1,1lo cual es una contradiccién. Luego, la igualdad no puede darse y
la desigualdad es estricta.

Por dltimo, veremos que la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica
vale también cuando algunos de los nimeros son 0. Es decir, que la desigualdad vale
cuando los nlimeros son no-negativos.

Esto es cierto, ya que si se tiene que a; = 0 para cierto ¢ (usando la notacién de la
desigualdad), se tiene que la media geométrica es igual a 0. Como la media aritmética
seria no-negativa, se tiene la desigualdad,

ar+az+ -+ an
n

> Majaz - -a, = 0.

Para que la igualdad se dé, la media aritmética tendria que ser igual a 0 y esto sé6lo se
logra cuando todos son 0, asf que también podemos decir que la igualdad se da cuando
todos los nimeros son iguales.
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Usaremos este hecho en el siguiente problema, que apareci6 en el Concurso Nacional
de la 25% Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Ejemplo 9. Sea n > 3 un entero positivo. Encuentra todas las soluciones de nimeros

reales (a1, as, ..., a,) que satisfacen el siguiente sistema de n ecuaciones,

a% +a1—1 = ao,

a% +ay—1 = ag,

a_+a -1 =
n—1 n—1 = Qp,

ai +a,—1 = aj.
Solucién. Es claro que si a; = 1 para alguna j, entonces a; = 1 para toda i; y
si a; = —1 para alguna j, entonces a; = —1 para toda i. Ademds, (1,1,...,1)y
(—=1,-1,...,—1) son soluciones.

Sumando las n ecuaciones obtenemos que,
n n n
E a? =+ E a; —n = E a;
[ 1 - 19
i=1 i=1 i=1

de donde Z a? =n.
i=1

Por otro lado, podemos reescribir las ecuaciones de la siguiente manera,

ai+ar = as+1,
a%—i—ag = az+1,
ap_y+an-1 = an+1,
ai—i—an = a1 +1.

Multiplicando todas las ecuaciones, obtenemos
ai(a; + ag(az+ 1) -ap(an +1) = (a1 + 1)(az + 1) -+ - (an + 1),

de donde ajag---a, =1sia; # —1paratodo1 < i < n.

De las dos ecuaciones Z?:l af =nyaasz---a, = 1, obtenemos, usando la desigual-

dad MA-MG con los nimeros no negativos a?, a3, . .., a2, que
n
n 1
l=—=- E a > {/aia}---a2 =1,
n n
i=1
de donde se sigue que a3 = a3 = --- = a2 = 1.

Por lo tanto, concluimos que s6lo hay dos soluciones: (1,1,...,1)y (—-1,—1,...,—1).
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Ejercicios

1

2.
3.

Bib

1.

2

. Demuestra que para x, y reales, z* + y* + 8 > 8zy.
(Cudl es el maximo valor de la expresién z(1 — z3) para0 < x < 1?2
Sean a, by creales positivos. Demuestra que,

2ab 2bc 2ca

+ + <a-+b+ec.
a+b b4+c c+a

. Si a, b, ¢ son reales positivos demuestra que a(l —b) > 3, b(1 —¢) > Ty

c(l—a)> i no se pueden dar simultdneamente.

. Sia, b, ¢ son reales positivos tales que (a + 1)(b+ 1)(c + 1) = 8, demuestra que
abe < 1.

Las diagonales del cuadrildtero convexo ABC'D se intersectan en O de tal ma-
nera que las dreas de los tridangulos AOB y COD son 4 y 9, respectivamente.
(Cudl es el minimo valor del drea del cuadrilatero?

. Sean a, b, c reales positivos tales que a + b + ¢ = 1, demuestra que,

) () (L) e

. Si a, by c son nimeros reales positivos tales que abc = 1, demuestra que,

1+ab 1+bc 1+4+ca

> 3.
@ "1 T 15 2

a® n b3 n 3 S
ad+2 b3 42 AB+2

(©) (a—l—l—%) (b—l—l—%) (c—l—l—é)gl.

liografia

(b) 1.

R. Bulajich Manfrino, J.A. Gémez Ortega, R. Valdez Delgado. Inequalities. A
Mathematical Olympiad Approach. Birkhauser, 2009.

. A. Engel. Problem Solving Strategies. Springer-Verlag, 1998.



Problemas de Practica

En esta seccion encontrards 20 problemas de diversos niveles cuya seleccion fue hecha
pensando en todos nuestros lectores. Estamos seguros que con ellos, estudiantes de
todos los niveles, encontraran retos a su alcance y con los cuales podradn poner a prueba
todas sus habilidades. Esperamos que resulten titiles y sobre todo interesantes para un
publico amplio.

En la siguiente seccién encontrards las soluciones de todos ellos, pero NO te rindas
antes de tiempo. Consultar una solucién precipitadamente (camino ficil) no permite
desarrollar al maximo todo tu potencial, ten en cuenta que resolver problemas es una
habilidad que s6lo se perfecciona con practica, dedicacién y sobre todo pasion.

Por ultimo, te invitamos a contribuir y mejorar nuestra revista. Si tienes problemas
interesantes que proponer y te interesa compartirlos y publicarlos, ponemos a tu dis-
posicién la direccién revistaomm@gmail . com, donde con gusto recibiremos tus
aportaciones de material para esta u otra seccion.

Problema 1. En la figura se tiene que BC D es la cuarta parte de un circulo de radio 1,
/ZBCA = 60°y X esun punto en C'D. Si el drea de la regién sombreada es la mitad
del area del cuarto de circulo BC D, jcuanto mide C X ?
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Problema 2. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que abc = 1. Demuestra que
a lo mds dos de los nimeros 2a — 7, 2b — 1, 2c — 1 son mayores que 1.

Problema 3. ;De cudntas formas se pueden acomodar los enteros del 1 al 16 en un
renglén, de tal manera que la suma de cualesquiera dos nimeros adyacentes sea un
cuadrado perfecto?

Problema 4. Sea n un entero positivo. Demuestra que cada nimero entre 1 y n! se
puede escribir como suma de a lo mds n distintos divisores de n!.

Problema 5. Sea ABC un tridngulo y sea A’ el punto medio de BC'. La recta paralela
a AB que pasa por A’ intersecta a las alturas desde A y B en los puntos D y E,
respectivamente. La recta paralela a AC' que pasa por A’ intersecta a las alturas desde
Ay Cenlos puntos F'y GG, respectivamente. Demuestra que las rectas DC, BF 'y GE
son paralelas entre si.

Problema 6. Determina el valor maximo de la expresion,

1
2012
a+-—=

I
b+~
C

si a, by c son digitos distintos de cero y distintos entre si.

Problema 7. Sean C una circunferencia y O un punto sobre C. Otra circunferencia C’
con centro en O corta a C en los puntos B y C'. Sea A un punto sobre la circunferencia
C distinto de By C, y sean C’ y B’ los puntos de interseccién de C’ con AB 'y AC,
respectivamente.

(a) Demuestra que los tridngulos ABC'y AB’C’ son semejantes.

(b) Demuestra que los tridngulos ABC'y AB’C"’ son congruentes.

Problema 8. Si la suma de 20 enteros positivos, no necesariamente distintos, es 462,
(cudl es el mayor valor posible de su mdximo comin divisor?

Problema 9. Si las sumas de cualesquiera dos de los trinomios 22 +ax+b, 2 +cx+d
y 22 + ex + f no tienen soluciones reales, ;es posible que la suma de los tres trinomios
tenga soluciones reales?

Problema 10. Encuentra el menor entero positivo divisible entre 3 y 7, que usa s6lo los
digitos 3 y 7 (ambos digitos), y cuya suma de digitos también es divisible entre 3y 7.

Problema 11. En un tridngulo ABC se sabe que LA = 2/B = 4/C.Sean D, E'y
F los puntos de interseccion de las bisectrices internas de los angulos en A, By C con
BC, AC'y AB, respectivamente. Demuestra que DE = DF..
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Problema 12. Queremos ubicar los enteros del 1 al 9 en las casillas de un tablero de
3 X 3 (uno en cada casilla), de manera que la suma en cada columna y cada fila del
tablero sea impar. ;De cudntas formas se puede hacer esto?

Problema 13. Sean a, b y ¢ numeros reales tales que 0 < a < b < ¢. Demuestra que
(a + 3b)(b+ 4c)(c + 2a) > 60abe.

Problema 14. Demuestra que para diferentes elecciones de signos + y — la expresion,
+14+2+34+---+(dn+1),

da todos los impares positivos menores o iguales que (2n + 1)(4n + 1).

Problema 15. Una cuadricula de (n — 1) x (n — 1) se divide en (n — 1)? cuadrados
unitarios de la manera usual. Cada uno de los n? vértices se colorea de rojo o verde.
(De cudntas maneras se puede colorear la cuadricula de tal manera que cada uno de los
cuadrados unitarios tenga exactamente dos vértices rojos?

Problema 16. Sea p # 3 un nimero primo. Demuestra que el nimero,

11...122...2...99...9—-123456789

—— =

p p p

es divisible entre p.
Problema 17. Cada una de 23 personas pesa un entero positivo de kilogramos. Quieren
jugar futbol y para ello eligen primero quién serd el arbitro para luego dividir a las 22
restantes en dos equipos de 11 personas tales que la suma de los pesos de las personas

en cada equipo es la misma. Resulta que sin importar quién es el arbitro, siempre se
puede hacer esto. Demuestra que todos pesan lo mismo.

Problema 18. Demuestra que:

\/1+\/2+\/3+---+\/2012<2.

Problema 19. Sea D un punto sobre el lado BC' de un tridngulo ABC tal que AD >

BC. Sea E un punto sobre el lado AC tal que g—g = %. Demuestra que AD >
BE.

Problema 20. Sean a, b y ¢ nimeros reales tales que a + b + ¢ = 0. Demuestra que,

a4+ b7+ " B <a5+b5+c5) (a2+b2—|—02>
7 5 2 '
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Soluciones a los Problemas de
Practica

A continuacion se presentan las soluciones que el equipo editorial de Tzaloa prepar6
para los 20 problemas de préctica que figuran en este nimero de tu revista. Date cuenta
que en cada problema siempre se incluye la explicacidon que justifica la validez de la
solucién y observa que la argumentacién siempre se basa en resultados conocidos y/o
en razonamientos 16gicos. Las soluciones que aqui se presentan no son necesariamente
las tinicas o las mejores, si td tienes otra solucién y la quieres compartir con nosotros,
te invitamos para que la envies a nuestro buzén electrénico revistaomm@gmail.
com, donde con gusto la analizaremos para darte nuestra opinién.

Solucién del problema 1. Como el drea de la regién sombreada es la mitad del cuarto
de circulo BC' D, el 4rea de la regién no sombreada también es la mitad del cuarto de
circulo, es decir %. Calcularemos el drea de la regién no sombreada de otra manera.
El drea del tridgngulo BCX que denotaremos como (BCX), es (BCX) = 1z, donde
x es la longitud de C'X. Dibujemos la altura desde A sobre C'D y llamemos E a la
interseccion.

X E D

Como ZACD = 30° y AE = sen30° = 1, el drea del tridngulo AX D es (AXD) =



16 Soluciones a los Problemas de Practica

%(1 — ). El drea que falta calcular es la diferencia de éreas del sector circular ACD y
el tridngulo AC'D. El drea del sector circular AC'D es 75, y el drea del tridngulo AC'D

12°
es %’ME = i. Luego, tenemos que,

1
+Z(1—SC)+

N8
[u—
el
=

de donde x = %

Solucién del problema 2. Supongamos lo contrario, es decir, que 2a— % >1,2b— % >
ly2c— % > 1. Multiplicando estas tres desigualdades obtenemos que,

o) (o) (=) .

dedonde 7 —4(a+b+c)+2(2 +1+1)>10

11 1
2 b —(=+-+-)<3
(a+b+c) %+b+c)
Por otro lado, si sumamos las tres desigualdades iniciales obtenemos que,
1 1 1
2 b —(=+=-+-)>3
(a+b+c) %+b+c)

lo cual es una contradiccion y se sigue el resultado.

Solucién del problema 3. Escribamos en orden las posibles parejas que sumadas nos
dan como resultado un cuadrado perfecto, de manera que el segundo sumando sea
mayor que el primero:

1+3 2+ 14 4+12 9+16
1+38 3+6 5+ 11 10+ 15
1415 3+13 6 + 10 11+ 14
2+7 4+5 7+9 12 +13.

Observemos que los nimeros que sélo participan en una suma son el 16 y el 8, por
lo que estos nimeros tienen que ser los extremos de la lista. Asi s6lo bastard seguir
la cadena tachando las opciones utilizadas y las que no se puedan utilizar (es decir, si
utilizamos una suma en las que aparece el 6, por ejemplo, tachamos todas las demds
en las que aparece el nimero 6). De esta manera, comenzando con el 16 tendremos el
acomodo: 16,9,7,2,14,11,5,4,12,13, 3. Hasta aqui no hay problema, pero a partir
del 3 tenemos dos posibilidades para seguir, con la suma 3+ 1 o con 3+ 6. Analicemos
las dos posibilidades:

a) Veamos primero qué pasa si ponemos el 3 + 1, tendremos

16,9,7,2,14,11,5,4,12,13,3,1,15,10,6

y nos falta acomodar el 8 pero ya no se puede, es decir, este caso no se puede completar.
b) Si colocamos el 3 + 6, tendremos 16,9,7,2,14,11,5,4,12,13,3,6,10,15,1, 8.
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Por lo tanto, tenemos dos posibilidades: 16,9,7,2,14,11,5,4,12,13,3,6,10,15,1,8
y la misma leida de derecha a izquierda.

Solucién del problema 4. Lo demostraremos por induccién en n (ver en el apéndice
el teorema 4). Es claro que paran = 1 es cierto. Supongamos que es cierto paran — 1
y probémoslo para n.
Sea 1 < k < n! un entero. Sean ¢ y r el cociente y residuo al dividir k£ entre n,
respectivamente. Tenemos que k = ng+rcon0 <r <ny0<g¢g< %‘ =(n—1).
Si ¢ = 0, k es menor que n, por lo tanto es un divisor de n! y acabamos.
Por la hipétesis de induccion tenemos que existen enteros 1 < d; < dy < --- < d;
cons <n-—1,talesqued; | (n— 1) parai =1,2,...,syq=dy +da+ -+ ds.
Luego,

k=ndy +ndy+---+nds+r.

Como cada d; es divisor de (n — 1)!, cada nd; es divisor de n!. Si » = 0 acabamos,
pues k = ndy +nds + --- +nds, s < n—1 < nycadauno de los divisores es
diferente. Si r # 0, tenemos que r también es divisor de n! (pues es menor que n) y
comor < n < nd; <ndg <--- < nds son todos diferentes y s + 1 < n, asi que son
alo mds n. Esto concluye la induccién.

Solucién del problema 5. Sea H el ortocentro del tridngulo ABC.

E

Como F A’ || AC tenemos que FFA’ | BH. Ademds, como BA’ | FH se tiene que
A’ es el ortocentro del tridngulo BF H, de donde,

HA' | BF. (1

Por otro lado, como A’ D || AB tenemos que A’D | HC. Ademds, como A’C L HD
se tiene que D es el ortocentro de CH A’, de donde,

HA" 1 DC. @
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Como AB||A’Ey GH | AB se tiene que GH | A’'E. Andlogamente se tiene que
HE 1 GA'. Luego, H es el ortocentro del tridngulo FG A’ y se tiene que,

HA | GE. 3)

Finalmente, por (1), (2) y (3) se sigue que las rectas BF, DC'y GE son paralelas
entre si.

Solucién del problema 6. Ya que a, b y ¢ son enteros positivos menores o iguales que
9, tenemos que,

1 < 1
2012 = 2012
v T ot

para cualesquiera valores de a, b y c. El valor maximo de la expresion se obtendra con
los valores mds pequefios de a y c. Como a y ¢ son distintos, tenemos dos posibilidades:
a=1lyc=2,0a=2yc=1.
. _ _ 1 _
Sia =1y c=2, obtenemos que T < 1043
o+ 5
Lo _ 1
Sia =2y c=1, obtenemos que W = 1016
T

Como 5 > 043 Pues 5(4043) = 20,215 > 19,304 = 19(1016), concluimos que

z . .z 5
el valor méximo de la expresion es 1575

Solucion del problema 7. (a) Tenemos que /BAC = /B’'AC’. Ademds, como el
cuadrildtero B'C'C’ B es ciclico (ver en apéndice la definicién 14), tenemos que,

/ACB =/B'CB=/B'C'B=/B'C'A.

Luego, por el criterio de semejanza AAA (ver en el apéndice el criterio 11), se sigue
que los tridngulos ABC'y AB’C’ son semejantes.

Cl
B

|

A

(b) Como ABOC es un cuadrilétero ciclico, tenemos que ZACO = 180° — ZABO =
ZC"BO (ver en el apéndice el teorema 15). Luego, los tridngulos isésceles B'’CO
y C'BO son congruentes por el criterio de congruencia LAL (ver en el apéndice el
criterio 9). Por lo tanto, los tridngulos is6sceles BCO y C’ B’O son congruentes (ver
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en el apéndice la definicién 7), por lo que BC = C’'B’, lo que garantiza junto con (a)
que ABC'y AB’C’ son congruentes.

Solucién del problema 8. Supongamos que tenemos 20 enteros no necesariamente
distintos cuya suma es 462. Como el mdximo comtn divisor de los 20 niimeros divide
a cada uno de ellos, tenemos que dicho mdximo comin divisor dividird a la suma de los
20 enteros, es decir, dividird a 462. Luego, el mdximo comun divisor buscado d debe ser
un divisor positivo de 462. Como cada uno de los 20 niimeros debe ser multiplo de d,
cada uno de ellos es mayor o igual que d y por lo tanto, su suma igual a 462 es mayor o
igual que 20d, es decir, 462 > 20d de donde d < 432 < 24. Como 462 = 2(3)(7)(11),
tenemos que el mayor divisor de 462 que es menor que 24 es 22. Para concluir que 22
es el mayor valor posible para d, una posibilidad es tomar 19 enteros iguales a 22 y el
entero 44 = 2(22). Entonces, la suma de los 20 enteros es 19(22) + 44 = 462y su
mdximo comun divisor es 22.

Solucién del problema 9. Veamos que no es posible. Sean fi(x) = 22 + ax + b,
fa(x) =22 +cx+dy f3(x) = 2?2 +ex+ f. Silas sumas f1(z) + fa(x), f1(z)+ f3(z)
y f2(x) + f3(x) no tienen soluciones reales, entonces estas sumas son pardbolas que
no intersectan el eje de las x’s. Ademads, como el coeficiente de 22 de cada una de estas
sumas es positivo (igual a 2), tenemos que las tres sumas son pardbolas concavas hacia
arriba. Por lo tanto, f1(z) + f2(z) > 0, f1(z) + f3(x) > 0y fa(x) + f3(x) > 0 para
todos los valores de z. Luego,

(f1(2) + fa(2)) + (f1(2) + f3(2)) + (fo(2) + f3(2))
2(f1(z) + fa(z) + f3(2))
de donde f1(z) + f2(z) + f3(x) > 0 para todos los valores de x. Esto significa que la

gréfica de la suma de los tres trinomios f1(z), fo(x) y f3(z) no intersecta el eje de las
2’s y por lo tanto no tiene soluciones reales.

)

> 0
> 0,

Solucién del problema 10. Como la suma de los digitos del entero debe ser divisible
entre 7 y entre 3, el digito 3 debe aparecer al menos siete veces y el digito 7 al menos
tres veces. Como queremos el menor entero, buscaremos un nimero de 10 digitos, de
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los cuales siete son 3 y tres son 7, que sea divisible entre 7 y entre 3. Como la suma
de esos digitos es 3 - 7+ 7 - 3 = 42 que es divisible entre 7 y entre 3, el nimero es
divisible entre 3. S6lo resta encontrar alguna manera de acomodar los digitos, para que
el ndmero sea divisible entre 7.

Vamos a analizar el nimero 3333333333, a través de los residuos de 3 - 10°,3 - 108,3 -
107,...,3-10Y al dividirlos entre 7, para luego acomodar los tres digitos 7 de tal forma
que su suma sea divisible entre 7.

Numero Residuo Numero Residuo
3.109 3 3-10° 1
3-10! 2 31098 3
3.10% 6 3-107 2
3.103 4 3-108 6
3.10% 5 3-10° 4

Ahora, como 3, 333,333,333 =3-10°+3-103+3-10" +--- + 3- 10 + 3 podemos
tomar s6lo los residuos al dividir entre 7 y obtenemos que la suma de los residuos es 36,
que al volver a dividirlo entre 7 deja residuo 1, asf que los tres nimeros 7 los debemos
poner en lugares cuya suma de residuos sea 1, 8, 15, etc. para que al quitarlos quede un
multiplode 7 (36 —1 = 35,36 —8 = 28,36 —15 = 21,36 —22 = 14, .. .), por ejemplo,
si quitamos 3 x 10%, 3 x 10! y 3 x 105, la suma de sus residuos es 8 y colocando los
digitos 7 en esos lugares obtenemos un multiplo de 7. Veamos la siguiente tabla:

Exponentes Residuos Suma de Residuos
0,1,6 3,2,3 8

3,6,6 15

3,4,1 8

2,4,2 8

2,5,1 8

6,4,5 15

La tercera columna de los exponentes, indica la maxima potencia, asi comparando
todos los exponentes vemos que el mds pequefio es 4, eso quiere decir que, 3333377733
es el menor de los nimeros que es divisible entre 7.

Solucién del problema 11. Sea I el incentro del tridngulo ABC'. Sea § = Z/BCI =
LACI, entonces LZABI = /ZCBI = 20y ZCAI = ZBAI = 46. Por lo tanto,
LAIE = /BID = /BDI =60, LZAIF = ZAFI =50y ZAEI = 46.

A
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Sean x = Al ey = DI. Entonces AF = IF = xy BD = BI = AD = x +
y. Aplicando el teorema de la bisectriz en el tridngulo BAD (ver en el apéndice el

2
teorema 12), tenemos que 5+ AB = DI ; por lo tanto BF' = (% — %) Al = % Por
otro lado, si aplicamos el teorema de la blsectrlz en el tridngulo ABF, tenemos que
EA = g‘? ; por lo tanto AF = (ﬁ#) EI = £ = BF. De lo anterior y de que

BD AD, se sigue que los tridgngulos EAD y FBD son congruentes por el criterio
LAL (ver en el apéndice el criterio 9), y por lo tanto DE = DF'.

Solucién del problema 12. Entre los enteros del 1 al 9 hay cinco ndmeros impares.
Luego, necesariamente en alguna de las tres columnas hay por lo menos dos impares.
Como la suma de los nimeros de esa columna es impar, el tercer nimero en esa colum-
na debe ser también impar. Por la misma razén, una de las filas debe tener tres nimeros
impares. Entonces, hay una fila y una columna con sélo impares, en las demds filas y
columnas hay dos pares y un impar. Sélo de esta forma la suma de los nimeros en cada
fila y columna es impar. Un ejemplo es el siguiente.

2176
11315
41918

La fila con sélo impares la podemos escoger de 3 formas y la columna también de 3
formas. Los cinco impares estdn en las casillas de esa fila y esa columna y los podemos
ubicar de 5! = 120 formas. Los pares, que estdn en las casillas restantes, los podemos
ubicar de 4! = 24 formas. Por lo tanto, hay 9(120)(24) = 25,920 formas de colocar
los niimeros.

Solucién del problema 13. Aplicando la desigualdad media artimética-media geométri-
ca (ver el articulo de este nimero), obtenemos que,

a+3b2a%b% b+462b%% C+2CL

4 ’ 5 ’ 3

Estas tres desigualdades implican que,
(a+3b)(b+4c)(c+ 2a) > 60a T3 h20 TS
Ahora, como 0 < a < b < ¢, tenemos que,

17 1
2

1
12 ¢20

o
Y%
S|
o
(=
&l
o

y por lo tanto,

Solucién del problema 14. Procedemos por induccion en n. Paran = 1 es cierto, ya
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que,

—1-2+3-445 = 1
+1-2+43-4+5 = 3
~14+2+3-445 = 5,
+1+2+43-445 = 7
+1+2-34+445 = 9

+1-2434+4+5 = 11,
142434445 = 13,
4142434445 = 15.

Supongamos que para n es cierto, es decir, supongamos que para ciertas elecciones de
signos, la expresién £1 +2+3 +--- £ (4n + 1) toma todos los valores impares entre
ly (2n+1)(4n+1). Como —(4n+2)+ (4n+3) + (4n+4) — (4n+5) = 0, luego,
la expresiéon £1+2+ 3+ --- 4 (4n + 5) puede tomar todos los valores impares entre
ly(2n+1)(4n+1) =8n? 4+ 6n + 1.

Faltan los impares entre 80 + 6n + 3y (2n + 3)(4n + 5) = 8n? + 22n + 15. Estos

se obtienen de la siguiente manera,

(2n+ 3)(4n +5)
(2n+3)(4n+5) —2
(2n +3)(4n +5) — 4

(2n+3)(4n+5) — (8n + 10)
(2n+3)(4n+5) — (8n+12)
(2n 4+ 3)(4n + 5) — (8n + 14)

(2n +3)(4n +5) — (16n + 12)

+1+2+ -+ (4n+5),
—14+2+ -+ (4n+5),
+1 =2+ + (4n+5),

+142+ -+ (4n+3) — (4n+5),
—142+---4 (4n+3) — (4n+5),
+1 =24+ (4n+3) — (4n+5),

+1+24+--+(dn—-1)— (4n+1)
+(4n +3) — (dn +5).

Como este tltimo es justamente 8n2 + 6n + 3, la induccién estd completa.

Solucién del problema 15. Elegimos de cualquier manera los n vértices del segmento
de abajo. Si hay al menos una pareja de estos vértices consecutivos del mismo color, es
facil ver que el resto de la punticula queda determinada de una tnica manera.
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N

De estos hay 2" — 2 (pues s6lo dos coloraciones del segmento de abajo no cumplen
esto: las que alternan rojo y verde).

Restan dos maneras de colorearlo si se alternan rojo y verde. En este caso, todos los
demads segmentos horizontales tienen que estar alternados. Para cada segmento tenemos
2 opciones, por lo que en cada caso tenemos 2"~ ! opciones.

Luego, hay (2" — 2) + 2 - 2"~1 = 2n+1 — 2 coloraciones posibles.

Solucién del problema 16. Denotemos por n al nimero dado y sea ¢ = 123456789.
Tenemos que,

p—1 p—1 p—1
n= 2108p+k+22107P+k+---+9210k—c.
k=0 k=0 k=0

Considerando la igualdad anterior, tenemos que,

n = =(10P—1)(10%? +2x 10" +.--+8x10P+9x 1) —¢

Ol = O] =

= — (10" +10% + .- 410" — 9) —c.
Como p | n siy s6lo si 9p | 9n, bastard demostrar que,

9p | 109 +10%7 4. 4107 — 9 — 9c.
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Como 9 +9c = 1,111,111,110 = 10° 4 108 + - - - + 10, lo que debemos demostrar
es,

9p | (10% +10% + - +107) — (10° 4 10® + - - - + 10).

Por el pequefio teorema de Fermat (ver en el apéndice el teorema 3), tenemos que
10m? = (10™)? = 10™ (mod p) para cada m = 1,2,...,9. Por otra parte, co-
mo 10 = 1 (mod 9), tenemos que 10™? = 1 = 10™ (mod 9) para cada m =
1,2,3,...,9. Como p # 3, entonces el mdximo comun divisorde py 9 es 1, luego
10™? = 10™ (mod 9p). Por lo tanto,

9p | (1097 4+ 10%7 4 --- +107) — (10? + 10® + - - - + 10)

como queriamos.

Solucién del problema 17. Supongamos lo contrario, es decir, que esto se puede y no
todos los pesos son iguales. Sean ay, ag, . .., ass los pesos, s su suma y consideramos
la configuracién donde s es minima. Como no todos los pesos son iguales a 1 se tiene
que s > 23.

Si tomamos a la persona ¢, el peso de los 22 restantes es s — a; y tiene que ser par, para
que se puedan hacer los equipos del mismo peso. Luego, a; = s (mod 2) para toda
1=1,2,...,23. Es decir, todos los pesos son de la misma paridad. Veamos dos casos.

= Los pesos son pares. Notamos que si tomamos los pesos enteros,

(2.2, m2)
1%

también se cumple el problema y su suma es la mitad que la anterior, lo cual es
una contradiccion.

= Los pesos son impares. Ahora tomamos la configuracion de pesos enteros,

(a1—|—1 az +1 a23+1)
5 T g 5 .

Con esta también se cumple el problema y su suma es,

a1+1 as+1 azgs+1 s+23 s+ s
y T Tt T s T

lo cual es una contradiccion.

Luego, tienen que tener todos el mismo peso.

Solucion del problema 18. Sea S = \/1 + \/2 +V3+--+ 12012
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Observemos que:

/2012
1+\/_\/1+\/22 222 R W

S =
< \/1+\f\/1+ Vit Vi
< \/1+x/—\/2+ V2t V2
< V1+v2-2
< 2

La primera y segunda desigualdades se siguen cada una del hechode que 0 < a < b =

Va < /b
La tercera desigualdad se sigue de V2<2=224V2<4= V2+V2 <2 y

por induccién tenemos que \/2 +V2+-+V2 < 2. Esta desigualdad también se

k

puede justificar como sigue:

\/2+\/2+---+\/§< \/2+\/2+---+\/1=2.

k

La dltima desigualdad es clara, pues,

1+V2-2<2014+V2-2<46V2-2<3a (V2-2? <32 = 8<0.

Solucion alternativa. Sean R = \/2012 + \/2012 + -+ 4+ +v2012, S como en la pri-

2009

mera soluciény 7' = \/4 +Vv5+---4++2012. Esclaroque T' < R.

Tenemos que:

R* - 2012 = \/2012+ \/2012+-~-+\/2012<R

2008

de donde:
R(R—1) <2012 < (46)(45) & R < 46

y por lo tanto T' < 46. Luego,

S:\/1+\/2+\/3+T<\/1+\/2+\/3+46:2.

Solucién del problema 19. Sea F el punto tal que AF|BD y BF|AD. Ya que
AF BD es un paralelogramo, tenemos que 'B = ADy FA = BD. Sea G el punto
de interseccion de EF con BC.
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B D C G

Ya que FA||CG, tenemos que,

FA_AE__BD
CG EC AD - BC’

Como F'A = BD, obtenemos,

BD  BD
CG ~ AD - BC’

Luego, CG = AD — BC de donde AD = BC + CG = BG. Como BF = AD,
tenemos que BF' = BG. De aqui,

/BEF > /BGF = /BFG = /BFE.

Por lo tanto, BF > BF, es decir, AD > BE.

Solucién del problema 20. Sean a,b y ¢ niimeros reales tales que a + b + ¢ = 0.
Consideremos el polinomio (z—a)(x—b)(x—c). Desarrollando el producto, obtenemos
que,

(x —a)(x —b)(z —c) =2 — (a+ b+ )z + (ab+ be + ac)x — abe.
Como a + b+ ¢ = 0, este polinomio no tiene término cuadratico, de modo que es de la

forma x3 + gz + r donde ab + bc + ac = q y abc = r. Haciendo Sy = a* + b + c*,
tenemos que S; =0y,

Sy =(a?+b*+c*) = (a+b+c)? —2(ab+bc+ ca) = —2q.
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Ahora, tenemos que,

Sy = a+b3+8
= (a®+b*+P)(a+b+c)— (a®b+ ab® + a’c + ac® + b2c + bc?)
= —(a®b + ab® + d’c + ac® + b?c 4 bc?)

—(ab(a + b) + ac(a + ¢) + be(b + ¢))

= —[(ab+ ac+ bc)(a+ b+ ¢) — abe — abe — abc]

—(qSy — 3r)
3r.

De manera andloga, obtenemos que,

Sy = 18 —qS =24,
Ss = 1Sy —qS3=—2qr — 3qr = —bqr,
S; = rSy—qSs=2¢°r +5¢°r = 7¢°r.

Por lo tanto, 51 _ ¢r = % &
7 5 2
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Problemas de Entrenamiento

Desde su creacion, Tzaloa no sélo ha buscado ser un util recurso informativo y una
fuente de problemas para aquellos que se interesan en los concursos de matematicas.
Tzaloa pretende ser un vinculo y un medio efectivo de comunicacién para la comunidad
olimpica mexicana. Pensamos que, para nosotros, el medio natural de expresion es a
través de la matemadtica y por eso esta seccidn estd especialemnte dedicada a mostrar y
compartir el talento y la matemadtica desarrollada por todos nuestros lecto-escritores.

Con el fin de dar tiempo a redactar y enviar los trabajos, las soluciones de los problemas
presentados en cada nimero de la revista, se publican 3 nimeros después. Para ello,
ponemos a tu disposicién nuestro buzén electrénico revistaomm@gmail . com. Ten
la seguridad de que tan pronto recibamos tu contribucién, nos pondremos en contacto
contigo para comentar y en su caso, publicar tu trabajo.

Problemas de Entrenamiento.
Ano 2012 No. 4.

Los siguientes 10 problemas estdn buscando las soluciones que sélo con tu participa-
cién podran ser halladas. Considera que estos Problemas de Entrenamiento son una
magnifica oportunidad para imponerte el reto de que la solucién salga publicada con
tu nombre impreso. Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogerdn de
entre las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Problema 1. Escogemos a los puntos P y @ sobre los lados AB 'y BC' del tridngulo
ABC. Sea R el punto de interseccién de los segmentos AQ y C'P. Suponiendo que
AQ = QC'y AB = RC, demuestra que los puntos B, P, Q y R estdn en una misma
circunferencia.

Problema 2. Sean a, b y ¢ niimeros reales positivos tales que a? + b? + ¢ = 1.
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Demuestra que,
11 1 2(a® + b3 + ¢?)
SIS S S
a? + b2 + cz + abc

Problema 3. Sean f y g dos funciones tales que g(f(z)) = =y f(9(y)) = y para
cualesquiera nimeros reales x y y. Supongamos que para todo nimero real z, f(z) =
kx 4+ h(x) donde k # 0 es una constante y h(z) es una funcién periédica. Demuestra
que g(z) siempre puede ser expresada como la suma de una funcién lineal més una
funcién periddica. (Decimos que una funcién h es periddica, si existe un nimero real
p # 0 tal que h(x + p) = h(z) para cualquier nimero real x.)

Problema 4. Tres personas juegan el siguiente juego. N canicas se colocan en un
recipiente y los jugadores pueden tomar, en su turno, 1, 2 o 3 canicas. Pierde la persona
que toma la dltima canica. ;Para que valores de N, pueden el primer y tercer jugador
trabajar juntos para forzar a que el segundo jugador pierda?

Problema 5. Sea ABC D un tetraedro en el cual la suma de las dreas de las caras ABC
y ABD es igual a la suma de las areas de las caras CDA y C' D B. Demuestra que los
puntos medios de BC, AD, AC'y BD estan sobre un mismo plano que pasa por el
incentro de ABCD.

Problema 6. Sean k y n enteros positivos. Adédn piensa que si k dividea (n—1)(n+1),
entonces k divide an — 1 o an + 1. Encuentra todas las & para las cuales la conclusion
de Adan es correcta.

Problema 7. En el siguiente tridngulo equildtero se tiene que,
AE _OD _ BF _
EC DB FA
Si el 4rea del tridngulo ABC es 1 cm?, ;cudnto vale el 4rea sombreada?

C
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Problema 8. Demuestra que,

\/2+ §/3+ {‘/4+---+ 2%/2012 < 2.

Problema 9. Sean aj,as,...,a, y b1,ba,...,b, nimeros reales positivos tales que
a; + a2+ ---+a, =by +by+---+ b,. Demuestra que,

2 2 2
aj as Lo a,, Za1+a2+ + anp
CL1—|—b1 a2+b2 CLn—an 2

Problema 10. Determina todos los enteros positivos n tales que,

d(n)

sea un nimero primo.
(Nota: d(n) denota al nimero de divisores positivos del entero n.)

Soluciones a los Problemas Propuestos.
Ano 2012 No. 1.

A continuacidén presentamos las soluciones de los problemas propuestos en Tzaloa 1,
afio 2012. En esta ocasion felicitamos a José Ramoén Tuirdn Rangel y a Carlos Eduardo
Garcia Romero, quienes nos comparten sus soluciones a los Problemas 1 y 2.

Recuerda que en el siguiente nimero de la revista aparecerdn las soluciones de los
problemas de entrenamiento de Tzaloa 2, afio 2012, por lo que ésta es la dltima llamada
para que tus trabajos puedan salir publicados ddndote todo el crédito que mereces.

Problema 1. (Principiante) E' es un punto sobre el lado BC' de un rectdngulo ABC'D
tal que, si se hace un doblez sobre AF, el vértice B coincide con un punto F' sobre el
lado CD. Si AD = 16 cm y BE = 10 cm, jcuél es la longitud de AE?

A B
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Solucion de José Ramon Tuirdn Rangel. Como el tridngulo AE'F' se obtiene de
doblar el tridngulo AE'B sobre la recta AE tenemos que estos dos tridngulos son
congruentes. En particular el tridngulo AEF es un tridngulo rectingulo. Ademads,
FE = EB = 10em. Como AD = BC = 16 ¢m tenemos que EC = 16 — 10 =
6 cm. Aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo F'EC obtenemos que F'C' =

V102 — 62 = 8cm.
A B
I
D F C

Notemos que el cuadrilitero ABEF es ciclico, pues ZABE = ZAFE = 90°.
Luego, /ZFAB + ZFEB = 180°. Por otro lado, ZFEC + /ZFEB = 180°, de
donde /FEC = ZFAB. Como el tridngulo FFEC es un tridngulo rectangulo, tene-
mos que ZCEF + ZEFC = 90°, pero también observamos que 90° = ZBAD =
LBAF + ZFAD. Como £LBAF = ZCEF se sigue que LFAD = LZEFC y los
tridngulos F'EC'y AF D son semejantes por el criterio AAA. Ademds, como ‘;—g =2,
la razén de semejanzaes 1 : 2y como F'E = 10 cm, se sigue que AF' = 20 cm.

Aplicando de nuevo el teorema de Pitagoras en el tridngulo rectingulo AF' E, tenemos

que AE = /202 + 102 = 10v/5 cm.

Solucién de Carlos Eduardo Garcia Romero. Como al hacer el doblez por el seg-
mento punteado el punto B va al punto I’ tenemos que los tridngulos AEB y AEF
son congruentes de donde F'E = EB = 10 cm. Como EC = 6 cm, por el teorema de
Pitagoras en el tridngulo C EF tenemos que F'C' = 8 cm.

A B
[
D x F C

Six = DF, tenemos que AF = AB = DC = x + 8. Ahora, por el teorema de
Pitdgoras en el tridngulo DF A tenemos que x2 + 162 = (z +8)? = 22 + 162 + 64 de
donde z = 12cmy AF = 20 cm.

Finalmente, por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo AFE tenemos que AE =

V202 102 = /500 = 10+/5 cm.

Problema 2. (Principiante) Si el conjunto {10, 20, 30,40,50} se divide en dos con-
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juntos A y B (no vacios), muestra que alguno de estos conjuntos tiene a dos de los
nimeros y a su diferencia.

Solucién de Carlos Eduardo Garcia Romero. Observemos que si alguno de los con-
juntos es {10, 20, ...} o {20,40,...}, se cumple la condicién. Supongamos entonces
que el nimero 20 no estd con el 10 ni con el 40. Consideremos dos casos:

1. Uno de los conjuntos tiene un elemento y el otro tiene 4. Por la suposicién anterior,
la dnica posibilidad es A = {20} y B = {10, 30, 40, 50}, donde claramente B satisfa-
ce la condici6n del problema.

2. Uno de los conjuntos tiene dos elementos y el otro tiene 3. Supongamos que el 20
estd en el conjunto A, y que el 10 y el 40 estdn en el conjunto B. Si B contiene a
cualquiera de los nimeros 30 o 50, como 40 — 30 = 10y 50 — 40 = 10, se cumple la
condicién del problema. Ahora, si ninguno de los nimeros 30 y 50 estd en 3, entonces
A = {20,30,50} y B = {10,40}, donde claramente A satisface la condicién del pro-
blema.

Por lo tanto, en cualquier caso, alguno de los conjuntos A o B tiene a dos de los niime-
ros y a su diferencia.

Solucion alternativa. Supongamos que el conjunto {10, 20, 30,40, 50} se puede di-
vidir en dos conjuntos que no cumplen las condiciones del problema, es decir, que en
cada uno no haya 2 nimeros y su diferencia.

Por ejemplo, el 10 y el 20 no pueden estar en el mismo conjunto, ya que 20 — 10 = 10.
De la misma forma, el 20 y el 40 no pueden estar juntos, ya que 40 — 20 = 20. Su-
pongamos entonces que el 20 estd en A y que el 10 y el 40 estdn en B. Entonces, el 30
no puede estar en B ya que 40 — 30 = 10, por lo que debe quedar en A. Pero ahora,
el 50 no puede estar en A, ya que 50 — 30 = 20, y tampoco puede estar en B ya que
50 —40 = 10, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, cualesquiera dos conjuntos que
dividen al conjunto {10, 20, 30, 40,50} cumplen que uno de ellos tiene a 2 elementos
y a su diferencia.

Problema 3. (Principiante) Considera una cuadricula de 25 x 25 cuadraditos. Si se
pueden pintar de rojo contornos de cuadrados de cualquier tamafio, ;cudl es el menor
numero de contornos de cuadrados que se deben pintar para tener todas las lineas de la
cuadricula de color rojo?

Solucién. Consideremos una de las diagonales de la cuadricula. Para cada uno de los
puntos A en esta diagonal, denotemos por C' al punto de la diagonal més alejado de
A 'y pintemos de rojo el contorno del cuadrado cuya diagonal es AC'. Luego, hemos
pintado de rojo el contorno de 24 cuadrados.

Considerando la otra diagonal, tendremos otros 24 cuadrados. Por lo tanto, hemos de-
finido el conjunto de 48 cuadrados rojos (24 para cada diagonal). No es dificil ver que
si trazamos todos esos contornos, todas las lineas de la cuadricula estardn pintadas de
rojo.
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Para demostrar que 48 es el minimo, tomemos en cuenta todos los segmentos de la
cuadricula de longitud 1 que tienen exactamente un punto final en la frontera. Cada
recta horizontal y cada recta vertical divide a la cuadricula en dos partes determinadas
por dichos segmentos. Por lo que tenemos 4-24 = 96 segmentos. Es claro que todos los
cuadrados rojos pueden contener como médximo dos de estos segmentos. Por lo tanto,
se deben pintar de rojo al menos 2 - 24 = 48 contornos de cuadrados para tener todas
las lineas de la cuadricula de color rojo.

Problema 4. (Intermedio) Determina el menor entero n > 2 con la siguiente propie-
dad: Los enteros 1,2, . .., n se pueden reescribir en un renglon de manera que la suma
de cualesquiera dos niimeros consecutivos sea un cuadrado perfecto.
Por ejemplo, n = 3 no cumple, ya que en cada acomodo de los nimeros 1,2y 3 en un
renglén, hay dos nimeros consecutivos cuya suma no es un cuadrado. Los acomodos
son:

1,2,3; 1,3,2; 2,1,3; 2,3,1; 3,1,2; 3,2,1;
y fallan porque ningunade las sumas 1 +2,34+2,2+ 1,2+ 3,142y 2+ 1 encada
caso respectivamente, es un cuadrado.

Solucién. Es ficil ver que n = 2, 3 no cumplen. Con n = 4, se necesita un nimero al
lado de 4 que sume con 4 un cuadrado. Los nimeros 1, 2 y 3 no pueden ser. El primero
que cumple es 5. Podemos ir completando el acomodo 4, 5, . . . buscando nimeros que
sumados a la derecha y a la izquierda den un cuadrado. Es ficil obtener un acomodo
con los primeros 15 niimeros:

8,1,15,10,6,3,13,12,4,5,11,14,2,7,9.

Para asegurar que n = 15 es el menor entero positivo que satisface la condicién del
problema, demostraremos que no existen acomodos con nimeros menores que 15. Co-
mo los tnicos nimeros menores que 15 que sumados con 4 dan un cuadrado son 5 y
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12, tenemos dos posibilidades para el 4: que esté en una orilla del acomodo o que no
esté en una orilla.

Caso 1: Si el 4 estd en una orilla, digamos la izquierda, tenemos dos posibilidades:
4,5,...y4,12, ... La primera posibilidad sélo puede continuarse como 4, 5, 11, 14,
2, 7,9 en cuyo caso no hay solucién. Para la segunda posibilidad, tenemos 4, 12, 13, 3.
Después del 3 podemos poner un 1 o un 6. Si ponemos 1 obtenemos 4,12,13,3,1,8y
ya no puede crecer. Si ponemos 6 obtenemos 4, 12, 13, 3, 6, 10y tampoco puede crecer.
Luego, no hay acomodos en este caso.

Caso 2: Si el 4 no estd en una orilla, debe tener un 5 al lado y un 12 al otro. Del lado del
5 s6lo pueden ir 11,14,2,7,9. Del lado del 12 sigue el 13 y luego el 3. Después del 3
puede ir un 1 o un 6. Si ponemos 1, el tinico nimero que podemos poner después es el
8 y tendriamos el acomodo 8,1,3,13,12,4,5,11,14,2,7,9 que no es solucién ya que
falta el 6 y el 10. Ahora, si ponemos un 6 después del 3, la Unica posibilidad después
del 6 es el 10 y ya no puede crecer, de modo que tampoco es solucién porque falta el 1
y el 8. Por lo tanto, tampoco hay acomodos en este caso.

Concluimos que el menor entero que cumple la condicién del problema es el 15.

Problema 5. (Intermedio) Determina todas las ternas (a,b,c) (con a < b < c¢) de
enteros positivos con las siguientes dos propiedades:

1. a, by cson tres enteros impares consecutivos.

2. El niimero a? + b? + ¢? consiste de cuatro digitos iguales.

Solucién. Ya que a, b y ¢ son tres enteros positivos impares consecutivos, podemos
escribira = 2n —1,b = 2n+ 1y ¢ = 2n + 3, con n un entero positivo. Luego,

A+ +E = 2n—172+2n+ 12+ (2n+3)?
= (n* —4dn+1)+ @An* +4n+1) + (4n* + 12n +9)
12n? +12n + 11.

Supongamos que este nimero es un entero formado por cuatro digitos iguales a d, es
decir,
120 + 12n + 11 = 10°d + 10*d + 10d + d.

Entonces, 12n? + 12n = 103d + 10%d + 10(d — 1) + (d — 1) estd formado por cuatro
digitos, de los cuales los primeros dos son iguales a d y los tltimos dos son iguales a
d — 1. Como 12n? + 12n es divisible entre 2, d — 1 debe ser par. Tenemos entonces
las siguientes posibilidades para 12n? + 12n: 1100, 3322, 5544, 7766 y 9988. Como
12n2+12n también es divisible entre 3, 1a inica posibilidad es 12n?+12n = 5544. De
aqui, n? +n = 3224 = 462, es decir, n? + n — 462 = 0. Factorizando, obtenemos que
(n—21)(n+22) = 0. Como n es positivo, la tnica posibilidad es n = 21. Por lo tanto,
la dnica terna que satisface las condiciones del problemas es (a, b, c) = (41,43,45) y
es fécil ver que 412 + 432 + 452 = 5555.
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Soluciones de las Etapas
Semifinal y Final Estatal de la
252 OMM

En esta nueva seccién de la revista publicamos los exdmenes de las etapas semifinal
y final estatal de la olimpiada mexicana de matemadticas del afio inmediato anterior.
La etapa semifinal consta de un examen con 5 problemas para resolver en un tiempo
maximo de 4 horas. La etapa final consta de dos exdmenes con 4 problemas cada uno,
para resolver en un tiempo maximo de 4.5 horas.

Etapa Semifinal Estatal de la 252 OMM, 2011

Problema 1. Sean K4 y Kp circunferencias del mismo radio con centros A y B,
respectivamente, tales que A estd en K. Sea C' en K 4 tal que la medida g del angulo
ZLABC satisfaga 30° < g < 60°. Sobre K tomese el punto D (distinto de A) para el
cual ZCBD = gy constriyase la circunferencia ICo que pasa por A y tiene centro C'.
De D hacia C' tracese una recta hasta que toque a ¢ y sea E el punto de interseccion.
Demuestra que ZAEC = g.

Solucién. Llamemos 7 al radio de K4 y Kp. Los tridngulos ABC'y DBC' son con-
gruentes por tener dos lados iguales (pues AB = BD = r y BC es comiin) e igual
el dngulo comprendido entre ellos. Entonces CD = AC = r (de hecho K¢ pasa por
D). Ademds los tridngulos ABC'y DBC' son isésceles, asi que ZACB = ZABC =
ZCBD = £ZBCD = g. Ahora podemos concluir de varias maneras que ZAEC = g.
Primera forma: Como EAC es isosceles, ZEAC = LAEC, y si llamamos h a este
valor comun, en vista de que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es 180°,
tenemos que 2h + LACFE = 180°; pero también 2g + LAC'E = 180°, de donde
obtenemos h = g, como queriamos.

Segunda forma: Como LABC = ZBCD tenemos que las rectas AB y CD (que es
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la misma que E D) son paralelas, pero entonces AEC' B tiene dos lados paralelos y del
mismo tamaiio, por lo que es un paralelogramo, de donde ZAEC = ZABC = g.
Tercera forma: Por angulos inscritos en la circunferencia K¢ tenemos que,

ZACD ZACB+/BCD g+g 2

JAEC = /AED = 29 _
¢ 2 2 2 g 9

Problema 2. A una cena llegan 3 matrimonios. Se quieren sentar alrededor de una
mesa redonda de manera que nadie quede junto a su pareja. ;De cudntas maneras se
pueden acomodar si Adela ya tiene un lugar asignado fijo?

Solucién. Supongamos que los matrimonios son (A4, A’), (B, B") y (C,C") y que Ade-
la es A. Tenemos las siguientes posibilidades de acomodo de las parejas con referencia
aA:

A A A, A
—— 1 o
— 1 o
A’ A’
)
A Al

Cada segmento representa dénde queda un matrimonio. En cada esquema, el matrimo-
nio { B, B’} tiene para escoger cualquiera de los dos segmentos y, entre si By B’ se
pueden quedar en cualquiera de los dos lugares; el segmento restante queda determi-
nado por el matrimonio {C, C'} y esa pareja tiene dos posibilidades de acomodo en su
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segmento. Entonces hay 2 - 2 - 2 = 8 posibilidades en cada esquema, dando un total de
8 - 4 = 32 posibilidades.

Problema 3. Un rectingulo ABC'D de lados de longitudes enteras y drea 756 se divide
en tres rectdngulos AF HG, FBIH y GICD con lados de longitudes enteras como se
muestra en la figura, de manera que el drea de F BT H es el triple que lade AFHG y
el area de GICD es 5 veces la de AF HG. Determina todas las posibilidades para la
longitud de AD.

G D

F H

Solucion. Sean k el dreade AFHG, a = AG, b= AF y ¢ = GD. Luego, el drea de
FBIH es 3k, el areade GICD es 5k y el area total es 756 = k + 3k + 5k = 9k, por
loqueab =k =130 =84 =22.3.7, FB =3by4dbc =5k = 5(84) =4-5-21,
de donde bc = 3 - 5 - 7. Como ab es multiplo de 4 pero bc no lo es, se sigue que a es
multiplo de 4. La siguiente tabla muestra las posibilidades para la longitud de AD.

a | b ¢ | AD=a+c
4 |21 5 9
121 7] 15 27
281 3 | 35 63
84| 1 | 105 189
Problema 4. ; Cudntos elementos a lo mds podemos escoger del conjunto {1,2,...,20}

si no queremos que la suma de dos de los nimeros escogidos sea multiplo de un cua-
drado mayor que 1?

Solucién. La suma de dos nimeros escogidos no puede ser miltiplo de 22 = 4, asf
que no puede haber un nimero con residuo 1 al dividirlo entre 4 y otro cuyo residuo
de la division entre 4 sea 3. Esto nos dice que la eleccion de cualquiera de los nimeros
1,5,9,13,17 excluye la eleccién de cualquiera de los ndmeros 3,7,11,15,19. Por la
misma razén, a lo mds se puede escoger un niimero con residuo 0 (o sea, uno de la lista
4,8,12,16,20) y uno con residuo 2 (uno de la lista 2, 6, 10, 14, 18). Esto nos dice que
el conjunto buscado a lo més tiene 5 + 1 4+ 1 = 7 elementos. Sin embargo, las sumas
tampoco pueden ser miiltiplos de 9, asi que de los niimeros 1 y 17 a lo mds se puede
escoger uno, y lo mismo pasa con los nimeros 5y 13. Luego, de la lista 1,5,9, 13,17
a lo mas se pueden tomar 3 elementos. De manera andloga, de los nimeros 3y 15 a
lo mas se puede escoger uno, y lo mismo pasa con los nimeros 7 y 11, de modo que
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de la lista 3,7,11,15,19 a lo mds se pueden tomar 3 elementos. En cualquier caso,
tenemos que el conjunto buscado a lo més tiene 3 + 1 4+ 1 = 5 elementos. Por lo tanto,
considerando el conjunto {1, 2, 5,9, 12} concluimos que el méximo buscado es 5.

Problema 5. ;De cudntas maneras es posible acomodar los nimeros del 1 al 10 de
manera que del primero al séptimo vayan creciendo, que el séptimo sea mayor que
el octavo, y que del octavo al décimo vayan creciendo otra vez? (Por ejemplo, una
posibilidad es 1,2, 3,5,6,8,10,4,7,9.)

Solucién. Supongamos que a1, az, . .., ap es un acomodo de los ndmeros del 1 al 10
que satisface la condicién del problema. Como a7, a9 y ajp son mayores que ag, las
posibilidades paraag son 1,2, ..., 7.

Si ag = 7, entonces hay 3 posibilidades para escoger ag y ajo, pues deben ser dos
nimeros en {8,9, 10} y las opciones son {8,9}, {8,10} y {9, 10}. Al escoger esos dos
nimeros ya todo queda determinado (pues los que sobren se pondrdn en orden para
formar la sucesién a1, as, . .., ar; por ejemplo, si se escogen el 8 y el 10, la sucesion
serd 1,2,3,4,5,6,9,7,8,10).

Si ag = 6, entonces hay 6 posibilidades para escoger ag y ajo, pues deben ser dos
nimeros en {7,8,9, 10} los cuales son: 3 escogiendo ag = 7; 2 escogiendo ag = 8; 1
escogiendo ag = 9 (esto también puede contarse usando el lenguaje de las combina-
ciones y es (3) = 6).

Si ag = 5, entonces hay 10 posibilidades para escoger ag y ajp pues deben ser dos
nimerosen {6, 7, 8,9, 10} los cuales son: 4 escogiendo ag = 6; 3 escogiendo ag = 7; 2
escogiendo ag = 8; 1 escogiendo ag = 9 (o en lenguaje de combinaciones, (‘;’) = 10).
Continuando de esta manera tenemos que el total de posibilidades es,

34+ (14+2+43)+(14+2+3+4)+(1+2+3+4+5)+--+
+(1+24+3+---+8)

= 3+46+10+15+21+28+36

= 119.

(En lenguaje de combinaciones, tenemos 3 + (3) + (g) + (2) + (;) + (§) + (g) =119.)

Solucién alternativa. Observemos que si elegimos los primeros 7 nimeros, hay una
unica manera de elegir el orden de los udltimos tres (pues éstos deben estar en orden
creciente). Ahora, necesitamos que el séptimo nimero sea mayor que el octavo, asi
que el nimero mds grande entre los 7 que tomemos, debe ser mayor que el menor
nimero de los tres que quedan. Esto siempre sucede, a menos que hayamos elegido
exactamente los nimeros del 1 al 7 (pues ya no quedan nimeros menores a 7). Por lo
tanto, el niimero de posibilidades es (170) —1=119.
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Etapa Final Estatal de la 25* OMM, 2011

Problema 1. En un torneo habia 7 equipos que jugaron todos contra todos una vez.
Cada dia se efectud un partido. En determinado momento se observé que cada equipo
habfia jugado a lo mds 3 juegos. Demuestra que a alguno de los equipos le faltaba en
ese momento por lo menos 4 partidos por jugar.

Solucién. En el momento en que cada equipo ha jugado a lo mds 3 partidos, se tiene
que el nimero de partidos jugados es menor o igual que % (pues cada partido jugado
entre los equipos A y B es el mismo partido jugado entre B y A), asi que es 10 a lo
mds. Por otro lado, el niimero total de partidos al finalizar el torneo es de (;) =21,1o
cual dice que faltaban al menos 21 — 10 = 11 partidos por jugar. Si a cada equipo le
faltaran 3 partidos a lo mds por jugar, entonces el mismo razonamiento nos llevaria a
que faltarfan a lo mds 10 partidos por jugar, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, a
alguno de los equipos le faltaban 4 partidos por jugar en ese momento.

Problema 2. En un planeta, el afio dura 101 dias y los dias estdn numerados del 1 al
101. Resulta que llueve un dia, después deja de llover dos dias, al dia siguiente vuelve
a llover y después deja de llover el dia siguiente; otra vez llueve y luego pasan dos
dias mds sin llover y asi sucesivamente, alterndndose los dias que no hay lluvia en
2,1,2,1,2, etc. Llovi6 por primera vez el dia 2, luego el 5, luego el 7, luego el 10,
luego el 12, etc. Demuestra que, al pasar los afios, llega un momento en que ha llovido
exactamente el mismo nimero de veces cada fecha del afio, y determina cudntos afios
deben pasar para que eso ocurra.

Solucién. Al pasar el primer afio ha llovido exactamente los dias con ndmero de la
forma 5k + 2 y de la forma 5k. Entonces, los ultimos dias del afio con lluvia son el 97
y el 100. El residuo de dividir 97 + 5 = 102 entre 101 es 1, y el de dividir 100 + 5
entre 101 es 4, de donde ese segundo afio lloverd todos los dias con niimero de la forma
5k + 1y bk +4,y los dltimos dias de lluvia de ese afio serdn el 99 y el 101. Ahora, los
respectivos residuos de la divisién entre 101 de 99 + 5 = 104 y de 101 + 5 = 106 son
3y 5, de donde el tercer afio lloverd los dias con nimero de la forma 5k + 3 y 5k, de
modo que los dltimos dias del tercer afio son el 98 y el 100. De la misma manera en el
cuarto afio lloverd los dias con nimero de la forma 5k + 2 y 5k + 4, y los ultimos dias
son 97 y 99. El quinto afio lloverd en los dias de la forma 5k + 1 y 5k + 3. Entonces al
terminar el quinto afio ya habra llovido exactamente dos veces cada dia.

Problema 3. Sean [ y m dos rectas paralelas. Sean A, B,C'y D puntos en [, y sean
E,F,Gy H puntos en m de forma que AB = CD y EF = GH (ver figura). Sean
Py @ los puntos de interseccion de AG con CE y de BH con DF, respectivamente.
Demuestra que P() es paralela a las rectas [ y m.
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Solucion. Sean h; la altura del tridngulo E PG desde P, hy la altura del tridngulo
CPA desde P, hg la altura del tridngulo FQH desde Q y hy4 la altura del tridngulo
D@B desde Q. Los triangulos EPG y C'PA son semejantes asi como los tridngulos
FQHyDQB Luego, % hz = L8y s = L8 Ademds EG = FH y AC = BD, de

modo que h—4 = % h_z' Por lo tanto, PQ es paralelaalyam.

Solucién alternativa. Sea r la paralela a [ que pasa por Py sea Q' la interseccién de
r con BH. Observemos las siguientes igualdades de areas,

(ABQ'P) = (CDQ'P),
(EFQ'P) = (GHQ'P),
(ABHG) = (CDFE).

Entonces,

(CDFE) = (EFQ'P)+ (CDQ'P)+ (DQ'F)
= (GHQ'P)+ (ABQ'P) % (DQ'F)

(ABHG) + (DQ'F)

(CDFE) = (DQ'F),

de donde (DQ'F) = 0. Por lo tanto, Q' estd sobre DF'y, como estaba en D H, con-
cluimos que Q' = Q.

Problema 4. Determina todos los conjuntos A de 4 enteros menores que 250, en los
cuales cada pareja de nimeros tenga maximo comun divisor igual a un nimero primo,
y que todos esos primos sean distintos.

Solucién. Supongamos que A es un conjunto de los pedidos. Como (3) = 6, los méxi-
mos comunes divisores de las parejas de elementos de A deben ser 6 primos distintos.
Cada ntiimero se compara con otros 3 del mismo conjunto, asi que cada nimero debe
tener entre sus factores a 3 primos, al menos. Si 17 fuera uno de los maximos comu-
nes divisores, entonces 2 de los nimeros a lo menos podrian ser 2 - 7 - 17 = 238 y
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3-5-17 = 255 > 250. Entonces, los niimeros deben formarse con productos de 3 o
mds de los primos 2,3,5,7,11y 13.

Observemos que ningtin nimero puede tener como factores a ambos 11 y 13 pues lo
menos que podriaseres 2-11-13 = 286 > 250. También tenemos que 13-7-5 > 250
y 13 -7 -3 > 250, asi que la tnica posibilidad es que 13 sea uno de los méximos
comunes divisores con los niimeros 2 - 7 - 13 = 182y 3 - 5 - 13 = 195. Como también
11-5-7 > 250y no es posible volver a poner juntos al 2 y al 7, ni tampoco al 3 y al 5,
la dnica posibilidad es que los nimeros de los cuales 11 es médximo comiin divisor son
2-5-11 =110(022-5-11 = 220) y 3-7-11 = 231. Por lo tanto, s6lo hay dos conjuntos
con las caracteristicas pedidas y son {110, 182,195,231}y {220, 182,195, 231}.

Problema 5. Demuestra que todos los enteros positivos impares se pueden escribir en
la forma,
ao+2-a1 +2%2- a9+ - +2" - ay,,

donde n es cualquier entero no negativo y cada a; es 1 o —1 (por ejemplo, 11 =
1-2+4+4+8).

Solucién. Probaremos que para n fija, todo impar positivo menor o igual que 2" *! se
puede lograr. Queremos conseguir todos los impares del 1 al 15 en la forma ag + 2a; +
224y + - - - + 2"a,,. Para ver cémo proceder en el caso general, analicemos el ejemplo
den = 3.

+1+2+4+8 = 15,
-14+24+44+8 = 13,
+1-24448 = 1
—-1-2+4+8 = 9
+14+2-448 = 7
-1+2-448 = 5,
+1-2-448 = 3
-1-2-4+8 =1
Lo que se hace es, empezando por 1+2+22+ .. 42"~ 1 se vareduciendo cada vez en 2
la suma que se tiene y eso se logra utilizando que para todo k, 1 +2+22 4 .. 4+2F"1 =
2% 1. Entonces se busca la primera potencia de 2 que tenga signo positivo y se cambian
de signo ella y todas las anteriores (por ejemplo, si 1 tenfa signo positivo en un paso,
entonces en el siguiente se cambia s6lo ese signo; si 1 tenfa signo negativo y 2 positivo,
entonces se cambian los signos de los dos; si 1 y 2 tenfan signos negativos pero 4 era

positivo, entonces se cambian los signos de los tres y asi sucesivamente). Se hace esto
hastallegara —1 — 2 — 22 — ... — 27~ 1 2" que es igual a 1.

Segunda solucion. Lo que se hizo en la primera solucién se puede poner de manera
formal usando induccién matemdtica como sigue.
El caso base es el primer impar positivo que se puede escribir en la forma,

l=-1-2-22—... 2"l 4on
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Supongamos que para cierto entero positivo k se tiene que,
2k — 1 = ag + 2a1 +2%as + - -+ + 2"ay,

y que no todas las a; son positivas.
Demostraremos que podemos escribir 2k+1 de esta forma. Sea ay, el primer coeficiente
negativo, es decir, si ¢ < k se tiene que a; = 1. Tenemos entonces que,

Qk+1=—-1-2-22—... 21 ok g | 4+...4 2",

lo que completa la induccién.

Tercera solucion. Para un n fijo, el niimero de expresiones de la forma pedida es igual
a 2"+ pues cada uno de los a; tiene 2 posibilidades y son n 4 1 de tales a;’s. Como la

itad de 1 . . 1 itad . ontl o
mitad de las expresiones son positivas y la otra mitad son negativas, tenemos =-— = 2

2
expresiones que resultan en un nimero positivo. También tenemos que cualquiera de
las expresiones produce un nimero impar pues ag = 1 0 —1y los demds sumandos son
pares. Como hay 2" niimeros impares menores que 1+ 2 +2% 4 ... 42" = 271 1,

bastard ver que todas son distintas. Supongamos que tenemos dos expresiones distintas,
ao + 2a1 + 2%ay + -+ 2"a, = by + 2by + 2%by + - - - + 27D,

que producen el mismo niimero impar r, y sea k el mayor indice tal que ag # bx. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que ay = —1y by = 1. Entonces, al cancelar
los términos iguales, del lado izquierdo queda un nimero negativo y del lado derecho
queda un nimero positivo, lo que contradice la igualdad.

Problema 6. En la figura hay dos circulos que se intersectan en los puntos Py ); X es
un punto sobre la recta por Py @, y los puntos A, B, C'y D son las intersecciones de
los circulos con rectas que pasan por X, como se muestra. Demuestraque Y B-Y A =
YC.-YD.
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Solucién. Aplicando la potencia de X a los dos circulos tenemos que XA - XD =
XP-XQ = XB-XC.De aqui concluimos que ABC D es un cuadrilatero ciclico. Pero
entonces aplicando la potenciade Y ala circunferencia que circunscribe al cuadrildtero
ABCD obtenemos la igualdad deseada.

Problema 7. En un estanque hay 100 litros de agua inicialmente. Se desea poner entre
2y 6 desagiies del mismo tamafio, por donde saldrd toda el agua lentamente. Se tienen
100 recipientes: uno con capacidad de 1 litro, otro con capacidad de 2 litros, otro con
capacidad de 3 litros y asf sucesivamente (el dltimo tanque tiene capacidad de 100 li-
tros). Se quieren escoger algunos de estos recipientes y colocar uno en cada desagiie
para recolectar agua (se escoge el mismo nimero de recipientes que de desagiies). Se
requiere que la suma de las capacidades de los recipientes escogidos sea 100. Atin
cuando un recipiente se llena, el agua continda saliendo por el desagiie y se tira. De-
termina el nimero 6ptimo de desagiies y las capacidades de los recipientes escogidos
de tal manera que la suma de las capacidades de los recipientes llenos cuando se ter-
minan los 100 litros sea maxima. (Nota: Sélo cuentan los recipientes que si hayan sido
llenados por completo, por ejemplo, si se colocan cuatro recipientes con capacidades
12,20, 28 y 40, la cantidad de litros recolectados serd de 12 + 20 = 32).

Solucién. Sea k el nimero de desagiies (y recipientes) escogidos. Primero observemos
que por cada desagiie saldrdn % litros de agua. Por lo tanto, un recipiente de capa-
cidad c se llenard si y s6lo si ¢ < %. Puesto que las capacidades de los recipientes
son diferentes, debe haber un recipiente cuya capacidad esté por arriba del promedio.
Ademas, todos los recipientes que tengan capacidad por arriba del promedio no se lle-
naran. Entonces, lo mejor es cuando sélo hay un recipiente con capacidad por arriba
del promedio y éste tiene la menor capacidad posible. Comparemos los distintos casos
para el nimero k de recipientes y llamemos S (k) a la cantidad mdxima de agua que se
conserva. En cada caso, tomamos todas las posibilidades de los mayores £ — 1 nime-
ros que son distintos y menores o iguales que %. El otro ntimero es lo necesario para

sumar los 100 litros.

Si k = 2, con capacidades 49 y 51 se obtiene S(2) = 49.

Si k = 3, con capacidades 32, 33 y 35 se obtiene S(3) = 65.

Si k = 4, con capacidades 23, 24, 25 y 28 se obtiene S(4) = 72.

Si k = 5, con capacidades 17, 18, 19, 20 y 26 se obtiene S(5) = 74.

Si k = 6, con capacidades 12, 13, 14, 15, 16 y 30 se obtiene S(6) = 70.

Por lo tanto, k = 5 es el 6ptimo y las capacidades de los recipientes serdn 17, 18,19, 20
y 26.

Problema 8. ;Cudl es la maxima longitud de un camino de A a B en la figura, si el
camino debe seguir las lineas y no debe repetir ningtin segmento (pero si puede repetir
vértices)?
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B

A

Solucién. Pongamos coordenadas a los puntos de maneraque A = (0,0)y B = (4,4).
El camino debe tener longitud par (pues las sumas de las coordenadas de A y de B am-
bas son pares y cada segmento alterna suma par con impar; o, de otra manera, pensando
que el camino que va primero todo por abajo y luego hacia arriba tiene longitud 8 que
es par; cualquier cosa que haga hacia la izquierda otro camino debe recuperarla hacia
la derecha y lo mismo verticalmente). En los vértices de la orilla, salvo en A y en B,
se usan a lo mds dos segmentos; en A y en B se usa uno. Entonces, la suma de los
segmentos que se usan es, a lo mds, W = 33 (esto es porque hay 14 vértices
en la orilla distintos de A y B, y hay 9 vértices centrales; la division entre 2 es porque
al contar los segmentos que llegan a cada vértice, cada segmento se cuenta dos veces
porque tiene dos extremos). Como ya dijimos que la longitud debe ser par, tenemos
que a lo més es 32. Para ver que con 32 si se puede, construyamos el camino como
sigue llamando ab al punto de coordenadas (a, b):

00,10,11,01,02,12,22,21, 11,12, 13, 14, 04, 03, 13, 23,

24, 34,33, 32,31, 21, 20, 30, 40, 41, 42, 32, 22, 23, 33, 43, 44.



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

XIV Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Ca-
ribe

La XIV Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el Caribe se realiz6 del 15 al 23
de junio de 2012 en la ciudad de San Salvador, El Salvador, con la participacién de 12
paises y un total de 36 estudiantes.

En esta ocasion, los tres alumnos que representaron a México fueron premiados, obte-
niendo dos medallas de oro y una de plata. En esta destacada participacion, un alumno
mexicano obtuvo examen perfecto y la delegacién de México se colocé en el primer
lugar general por paises.

La delegacién mexicana estuvo integrada por los alumnos: Luis Xavier Ramos Tormo
(medalla de plata), Juan Carlos Ortiz Rhoton (medalla de oro) y Enrique Chiu Han
(medalla de oro y examen perfecto). También asistieron los profesores Hugo Villa-
nueva Méndez (lider de la delegacion) y Luis Miguel Garcia Veldzquez (colider de la
delegacion).

A continuacidén presentamos los problemas de la XIV Olimpiada de Centroamérica y
el Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para
resolverlos.

Problema 1. Hallar todos los enteros positivos que sean iguales a 700 veces la suma
de sus digitos.

Problema 2. Sea ~ la circunferencia circunscrita al tridngulo acutingulo ABC'. Sea P
el punto medio del menor arco BC'. La paralela por P a la recta AB intersecta BC,
AC'y ~y enlos puntos R, S'y T, respectivamente. Se definen los puntos Ky L como
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las intersecciones de AP con BT y BS con AR. Demostrar que la recta K L pasa por
el punto medio de AB siy sélo si C'S = PR.

. : 1 1 1 _
Problema 3. Sean a, b, ¢ nimeros reales que satisfacen 7 + 517 + =1y

cta
ab + be + ca > 0. Demostrar que,

abe

b - >
athte ab+bc+ca —

Problema 4. Trilandia es una ciudad muy peculiar. La ciudad tiene forma de tridngulo
equildtero de lado 2012. Las calles dividen la ciudad en varios bloques que tienen forma
de tridngulo equilétero de lado 1. También hay calles en el borde de Trilandia. En total
hay 6036 calles. El alcalde quiere ubicar puestos de vigilancia en algunas esquinas de
la ciudad, para vigilar las calles. Un puesto de vigilancia puede vigilar todas las calles
en las que esté ubicado. ;Cudl es la menor cantidad de puestos que se requieren para
poder vigilar todas las calles de Trilandia?

En el siguiente modelo reducido se muestra una de las 12 calles.

VAVAVAVAN

Problema 5. Alejandro y Luisa son una pareja de ladrones. Cada dia por la mafiana,
Luisa le roba a Alejandro un tercio de su dinero, pero por la tarde sufre de un inusual
ataque de conciencia y le da la mitad de todo el dinero que ella tiene. Si Luisa roba
por primera vez en el dia 1, y antes de eso no tenia dinero, ;cudl es la menor cantidad
entera positiva de dinero que Alejandro debe tener para que al final del dfa 2012 ambos
tengan una cantidad entera de dinero?

Problema 6. Sea ABC un tridngulo con AB < BC, y sean E y F puntos en AC
y AB, respectivamente, tales que BF = BC = CFE, ambos ubicados en el mismo
lado que A respecto de BC. Sea G la interseccién de BE con C'F. Se toma un punto
H sobre la paralela a AC por G tal que HG = AF (con H en distinto lado que C'
respecto de BG). Demostrar que /EHG = ABQA.
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532 Olimpiada Internacional de Matematicas

La 53* Olimpiada Internacional de Matemdticas se llevé a cabo del 4 al 16 de julio de
2012 en Mar del Plata, Argentina, con la participacién de 100 paises.

En esta ocasién, México obtuvo una medalla de oro, una de plata, dos de bronce y
dos menciones honorificas. Es la segunda vez en la historia de las participaciones de
Meéxico que se obtiene una medalla de oro y la gané Diego Alonso Roque Montoya. A
continuacién presentamos los resultados del equipo mexicano.

Diego Alonso Roque Montoya (medalla de oro).
Adéan Medrano Martin del Campo (medalla de plata).
Jorge Garza Vargas (medalla de bronce).

Julio César Diaz Calder6n (medalla de bronce).

Juan Carlos Ortiz Rhoton (mencidén honorifica).

Jorge Ignacio Gonzdlez Cézares (mencion honorifica).

Acompanando a estos participantes asistieron Leonardo Ignacio Martinez Sandoval
(lider de la delegacién), Marco Antonio Figueroa Ibarra (colider de la delegacién) y
Maria Luisa Pérez (observador).

Como delegacion, México quedé en el lugar 31 de 100 paises participantes.

A continuacién presentamos los problemas de la 53* Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Dado un tridngulo ABC, el punto J es el centro del excirculo opuesto al
vértice A. Este exirculo es tangente al lado BC' en M, y a las rectas AB y AC' en K
y L, respectivamente. Las rectas LM y B.J se cortan en F', y las rectas KM y C'J se
cortan en G. Sea S el punto de interseccion de las rectas AF' 'y BC, y sea T el punto
de interseccion de las rectas AG y BC. Demostrar que M es el punto medio de ST
(El exirculo de ABC opuesto al vértice A es la circunferencia que es tangente al seg-
mento BC, a la prolongacion del lado AB mas alld de B, y a la prolongacién del lado
AC mas allade C)

(Problema sugerido por Grecia)

Problema 2. Sea n > 3 un entero, y sean as, as, . . . , @, nimeros reales positivos tales
que agas - - - an = 1. Demostrar que,

(1+a2)*(1+a3)® - (1+a,)™ >n"

(Problema sugerido por Australia)

Problema 3. El juego de la adivinanza del mentiroso es un juego para dos jugadores
Ay B. Las reglas del juego dependen de dos enteros positivos k y n conocidos por
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ambos jugadores.

Al principio del juego, el jugador A elige enteros x y N con 1 < & < N. El jugador A
mantiene x en secreto, y le dice a B el verdadero valor de N. A continuacién, el jugador
B intenta obtener informacion acerca de x formulando preguntas a A de la siguiente
manera: en cada pregunta, B especifica un conjunto arbitrario .S de enteros positivos
(que puede ser uno de los especificados en alguna pregunta anterior), y pregunta a
A si x pertenece a S. El jugador B puede hacer tantas preguntas de ese tipo como
desee. Después de cada pregunta, el jugador A debe responderla inmediatamente con
si 0 no, pero puede mentir tantas veces como quiera. La Unica restriccion es que entre
cualesquiera k + 1 respuestas consecutivas, al menos una debe ser verdadera.

Cuando B haya formulado tantas preguntas como haya deseado, debe especificar un
conjunto X de a lo mds n enteros positivos. Si x pertenece a X entonces gana B; en
caso contrario, pierde.

Demostrar que:

1. Sin > 2F, entonces B puede asegurarse la victoria.

2. Para todo k suficientemente grande, existe un entero n > 1.99% tal que B no
puede asegurarse la victoria.

(Problema sugerido por Canadd)

Problema 4. Hallar todas las funciones f : Z — Z que cumplen la siguiente igualdad:

F@)? + f(0)* + f(e)* = 2f(a) f(b) + 2f (b) f(c) + 2f (c) f (a),

para todos los enteros a, b, ¢ que satisfacen a + b + ¢ = 0.
(Z denota el conjunto de los nlimeros enteros.)
(Problema sugerido por Sudafrica)

Problema 5. Sea ABC un tridngulo tal que ZBC' A = 90°, y sea D el pie de la altura
desde C'. Sea X un punto interior del segmento C'D. Sea K el punto en el segmento
AX tal que BK = BC'. Anélogamente, sea L el punto en el segmento BX tal que
AL = AC. Sea M el punto de intersecciéon de ALy BK. Demostrar que M K = M L.

(Problema sugerido por la Reptiblica Checa)

Problema 6. Hallar todos los enteros positivos n para los cuales existen enteros no
negativos ai, as, . . ., G, tales que,
1 1 1 1 2 n

271+272+".+2an_3a1 Jaz o 3an

(Problema sugerido por Serbia)



La matematica es un oficio que
todos podemos aprender

Por Adolfo Sinchez Valenzuela®

A la memoria de mi padre

Con el propésito de promover la licenciatura en matemadticas de la Universidad de
Guanajuato, he tenido ocasién de dar varias charlas a alumnos de bachillerato con la
consigna de motivarlos para el estudio de las matemadticas. Entre las preguntas que hay
que estar preparado para responder en una charla de ese tipo estdn las siguientes: ;Qué
hace un matemadtico? ;Qué significa dedicarse profesionalmente a las matemdticas?
(C6émo describirfa un matemadtico su trabajo y cémo lo compararia con otros traba-
jos? Me he podido dar cuenta de que no es del todo sencillo pararse frente a un grupo
de preparatorianos a hablar de la “asignatura tabd” y transmitir lo maravilloso y apa-
sionante del tema. ;Cémo puede uno explicarle a un alumno de preparatoria en qué
consiste el trabajo de un matematico y hacerlo con absoluta transparencia y sencillez;
sin intimidarlo, sin ahuyentarlo, sin provocar que desconecte sus sentidos del resto de
su ser y terminemos s6lo viendo como nos asiente con la cabeza por mero compro-
miso? ;Cémo hacer que €l pueda llevarse una respuesta concreta y descriptiva de las
preguntas planteadas? En pocas palabras: ;como transmitir motivacién?

Mi propésito en este ensayo es comparar la actividad de un matemdtico con otros
quehaceres humanos; deseo establecer relaciones entre la matemadtica y la poesia y
la carpinteria y la musica, y la pintura. Trataré de evidenciar esas ideas hablando de ar-
tesania y matemdticas; de estados de 4nimo y conjeturas; de sentimientos y teoremas.
Las principales posiciones que me propongo exponer (;defender?) son las siguientes:
1) Que el ser matemdtico es un oficio que se puede aprender como el oficio de la car-
pinteria o de la pintura. 2) Que hacer investigacion cientifica dentro del terreno de la

ZEste articulo es una reproduccién de su publicacién original en la “Revista de la Universidad de Méxi-
co”, Nums. 578-579, Marzo-Abril 1999, Pp.71-79, con el consentimiento del autor y solicitando el permiso
correspondiente a la “Revista de la Universidad de México”
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matematica es comparable, por un lado, al trabajo de un artesano en cuanto a la mi-
nuciosidad con la que hay que cuidar los detalles finos y, por otro lado, comparable al
trabajo de un poeta al escribir poesia o al de un musico al componer una sinfonia en
cuanto a la creatividad. 3) Que definitivamente si hay detrds de los enunciados de mu-
chos teoremas una buena cantidad de sentimientos y pasiones profundas, o por lo me-
nos, reflejos muy elocuentes de la personalidad de los — ;cédmo les podriamos llamar?,
(autores?, ;compositores?, ;demostradores? — ;descubridores? de dichos teoremas.

En 1973, cuando estaba en el segundo afo de la preparatoria, acudi por recomendacién
de Memo Portillo, mi mejor amigo de la prepa, a una institucion de la Ciduad de Méxi-
co dedicada a hacer exdmenes de orientacidn vocacional. Habia que someterse a varias
pruebas psicométricas durante tres dias consecutivos y esperar unos pocos dias mas
para conocer los resultados en una entrevista con la psicéloga del programa. El dia que
fui por mis resultados iba confiado en que que me dirfan lo que yo queria escuchar. En
ese entonces yo pensaba dedicarme a la ingenieria civil; de hecho, ya tenia trazado un
futuro como ingeniero. Mi padre (un ingeniero civil) me habia conseguido un trabajo
de dibujante en la empresa Ingenieros Civiles Asociados. Pero aquel dia la psicéloga
me dijo que los fests habian puesto de manifiesto que yo no tenia aptitudes para carrera
alguna que tuviera que ver con las matemadticas. Que yo podia ser un abogado, o un
trabajador social, o un psic6logo; que definitiavmente yo debia emprender una carrera
humanistica, aunque no precisamente — dijo — letras, ni filosofia. ; Podria ser miisico?,
pensé timidamente ddndome en ese instante por derrotado para la ingenieria. Pero re-
cuperé el aliento como pude y le dije que eso no podia ser. Alegué que quien explicaba
los problemas de matemadticas a mis compaiieros de la prepa era yo y que mis califica-
ciones en matemadticas habian sido excelentes toda la vida. Su sugerencia entonces fue
que yo me sometiera a una serie de pruebas adicionales para estar seguros.

Sali destrozado de ese lugar. {Coémo podia ser posible? —me preguntaba. A Memo le
habfan resultado muy provechosos los mismos exdmenes y le habfan dicho que iba
sobre el camino correcto: la musica. A mi, en cambio, me estaban diciendo que iba tras
la carrera equivocada y, ademds, el viraje que habia que hacer para estar en armonia
con mis aptitudes era de 180 grados. No sé de donde saqué valor para presentarme a
aquellos tests especiales de matemdticas, pero justo después de la primera prueba ya
no tuve coraje alguno para ir a los siguientes. Uno sabe cuando uno sale mal en un
examen y en aquel primero yo senti que mi desempefio habia sido bastante mediocre.
Casi todas las preguntas eran contra reloj y yo no tuve tiempo suficiente para contestar
aninguna de ellas. Ya no volvi jamds a aquel lugar y preferi mejor ya no darme permiso
de escuchar el final de esa historia por boca de la psicéloga.

Al poco tiempo estaba yo, junto con Memo, haciendo un examen de admisién para
ingresar a la Escuela Nacional de Musica. Para preparar el examen de admisién tuvimos
que empezar por aprender un poco de solfeo. Ninguno de los dos sabiamos leer las
notas en un pentagrama. Un viejo amigo de la secundaria que tocaba el violin desde
que era nifio nos prepard para el examen introduciéndonos al fascinante mundo del
solfeo. Un dia me llamé Memo muy emocionado para decirme que hab{a ido a buscar
los resultados del examen de admisién y que él habia sido admitido para estudiar flauta.
Sin embargo, me dijo también, con cierto pesar, que yo habia sido rechazado.

En el tercer afio de la preparatoria decreté para mis adentros que los psicélogos se
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habfan equivocado: que mi futuro si era la ingenieria y que yo debia apuntar mi vida
directo hacia alld. Pero un buen dia nuestro profesor de fisica, Mario Cruz Teran, se
salié del guién en su clase y se puso a hablar sobre la paradoja de los gemelos planteada
por la teoria de la relatividad de Einstein. Aquella sola clase fue detonante para mi. ;Eso
es lo que yo quiero estudiar! —me dije. {Ciencia! jFisica! Y en aquel momento decid{
dejar el camino hacia la ingenieria y emprender uno completamente nuevo y, quiza
ahora sf, uno propio.

En 1975 ingresé a la Facultad de Ciencias de la UNAM para estudiar la carrera de fisica.
Ahf tuve oportunidad de ver cdmo, casi todos mis compafieros hablaban con mucha
propiedad y facilidad acerca de los conceptos de la fisica. Ah{ entend{ por primera
vez el significado de la palabra vocacion. El primer amigo que tuve en la facultad fue
Ernesto Rivera, quien podia resolver con un ingenio enorme todos los problemas que
nos dejaban en el curso de fisica general del primer semestre. Un dia lo pasé el profesor
al pizarrén para que nos explicara a todos cémo es que €l habia conseguido resolver
cierto problema de gravitacion. Ernesto escribi6 con soltura y rapidez sobre el pizarrén
y al cabo de muy poco tiempo el maestro lo detuvo diciéndole ;momento que soy lento!
Ernesto era sin duda brillante y talentoso, pero estuvo menos de un afio en la Facultad
de Ciencias; consiguié una beca y prefiri6 irse a estudiar a Alemania.

Una aptitud semejante la encontré en otro amigo entrafiable: Gustavo Espinosa. En el
segundo semestre de la carrera llevamos un curso de mecdnica cldsica donde debiamos
resolver problemas cada semana y €l podia bosquejar la solucién en su cabeza — jsin
tener la necesidad de escribir las ecuaciones! — mientras hilaba varias carambolas en la
mesa de billar que tenia en su casa. Yo me pasaba la mayor parte del tiempo sentado por
un lado de la mesa de billar, anotando lo que Gustavo decia acerca de la solucién de los
problemas. Para ello tenfa un cuaderno que en lugar de “Mecdnica” debia tener en la
portada el nombre de “Gustavo”; era el cuaderno que siempre llevaba a su casa cuando
él y yo “jugdbamos” billar. Tras tomar nota, yo trataba de llenar los detalles, resolver
las ecuaciones y poner todo en orden, pero lo impresionante era que los problemas
salfan como las carambolas: por donde Gustavo los vefa y como él decia que iban a
salir.

Afios més adelante, para mi gran fortuna fui admitido al doctorado en el departamento
de matemdticas de Harvard y ahi me encontré con muchos chicos como Ernesto y Gus-
tavo: con matemadtica dentro de su DNA, con gran habilidad para resolver problemas,
con mucho ingenio para demostrar proposiciones, con gran aplomo para sostener dis-
cusiones con los profesores, con una enorme capacidad para argumentar y exponer con
soltura sus ideas y con la claridad necesaria para transmitir las “imédgenes” formadas
en sus cerebros atin tratdndose de conceptos sumamente abstractos. {Si! jEn Harvard
habia muchos estudiantes que eran asi!

Hoy me digo a mi mismo que lo que tenfan en comtn todos ellos era que brillaban sus
rostros de emocién al hablar de fisica o de matematicas. Los problemas de tarea nunca
eran para padecerlos, no se sentian jamds agobiados por ellos, sino todo lo contrario:
los disfrutaban y gozaban al maximo. Por lo demds, pienso que casi todos (y la unica
razén por la que no digo fodos es por culpa de uno o dos virtuosos que “vi pasar’), eran
personas completamente normales. Por ejemplo, los amigos que mencioné tenian y pa-



54 La matematica es un oficio que todos podemos aprender

decian problemas personales normales, dirfa yo, de los que todos tenemos; provenian
de familias mds o menos comunes y corrientes para los estdndares de los estudiantes
universitarios; eran gente igual a toda la gente y lo inico que sucedié en el caso de cada
uno de ellos fue que desde antes de ingresar a la facultad ya habian leido, estudiado,
practicado, indagado, etc., acerca de algunos temas de matematicas y fisica. ;jPor qué
tenian este cimulo de experiencias previas? Quiza sélo porque les gustd, lo reconocie-
ron para si mismos y tuvieron la voluntad de estudiar y aprender antes que esperar a
entrar a una facultad. Lo hicieron quiza desde que eran nifios y conjeturo que la carac-
teristica comun y fundamental fue que nunca eludieron el desafio que les imponia ver
un problema sin intentar, por ellos mismos, darle solucién.

(Pero no es acaso esto muy similar a lo que sucede con los chicos que estudian musica
o pintura? Hay padres que llevan a sus hijos a tomar clases de piano desde que éstos
son muy pequefios. Y entonces, el ejecutar una obra al piano, el desarrollar gusto y sen-
sibilidad por la musica, el aprender a leer las notas, etc., son habilidades que, por haber
sido estimuladas intensamente con método y disciplina desde una edad temprana, se
manifiestan mds adelante ante los ojos de quienes no tuvieron este tipo de formacién
como un falento especial. {Cudntos nifios tienen la oportunidad de tomar clases de
musica? (piénsese también en las clases de inglés y de natacion, que tienen tanta popu-
laridad). Y a manera de contraste, /cudntos nifios tienen una estimulacién temprana en
las ciencias y cudndo ha sido ésta fomentada por sus padres? Hace muchos afios conoci
a un nifio que me decia con mucha desesperacién y frustracién que €l no entendia por
qué a sus padres no les gustaba que él aprendiera cosas interesantes, a lo que yo le
pregunté: ;por qué piensas que ellos no quieren que tii aprendas cosas interesantes?
y su respuesta fue que porque a él le gustaba pedir como regalo de cumpleaiios, o de
navidad, libros; en particular, jlibros de paleontologia, de aviones, de astronomia! y
que lo que le decian sus padres era: ;para qué quieres tener tantos libros?
Afortunadamente, la voluntad del nifio fue lo suficientemente grande para conseguir
satisfacer su deseo de aprender y de leer los libros que queria leer. Sin embargo, no
puedo dejar de notar la gran diferencia que hay entre este niflo, que muy bien pudo
haber sido el hijo de Homer Simpson y, digamos, Richard Feynman (Premio Nobel
de fisica en 1965), quien en una entrevista que concedid para la televisién publica de
Estados Unidos al inicio de la década de los ochenta, conté que su padre le lefa muchos
libros de ciencias desde que €l era muy pequefio y que ademads lo hizo con gran sabi-
duria porque le ensefié a comparar unas cosas con otras y a entender el significado de
los niimeros. El ejemplo que daba era que cuando su padre lefa de un libro que el Tira-
nosaurio Rex media hasta seis metros de altura, éste hacia una pausa y le preguntaba a
su hijo: ;Sabes lo que esto significa? Significa que si el animal estuviera parado aqui
en el jardin y te asomaras por esta ventana del segundo piso, tendrias atin que voltear
un poco mds hacia arriba tu cabeza para ver hasta donde llega y comprobarias que su
cabeza estaria un poco mds arriba que la chimenea. Hasta donde recuerdo de aquella
entrevista y hasta donde recuerdo de su libro (Surely you're joking Mr. Feynman!), él
no menciona haber tomado clases de piano, ni de natacion, ni de pintura. Sélo recuerdo
haberlo visto en la televisién hablar muy emocionado de ciencias y de las cosas que su
padre le ensefi6 respecto a ellas. Con estos antecedentes, ;nos puede sorprender mucho
que Feynman haya recibido el Premio Nobel de fisica?
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Imaginemos una fiesta de jovenes bachilleres: hay misica muy bailable, ruido, risas,
relajo y buen ambiente. Por alld en un rincén hay un chico que se ve un poco timido
frente a una linda muchacha que comienza a hacerle plética: ;Y a ti qué materia te
gustamds? —pregunta la chica y él responde: Matemditicas,... (no debe costarnos trabajo
imaginar el brillo en sus ojos al responder). ;Uy! jHas de ser un geniecito! ;No? Y
;qué quieres estudiar después? —;Matemadticas! responde nuevamente él. ;Qué padre!
dice la chica con un tono que marca de facto el fin de la conversacién. Interviene un
gran silencio (el tipico silencio después del tipico tono de exclamacién) y la chica
dice: Bueno, yo quiero bailar ;Nos vemos después! ;jeh? y se va a buscar con quien
bailar aunque en realidad parece huir. Esta historia es tipica. Es muy posible que al
chico le gustara bailar y que s6lo estuviera esperando una oportunidad para hacerlo.
El habria bailado gustoso con ella, pero la conversacién tomé demasiado pronto un
rumbo muy escabroso. Podian haber platicado de muchas otras cosas, pero,... ;/Por qué
es tan complicado continuar una conversacidon que ha empezado asi? ;jPor qué es tan
raro que a alguien le gusten las matematicas? ;A uno le pueden gustar y no saber nada
de ellas! Es como cuando nos gusta la musica y no sabemos gran cosa de musica.
No es dificil imaginar que, en la misma fiesta, la chica que abandoné en el rincén al
“matematiquito”, se incorpore a un grupo donde alguien habla sobre la discografia de
un grupo de rock muy popular y de pronto alguien mds hace el comentario de que la
pieza fulana estaba inspirada en uno de los conciertos de Brandemburgo de J. S. Bach.
Y entonces la plitica se orienta hacia Bach y luego hacia la mdsica cldsica y alguien en
el grupo puede decir que la musica cldsica le fascina; que siempre trae sintonizada la
estacion de radio de musica cldsica en su automévil. ;Por qué no podemos hablar igual
—con la misma soltura y con la misma ligereza— acerca de las matemadticas? ;Cudl
serfa una manifestacion andloga en el contexto de la fiesta que imaginamos? Quiza
que justo cuando la chica hizo la pregunta ;Y a ti, que materia te gusta mds?, y se
oyera por respuesta las matemdticas, alguien que pasara cerca dijera con emocion:
jAh! a mi también me encantan las matemdticas. Yo siempre compro la revista “Muy
Interesante” solo para leer la seccion “el rincon del teorema”.

En la misma fiesta podemos imaginar a otro grupo de chicos y chicas hojeando un
libro con fotografds del Louvre con el que se toparon en un librero de la casa. Y al
mirar las fotograffas de un libro asi estdn a la merced de sus sentidos; como al leer
un poema. ;,Cémo al mirar las ecuaciones de un libro de matemdticas? Hay pinturas
que nos conmueven; hay poemas que nos emocionan y hay simbolos matematicos y
ecuaciones que nos seducen e invitan a entender de lo que tratan.

Dentro de la matemdtica hay varios géneros: dlgebra, andlisis, geometria computacion,
estadistica, etc. Al hojear (y ojear) un libro de mateméticas uno puede sentirse atraido
o repelido por la sola apariencia de las ecuaciones que en él se encuentran. Muchas
veces he tenido alumnos que no tienen muy claro cudl de varios temas les gusta mds
como para embarcarse en la aventura de escribir una tesis de licenciatura y lo que hago
es “recetarles” una lista de varios libros con la “prescripcion” de que los hojeen y se
dejen seducir o distanciar por la sola apariencia de las ecuaciones: ;con qué clase de
ecuaciones quieren estar trabajando? —les pregunto. Y hasta he recomendado literal-
mente mirar esos libros como si fueran libros de arte. Lo que intento con ello es apelar
aun cierto gusto y a una cierta preferencia que después de muy poco tiempo si se desa-
rrolla en un aprendiz de la matemadtica (jcomo en un aprendiz de lo que sea!). ;Podria
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ser comparable —en cuanto a sensualidad— a los gustos y preferencias que una persona
podria sentir respecto a ciertas caracteristicas de otra para buscar compaiiia, para hacer
el amor, para compartir una vida? En realidad lo que busco con esa prescripcion es que
los alumnos sientan el “flechazo”.

Aunque tratemos de ver las cosas con ldgica, con rigor, con método, con objetividad
y aunque le tratemos de dar una demostracion a todas nuestras proposiciones, los ma-
temadticos también tenemos intuicidn, sensaciones y corazonadas. Tenemos un corazén
que se puede romper, un corazén que a menudo no entiende las razones de la razon.
Con toda la l6gica y el rigor del mundo, el corazén nos puede explotar para destrozarse
en mil pedazos cuando ya no le cabe ni una sola gota mds de tristeza, o descocierto,
o afliccion; o puede latir con profunda emocién cuando alguien lo acaricia con bellas
palabras, con sentimientos profundos y conmovedores. Sus fibras pueden vibrar y re-
sonar en armonia cuando puede hablar con alguien que habla el mismo lenguaje. Por
ejemplo, cuando habla de amor, o cuando habla de matemdticas. Cierto! Son tipos de
vibracién muy distintos, pero son vibraciones bellas. Es como cuando se emocionan
hasta el éxtasis un saxofonista, un flautista, un baterista y un pianista al improvisar
juntos y abundar sobre un tema o idea musical; es como cuando en una tertulia litera-
ria nuestros amigos lloran, rien y se emocionan mientras leen los cuentos, o poemas,
o fragmentos de ensayos y novelas que han escrito. El comtin denominador es que
en estas situaciones se habla, se entiende y se pueden comunicar ideas con un mismo
lenguaje.

En la matematica hay alfabetos y reglas gramaticales que se pueden aprender. El cono-
cimiento del lenguaje persigue un fin: dominar la comunicacién y ésto, en si representa
la solucién a muchos problemas inmediatos, entre otras cosas, porque sabremos “pedir
lo que necesitamos”. En el amor se aprende a pedir lo que se necesita, en la ejecucién
musical se aprende a pedir la primera voz, en la poesia se aprende a comunicar una
idea o una emocion, en la matemadtica se aprende a pedir o a dar una demostracion.
Pero hay otros usos para el lenguaje. Quiza el ejemplo con el que estemos mds fami-
liarizados sea el del lenguaje escrito: af existe la poesia. La poesia inventa, compone,
impacta nuestros sentidos y nos produce emociones. La poesia crea un mundo que es
tangible s6lo desde dentro del universo poético que ella misma ha generado. ;| No es
acaso como la matemadtica? La matematica también inventa, compone e impresiona y
muchas de sus realidades son tangibles s6lo desde dentro de un universo ad hoc. Ante
esta comparacion se puede argumentar que la matemadtica estd sujeta a una estructura
muy rigida y que sus razonamientos estdn soldados a una estructura inamovible, pe-
ro ;acaso no se puede decir lo mismo de la poesia? La poesia misma, con todo y su
frescura y su libertad, también tiene estructuras, también obedece a sus “propias leyes”
(eg, not law at all!), también tiene una historia y una teoria —como la tienen la musica,
la pintura y la carpinteria.

Los mateméticos han usado la l6gica como la infraestructura principal que subyace a
todas sus teorias. Pero incluso la 16gica misma ha sido estudiada desde el punto de vista
riguroso de la matemadtica. Los matemadticos se han dado cuenta de que existen “otras
l6gicas”, de la misma manera que en el siglo pasado se reconocié que eran posibles
“otras geometrias” diferentes a la de Euclides. ;Cémo explicarle al no versado qué
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quiere decir que hay “otras l6gicas”? {Hay que darle un ejemplo concreto! Y lo que se
viene a la mente es sefialar una de las diferencias fundamentales entre una légica y la
otra: en la logica a la que estamos acostumbrados, se pueden distribuir los conectivos
Yy o, como en la siguiente proposicion:

Ay(BoC)=(AyB)o(AyC)

Esto dice que, l6gicamente, la proposicion del lado izquierdo es la misma que la del
lado derecho. Por ejemplo:

Salud y (Dinero o Amor) = (Salud y Dinero) o (Salud y Amor)

Sin embargo, las reglas de la l6gica cudntica no permiten, en general, establecer una
equivalencia entre estas dos proposiciones y sélo se puede afirmar lo siguiente: si Dine-
ro implica Salud, o si Amor implica Salud, entonces las proposiciones “Saludy (Dinero
o0 Amor)” 'y “(Saludy Dinero) o (Salud'y Amor)” son logicamente equivalentes.

Nos preguntamos si, entonces, apreciar estas exquisiteces es semejante a apreciar la
poesia o la musica, o la pintura. Imaginemos a un musico que va “leyendo” la partitura
de una sinfonia al tiempo que va escuchando una grabacién de la misma. Y detiene
la cinta en algin pasaje que le conmueve muchisimo y lo repite...y lo repite...;no
es como cuando leemos un poema y volvemos a leer y cada vez parece que entende-
mos mejor el mensaje del poeta? ;no es como cuando regresamos sobre las lineas de
la demostracién en un teorema? jCasi nunca leemos poesia ni matematicas “de corri-
dito”! De manera semejante, ir a una conferencia de matemadticas podria ser como ir
a un concierto. Podriamos no toser ni interrumpir. Podriamos sélo escuchar aténitos,
emocionados, pero cuiddndonos de no hacer preguntas sino hasta el final porque asi lo
pidi6 el conferencista. Pero hay conferencias que, al contrario, piden ser interrumpidas
y admiten una interaccién mds inmediata. Es claro que interactuar directamente con el
conferenciante, en la analogia del concierto, serfa como detener al director para que
repita un trozo de la ejecucion y volver a entender o a apreciar los que hay en el fondo
de un pasaje de la sinfonia que interpreta. La misica nos fluird en un concierto, pero
no asi si la estamos trabajando o si estamos sintiendo su estructura desde la plataforma
de un compositor o de un critico. Lo mismo sucede cuando estamos tratando de enten-
der las emociones y sentimientos que nos trata de comunicar un poeta cuando leemos
poesia,...y lo mismo es cierto al hacer el amor cuando entregamos y recibimos ese
amor en la més delicada y sublime armonia Y es que cuando la interaccion es intensa
y uno estd metido de lleno en ella, cuando uno quiere entender, apreciar, componer,
aportar, etc., la obra debe detenerse, el pasaje debe repetirse, debe repasarse. ..y hay
pasajes donde se puede dejar fluir y uno puede sélo sentir y emocionarse libremente.
Y hay otros donde nuestra aportacidn es importante para entender, para sentir mejor,
para apreciar mejor y hay entonces un éxtasis, como al leer un poema, al escuchar un
pasaje musical, al sentirse conmovido por tanto amor y ;por qué no? al ver finalmente
demostrado un teorema tras el que hemos ido durante una buena parte de nuestra vida.

(Y cémo fue que Usted llegé a Harvard? me pregunt6 un chico de preparatoria en
una de las conferencias que mencioné. Y después de que algunos de sus compaiieros
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presentes exclamaron —jen avién!— y tuvimos un espacio para reifrnos un poco, con-
testé que por una gran fortuna. Es cierto: durante mis estudios de licenciatura en fisica
siempre me sent{ muy obligado a no dejar de estudiar intensamente porque desde que
ingresé a la facultad me di cuenta de mi enorme desventaja en cuanto a aptitudes se
refiere. Honestamente, queria estar a la altura de mis amigos. No estar en ese nivel me
parecia simplemente, no estar haciéndolo bien. Debo reconocer que mi desempefio en
mis primeros examenes de la facultad, sobre todo los de los cursos elementales de ma-
temadticas, evidenciaba un entendimiento bastante mediocre de los conceptos. En los
primeros semestres de la carrera, en el primer examen de cada curso, casi siempre salia
muy mal. Lo que si sucedia después era que trataba de superarlo y al final siempre
conseguia salir del curso con una buena calificacién. Conforme fui avanzando en la
licenciatura, fui desarrollando gusto por la teoria de la relatividad y fui aprendiendo
todo lo que podia para entenderla mejor. Mis intereses se orientaron entonces hacia la
geometria diferencial con el unico propdsito de comprender la teoria relativista de la
gravitacion. Tuve dos profesores cuyos cursos de geometria diferencial me marcaron
fuertemente: Charles Boyer y Héctor Vdzquez Briones. Hubo también dos libros muy
importantes en esta historia con los que yo me ayudaba y aprendia las lecciones de
geometria diferencial: Advanced Calculus de L. Loomis y S. Sternberg y Lectures on
Differential Geometry de S. Sternberg, ambos escritos por profesores del departamento
de matemadticas de Harvard. Hacia el final de la licenciatura yo no sofiaba siquiera que
algtin dia estarfa cursando andlisis funcional con Lynn Loomis, ni que estaria escribien-
do una tesis doctoral bajo la supervisiéon de Shlomo Sternberg. Lo tinico que me pasaba
por la cabeza entre 1978 y 1979 era aprender geometria diferencial para comprender
la gravitacién y tratar de conectarme cuanto antes con Jerzy Plebanski quien era, en
ese momento, uno de los personajes mds famosos con quien uno podia doctorarse en
México fructiferamente dentro del singular tema. En este estado conclui la licenciatura
en fisica escribiendo una tesis de geometria diferencial (dirigida por Charles Boyer) y
me inscribi casi inmediatamente a la maestria en fisica. Para entonces, yo ya habfa lle-
vado mds cursos de geometria diferencial y de relatividad con J. Plebanski y me habia
convencido de que tenfa que reforzar mi preparacién matemadtica. En algiin momento
me cruzd por la cabeza la idea de estudiar un doctorado en matematicas, pero sélo para
ser después un fisico tedrico “mejor preparado”. Escribi a Harvard y seguramente las
cartas de recomendacién que escribieron mis profesores fueron generosisimas porque
resulté admitido sin problemas. Mi llegada a Harvard fue como tenia que ser: arrogante.
Llegué comiéndome al mundo y pensando que lo que vendria por delante seria “cuesta
abajo” porque ya tenia bajo el brazo un doctorado en fisica casi concluido. ;Qué resis-
tencia podian ofrecerme los matematicos? jToda la resistencia del mundo! como no me
costd trabajo comprobar al cabo de la primera semana de clases. Por un lado, casi todos
los estudiantes que uno se encuentra por ahi han sido durante algiin tiempo “el estu-
diante nimero uno” en las escuelas de las que provienen. Es claro que en un salén con
veinticuatro estudiantes de éstos, uno de ellos tendria que ser el nimero veinticuatro y
que eso no seria facil. Yo de plano fui el cabis durante mucho tiempo. Era evidente que
me habia hecho falta cursar las materias basicas de mateméticas de la licenciatura con
el espiritu de un matemadtico y no con el de un fisico para haber podido tener un mejor
desempeiio al llegar a Harvard. Y es que a veces, los “argumentos fisicos que uno pue-
de usar para evidenciar alguna afirmacién de la fisica tedrica, no se parecen en nada
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a las demostraciones que los matemadticos estan acostumbrados a dar a sus teoremas.
Mis “demostraciones” rdpidamente me pusieron en evidencia en el curso de dlgebra al
que me inscribi en el primer semestre en calidad de aspirante al doctorado y después
de mi segunda tarea, el profesor me sugirié que mejor me inscribiera al curso bésico
de dlgebra (jel curso para los undergraduates!) porque el suyo obviamente me estaba
quedando grande. O sea que no sélo estaba siendo el cabis de mi clase, sino que de
plano me cortaban por incapaz, arrojandome al curso elemental. Ese fue mi welcome
to Harvard, my friend! El golpe al orgullo fue duro otra vez, pero hoy me siento muy
contento por haberme sabido tomar la leccién con humildad, por haber reconocido que
me faltaban las buenas bases y que éstas uno las puede aprender. Creo que lo mds afor-
tunado de aquellos dés dificiles en los que perdi tan de golpe mis asumidas seguridad
y confianza fue: 1) haber asistido al curso de los undergraduates aceptando que ése era
precisamente mi nivel y que tenia que aprender “desde cero” y 2) haber estado con mi
esposa Tatiana quien, en los momentos en los que yo mds me desesperaba y me cues-
tionaba seriamente qué demonios estaba haciendo alli, ella estuvo alli para recordarme
los argumentos y motivos correctos y no dejarme claudicar. Hacia la segunda mitad del
segundo afio, habiendo aprobado los muy temidos exdmenes generales, hablé con el
buen Shlomo para que me dirigiera una tesis y a partir del momento en el que él me dio
su si, acepto! conoci facetas de mi mismo que yo ni sospechaba que existieran y conoc{
también los encantos y frustraciones de la investigacion cientifica. Y otra vez, hoy, me
siento muy afortunado de haber sido conducido a lo largo de mi trabajo de tesis docto-
ral por un personaje como S. Sternberg. Sin duda fue duro en su momento aguantarle
el paso, pero estoy convencido de que él, mds que nadie, fue quien me formé como ma-
tematico, ademds de que siempre me traté como a un colaborador, él me ensefi6 con su
ejemplo a confiar en mi trabajo. Discutiamos a todas horas; nos desesperdbamos juntos
cuando los resultados no salian. Un dia, cuando recién comenzaba a trabajar bajo su
direccidn, nos encontrdbamos “prendidos de la grefia frente a un pizarron reconociendo
que no estdbamos entendiendo lo que estdbamos viendo al tiempo que pasaba por ah{
Don Raoul Bott y preguntd que qué nos pasaba. Sternberg le contestd algo del estilo we
don’t understand this shit!, a 1o que Don Raoul observé: if your student can’t help you,
who can?. A partir de ese momento supe que se esperaba mucho mas de mi y en verdad
siento que encaminé mi esfuerzo a satisfacer las demandas de mi asesor. Ciertamente
siempre me senti con la responsabilidad de darle respuesta a sus preguntas y de avan-
zar en la direccion en la que él sugeria avanzar. En el proceso aprendi que uno puede
hacer célculos complicados, conjeturar resultados, ir tras ellos y sus demostraciones y
que después de algunas semanas y varios kilos de papel apilado (pero organizado), las
cosas pueden no ir bien y entonces hay que tirar todo ese papel y volver a empezar el
problema manera diferente. Cuesta mucho trabajo deshacerse de todo ese papel y la
razén es que esa puede ser la Gnica prueba tangible de que se ha trabajado duro, pero si
las cosas van mal, simplemente van mal y hay que volver por otro camino. La ciencia
es asi y en particular la matematica es asi.

Conforme han ido pasando los afios he ido apreciando mucho mads el trabajo que Sh-
lomo hizo conmigo como estudiante y le he agradecido infinitamente el haberme de-
jado conocer y sentir tan de cerca lo que hoy entiendo como la verdadera esencia del
quehacer cientifico en matemadticas. Hoy lo veo asi: el descubrimiento cientifico es un
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producto de la interaccién humana. Los matematicos, por ejemplo, llegan a conjeturar
sus resultados y teoremas luego de muchas discusiones, de horas en seminarios, de de-
mostraciones fallidas, etc., pero ante todo, lo verdaderamente importante en el camino
a un descubrimiento cientifico, por modesto que éste sea, es la comunicacion oral.

Los articulos donde se reportan los descubrimientos cientificos varian en estilo de cien-
cia a ciencia. En matemadticas la gran mayoria de los articulos son muy aridos. El “re-
portaje matemadtico” ha de ser riguroso y estricto. Idealmente no se debe “despeinar ni
un s6lo pelo” en ninguna demostracién. Pero entonces, con esta manera tan 16gica y
tan depurada de reportar un resultado se pierde el sabor de lo que gener? las ideas. Se
pierden también los andamios que se pusieron para soportar la estructura de las demos-
traciones. Se pierde mucho del estilo artesanal de la matemadtica y queda solamente al
final un edificio sélido pero sin adornos y sin vestigios de las motivaciones para haber
conducido la investigacion precisamente por el camino por el que se llevd. De ahi que
la metodologia del matemdtico descanse muy fuertemente en sus seminarios y en in-
vitar a dichos seminarios a los autores de los teoremas sobre los que estd descansando
su investigacion del momento. La razén fundamental es tener al fulano enfrente para
poderle preguntar ;por qué su articulo qued6 como quedo y por qué las demostraciones
han quedado como quedaron?

También es cierto que una parte importante del entendimiento matemadtico se consigue
estando a solas. Casi siempre la versién final de una demostracion se logra después de
comenzar a escribir con sumo cuidado todos los detalles y casi nunca queda perfecta-
mente “bien sellada” en los primeros intentos. Muchas veces hay que pulir mucho los
argumentos y limpiar con esmero los detalles. A pesar de que ya se esta casi seguro de
la validez del teorema, uno no se pone completamente feliz por la demostracién sino
s6lo hasta que de verdad la ha visto herméticamente cerrada y acabada.

Se puede caricaturizar al matemdtico como un tipo al que se le ve por los pasillos del
instituto o de la facultad caminando un poco cabizbajo. Si uno se le acerca a pregun-
tarle qué es lo que le aflije tanto, él responderd sencillamente que no termina de salir
la demostracién de su teorema. Pero un buen dia después de tantos seminarios y dis-
cusiones e intentos de limpiar las demostraciones, se va a la cama y no puede dormir
porque le comienza a revolotear una idea de cémo puede conseguir que la demostra-
cién funcione bien. Se levanta de la cama y aunque en la mayoria de estos casos la
idea era un espejismo, habrd una noche en la que si, todo funciona, todo sale bien, todo
se entiende perfectamente, todo cae por su propio peso en su lugar y se organiza casi
por si sola la estructura de la presentacidn final. El personaje se pone feliz y se siente
montado en la cima del universo. La adrenalina corre por su cuerpo y cada linfocito de
su ser se ve invadido por la droga del descubrimiento que acaba de hacer. Se olvida de
la hora que es. No tiene suefio, no tiene hambre y sélo tiene este impulso grande por
terminar de escribir en limpio todos los detalles del articulo. Ridiculamente se piensa
en ese momento que alguien puede adelantarse en el mundo con la demostracién. Se
pasa la noche en vela escribiendo el paper y como no puede esperar, se va a su ofici-
na a imprimir la versién final y lo deja, con el primer rayo de sol, dentro de un sobre
rotulado, sobre el escritorio de la secretaria, con una nota donde le pide enviarlo por
mensajeria cuanto antes y €l se va, entonces si, a dormir. Al dia siguiente se le vuelve a
ver preocupado y cabizbajo porque ahora anda en busca de un nuevo teorema qué de-
mostrar. Parecerfa como una vida un poco aburrida ante los ojos de quien no ha sentido
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esa droga de la “noche anterior”, pero una sola noche de esas al afio vale por todo el
afio para alimentar al espiritu del matematico que todos llevamos dentro.

Desde cierto punto de vista, la caricatura es mads o menos aplicable a casi todos los
matemadticos. Sin embargo, el matiz o “personalidad de los resultados” demostrados es
una cosa un poco aparte. No puedo dejar de mencionar que hay teoremas pesimistas
y teoremas optimistas. Hay teoremas importantes —normalmente contraejemplos— que
dicen: “no existe X alguno para el que...”, o “la construccién Y no se puede reali-
zar...”. Estos, me aventuro a catalogarlos como resultados pesimistas y casi siempre
reflejan un poco el caricter del matemadtico que los demostré o descubrid. También los
hay del tipo optimista que normalmente dicen: “para cada Z existe un dnico W tal
que...” Quizd cueste trabajo pensar que un articulo en matematicas presente matices
personales dentro de los cripticos enunciados de sus proposiciones y teoremas, pero
yo, mientras mds articulos veo, mas me convenzo de que se pueden decir muchas cosas
acerca de la personalidad del autor. Los hay osados, arrogantes, timidos, mojigatos, etc.
He aqui un ejemplo de una idea osada y optimista:

La supersimetria. El Lema de Schur dice que es imposible establecer una transforma-
cién lineal equivariante diferente de cero entre dos espacios vectoriales donde un grupo
actda irreduciblemente. En la fisica existen dos tipos muy diferentes de particulas ele-
mentales; los bosones y los fermiones. Cada tipo de particula elemental se entiende,
desde el punto de vista de la matemadtica, como un vector en un espacio donde el gru-
po de simetrias de la naturaleza actiia irreduciblemente. La idea de la supersimetria es
hacer posible la existencia de transformaciones distintas de cero, equivariantes, entre
espacios vectoriales distintos donde el grupo actia irreduciblemente. Luego, el esce-
nario donde estd planteado el lema de Schur resulta estrecho. El nuevo resultado podra
ser posible solamente sobre bases completamente distintas.

Cuando pensamos, parece ser que lo hacemos con palabras. Las palabras son mani-
festaciones de nuestras ideas y la matemadtica ha de transmitirse con palabras —las del
idioma que hablamos todos— y otras palabras mds: las del idioma matematico; éstas
son, las que tenemos que aprender para saber de qué objetos hablamos. Pero dado que
un tema central de este ensayo ha sido el de comunicar, quisiera terminar con un par
de reflexiones acerca de la comunicacion del pensamiento y en particular, este ensayo
entero podria juzgarse e iluminarse bajo la luz de los siguientes argumentos: si el pen-
samiento son palabras, uno puede valerse del lenguaje escrito para comunicarlo. Por
ejemplo, yo escribo para ordenar mis ideas —para “verlas” estdticas por un momento,
aunque éste sea pequeiiito—. Es como tomarles una fotograia. Pero las ideas se estdn
moviendo constantemente. Recuerdo que las fotos se llaman también “instantdneas” y
pienso que ese nombre describe y se apega mejor a lo que quiero decir: si escribo para
ordenar mis ideas, puede ser que éstas salgan en su forma “instantdnea”, pero puede
ser también que salgan “muy movidas”, que no se vean bien y hasta pierdan totalmente
su definicion. En este caso, he tratado de mover algunas ideas en forma helicoidal alre-
dedor de un eje central: ;cOmo motivar a los jovenes para que abran sus 0jos y que por
lo menos consideren dentro del abanico de sus alternativas, la posibilidad de estudiar
alguna carrera cientifica como la matemadtica? El propdsito era dar elementos de juicio
y fundamentar las posiciones de que ésto es un oficio muy comparable a muchos otros
y que se puede aprender y llegar lejos. Pero ahora, en las postrimerds de este escrito
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tampoco puedo dejar de mencionar que un propdsito mds ambicioso serfa tomar como
pretexto las preguntas iniciales (;qué hace un matematico?; ;qué significa dedicarse
a las matemadticas profesionalmente?; ;como describirfa un matemadtico su trabajo y
como lo compararia con otros trabajos?) y con base en ellas generar algo asi como
una declaracién de principios respecto a la propia profesion. Sin embargo, la tarea de
apuntar la brijula hacia la direccién ideal y darse argumentos y estrategias para avanzar
sobre el camino planeado es una tarea muy intima; es algo que cada uno debe hacer
para si mismo y puede no tener mucho sentido el esfuerzo de ponerse a escribir algo as{
para el publico a la luz de la pregunta ;por qué ha de hacerse publica una disertacién
sobre asuntos tan personales? Y como no tengo una respuesta razonable y sensata para
esta pregunta, prefiero dejar el ensayo en un nivel independiente del terreno idealista.
De hecho, desde hace unos dias me viene dando vueltas en la cabeza la idea de las
romdnticas lineas de Antonio Machado —en la cancién de Joan Manuel Serrat— “cami-
nante, jno hay camino! Se hace camino al andar...” y esta misma idea la he contra-
puesto al suerio imposible que dice: “con fe lo imposible sofiar,. . . buscar la verdad o el
error,. . . ese es mi ideal: la estrella alcanzar, no importa cudn lejos se pueda encontrar”.
Observo que la primera cancién nos invita un poco a vagar sin rumbo, a movernos en
cualquier direccién sin importar el final. La cancién es exquisitamente roméntica por-
que tiene mucho de verdad y de encanto. La segunda es el ideal. Es localizar la estrella
polar y orientar la brdjula hacia alld; es determinar cudl es la direccién dptima para
moverse y darse al propdsito de llegar al final de ese camino con la fe y la convicciéon
de que lo que hay al final es lo mejor.
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A continuacién presentamos las actividades programadas por el comité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matemadticas de noviembre de 2012 a enero de 2013.

Del 11 al 16 de noviembre en Guanajuato, Guanajuato
26° Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Del 9 al 15 de diciembre en Guanajuato, Guanajuato

Entrenamiento para los seleccionados nacionales.

Enero de 2013

Publicacién del décimo séptimo niimero de la revista “Tzaloa”.
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Apéndice

Criterios 1 (Criterios de divisibilidad) Un niimero entero es divisible,

entre 2, si el digito de las unidades es un niimero par.
entre 3, si la suma de sus digitos es divisible entre 3.

entre 4, si el niimero formado por los dos ultimos digitos (el de las unidades y el
de las decenas) es divisible entre 4.

entre b, si el digito de las unidades es 5 6 0.
entre 6, si es divisible entre 2 y 3.
entre 8, si el niimero formado por sus iltimos tres digitos es divisible entre 8.

entre 9, si la suma de sus digitos es divisible entre 9.

Definicion 2 (Congruencias) Dados dos niimeros enteros a, b, y un entero positivo m,
decimos que a es congruente con b médulo m, si a — b es miiltiplo de m. En este caso,
escribimos a = b (mod m).

Teorema 3 (Pequeiio teorema de Fermat) Si a es un entero y p es un niimero primo,
entonces aP = a (mod p). En particular, si p 1 a, entonces a?~! =1 (mod p).

Teorema 4 (Método de Induccion) El método de induccion se usa para demostrar
que una proposicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde ko es un
entero fijo. El método funciona de la siguiente manera:

1.
2.

3.

Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 5 (Suma de los angulos internos de un triangulo) La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 6 (Teorema de Pitagoras) En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 7 (Congruencia de triangulos) Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC' son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 8 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama ’lado-lado-lado’y lo denotamos
como LLL.

Criterio 9 (Criterio de congruencia LAL) Ur criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con dos lados correspondientes iguales y el
dngulo comprendido entre ellos igual, entonces son congruentes. A este criterio se le
llama ’lado-dngulo-lado’y lo denotamos como LAL.

Definiciéon 10 (Semejanza de tridngulos) Los tridngulos ABC' y A’B’C’ son seme-
Jjantes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir,

LABC = LA'B'C’

LACB = /A'C'B’

/BAC = /B'A'C’

y sus lados homaologos son proporcionales, esto es,

AB BC CA

A'B’ = B'C’ = C'A’ '
Criterio 11 (Criterio de semejanza AAA) Si dos pares de dngulos correspondientes
de los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes.
A esta relacion le llamamos dngulo-dngulo-dngulo y la denotamos como AAA.

Teorema 12 (Teorema de la bisectriz) Dado un tridngulo ABC' y un punto D sobre

; BD _ BA
el lado BC, se tiene que DE = 2c-

Teorema 13 (Medida del angulo inscrito) La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados, es decir, la
mitad del dngulo central que subtiende el mismo arco.

Definicion 14 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 15 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si'y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir,

/DAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
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