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Presentacion

Tzaloa' es la revista trimestral de la Olimpiada Mexicana de Mateméaticas (OMM). Su
publicacién es una iniciativa mds de la Sociedad Matemdtica Mexicana (SMM) pa-
ra contribuir al fortalecimiento del movimiento olimpico y su objetivo es brindar un
6rgano de difusién adecuado para satisfacer las necesidades de profesores y estudian-
tes de nivel medio superior, que cada afio se preparan y participan en los distintos
concursos de matemadticas que se realizan tanto dentro como fuera de nuestro pafs.

Aunque la seleccién de los articulos, problemas, soluciones, exdmenes y demds infor-
macién que presentamos se realiza pensando especialmente en la comunidad olimpica,
sus contenidos resultan también de interés para todo aquel que guste de hacer matemati-
cas. El enfoque centrado en los razonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin
formalismos excesivos y el uso de matemadtica simple, son algunas de las caracteristi-
cas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores, estudiantes y
en general, para cualquier aficionado a las matematicas.

Tzaloa, Afio 2013, Namero 2

La seleccién del material que preparamos para este segundo nimero del afio 2013
busca satisfacer las necesidades de nuestros lectores de todos los niveles. Es asi, que las
secciones Problemas de Prdctica'y Problemas de Entrenamiento estdn conformadas,
en su mayoria, con material clasificado en la categorfa intermedio. Se buscé que la
variedad de temas de estos problemas fuera equilibrada y esperamos haber cumplido
nuestra meta.

Bajo el titulo Contando con dos digitos, Marco Antonio Figueroa nos comparte un ex-
celente articulo donde trabaja con suficiente amplitud y un enfoque poco usual el tema
de los sistemas binarios. A través de sus paginas podremos recordar la estructura basica
de los sistemas posicionales y profundizaremos en las caracteristicas particulares de los

ITzaloa es un vocablo nahuatl cuyo significado es: aprender.
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sistemas binarios (base 2), incluyendo, entre otros, importantes resultados de divisibi-
lidad. Estamos seguros que muchos de nuestros lectores apreciaran este material, pues
es dificil conseguir bibliografia con el nivel y sobre todo, con el enfoque adecuado para
su aplicacion en la resolucion de problemas de olimpiada.

Con el fin de brindar un mayor apoyo a los estudiantes y profesores que participardn
en los concursos estatales de este afio 2013, incluimos el examen de la etapa semifinal
estatal que se aplicé el afio pasado, en el marco de la 26 OMM. Examen elaborado
por Maria Luisa Pérez y Miguel Raggi.

Ademads, como todos los afios, publicamos el examen completo con soluciones del
Concurso Nacional 2012. Al incio de la seccién correspondiente, incluimos los resul-
tados por estados de la reptblica y mencionamos los nombres de todos los ganadores.
Asimismo, publicamos algunas de las soluciones mds destacadas que se presentaron
durante el concurso.

Por tltimo, en el dmbito internacional presentamos el examen del concurso AMC 10
de este afio y el examen de la XXV Olimpiada de la Cuenca del Pacifico, asi como
el examen con soluciones correspondiente a la XXVII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas, concurso donde México obtuvo el sexto lugar.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Hace mds de 26 afios que la Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido gracias a la participacién de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboracién de muchos profesores quienes,
de manera espontdnea y altruista, han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza
y elevar la cultura matemadtica de nuestro pais. Motivados por el movimento olimpi-
co, en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio nacional, se han desarrollado
inumerables talleres de resolucion de problemas, donde estudiantes y profesores traba-
jan con el dnico afdn de incrementar sus capacidades para el razonamiento, el andlisis
y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jévenes con talento matemdtico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.



Presentacion vl

27* Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccién y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 27¢ Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 1994. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2013-2014 y, para el 1° de julio de 2014, no deberdn haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org

Para la primera etapa, los participantes deberén inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 27¢ Olimpiada Mexicana de Matemdticas se realizard del
24 al 30 de noviembre de 2013 en el estado de Hidalgo. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccidn de las delegaciones
que representardn a México en las distintas Olimpiadas Internacionales del afio 2014:
la XX VI Olimpiada Matemdtica de la Cuenca del Pacifico, que se llevard a cabo en
el mes de marzo; la XVI Olimpiada Matemdtica de Centroamérica y el Caribe, que
se celebrard en el mes de junio en Costa Rica; la 55 Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas, que se llevard a cabo en Sudafrica en el mes de julio, y la XXIX Olimpiada
Iberoamericana de Matematicas que se realizard en el mes de septiembre en Honduras.
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Contando con dos digitos

Por Marco Antonio Figueroa Ibarra

Nivel Intermedio

(Alguna vez te has preguntado por qué usamos diez digitos para escribir los nimeros?
(Se podran escribir usando mds o usando menos de diez digitos? Si es asi, ;por qué no
escribimos los nimeros con menos digitos? Asi nos tendriamos que aprender menos
digitos en la primaria.

Ciertamente se pueden escribir todos los nimeros con cualquier nimero de digitos
(a partir de dos digitos). Por ejemplo, el sistema de numeracién maya consistia en
escribir los nimeros del 0 al 19 (los cuales pueden ser considerados digitos) y con ellos
construfan su sistema de base 20 (inspirados en la astronomia, contaban con 18 meses
de 20 dfas y 5 dias sobrantes al afio). En este articulo nos enfocaremos principalmente
en un sistema de numeracién muy importante y util: el sistema binario, en el cual se
escriben los niimeros con los digitos 0 y 1 solamente. Una aplicacién muy importante
de este sistema numérico es que es usado por todas las computadoras. Es por ello que
las memorias USB, las memorias RAM y demds memorias de computadora vienen en
potencias de 2. ;O has visto alguna memoria USB de 3, 5 o 6 gigabytes?

Antes de comenzar, recordemos: jen qué consiste el sistema de numeracién decimal
que siempre utilizamos? El sistema de numeracién decimal consiste en un método de
nimeracion posicional tal que cada posicién vale 10 veces mas que la de su derecha.
Es decir, la posicion de las unidades vale 1, la posicion de las decenas vale 10, la de
las centenas vale 100, etc. En cada posicién ponemos un digito del 0 al 9 y con esto
podemos representar cualquier nimero usando sélo 10 digitos.

Notamos que no usamos nada en particular del nimero 10. Podemos hacer el mismo
planteamiento y numerar todos los nimeros con d digitos, donde d es cualquier entero
mayor que 1. El valor de cada posicién (contando de derecha a izquierda) estd dado por
la siguiente tabla.
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Posicién k 4 3 2 1
Valor AT .. P& d | d

Ya que tenemos los valores de las distintas posiciones, necesitamos tener d digitos
diferentes. Si d < 10, podemos usar los mismos digitos: 0, 1, 2,..., d — 1. Pero si
d > 10, podemos usar los 10 digitos que ya conocemos y agregar unos nuevos. Por
ejemplo, en base 16 es usual usar los diez digitos conocidos y las letras A, B, C, D, E
y F. En base dos es usual usar el 0 y el 1. Asi, un nimero n estd escrito en base dos
n = aiai-1ai-2 - -ajap si

n= ak2k + ak_12k‘l + ak_22k_2 + -0+ a121 + a020.
Donde cada a; es 0 o 1. Por ejemplo, el nimero 13 queda de la forma
13=1-22+1-22+0-2"+1-2°

por lo que su representacion en base dos es 1101, (a veces se agrega el sufijo dos para
distinguir la base: 1101,). Un buen ejercicio es hacer la lista de los nimeros del 1 al 32
en base dos. Nota que, de la misma manera que en base 10 un nimero es miltiplo de
10 si y sélo si termina en 0, un nimero escrito en base 2 serd par si y sélo si termina
en 0. ;Cémo se verdn los multiplos de 4 y de 8 en base dos? ;Cémo se verdn los que
dejan residuo 2 al ser divididos entre 4? jEs muy facil deducirlo al tener la lista de los
primeros nimeros en base dos!

(Has notado que en algunos aparatos electrénicos como computadoras o celulares, el
botén de encendido tiene un dibujo formado por un circulo con un palito dentro de é1?
Ese simbolo es una aplicacién muy sencilla del sistema binario, el cual representa un
1 dentro de un 0. El O indica apagado y el 1 indica encendido. Asi, dicho botén sirve
para cambiar de apagado a encendido y viceversa.

Como convertir a base dos

Para comprender bien qué es el sistema binario es necesario saber como podemos pasar
de un niimero escrito en binario al mismo ndmero en decimal y viceversa.

Para convertir un nimero binario a decimal, digamos el n = 1011001, primero notamos
que tiene siete digitos. Asi, las posiciones valen 64, 32, 16, §, 4,2 y 1 y el nimero
buscado es

1-64+0-32+1-16+1-84+0-4+0-2+1-1=64+16+8+1 = 89.

Por otro lado, para convertir un nimero escrito en base diez a base dos hay dos ma-
neras muy sencillas de hacerlo. Vedmoslo con el mismo ejemplo, n = 89. Primero lo
dividimos entre 2:

89 =2(44)+1

obteniendo 44 de cociente y 1 de residuo. Como 2(44) es par, su representacion binaria
termina en 0. Luego, la representacion binaria de 89 = 2(44) + 1 debe terminar en 1.
iHemos encontrado el primer digito de n! Ahora, el nlimero 44, al ser escrito en binario,
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es el mismo que el 89 en binario pero sin el el digito de la derecha. As{, podemos volver
a dividir entre 2 para encontrar el siguiente digito.

89 = 2(2(22) + 0) + 1 = 22(22) + (0)2" + (1)2°

Luego, la representacién binaria de 89 debe terminar en 01 y tenemos que continuar
con el 22. Asi, llegamos a

89 = 202(22)+0)+1
= 202Q(11)+0)+0) + 1
= 22Q2Q2G)+1)+0)+0)+ 1
= 2222C2Q)+ D+ 1D +0)+0)+1
= 20222221 +0)+ 1) +1)+0)+0)+ 1.

Luego, la representacion binaria de 89 es 1011001,. Para ello s6lo usamos algunas
divisiones entre 2.

Otra forma de obtener la representacion binaria de un nimero es usando el siguiente
resultado: dado que, en la representacién en base dos sélo se usan los digitos Oy 1;y
que cada posicion es una potencia distinta de 2, obtenemos que todo niimero tiene una
unica representacién como suma de potencias distintas de 2. Asi, escribiremos al 89
como suma de potencias de 2. La mds grande que no se pasa es 64 y la consideraremos
(es féacil ver que si no la usamos, no alcanzaremos el nimero deseado) y tenemos que
89 = 64425, luego, la potencia mds grande que no se pasade 25 es 16y 89 = 64+1649.
Luego, elegimos la potencia 8 y queda 1, que es potencia de 2. Con esto, obtenemos
que

64+16+8+1=204+244+23420
1-2640-2241-2*+1-2240-2240-2"+1-2°

89

Luego, la representacién de 89 en base dos es 1011001,.

Notemos que el nimero 89 tiene 7 digitos en base dos y sélo 2 digitos en base 10. Asi,
la numeracién binaria tiene su pro (s6lo me tengo que aprender dos digitos) y su contra
(los niimeros resultan grandes). Por otro lado, si uso mds de diez digitos, el pro serd que
los niimeros resultan pequefios y el contra serd que me tengo que aprender mds digitos.
Podemos pensar que el sistema decimal es algo intermedio entre estos dos extremos.
Al pensar en la representacion en base 2 del niimero 2 me acordé de un chiste: “hay 10
tipos de personas: las que saben contar en binario y las que no”.

Independientemente de la representacién en base dos, podemos demostrar que todo
nimero tiene una dnica representaciéon como suma de potencias de 2. Es parte del
siguiente

Teorema. Todo entero positivo n se puede escribir de manera tnica como suma de
potencias distintas de 2.



4 Contando con dos digitos

Demostracion. Primero demostremos que todo entero tiene al menos una representa-
cién como suma de potencias distintas de 2. Lo haremos con induccién, demostrando
que todo nimero del 1 al 2" — 1 se puede escribir como suma de potencias distintas de
2.

La base de induccién es n = 1. El 1 se puede escribir como suma de potencias de 2:
1 =2

La hipétesis de induccion nos dice que todo nimero entre 1 al 2" — 1 se puede escribir
como suma de potencias distintas de 2.

A partir de esto, tenemos que demostrar que todo niimero entre 2" y 2! — 1 se puede
escribir como suma de potencias distintas de 2. Ya sabemos escribir todos los nimeros
entre el 0 y el 2" — 1 como suma de potencias distinas de 2 y ninguna de estas potencias
es 2. Asi, si a cada una de estas representaciones le sumamos 2" obtenemos sumas de
potencias distintas de 2 para los ndmeros entre 2" y 2"*! —1. Esto concluye la induccién.
Abhora resta demostrar que la representacion es tnica. Esto se deja como ejercicio al
lector.

Contando con las manos

(Cudntos nimeros podemos contar con nuestras dos manos? Para muchos, la respuesta
natural es que podemos contar hasta el nimero 10. Pero en verdad, podemos contar
hasta el nimero 1023, y eso que comenzamos en 0. ;Cémo se logra esto?

Al contar del 0 al 10 con las manos lo hacemos pensando que cada uno de nuestros
diez dedos vale 1. Eso, si bien es sencillo, no resulta muy conveniente. Por ejemplo
hay muchas maneras de representar al nimero 2, pues hay (120) = 45 maneras de elegir
dos dedos de nuestras manos. Veamos si podemos darle valores que eviten representar
a un nimero de mas de una manera.

Comencemos con el primer dedo. Como queremos poder representar el nimero 1, ha-
remos que ese primer dedo valga 1. Ahora, si hacemos que el segundo dedo también
valga 1 ya podemos representar el nimero dos, levantando los dos primeros dedos.
Pero, por otro lado, ya tenemos dos representaciones para el nimero 1: levantar s6lo
el primero o levantar sélo el segundo dedo. Asi, estamos desperdiciando una repre-
sentacion. ;Qué tal si hacemos que el segundo dedo valga 2? Asi, con s6lo dos dedos
podemos representar cuatro nimeros: los nimeros del 0 al 3. Ya es ganancia, ;jno?
Continuemos el proceso. Es ficil ver que si el tercer dedo vale 1, 2 o 3 volvemos a tener
niimeros con mds de una representacion. Luego, intentamos darle el valor 4 y resulta
que si toma ese valor, podemos representar con sélo tres dedos, 8 ntimeros: del O al 7.
Notamos que el valor de cada dedo resulta una potencia de dos.

Seguimos esta construccion: el siguiente dedo vale 2° = 8, el siguiente 2* = 16 hasta
llegar a que el décimo dedo tiene que valer 2° = 512. Con ello, podemos representar
cualquier nimero entre el 0 y el 1023 con nuestros diez dedos.

jEsta representacion coincide con la numeracion binaria! Pues estamos usando el hecho
de que todos los nimeros tienen una tUnica representaciéon como suma de potencias
distintas de 2.

(Podremos lograr mds? jVeamos que no! Supongamos que le puedes dar valores a
los diez dedos de tal manera que con ellos puedas representar mas de 1024 nimeros.
(Cudntas maneras diferentes hay de elegir los dedos que vas a levantar? Como cada
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dedo puede estar levantado o no, y hay diez, hay exactamente 2!° = 1024 maneras
diferentes de elegir los dedos a levantar. Si logro representar mas de 1024 nimeros,
por el principio de las casillas, habrd dos nimeros con la misma representacion, jesto
contradice nuestra suposicién! Luego, la manera que habiamos elegido es 6ptima.

Numeros fraccionaros y divisibilidad

Ya hemos dicho que no tiene nada de especial el haber elegido el nimero 10 para nues-
tro sistema de numeracion. Asf que varios de los resultados que en base 10 tenemos,
deben conservarse en base 2. Por ejemplo el siguiente: un ndmero es racional si y s6lo
si su expansion decimal es finita o infinita periédica. Por ejemplo, el nimero 1.5 es
igual a 1.1 en base 2, el % esigual a 10.1010101010...y m es igual a

11.0010010000 1111110110 1010100010 0010000101 10100011 . ..

Por otro lado, las reglas de divisibilidad entre 2, 5, 9, 10 y 11 que resultan tan utiles
por lo sencillas que son, si usan que la base sea 10. En base dos, algunas reglas de
divisibilidad son:

= Un niimero en base 2 es multiplo de 2 si y s6lo si termina en 0.
= Un niimero en base 2 es miiltiplo de 4 si y sélo si termina en 00.

= Un niimero en base 2, digamos ayax—jax—; - - - ajag es multiplo de 3 si y sélo si 3
divideaay —ar_1 +axp — -+ + (—1)ka0.

Asf que la regla de divisibilidad por 3 en base 2 es exactamente la misma que la regla
de divisibilidad por 11 en el sistema decimal. De hecho la demostracién es exactamente
la misma.

Algunos ejercicios resueltos

Hay muchos problemas de olimpiada, tanto de teoria de nimeros como de combinato-
ria, que pueden resolverse considerando la representacion binaria de algiin niimero o
alguna idea similar. Presentamos algunos ejemplos resueltos al lector.

Ejemplo 1. Demuestra que entre cualesquiera n + 1 enteros del conjunto {1, 2, ...,2n}
existen dos nimeros, digamos a y b, tales que a divide a b.

Solucién. Escribamos cada uno de los enteros del conjunto {1,2,3, ..., 2n} en la forma
k = 2%y con x un entero no negativo e y un entero positivo impar (nota que el nimero
al ser escrito en binario termina en exactamente x Ceros).

Como y es un impar menor o igual a k, y tiene que ser un impar entre el 1 y el 2n — 1.
Luego, hay n posibles valores para y. Como tengo que elegir n+ 1 ntimeros del conjunto,
por el principio de las casillas, habra dos de ellos con la misma y. Es decir, dos de los
nimeros serdn 2%y e 2%y. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x < z de
donde 2*y divide a 2%y.

Ejemplo 2. Si escribimos en base dos todos los nimeros del 1 al 1023, inclusive.
(Cudntos unos usamos?
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Solucién. Primero notamos que la representacién binaria de 1023 es 1111111111, que
es el nimero mas grande que ocupa 10 digitos en binario. Luego, todos los nimeros
del 0 al 1023 se pueden escribir con exactamente 10 digitos, si permitimos que hayan
ceros a la izquierda cuando sean necesarios.

Por otro lado, cualquier combinacién de diez digitos, cada uno de ellos 1 o 0 nos dard
la representacién binaria de cada niimero entre 0 y 1023. Hay exactamente 2'° de estas
combinaciones y se usan 10-2'° digitos. Por simetrfa, debe haber la misma cantidad de
unos que de ceros (pues estdn consideradas todas las posibilidades). Luego, se usaron
5-2'% unos.

Ejemplo 3. Sea n un entero positivo y sea 2" la mdxima potencia de 2 que divide a n!.
Demuestra que el nimero de unos en la representacion binaria de n es n — m.

Solucién. Recordemos que el exponente de la médxima potencia de 2 que divide a n! es

n n n

PI>NI D
Si agap—1ax- . . . azaza; es la representacion binaria de n notamos que, por la férmula
de arriba, obtenemos que m es (en base dos)

m = apQai-10ax-2 ...azay + ayag-10k-2 ...az + -+ apaig—1 + ai.

Ahora, volviendo a decimal y agrupando las a;

m a7+ 23 1 1 2 g 2P 2 2+ a(20)
a2* Y+ a2 - D+ ' - D+ a;2° - 1)

((1,/(2"‘71 + ak,12k72 +o+ a2t + a120) —(ap+ap1+---+ay+ap)

n—m,

ya que la suma de los digitos en binario es exactamente el nimero de unos.

Ejemplo 4. Demuestra que es posible elegir 2k enteros del conjunto {0, 1,2,..., 3k—1}
tales que no haya tres de ellos en progresion aritmética.

Solucion. De la misma manera que en el Ejemplo 2, los niimeros 0, 1,2, ..., 3*—1 son
todos los que se pueden escribir con k digitos en base 3 si permitimos que haya ceros
a la izquierda cuando sea necesario. De entre todos ellos, elegiremos los que s6lo usan
los digitos 0 y 1. Como tenemos k posiciones, hay exactamente 2¢ de estos niimeros.
Veamos que no hay tres nimeros en progresion aritmética.

Tres nimeros a < b < ¢ estdn en progresion aritmética si ¢ — b = b — a, o equivalente-
mente, si a + ¢ = 2b. Veamos que esto no sucede entre los nimeros que elegimos.
Supongamos que hay tres nimeros de entre los que elegimos, a < b < c tales que
a + ¢ = 2b. Denotemos los tres nlimeros en binario

= arg-1...ax4q,
bibi_y ...baby,

CiCk-1...C2Cq.

S
|

)
I
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Como todos los digitos a;, b; son ceros o unos, al hacer la suma a + b en base tres, en
cada posicién la suma de los dos digitos no se pasa de 2 y la suma en base tres tendra
exactamente los digitos ay + by, ax—1 + by—1,...,a2 + by y a; + b;. Por otro lado, los
digitos de 2¢ son exactamente 2¢, 2¢-1, - . ., 2¢2 Y 2¢1, pues cada 2¢; es 0 o 2. Luego,
para cada i se tiene que a; + b; = 2¢;. Como a;, b; y ¢; s6lo pueden ser ceros o unos,
la dnica manera que esto suceda es que a; = b; = ¢;. Luego, a = b = ¢, lo cual es una
contradiccién y concluimos que no hay tres enteros en progresion aritmética entre los
2% nimeros elegidos.

Ejemplo 5 (IMO 2011). Sea n > 0 un entero. Se tiene una balanza y n pesas con pesos
20,21, 22, ..,2""!. Se van a poner cada una de las pesas sucesivamente en uno de los
dos platillos de tal manera que el de la derecha siempre pese mas. ;De cudntas maneras
se puede hacer esto?

Solucién. Sea A, el nimero que buscamos. Digamos que en algiin momento ya pusi-
mos la pesa que pesa 2° y al menos una mds. En ese momento, si ignoramos esa pesa
la diferencia entre los pesos de los platillos debe ser par positivo. Asi, es irrelevante
dénde esté 1a pesa que pesa 2°, pues si el platillo de la derecha pesa més sin considerar
la pesa que pesa 2°, seguird pesando mds si la ponemos en la derecha o en la izquierda.
Ahora, si ignoramos la pesa que pesa 2° obtenemos exactamente un acomodo valido
para n — 1 pesas (simplemente consideramos que cada pesa pese la mitad de lo que
pesa). Sabemos que eso se puede hacer de A,_; maneras. Ahora, la pesa que pesa 2°
puede ser puesta en cualquier momento, salvo que cuando se pone la primera pesa, no
podemos poner esta pesa en el platillo de la izquierda. Asi, hay 2n — 1 posibilidades
para poner esa pesa (1 poniéndola la primera vez y 2 en cada una de los siguientes
turnos).

Luego, A, = (2n—1)A,-;. Como A| = 1 y A, = 3, una sencilla induccién muestra que
A, es el producto de todos los impares desde 1 hasta 2n — 1.

A continuacién dejamos unos ejercicios para el lector.

Ejercicios

1. Escribe cada nimero del 1 al 32 en binario. ;Cémo sabemos si un nimero en
binario es multiplo de 4 u 8? ;Cémo son los que dejan residuo 2 al ser divididos
entre 47

2. Seana; <ap <---<aryb; < by <--- < bjenteros no negativos tales que
200 4 2% o 4 2% =200 4 2b2 gy 0l
Demuestraque k =y quea; = by, ap = by,...,a; = by.
3. Determina una funcién f : N — Rtalque f(1) =1y
1+ f (%) sinesimpar,

fn) =
1 +f(§) si n es par.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Encuentra los tltimos ocho digitos de la representaci6n binaria de 27'9%.

. Demuestra que para cualquier entero positivo n se cumple que

n+20 n+2! n+ 22 3
X + 7 + X +---=n.

. Martin tiene la lista de todos los nimeros de 25 digitos que se pueden formar

utilizando sélo los digitos 1,2,3 y 4 y que tienen la misma cantidad de digitos 1
que de digitos 2. Jorge tiene la lista de todos los nimeros de 50 digitos formados
por 25 digitos 1 y 25 digitos 2. Demuestra que la lista de Martin tiene la misma
cantidad de niimeros que la de Jorge.

. Demuestra que cada entero positivo se puede escribir como

ap-3"+a; -3 +ar- 3+ 3

para cierto entero positivo k, donde cada a; vale —1,0 0 1.

. Hay 2" soldados formados en fila, donde n es un entero positivo. Los soldados

se reacomodan en otra fila de la siguiente manera: Los soldados que estén en
posicién impar se van al frente de la fila, conservando su lugar entre ellos; los
soldados en posicion par se van al final de la fila, respetando los lugares entre
ellos. Por ejemplo, si hay ocho soldados formados a, b, c,d, e, f, g, h, después
del reacomodo obtenemos la fila a, c, e, g, b, d, f, h. Demuestra que después de n
reacomodos los soldados estardn formados como al inicio.

. Demuestra que existe un entero n tal que es multiplo de 2004 y al ser escrito en

base dos tiene exactamente 2004 ceros y 2004 unos.

(OMM, 2011) Una cuadricula con lados de longitudes (2" — 1) y (2" + 1) se
quiere dividir en rectdngulos ajenos con lados sobre lineas de la cuadricula y con
un nimero de cuadraditos de 1 X 1 dentro del rectdngulo igual a una potencia
de 2. Encuentra la menor cantidad de rectangulos en los que se puede dividir la
cuadricula. (Nota: El 1 es considerado una potencia de 2 pues 2° = 1.)

Demuestra que hay una infinidad de potencias de 2 de la forma [n V2].

Sea n un entero positivo. Determina la cantidad de niimeros que escritos en base
2 tienen exactamente 2n digitos y son tales que la suma de los digitos en las
posiciones pares es igual a la suma de los digitos de las posiciones impares.

La sucesion de Fibonacci se define por Fo = 0, F1 = 1y Fiyo = Fry1 + Fi
para todo n > 0. Demuestra que todo entero n se puede escribir como suma de
nimeros diferentes de Fibonacci tales que no hay dos de ellos consecutivos.

Comenzamos con el estado inicial (a,b) donde a y b son enteros positivos. A
partir de este estado incial se aplica el siguiente algoritmo siempre que a > 0.

= Si b > a cambiamos (a, b) por (2a, b — a).
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= En otro caso, cambiamos (a, b) por (a — b, 2D).

(Para qué estados iniciales el algoritmo termina? Si termina, jen cudntos pasos
termina? ;Qué sucede si a y b no son enteros?

15. Supén que f es una funcién definida en el conjunto de los enteros positivos tal
que f(2k) =2f(k)—1y f(2k+1) = 2f(k)+ 1. Si a es un entero positivo arbitrario
cuya representacion en base dos estd dada por a = a,a,-1 .. .a»a;ap, demuestra
que

f@)=by-2"+byy - 2"+ b2+ by,
donde
1 sia=1,
bi = {—1 si a; =0.
16. Sea f una funcién que a cada entero entre 0 y 2013 le asigna un nimero entero
no negativo tal que
f@m) = f(m),
fGm+1) = fGm)+1,
fBGm+2) = f(@Gm).
Si f(0) = 0, determina el valor mdximo que puede tomar f.
Bibliografia
1. Arthur Engel. Problem Solving Strategies. Springer-Verlag, 1998.
2. Titu Andreescu, Razvan Gelca. Mathematical Olympiad Challenges. Birkhiuser,
2000.
3. Titu Andreescu, Dorin Andrica, Zuming Feng. 104 Number Theory Problems:

From the Training of the USA IMO Team. Birkhduser, 2007.
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Problemas de practica

Para este segundo niimero del afio hemos incrementado un poco la dificultad de los pro-
blemas, sin embargo, la mayor parte del material sigue correspondiendo a la categoria
principiante. Otra diferencia con respecto al nimero anterior, es que abandonamos el
formato de opcion miiltiple, que se usa en las etapas inciales, para adoptar el forma-
to de pregunta abierta que caracteriza a las etapas mds avanzadas de los concursos
olimpicos.

Ahora, te invitamos a poner en practica todas tus habilidades y usar todos tus cono-
cimientos para encontrar la solucién de los 20 problemas de prictica de este nimero.
Aunque en la siguiente seccidn podrds encontrar las respuestas de todos ellos, te reco-
mendamos que no la consultes sino hasta después que hayas llegado por ti mismo a tu
propia solucién.

Problema 1. Un tridngulo tiene dos dngulos que miden 30° y 105°, y el lado entre ellos
mide 2 cm. ;Cudl es el perimetro del tridngulo?

Problema 2. Ana, Beto y Carmen juegan un juego en el que el perdedor tiene que
triplicar el dinero de los otros dos jugadores (el perdedor paga). Se jugaron tres rondas
y los perdedores sucesivos fueron Ana, Beto, y Carmen en ese orden. Si cada jugador
termind con $27, ;cudnto dinero tenia cada persona al inicio?

Problema 3. Sea n un nimero entero tal que 0 < n < 100. Diariamente, los precios
de las acciones de cierta empresa se incrementan o decrementan en n %. ;Existe algin
valor de n, tal que después de algunos dias, el precio de la accién vuelva a ser el
mismo?

Problema 4. Utilizando cada uno de los digitos 1,2,3,4,5,6,7,8y 9 una sola vez se
van a formar ndmeros primos cuya suma sea lo menor posible. Da todas las listas de
nimeros primos con esta propiedad.

Problema 5. ;En qué base (entera) el niimero 221 es un divisor de 1215?
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Problema 6. Una circunferencia C; con centro Oy, pasa por O,, que es el centro de
otra circunferencia C,. Desde el punto C, sobre Cj, trazamos las rectas tangentes a C,
y llamamos A y B a los puntos (distintos de C) donde estas rectas cortan de nuevo a C;.
Demuestra que AB es perpendicular a O;0;.

Problema 7. Encuentra todos los niimeros de la sucesién a, = 32! + 2"~! para n
entero positivo, que son cuadrados perfectos.

Problema 8. Si a, b y ¢ son niimeros reales tales que a® + b + ¢> = 1, demuestra que,

1
3 <ab+bc+ca<l.

Problema 9. Una cremeria dispone de 20 kilogramos de queso para la venta. Supon-
gamos que varios clientes hacen cola para comprar ese producto. Al terminar de des-
pachar a cada cliente, la encargada hace los célculos y anuncia la cantidad exacta de
personas a las que podrd surtir una porcidn de exactamente el mismo peso que el prome-
dio despachado por cliente hasta ese momento. ;Es posible que la encargada siempre
anuncie que resta el queso exacto para 10 clientes? y en este caso ;cudnto queso queda
después de despachar a los primeros 10 clientes?

Problema 10. Los puntos A, By C estan sobre el borde de un estanque circular, ubi-
cados de forma que B estd justo al oeste de C y ABC es un tridngulo equildtero de 86
metros de lado. Una persona parte nadando desde A en linea recta hacia B 'y después de
recorrer x metros da vuelta hacia el oeste y alcanza la orilla tras recorrer una distancia
de y metros. Suponiendo que tanto x como y son ambos enteros positivos, determina el
valor de y.

Problema 11. Decimos que dos nimeros de 10 digitos son vecinos si difieren en exac-
tamente uno de sus digitos (por ejemplo, 1234567890y 1234507890 son nimeros ve-
cinos). Encuentra la méxima cantidad de nimeros que puede tener un conjunto de
numeros de 10 digitos tal que no existan en él dos que sean vecinos.

Problema 12. Sean a, b y ¢ nimeros reales diferentes entre si y diferentes de O tales

que

1 1 1
a+—-—=b+—-—=c+-—.
b c a

Demuestra que |abc| = 1.

Problema 13. Sea ABC un tridngulo rectangulo en C y sean P, Q y R puntos sobre la
hipotenusa AB tales que AP = PQ = QR =RB = %. Demuestra que la interseccion M
(diferente de C) de los circuncirculos de los tridngulos APC y BRC es el punto medio
de COQ.

Problema 14. Encuentra todas las parejas (x, y) de nimeros enteros tales que

X +y3 = (x+y)2.
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Problema 15. En el inicio, las nueve casillas de un cuadrado de 3 X 3 contienen un
0. En cada paso, es posible elegir dos casillas que compartan un lado y sumarles 1 o
—1 a ambas. ;Serd posible llegar, después de algunos pasos, a tener los nueve nimeros
iguales a 27

Problema 16. Al inicio de un juego entre dos jugadores, se escribe en el pizarrén
el nimero 2013!. Los jugadores, por turno, deben escoger un nimero entero positivo
menor al del pizarrén y divisible por a lo mds 20 primos. El nimero escogido, se resta
del escrito en el pizarrdn, que entonces es reemplazado por la diferencia asi obtenida.
Gana el primer jugador que logre obtener 0 al término de su turno. ;Cudl de los dos
jugadores tiene una estrategia ganadora garantizada? En su caso, describela.

Problema 17. Sean ABC un tridngulo con drea S; y D, E y F los puntos medios de
BC, CA y AB, respectivamente. Sean U un punto dentro del tridngulo DEF;y G, H e
I las reflexiones de los puntos A, B'y C sobre el punto U, respectivamente. Demuestra
que el drea del hexdgono AIBGCH es 2S.

Problema 18. Para cada entero positivo n, sea d(n) su divisor impar mas grande. En-
cuentra la suma
d(1)+d2)+d3)+---+d(1024).

Problema 19. El piblico barajea un mazo de 36 cartas, mismo que estd formado por
4 grupos, de 9 cartas cada uno, con las figuras: espadas, oro, bastos y copas. El mago
va prediciendo, una por una, la figura de cada carta, comenzando con la que estd hasta
arriba del mazo, e inmediatamente después de hacer cada prediccion, ve la carta. El
disefio de la parte de atrds de las cartas es una flecha. Un asistente puede examinar todo
el mazo previamente y sin cambiar el orden, puede acomodar cada carta de manera
que la flecha de la parte trasera apunte hacia el mago o en sentido contrario, segiin
un sistema acordado previamente con el mago. Encuentra un sistema que garantice al
mago acertar la prediccién en por lo menos 19 de las 36 cartas del mazo. ;Se podra
disefiar un sistema para garantizar el acierto en por lo menos 20 ocasiones?

Problema 20. Doce chapulines estdn ubicados en 12 puntos distintos sobre una circun-
ferencia. Estos puntos dividen a la circunferencia en 12 arcos. Al sonido de la seiial,
los chapulines brincan simultdneamente, de forma que cada uno salta, en direccion de
las manecillas del reloj, desde el extremo de su arco al punto medio de este. A partir
de la nueva posicién, cuando vuelve a sonar la sefial, los chapulines vuelven a saltar
siguiendo el mismo patrén y asi sucesivamente continuardn saltando con cada sonido
de la sefial. ;Es posible que algtin chapulin regrese a su posicién original después de
12 saltos?
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Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion te presentamos las soluciones que hemos preparado para los 20 pro-
blemas de préctica que figuran en este nimero de tu revista. Date cuenta que para cada
problema se incluye la explicacidn que justifica su validez. Observa que, en todos los
casos, la argumentacion se basa en resultados conocidos y/o en razonamientos l6gicos
y que para ningin problema la solucién se presenta sin sustento.

Como siempre, las soluciones que presentamos no son necesariamente las tnicas y
probablemente tampoco son las mejores, por lo que es muy posible que ti hayas en-
contrado una solucién distinta pero igualmente vélida. Si este es el caso y no estds muy
seguro de su validez o simplemente la quieres compartir con nosotros te invitamos para
que nos escribas a revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Sea D el pie de la altura desde C. Como BCD es un tridngulo
que es la mitad de un equildtero, es facil ver que CD = 1cmy DB = V3 cm. Adems,
el trizngulo DCA es rectangulo e is6sceles. Luego, DA = 1 ¢cmy AC = V2cm. Por lo
tanto, el perimetro del tridngulo es 3 + V2 + V3 cm.

A

B 2cm c

Solucién del problema 2. Sean A, B, y C, las cantidades de dinero que tienen Ana,
Beto y Carmen después de la n-ésima ronda, respectivamente. Tenemos que A3 = B3 =
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Cs = 27. Entonces, Ay = & =9, B, = 3 =9y C; =27 + 18 + 18 = 63, de donde
Ay =2=3C=%=21yB =9+6+42 =57 Porlo tanto, By = 3 = 19,
Cy = % =7y A =3+38+ 14 = 55, lo que significa que Ana inici6 con $55, Beto
con $19 y Carmen con $7.

Soluciéon del problema 3. Supongamos que existe tal entero n y que el precio de la

accién es el mismo después de a incrementos y b caidas. Si x es el valor inicial de la
- L - b

accion, es facil ver que el valor final serd igual a (1 + ﬁ)a (1 - ﬁ) X.

Igualando este valor a x y multiplicando por 100“*> obtenemos que

(100 + n)*(100 — n)” = 100%*?.

Es claro que los tnicos divisores primos del lado derecho son 2 y 5, por lo tanto lo
mismo aplica para el lado izquierdo. Como 100 + n > 100y 100 — n < 200, veamos
cudntos nimeros entre 101 y 199 son divisibles tinicamente entre los nimeros primos
2y5.

= Latnica potencia de 2 entre 101 y 199 es 128.

= El tdnico nimero entre 101 y 199 que es igual a 5 veces una potencia de 2, es
5% 32 =160.

= No hay nimeros entre 101 y 199 que sean 25 veces una potencia de 2.
= El tinico nimero entre 101 y 199 que es multiplo de 125, es el mismo 125.

Por lo tanto, los valores posibles de n son 25, 28 y 60, de donde 100 —n = 75,72y
40, respectivamente. Como 75 y 72 son divisibles entre 3, no son soluciones vélidas. Si
n = 60, entonces 160°40” = 100“*”, pero esto no puede ser ya que la factorizacién en
primos del lado izquierdo tiene mas doses que cincos y la del lado derecho tiene igual
nimero de cincos que de doses. Por lo tanto, no existe ningtin valor de 0 < n < 100
para el cual se repitan los precios.

Solucion del problema 4. Una posible solucién es: 2,3,5,41,67 y 89, cuya suma es
207. Veamos que no podemos obtener una suma menor que esta. Notemos que los
digitos 4,6 y 8 no pueden ser digitos de las unidades de los primos. Luego, cada uno
de estos digitos contribuird con al menos 40, 60 y 80 a la suma final (esto, si aparecen
en las decenas; si aparecen en otro lugar, la suma seria mayor). Los otros 6 digitos
contribuirdn con al menos 1 + 2 +3 + 5+ 7 + 9 = 27 a la suma final (esto si aparecen
en las unidades; si aparecen en otro lugar, la suma serfa mayor). Luego, la menor suma
serd cuando 4,6 y 8 aparezcan en las decenas y los otros seis en las unidades. Como
el ejemplo de arriba cumple eso, 207 es la menor suma. Ahora sélo falta ver cudntas
opciones hay tales que 4, 6 y 8 son digitos de las decenas y todos los demds digitos son
de las unidades.

Entre los primos con dos digitos hay tres que comienzan con 4: 41, 43 y 47; dos que
comienzan con 6: 61 y 67; y dos que comienzan con 8: 83 y 89. Como 9 no es primo,
debe ser el digito de las unidades de uno de estos primos. Como el tinico que cumple
eso es el 89, debe ser uno de los primos. El 1 tampoco es primo, asi que tenemos que
tener al 41 o al 61. Veamos estos dos casos.
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1. Usamos al 41. Como ya fue usado el 1, tenemos que usar el 67 y queda la lista:
2,3,5,41,67y 89.

2. Usamos al 61. En este caso podemos usar tanto el 43 como el 47. Si usamos el
43 tenemos la lista 2, 5, 7, 43, 61 y 89. Si usamos el 47 obtenemos la lista 2, 3,
5,47,61y 89.

Luego, la menor suma es 207 y se logra con las tres listas ya descritas.

Solucién del problema 5. Denotemos por a a la base buscada. Luego, tenemos que
1215 escrito en base a es a® + 2a> + a + 5y 221 es 2a*> + 2a + 1. Es claro que a # 1.
Como 242 + 2a + 1 debe ser divisor de @ + 2a% + a + 5, también 2a% + 2a + 1 debe ser
divisor de 2a? +4a* +2a + 10. Entonces, al dividir 2a> + 4a® + 2a + 10 entre 2a* +2a + 1
el residuo debe ser 0. Dividiendo, obtenemos que

2a° +4a® +2a+ 10 = 2a> +2a + D(a+ 1) + (—a + 9).

Es fécil probar (ejercicio) que | —a +9| < 2a*+2a+1si a > 1. Luego, por el algoritmo
de la divisiénZ, —a+9 es el residuo de la divisién de 2a® +4a%+2a+10 entre 2a2 +2a+1.
Por lo tanto, —a +9 = 0y de aqui a = 9. Finalmente, es ficil ver que el nimero 221 en
base 9 es divisor de 1215 en base 9. Asi, la respuesta es 9.

Solucién del problema 6. Como CA y CB son tangentes a C», tenemos que LACO; =
/BCO;. Ademds, como el dngulo inscrito ZACO; y el dngulo central ZA0,0, com-
prenden el mismo arco, tenemos que ZA010, = 2LACO, = 2/BCO, = /B0, 0;.

D N\
3
! \
Ahora, si llamamos D al punto de intersecciéon de AB con O; 0, tenemos que OjA =
OBy O\D = 0Dy por el criterio de congruencia LAL, concluimos que los tridngulos

01AD y O1BD son congruentes. Por lo tanto, ZADO; = /BDO; y como su suma es
igual a 180°, cada uno de ellos es igual a 90°. Por lo tanto O; O, es perpendicular a AB.

C

Solucién del problema 7. Tenemos que a; = 4 y a = 29. Para toda n > 3 tenemos
que 37! = 3 (mod 4) y 2"! = 0 (mod 4). Entonces 3?"~! + 2""! = 3 (mod 4) si

2Ver en el apéndice el teorema 2.
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n 2> 3. Como todo cuadrado es congruente con 0 o 1 médulo 4, tenemos que a; = 4 es
el tnico cuadrado perfecto de la sucesion.

Solucién del problema 8. Tenemos que,

(a+b+cP > 0

A+ +c*+2ab+2bc+2ac > 0
14+2(ab+bc+ca) > 0

1

ab+bc+ca > ~5

Por otra parte,

(@a=bY+b-cP+(—-aP = 0
2a*+b*+ ) =2ab+bc+ac) = 0
1—-(ab+bc+ca) > 0
ab+bc+ca < 1.

Solucién del problema 9. Sea a; la cantidad de queso que comprd el k-ésimo cliente,
ai+---+a . . .
entonces ———— “* e5 1a cantidad de queso promedio despachada a los primeros k

clientes y 20—(a; +- - -+ay) la cantidad de queso que resta. Si después de despachar a los
primeros k clientes la despachadora declara que resta el queso exacto para despachar a
10 clientes mds tenemos que

20—(a1+...+ak)=10(u),

k

de donde se sigue que

ar+-+ax = 20k
! T k+10
Y dado que esto sucede para cada k, también tenemos que
- 20(k—1)
ar+-+ap = ———.
: S Y

Restando ambas expresiones tenemos que

200

Entonces si el k-ésimo cliente compra exactamente esa cantidad de queso, la condiciéon
del problema se satisface. Bajo esta suposicion tenemos que

2010

Trvo - 10

ay+---+ajp=

Por lo tanto, quedan 20 — 10 = 10kg de queso.
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Solucién del problema 10. Sea E el punto sobre AB donde el nadador vir6 hacia el
oeste para alcanzar la orilla en D. Trazamos la recta DE y la prolongamos hasta cortar al
lado AC en F y llegar a la otra orilla del estanque en G. Entonces, como DE es paralela
con BC, tenemos que AEF es un tridngulo equildtero y EF = AE = x. Ademads, por
simetria tenemos que DE = GF =y.

Por la potencia de E con respecto de la circunferencia, tenemos que AE-EB = DE-EG,
es decir, x(86 — x) = y(x+y). Si suponemos que x es impar, entonces x(86 — x) también
es impar, lo cual es imposible pues, al mismo tiempo, y(x + y) seria par. Por lo tanto, x
debe ser par. Ahora, como x es par, entonces tenemos que y también lo es, y la ecuacién
se reduce a

x1(43 = x1) = y1(x1 +y1),
donde x; = 5 y y1 = 5. Sead = med(x1, y1), X1 = dx2 y y1 = dys, entonces
x(43 = dxz) = dy2(x2 + y2).

Como mcd(x,,y,) = 1, la tltima ecuacién nos dice que d es divisible entre x;. Por lo
tanto, existe un entero d; tal que d = x2d; y

43 — x3d; = y2di(x2 + y2)

de donde se sigue que
43 = (x% + Vo2 +y%) d,.

Como 43 es primo, concluimos que d; = 1y que
43 = x% + yoxo + y%.

Finalmente, por inspeccién simple, es facil ver que las Gnicas soluciones enteras positi-
vas posibles son x, = 1,y, =60 x; = 6,y, = 1, en cualquiera de los casos, obtenemos
y=12.

Solucién del problema 11. Comenzamos observando que en total hay 9 x 10° niimeros
distintos de 10 digitos. Si dos de ellos son no-vecinos, entonces sus primeros 9 digitos
no pueden ser todos iguales. Por lo tanto, la cantidad de nimeros de 10 digitos que
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podemos escoger (sin tomar dos que sean vecinos) no es mayor que la cantidad total
de niimeros de 9 digitos cualesquiera, la cual es 9 x 108.

Por otro lado, para cada nimero de 9 digitos, podemos agregar al final un inico décimo
digito de forma que la suma de los 10 digitos resulte multiplo de 10. Observemos que
si dos de los nimeros obtenidos de esta forma, difieren entre si en uno sélo de sus
digitos, entonces no es posible que la suma de los digitos sea, en ambos casos, multiplo
de 10. Por lo tanto, en el conjunto asi formado no existen niimeros vecinos y entonces
podemos concluir que el maximo es 9 x 103,

Solucién del problema 12. Tenemos que a + 3 = b + 1. Luego,

a—-b=

Q=
|

Andlogamente tenemos que b —c = < yc—a = %. Multiplicando estas tres igual-

dades y usando que a — b, b — ¢ y ¢ — a son diferentes de 0, llegamos a que (abc)? = 1.
Luego, |abc| = 1.
Solucién del problema 13. Sea M’ el punto medio de CQ.

C

A P 0 R B

Como /BCA = 90°, Q es el circuncentro del tridngulo ABC y los tridngulos AQC y
CQB son isosceles. Como M’ y P son los puntos medios de QC'y QA, respectivamente,
el cuadrilatero APM’C es un trapecio isésceles y por lo tanto, ciclico. De la misma
manera, el cuadrilatero CM’RB también es un trapecio isoceles y por lo tanto, ciclico.
Luego, M’ = M y M es el punto medio de QC.

Solucion del problema 14. Factorizando x + y de ambos lados, obtenemos que

(x+ Y —xy+y7) = (x + ) (x +y),

luego, si x = —y siempre se cumple la igualdad. Por otro lado, si x + y # 0, podemos

cancelar x + y y obtenemos

xz—xy+y2=x+y,

completando cuadrados, esta dltima igualdad es equivalente a
-+ -+ (x-y)? =2

Ahora, la Gnica manera de que 2 sea igual a la suma de tres cuadrados de enteros es
2=1+1+0.Si(x-1)? = - 12 =1 y (x —y) = 0 obtenemos las soluciones
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(x,) = (2,2)y(0,0).Si (x—1)> = (x—y)> = 1 y (y—1)?> = 0 obtenemos las soluciones
(2,1) y (0, 1). Finalmente, si (y — 1)> = (x —y)> = 1 y (x — 1)> = 0 obtenemos las
soluciones (1,2) y (1,0).

Por lo tanto, las soluciones son (0, 0), (0, 1), (1,0), (1,2), (2, 1), (2,2) y (x, —x) para
todo entero x.

Solucién del problema 15. Coloreamos las casillas como un tablero de ajedrez.

Al inicio hay puros ceros, asi que la suma de los nimeros en las casillas negras es
igual a la suma de nimeros en las casillas blancas. Ademds, notemos que cada vez que
hacemos un cambio, se afectan exactamente un nimero en casilla negra y un nimero
en casilla blanca. Asi, la suma de los nimeros en casillas blancas siempre serd igual a
la suma de los nimeros en casillas negras. Si el cuadrado llegara a tener puros nimeros
2, 1a suma en casillas negras serd 10 y la suma en casillas blancas serd 8. Luego, no es
posible llegar a tener puros nimeros iguales a 2.

Solucién del problema 16. Sea P el producto de los primeros 21 nimeros primos. Ve-
remos que si el segundo jugador juega de forma que, al término de cada turno, siempre
deja a su oponente un multiplo de P, entonces tiene grantizada su victoria. Primero,
observamos que al incio del juego, el primer jugador recibe el nimero 2013!, mismo
que es multiplo de P. Ahora, si en cualquier turno el primer jugador recibe el juego con
un ndmero multiplo de P, digamos nP, entonces no puede dejar al termino de su turno
otro multiplo de P. Para ver esto, llamamos m al nimero que escoge el primer jugador
y d a la diferencia que, en consecuencia, deja al segundo jugador. La tnica forma de
que d sea multiplo de P, es que m también sea un multiplo de P, pero eso es imposible
ya que m es, a lo mds, divisible entre 20 primos distintos. Por lo tanto, al finalizar su
turno, el primer jugador no podria dejar una diferencia d, multiplo de P.

Por otro lado, dividimos d entre P 'y tomamos el residuo » < P. Dado que P es el menor
nimero que tiene 21 divisores primos distintos, entonces r tiene, a lo mds, 20 diviso-
res primos distintos. Entonces el segundo jugador puede escoger r y el primer jugador
siempre recibe d — r, que es miultiplo de P. Por tltimo, dado que el primer jugador no
puede dejar 0 después de su primer movimiento, siguiendo esta estrategia el segundo
jugador garantiza la victoria, pues al término de su turno siempre deja un multiplo de
P, cada vez menor y eventulamente terminard dejando O y ganando el juego.

Solucién del problema 17. Como U es el punto medio de AG, los tridngulos AUC y
UGC tienen la misma drea (pues AU = UG). De la misma manera, los tridngulos AUB
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y UGB tienen la misma area. Sumando estas dos igualdades, obtenemos que
(CGBU) = (ACUB) = (CAU) + (ABU),

donde (CGBU) denota el area del cuadrilatero CGBU.

C

’\

Andlogamente, tenemos que (AHCU) = (ABU)+(BCU)y (BIAU) = (BCU)+(CAU).
Luego,

é

2

(AIBGCH)

(CGBU) + (AHCU) + (BIAU)
(ACUB) + (AHCU) + (BIAU)
2[(ABU) + (BCU) + (CAU)] = 2(ABC) = 2S.

Solucién del problema 18. Si n es impar, se tiene que d(n) = n. Si n es par, se tiene
que d(n) = d(5). Luego,

dl)+d2)+---+d(1024) = 1+3+---+1023+d(2)+d4)+---+d(1024)
= 5122 +d(1) +d2) +---+d(512).

Y con el mismo argumento,

d)+d2)+---+d(1024) = 5122 +256> +d(1) +d(2) + - - - + d(128)
= 51224256%+ 1287+ -+ 22+ d(1) + d(2)
4101 41042

= 1+4%°+4' +... +4°=1+ =
3 3

Solucién del problema 19. En el caso de 19 cartas si es posible. Es fécil disefiar un
sistema con el que, por cada 2 cartas, el asistente da indicaciones exactas sobre la figura
que tiene la segunda carta, pues el nimero de formas en que las primeras dos flechas
pueden estar es igual a 2 -2 = 4. Esto permite al mago garantizar el acierto en todas las
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cartas pares hasta la 34. Pero ademads, como el mago conoce la composicién global del
mazo, si las dos ultimas cartas tienen la misma figura, el mago puede detectarlo y sin
necesidad de ayuda puede predecirlas con seguridad. En caso de que sus figuras sean
distintas, al haber ya sélo dos posibilidades, el asistente puede usar la flecha de la carta
35 para indicar, su propia figura. De esta manera, se garantiza el acierto en todas las
cartas pares mds el de la carta 35, registrando con seguridad un minimo de 19 aciertos.
Para el caso de 20 cartas, también es posible, ahora veremos un método que garantiza
al menos 22 aciertos. El asistente examina todas las cartas impares, excepto la nimero
1. Como en total tenemos 17 cartas y 4 figuras, por el principio de las casillas, al menos
5 de ellas tienen la misma figura, digamos x. Ahora, el asistente puede usar las flechas
de las cartas 1 y 2 para indicar cudl es esa figura x. Entonces, si el mago siempre dice
la figura x para las cartas impares, garantiza 5 aciertos. Para las cartas pares, a partir de
la cuarta, se puede usar el mismo sistema del caso anterior. De esta forma se garantizan
5+ 17 = 22 aciertos.

Solucién del problema 20. La respuesta es que no. Llamemos a cada salto simultdneo
de los chapulines un turno. Supongamos que algtn chapulin, Cy, regresé a su punto
inicial, digamos A, después de 12 turnos. Observamos que el orden en que estdn co-
locados los chapulines sobre el circulo no cambia. Entonces, cada uno de los otros 11
chapulines tiene que haber saltado sobre el punto A (al menos una vez) antes de que el
chapulin C; regrese a él. Pero, en cada turno es imposible que mds de un chapulin pase
o brinque sobre A y si ademds consideramos que en el primer turno ningin chapulin
pasé sobre A, podemos concluir que en 12 turnos, a lo mds 11 chapulines han pasado
sobre A. Por lo tanto, 12 turnos no son suficientes para que el chapulin C; regrese a su
posicion inicial A.
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Problemas de Entrenamiento

Tzaloa se construye con el esfuerzo de toda la comunidad olimpica y esta seccidn estd
especialmente diseflada para la paticipacion de sus lectores. De esta manera, en cada
nimero presentamos 10 problemas sin solucién e invitamos a nuestros lectores para
que preparen y nos envien sus soluciones con el fin de publicarlas.

Para dar suficiente tiempo a la preparacion, envio y andlisis de las soluciones, las res-
puestas de los problemas de entrenamiento de cualquier niimero de la revista, se publi-
can con tres ndmeros de diferencia. Es asi, que en este nimero (Tzaloa 2, afio 2013), en-
contrards las respuestas de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa 3, afio
2012. Las respuestas de los problemas de entrenamiento propuestos en esta ocasion, se
publicardn en Tzaloa 1, afio 2014, por lo que aun tienes tiempo para preparar y enviar-
nos tu trabajo. Recuerda que nuestra direccién electrénicaes revistaomm@gmail . com
y que a través de ella estaremos recibiendo con gusto todas las contribuciones que nos
lleguen desde cualquier rincén del pafs.

Problemas de Entrenamiento.
Ano 2013 No. 2.

Los siguientes 10 problemas estdn buscando las soluciones que sélo con tu participa-
cién podran ser halladas. Considera que estos problemas son una magnifica oportuni-
dad para imponerte el reto de que la solucién salga publicada con tu nombre impreso.
Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogeran de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pafs.

Problema 1. En el tridngulo rectdngulo ABC, M es el punto medio de la hipotenusa
BC y H es el pie de la altura trazada desde A, sobre BC. Consideramos a la recta
que pasa por M y es perpendicular con AC y nos fijamos en su interseccién P con la
circunferencia circunscrita del tridngulo AMC. Si BP corta a AH en K, demuestra que
AK = KH.
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Problema 2. Hay 13 monedas idénticas en apariencia pero sélo 12 de ellas pesan lo
mismo, y no se sabe si la décimo tercera moneda pesa mds o menos que las demds.
Muestra que es posible determinar la moneda diferente utilizando tres pesadas en una
balanza de platillos.

Problema 3. Un entero positivo n es bueno si es divisible entre todos sus factores
primos al cuadrado. Por ejemplo, el 72 es bueno ya que sus factores primos son 2y 3,
y 72 es muiltiplo de 2% y de 3%. Demuestra que hay una infinidad de parejas de niimeros
enteros consecutivos buenos.

Problema 4. En la figura, AC mide 2 cm, B es el punto medio de AC y los tridngulos
ABDy BCE son equildteros. Si Py Q son los centros de ABD y BCE, respectivamente,
encuentra el radio de la circunferencia que pasa por P, Q 'y B.

D E

Problema 5. Durante el afio 2011 una libreria, que abria los siete dias de la semana,
vendié por lo menos un libro por dia y un total de 600 libros en el afio. Demuestra
que existe necesariamente un periodo de dias consecutivos donde se hayan vendido
exactamente 129 libros.

Problema 6. Sean ABC un tridngulo acutdngulo y J un punto en su interior. Suponga-
mos que las reflexiones de H sobre cada uno de los lados del tridngulo estdn sobre el
circuncirculo de ABC. Demuestra que J es el ortocentro de ABC.

Problema 7. Se tienen 14 cartas. Cada una de ellas tiene escrito un +1 o un —1. Luego,
las cartas se meten en 14 sobres. Si es posible preguntar cudl es el producto de los
nimeros contenidos en tres sobres, ;cudl es el minimo nimero de preguntas que se
necesitan hacer para saber el producto de los 14 nimeros?

Problema 8. Demuestra que si (x, y, z) es una solucién del sistema de ecuaciones

y = X +px+gq,
2 = Y+py+q,
x = Z2+pi+g,

para ciertos valores de p y ¢, entonces x°y + y>z + 22X > x°7 + y*x + Z°y.

Problema 9. Cada lado de un cuadrado de 1 X 1 es la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo externo. Sean A, B, C y D los vértices de estos tridngulos rectingulos y
sean Oy, Oy, O3y O4 los incentros de dichos tridngulos. Demuestra que:
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= El 4rea del cuadrildtero ABCD es menor que 2.

= El drea del cuadrilatero O; 0,030, es menor que 1.

Problema 10. Para cada entero positivo n sea P(n) el nimero de polinomios cuadraticos
p(x) = ax> +bx +c cuyas raices son niimeros enteros y los coeficientes a, b, c son
numeros del conjunto {1, 2, ..., n}. Demuestra que n < P(n) < n? paratodon > 4.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2012 No. 3.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 3, afio 2012. En esta ocasion publicamos los trabajos de: José Ramén
Tuirdn Rangel, quien nos envié sus soluciones para los problemas 1 y 2; German
Puga Castillo, quien nos comparte su solucién para el problema 3; Gerardo Pérez
Sudrez quien resuelve los probelmas 4, 7 y 10; asi como Siddhartha Emmanuel Mora-
les Guzmadn quien nos envio, no una, sino dos soluciones para el problema 4. A todos
ellos Muchas Felicidades y a nombre de la comunidad olimpica, nuestro respeto y
mds profundo agradecimento por compartirnos su original trabajo.

Recuerda que en el proximo niimero publicaremos las soluciones de los problemas pro-
puestos en Tzaloa 4, afio 2012, asi que ésta es la dltima llamada. ; Qué estds esperando?,
prepara tus soluciones y envialas a revistaomm@gmail . com. Todavia estds a tiempo
para que tus trabajos puedan salir publicados ddndote todo el crédito que mereces.

Problema 1. (Intermedio) Encuentra todas las funciones f(x) con las siguientes pro-
piedades:

1. f(x) es una funcién cuadrética.
2. f(x+2)=f(x)+x+2.
3. f(2)=2.

Solucién de José Ramén Tuiran Rangel. Sea f(x) = ax® + bx + c. Veamos que 0 es
unaraiz de f(x), pues

2=f2Q)=f0+2)=f0)+0+2=f0)+2= f(0)=0.

Como f(0) = ¢, concluimos que ¢ = 0. Asi f(x) = ax? + bx.
Por otra parte tenemos que f(4) = f(2+2) = f(2)+2+2 = 6 (pues f(2) = 2). Entonces

f@A) =6y f(2) =2.Como f(4) = 16a+4by f(2) = 4a+2b, tenemos que 16a+4b =6

y 4a + 2b = 2. Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos a = % yb= % Por

lo tanto, f(x) = %xz + %x y es facil ver que f(x) satisface las condiciones del problema.
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Problema 2. (Intermedio) Cada entero positivo se colorea con uno de dos colores:
verde o rojo, de tal manera que hay al menos un nimero de cada color. Ademads, se
cumple que la suma de dos nimeros con colores diferentes es verde y su producto es
rojo. ;De qué color es el producto de dos nimeros rojos?

Solucién de José Ramén Tuiran Rangel. Sean a y b dos nimeros rojos y sea r un
nimero verde. Entonces a + r es verde y (a + r)b es rojo asi como también es rojo
br. Si ab fuera verde, tendriamos que ab + br = (a + r)b serfa verde, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, ab es rojo. Luego, el producto de dos nimeros rojos es
rojo.

Problema 3. (Intermedio) Sea ABC un tridngulo is6sceles con AB = AC. Si la bisectriz
del dngulo en B intersecta a AC en el punto D de tal manera que BC = BD+AD, ;cudnto
mide el dngulo en A?

Solucién de German Puga Castillo. Sea A’ un punto sobre la extension del segmento
BD (con D entre By A’) tal que DA’ = DA. Sean 8 = /BAC y 2a = /ABC = /BCA.
Llamemos E a la interseccién del lado AB con la paralela a BC que pasapor Dy F a
la interseccion del lado BC con la paralela a CA’ que pasa por D.

B F C
Como BD + DA = BC, entonces BD + A’D = BC, luego el tridngulo BA’C es is6sceles
con BA’ = BC. Para que la suma de los angulos en ese tridngulo sea 180°, tenemos que
/BCA’ = /BA'C = 3o + 1B, yaque, 4a + p = 180°.
Por otra parte, F'D es paralela a A’C y ED es paralela a BC entonces FC = DA’ =
AD = AE y /ADE = (AED = 2qa. Ademds, /BED = 2a + 8, pero LEBD = a,
entonces /BDE = a. Por lo tanto, el tridngulo EBD es is6sceles con BE = ED. Como
el tridngulo ABC es isésceles y ED es paralela a BC, entonces BE = DC, de donde
BE = ED = DC. Por lo tanto, los tridngulos ADE y FCD son congruentes (por el
criterio de congruencia LAL). Luego, /DFC = /EAD.
Como /DFC es externo al tridngulo DF B, /DFC = /DBF + /BDF = a + %a/ + %,B =
%(;H %ﬂ. Igualando con ZEAD tenemos que %a+ %,8 = 3, de donde 8 = S5a. Sustituyendo
este valor en 4 + 8 = 180° llegamos a que @ = 20° y 5 = 100°.

Problema 4. (Intermedio) Demuestra que el digito de las decenas de cada potencia de
3 es par.
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Solucién de Siddhartha Emmanuel Morales Guzman. Trabajamos médulo 100 y
observamos que el ciclo de las potencias de 3 es

1,3,9,27,81,43,29,87,61,83,49,47,41,23,69,7,21,63,89,67, 1, . ..

el cual se repite cada 20 nimeros. Como estamos trabajando médulo 100, estos 20
nimeros son precisamente los dos tltimos digitos de cada potencia de 3, donde los
nimeros de un digito tienen su digito de las decenas igual a 0. Por lo tanto, el digito de
las decenas de cada potencia de 3 es par.

Solucién alternativa de Siddhartha Emmanuel Morales Guzman. Médulo 10 po-
demos ver que el digito de las unidades de las potencias de 3 es 1, 3, 9 o 7. Procedamos
por induccién. Caso base 3° = 1 = 01 y el digito de las decenas es par. Supongamos
que el digito de las decenas de 3" es par para algin n > 0 y consideremos el nimero
37+, Sean a y b los dltimos dos digitos (decenas y unidades, respectivamente) de 3" y
sea N el nimero que se obtiene borrando esos digitos de 3”. Entonces,

31 = 3.3 = 3(N - 100 + 10a + b) = 3 - N - 100 + 3(10a) + 3b.

Por la hipétesis de induccién, tenemos que a es par, de modo que 3a es par. Ahora,
puede suceder que 3b > 10 o bien 3b < 10. Si 3b < 10, terminamos ya que los digitos
se mantienen intactos en paridad. Si 30 > 10 entonces 3b = 10c + d. Ya que el digito
de las unidades de una potencia de 3 es 1,3,9 o 7, para que 3b > 10, debemos tener
que b = 907,y por lo tanto ¢ = 2. Entonces, al digito de las decenas que era par le
sumamos un par (c¢), manteniendo intacta la paridad, lo que concluye la induccién.

Solucién de Gerardo Pérez Suarez. Sea n un niimero natural y sea a el digito de las
unidades de 3". Como 3" = a (mod 10), basta demostrar que 3" — a divisible entre 4
para garantizar que el digito de las decenas de 3" es par. Consideremos 4 casos.

1. n = 4k con k entero no negativo. Tenemos que 3* = 81 = 1 (mod 10) implica
que 3* = 1 (mod 10), es decir, el digito de las unidades de 3* es 1. Luego,
3% 1 =B+ DB¥*-1) = B% + D32 - (32D £ 320D ... 4 1 es
divisible por 4.

2. n = 4k + 1 con k entero no negativo. Tenemos que 3**! = 3(3%*) = 3 (mod 10).
Luego, 3**! — 3 = 3(3%* — 1) es divisible por 4 por el caso 1.

3. n = 4k+2 con k entero no negativo. Tenemos que 3442 = 32(3%) = 32 (mod 10).
Luego, 3*+2 — 9 = 32(3% — 1) es divisible por 4 por el caso 1.

4. n = 4k + 3 con k entero no negativo. Tenemos que 3%+ = 33(3%) = 33 =
7 (mod 10). Luego, 3443 _7 = 33(3% _ 1) + 20 es divisible entre 4 por el caso 1.

Problema 5. (Intermedio) Dos caminos rectos parten de un punto L formando un dngu-
lo agudo entre ellos. Sobre dos puntos P y O de uno de los caminos se encuentran dos
buzones tales que LP = 40 metros y LQ = 90 metros. Bianca se encuentra sobre un
punto B en el otro camino y ve los dos buzones formando un dngulo ZPBQ. ;Qué tan
lejos estd Bianca de L si el 4ngulo Z/PBQ tiene la mdxima medida posible?
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Solucion. Sea C el circuncirculo del tridngulo PQB. Veamos que LB tiene que ser
tangente a C.

Si no es tangente, sea D el otro punto donde LB corta a C. Tomemos un punto B’ en el
interior del segmento DBy sea E la otra interseccién de OB’ con C. Como EPQB es
ciclico, tenemos que LPEQ = /PBQ, pero por otro lado,

LPB'Q > /PEQ = /PBQ.

Esto es una contradiccidn, pues queriamos que ZPBQ tenga la mayor medida posible.
Luego, LB tiene que ser tangente a C.

Como LB es tangente a C tenemos que ZLOB = /PBLy los tridngulos LOB'y LBP son
semejantes, de donde 28 = % yLB? = LP-LQ = 40-90 = 3600, de donde LB = 60 m
(esto ultimo también se puede ver aplicando la potencia de L con respecto al circulo

0).
Problema 6. (Intermedio) Encuentra el menor entero positivo de la forma,
AxB
B b
donde A y B son enteros de tres digitos y A = B denota al entero que se forma al colocar
A al lado de B.

Solucién. Veamos que 121 es el menor entero que cumple la condicion del problema.
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Observemos que,
AxB 1000A+ B  1000A
B B B
Demostremos ahora que si E = 10%0‘4 es un entero, entonces E > 120. Sea B = GX,
donde G es el mdximo comun divisor de B 'y 1000, luego demostraremos que si % es
un entero, entonces F = (1(20) (—) > 120.
Como B < 1000 tenemos que X < 1000

los casos en los que £ €s un entero.

+ 1.

, y recordemos que sélo estamos interesados en

1. SiG =1,2,4,5u 8, entonces, 1000 > 120y ya esta.

Si G = 10, entonces X < 100y % > 2. Luego, F > 200.
Si G = 20, entonces X < 50y % > 3. Luego, F > 150.
Si G =25, entonces X < 40y % > 3. Luego, F > 120.
Si G = 40, entonces X <25y % > 5. Luego, F > 125.
Si G =50, entonces X <20y % > 6. Luego, F > 120.
Si G = 100, entonces X < 10y %‘ > 12. Luego, F > 120
SiG = 125, entonces X < 8y %‘ > 15. Luego, F > 120.

Y ® N N kWD

Si G = 200, entonces X < 5y 4 > 25. Luego, F > 125

H
e

Si G =250, entonces X < 4y 4 > 34. Luego, F > 136.

Por lo tanto, si % es un entero, entonces F = (192) (4) > 120.
Finalmente observemos quesi A = 114y B = 950, entonces %28 =

114950
osg = 121.
Problema 7. (Intermedio) En un tridngulo ABC sean X, Y los puntos medios de los
lados AB'y AC, respectivamente. Sea D un punto sobre el segmento BC, distinto de su
punto medio, tal que £XDY = /BAC. Demuestra que AD es perpendicular a BC.

Solucién de Gerardo Pérez Sudrez. Sea Z el punto medio de BC. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que D estd entre By Z. Sea Q la interseccién de AD con

XY.Como XY || BC, XZ || AC yZY || AB tenemos que los tridngulos ABC'y ZY X son
AQ _

semejantes, de modo que % i% =4 -8 =1
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Notemos que el cuadrilatero XDZY es ciclico ya que £/YZX = /XAY = /XDY. De-
mostraremos que los tridngulos XYZ y XDY son congruentes. Usando que XDZY es
ciclicoy que XY || BC, tenemos que

LYXD =180° — LYZD = tYZC = (XYZ

LYXZ = /YDZ = /XYD.

Como XY es un lado comun de los tridngulos XYZ y XDY, se sigue que son congruen-

tes por el criterio de congruencia ALA®. De aqui, XD = YZ = A—ZB = AX, de donde se
sigue que el tridngulo AXD es isOsceles y Q es punto medio de AD. Por lo tanto, AD y

XY son perpendiculares y en consecuencia AD y BC también, como se queria.

Problema 8. (Intermedio) Determina todos los conjuntos finitos no vacios X de nime-
ros reales con la siguiente propiedad: x + |x| € X para todo x € X.

Soluciéon. Sea X = {xy, x2,...,x,}donde n > 1y x; < xp < -+ < xp.

Si x, > 0, entonces x, + |x,| = 2x, € X, lo cual es una contradiccién ya que x, < 2x, y
X, es el mayor elemento de X. Por lo tanto, x, < 0.

Si x; < 0, entonces x; + |x;| = x; —x; = 0 € X. Luego, debemos tener que x, = 0,y
por lo tanto x; + |x;| = x; — x; = 0 € X para cualquier x; € X, i =1,2,...,n.

Por lo tanto, los conjuntos que satisfacen la condicién del problema son los subconjun-
tos finitos del intervalo (—co, 0] que contienen al nimero 0.

Problema 9. (Avanzado) Demuestra que para cada entero n > 0, el nimero,
Q" - D" -2)2" =2H(2" = 2% ... (2" =2"
es divisible entre n!. (Nota: n! = n(n - 1)(n—-2)---2-1).

Solucion. Sea n > 0 un entero y sea p un nimero primo tal que p < n. Denotaremos por
v,(n) al exponente de p en la factorizacion candnica de n como producto de potencias
n-1
de primos distintos, y por H(Z" — 2%y al producto
k=0

Q"= D" =2)2" -2H(2" = 2% .- (2" =2,

Observemos primero que,

o . I LN R B I I
VP n)= —_ —_ —_ e < = —_ —_ o
pd Lprl Lp? p P
donde | x] denota el mayor entero que es menor o igual que x. Observe que estas sumas
son finitas ya que a partir de cierto sumando todos los sumandos son iguales a 0.
Luego, esta suma (finita) es menor que la suma infinita
n n n n 1

1
_+_2+_3+...=_<1+_+_2+...):
p p p p p p

n
p 1-

3Ver en el apéndice el criterio 17.
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donde la segunda igualdad se sigue de la férmula I +x+x>+--- = 1Tlx valida si |x] < 1.
Asi, v,(n!) < p%l, y como v,(n!) es un entero, concluimos que
vp(nl) < L%IJ .
Si p = 2, entonces v,(n!) < n'y por lo tanto v,(n!) < n — 1. Por otra parte, tenemos que
n-1 n-1
V2 (H(z" - 2k)> => m@'-2Y2n-1
k=0 k=0

ya que 2" — 2F es par si k > 1. Por lo tanto, la mayor potencia de 2 que divide a n!
divide a la mayor potencia de 2 que divide al producto HZ;(I) (2" 2.

Supongamos ahora que p > 2. Por el pequefio teorema de Fermat, tenemos que p divide
a2P~! — 1, de modo que p divide también a 2"~V — 1 para todo k > 1. Como,

n—1 n
[T -29 =2 TJe* - »
k=0 k=1

tenemos que

n—1 n
v, (H(2" - 2k)> =D @ -z Y @V -2kl 1<k(p-1)<n
k=0 k=1

1<k(p—1)<n

donde |A| denota la cardinalidad del conjunto A.
Comolfk| 1 <k(p—-1)<n}|= {ﬁJ, se sigue que

v <ﬁ)(2”-2’()> > L’f 1J .

Por lo tanto,
n—-1
v <H<2" - 2k>> > vy(n),
k=0

de donde se sigue el resultado.

Problema 10. (Avanzado) Sean a,b y ¢ nimeros reales positivos tales que abc = 1.
Demuestra que,

a b c 3
+ + >
(a+1D)b+1) B+D(c+1) (c+a+1) 4

y determina cudndo se verifica la igualdad.

Solucién de Gerardo Pérez Suarez. Aplicando la desigualdad MA-MG* a los ntime-
ros a, b y c, tenemos que L’;“ > Vabc = 1 con la igualdad si y sélo sia = b = c. De

4Ver en el apéndice el teorema 10.
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aqui, a + b + ¢ > 3. Aplicando ahora la desigualdad MA-MG a los nimeros ab, bc y
ca, tenemos que 2 > {fab)(be)(ca) = Va?b2c? = 1 con la igualdad si y s6lo si
ab = bc = ca. De aqui, ab + bc + ca > 3.
Por otra parte, tenemos que
a N b N c =ca+a+ab+b+bc+c>§
(a+1)b+1) G+D(c+1) (c+D@+1) a@a+Db+D(c+1) 4

siy sélo si
4ca+4a+4ab+4b+4bc+4c > 3(abc+ab+bc+ca+a+b+c+1)

es decir,ab + bc+ ca+a+ b+ c > 3abc+3 =3+ 3 =6 lo cual es cierto por lo que
probamos al inicio.

Por tltimo, la igualdad se cumple si y s6losia = b = ¢y ab = bc = ca. Entonces
1 =abc =a’dedondea=1yporlotantoa=b=c= 1.

Este problema también lo resolvieron José Ramoén Tuirdn Rangel y Siddhartha Emma-
nuel Morales Guzmdn.



Etapa Semifinal Estatal de la
26 OMM

Como mencionamos en la Presentacién, en esta seccién publicamos el examen de la
etapa semifinal estatal del afio 2012. Esta etapa consta de un examen con 5 problemas
para resolver en un tiempo maximo de 4 horas.
Esperando poder publicar tus soluciones en el siguiente niimero, recuerda que puedes
escribirnos a la direccién revistaomm@gmail.com donde con gusto estaremos reci-
biendo todas las contribuciones de los lectores.

Problema 1. Se tienen 2012 tarjetas numeradas del 1 al 2012, en orden, en una fila. Se
van recogiendo algunas cartas en forma alternada como sigue: Se recoge la 1 y se deja
la 2 en la fila, se recoge la 3 y se deja la 4 en la fila, etc. Luego se vuelve a comenzar
con las cartas que quedan en la fila, asi que se recoge la 2 y se deja la 4, se recoge
la 6 y se deja la 8 y asf sucesivamente. Cuando se llega al final de la fila, se vuelve a
empezar. ;Cudntas cartas quedan en la fila en el momento que se recoge la carta 20127
(Por ejemplo, si sélo hubiera cartas de la 1 a la 6 y se preguntara por cudntas cartas
quedan al recoger la carta 6, la respuesta serfa 1 pues se habrian recogido, en orden, las
cartas con nimeros 1, 3,5,2 y 6 asi que sélo quedaria la 4.)

Problema 2. En la mesa hay tres montones de piedras. El montén A tiene 52 piedras,
el montén B tiene 40 y el montén C tiene 1. En cada momento Esteban puede hacer
uno de los siguientes movimientos:

= Quitar 5 piedras de A y ponérselas a B.
= Quitar 4 piedras de B y ponérselas a C.
= Quitar 3 piedras de A y ponérselas a C.

(Cuantos movimientos necesita hacer Esteban para lograr que en todos los montones
haya el mismo nimero de piedras?
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Problema 3. El cuadrado ABCD tiene lados de longitud 2 cm. E y F son los puntos
medios de los lados AB y AD, respectivamente, y G es un punto en CF tal que 3-CG =
2 - GF. ;Cudl es el drea del tridangulo BEG?

D C

A E B

Problema 4. Un rectangulo se parte en 5 rectdngulos de lados enteros de dreas 3,4, 7, 10
y 12 centimetros cuadrados. Determinar todos los posibles perimetros del rectdngulo.

Problema 5. Determinar todas las parejas de enteros positivos (a, b) tales que a < b 'y
a+b+ab=134.

Problema 6. ;De cudntas maneras es posible cortar un papel cuadriculado de 6 X 6
empezando en la parte inferior del papel y llegando a la parte superior si slo se puede
cortar sobre las lineas de la cuadricula? Las dos piezas en que quede partido deben ser
iguales y no se puede cortar hacia abajo. (Nota: Dos piezas se consideran iguales si se
puede colocar una sobre la otra y ajustan perfectamente.)

corte valido corte valido corte valido corte invalido




Problemas y Soluciones del
Concurso Nacional 2012

Del 11 al 16 de noviembre de 2012 se llevé a cabo en Guanajuato, Guanajuato, el
Concurso Nacional de la 26* Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la participacién
de todos los estados de la Reptiblica. Ademads, se cont6 con la participacion (fuera del
concurso) de un equipo de cuatro estudiantes de los Estados Unidos.

Los 17 alumnos ganadores del primer lugar (ordenados por estados) fueron:

Erick Rosete Beas (Baja California)

Luis Enrique Chacén Ochoa (Chihuahua)

Luis Carlos Garcia Ramos (Chihuahua)

Enrique Chiu Han (Distrito Federal)

Joshua Ayork Acevedo Carabantes (Guanajuato)
Ramén Ivédn Garcfa Alvarez (Guanajuato)

Adan Medrano Martin del Campo (Jalisco)

Juan Carlos Ortiz Rhoton (Jalisco)

Diego Terdn Rios (Morelos)

José Alberto De la Paz Espinosa (Nayarit)

Kevin William Beuchot Castellanos (Nuevo Ledn)
Rail Arturo Hernandez Gonzalez (Nuevo Ledn)
Diego Alonso Roque Montoya (Nuevo Le6n)
Demian Espinosa Ruiz (San Luis Potosi)

Carlos Alejandro Herndndez Gémez (San Luis Potos{)
Axel Omer Gémez Casarez (Sonora)

Luis Xavier Ramos Tormo (Yucatan)

Los 8 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
Caribe fueron:
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Luis Xavier Ramos Tormo (Yucatan)

Kevin William Beuchot Castellanos (Nuevo Ledn)
Jorge Pat De la Torre Sanchez (Coahuila)

Pablo Meré Hidalgo (Querétaro)

Juan Carlos Castro Fernandez (Morelos)

Antonio Lépez Guzmén (Chihuahua)

Juan Luis Garcia Guerrero (San Luis Potosi)

Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco)

En esta ocasion, el estudiante Miguel Angel Reyes Badilla del Estado de Sinaloa, se
hizo acreedor al premio especial de solucién creativa, por su solucién del problema 3.
Este premio no se daba desde la 14* Olimpiada en el afio 2000.

Aunque la participacién en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado a cabo los estados de la Repuiblica apoyando a sus concursan-
tes. Con el propdsito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los estados
que ocuparon los primeros 10 lugares en el Concurso Nacional de la 26 OMM.

Jalisco

Nuevo Ledn
San Luis Potosi
Morelos
Yucatan
Guanajuato
Distrito Federal
Chihuahua
Baja California
Sonora

R

En esta ocasidn, el premio a la Superacién Académica se llamé Copa “Kuanasi Uato
Karharani” y fue ganado por el Estado de México. El segundo y tercer lugar de este
premio lo ocuparon, Coahuila y Guerrero, respectivamente. Jalisco se llevé el primer
lugar general por estados, Nuevo Le6n se llevo el segundo lugar y San Luis Potosi el
tercero.

A continuacién presentamos los problemas y las soluciones del examen del Concurso
Nacional 2012. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una
para resolverlos.

Problema 1. Sean C; una circunferencia con centro O, P un punto sobre ellay / la
recta tangente a C; en P. Considera un punto Q sobre [, distinto de P, y sea C, la
circunferencia que pasa por O, Py Q. El segmento OQ intersectaa C; en S y la recta
PS intersecta a C, en un punto R distinto de P. Si r; y r, son las longitudes de los
radios de C; y Cy, respectivamente, muestra que g—fe = %

(Sugerido por Marco Antonio Flores Martinez)
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Solucién de Maria Cecilia Rojas Cuadra. Sean O; el centro de C; y X el punto de
interseccién de S Q con la paralela a OP que pasa por R. Sea @ = /RS Q.

C

Por ser opuestos por el vértice, ZOSP = /RSQ = a 'y como O es el centro de C; el
tridngulo OS P es isésceles y 2§ PO = £OS P = «a. Las rectas OP y XR son paralelas,
por lo que ZXRS = £S PO = a. Por suma de dngulos en el tridngulo S RX tenemos que
/RXS =180° - 2a.
Como el cuadrildtero PORQ es ciclico, ZOQR = LOPR = a. Y como O; es el centro
de C; el tridngulo O,RQ es isésceles y ZO,RQ = /RQ0O; = a 'y por suma de dngulos
en el tridngulo O,RQ tenemos que ZQ0>R = 180° — 2a. Luego, el tridngulo O,RX es
isésceles y XR = O2R = rp. Ademds, el tridngulo S RX es is6sceles con XR = XS. Por
el Teorema de Thales obtenemos que

PS SO SO n

SR SX XR nr’
Problema 2. Sea n > 4 un nimero par. Considera una cuadricula de n X n. Dos celdas
(cuadraditos de 1 X 1) son vecinas si comparten un lado, si estdn en extremos opuestos
de un mismo renglén o si estdn en extremos opuestos de una misma columna. De esta
forma, toda celda en la cuadricula tiene exactamente cuatro celdas vecinas.
En cada celda esta escrito un nimero del 1 al 4 de acuerdo con las siguientes reglas:

e Si en una celda esta escrito un 2 entonces en dos o mas celdas vecinas estd escrito un
1.
e Si en una celda esta escrito un 3 entonces en dos o mas celdas vecinas esta escrito un
1.
e Si en una celda esta escrito un 4 entonces en las cuatro celdas vecinas esta escrito un
1.

Entre los acomodos que cumplan las condiciones anteriores, ;cudl es el maximo nime-
ro que se puede obtener sumando los nimeros escritos en todas las celdas?
(Sugerido por Ricardo Chavez Céliz y Arturo Antonio Martinez Rodriguez)
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Solucién de Antonio Lopez Guzman. Primero veamos la méxima suma posible en un
subcuadrado de 2 X 2. Veamos algunos casos.

= Si en ese cuadrado aparece algin 4, como tiene puras casillas vecinas 1 y en el
cuadrado de 2 X 2 cada casilla tiene dos vecinas, debe haber dos unos en ese
cuadrado. El ndmero en la dltima casilla puede valer a lo méds 4 y tenemos que
la maxima suma es 10.

= Sino hay 4 pero hay un 3, en alguna de sus casillas vecinas dentro del subcua-
drado tiene que estar un 1. En las otras dos puede haber a lo mds un 3 y un 2, por
lo que la suma en este caso es a lo mas 9.

= Sino hay 4 ni 3, lo mdximo que puede valer la suma es 8 (teniendo cuatro doses).
= Finalmente, si s6lo hay unos, la suma es 4.

Luego, la maxima suma en cada subcuadrado de 2 x 2 es 10. Como n es par, puedo

C g , 2
dividir la cuadricula en "7 subcuadrados de 2 X 2, como en cada uno de ellos la suma es

Z Z 2 2 .
alo més 10, obtenemos que la suma total es a lo mas ”l" = % Para ver que siempre

es posible este maximo, basta considerar el acomodo que alterna unos y cuatros como
un tablero de ajedrez.

Problema 3. Muestra que entre cualesquiera 14 niimeros enteros positivos consecuti-

vos siempre hay 6 niimeros tales que cualesquiera dos de ellos son primos relativos.

Nota: Dos niimeros a, b son primos relativos si su tinico divisor comiin positivo es el 1.
(Sugerido por Garaev Moubariz)

Solucién de Miguel Angel Reyes Badilla. Primero notamos que siempre que n sea de
la forma 6k + 3, los nimeros

n—-4,n-2,nn+2,n+4

son todos impares y el inico multiplo de 3 es n. Como las tinicas diferencias entre estos
nimeros son 2, 4, 6 y 8, estos nimeros son coprimos por parejas.

Ahora, si los 14 nimeros sona, a+ 1, ...,a + 13, basta elegir a n como el tinico 6k + 3
deentrea+4,a+3,...,a+9, para que los cinco nimeros elegidos estén entre los 14.
Resta elegir un sexto nimero. Si n — 4 no es multiplo de 5, podemos elegir a n + 1.
Este nimero tiene diferencias 5, 3, 1, 1 y 3 con los nimeros elegidos anteriormente.
Como no es multiplo de 3 y n — 4 no es multiplo de 5, no comparte factores primos con
ninguno y terminamos. Por otro lado, si n —4 es multiplode 5, n+4 no lo es y elegimos
an — 1, el cual funciona por el mismo argumento.

Problema 4. A cada entero positivo se le aplica el siguiente proceso: al niimero se le
resta la suma de sus digitos, y el resultado se divide entre 9. Por ejemplo, el resultado
del proceso aplicado a 938 es 102, ya que (938 — (9 + 3 + 8))/9 = 102. Aplicando dos
veces el proceso a 938 se llega a 11, aplicado tres veces se llega a 1, y aplicado cuatro



Problemas y Soluciones, Concurso Nacional 2012 41

veces se llega al 0.
Cuando a un entero positivo n se le aplica el proceso una o varias veces, se termina en
0. Al ndmero al que se llega antes de llegar al cero, lo llamamos la casa de n. ;Cuantos
nuimeros menores que 26000 tienen la misma casa que el 20127

(Sugerido por David Cossio Ruiz)

Solucién de Sandra Berenice Mendoza Peiifiuri. Veamos cudl es la casa de 2012.
Es facil ver que el 2012 genera al 223, este al 24, este al 2 y este ultimo al 0, por lo que
la casa de 2012 es 2. Como 26000 tiene cinco digitos, separamos en cinco casos.

1. n tiene un digito. Claramente s6lo n = 2 funciona. Sea A; = {2}.

2. ntiene dos digitos. Sin = 10a + b (a y b digitos)
(10a+b)-(a+b) 9_a

9 9 ’
como a es digito se tiene que el siguiente nimero es “5* = 0. Luego, a tiene que
ser 2 y obtenemos los nimeros del conjunto A, = {20,21,22,...,29}.

3. ntiene tres digitos. Digamos que n = 100a + 10b + c. Tenemos que

(100a + 10b +¢) —(a+b+c)  99a+9b
9 - 9

=1la+b.

Sia<8o0a=9yb=0,este tltimo nimero tendrd 2 digitos y tendrd que estar
en A,. Para que eso suceda, a puede valer 1 0 2. Sia = 1, b tiene que ser 9 y
obtenemos los nimeros 190, 191, 192,...,199. Si a = 2, b puede ser a lo més
7 y generan los niimeros del 200 al 279. En conjunto, tenemos como solucién a
A3 =1{190,191,192,...,279}.

Ahora, sia = 9y b > 1, el nimero 11a + b tiene tres digitos, su expansién
decimal es 100(1) + 10(0) + &', el cual genera al nimero
(100(H) + 100)+ ") -1 +b") 99

=—=11L
9 9

Como 11 no estd en A,, no se generan mds soluciones.

4. ntiene cuatro digitos, digamos n = 1000a + 1000 + 10c¢ + d, luego

(1000a + 1006+ 10c+d) —(@+b+c+d) 999a+99b + 9c

9 9 = 11la+11b+c.

Sia<80a=9,d=c=0,11la+ 11b + c tiene tres digitos. Para que esté
en Az, tiene que pasarque a = 1, b =7yc >2;0a =1,b > 8;0a = 2,
b<4,0a=2,b=25,c <2 Como d no importa, obtenemos como solucién
Ay ={1720,1721,1722,...,2529}.

En otro caso, 111a+ 115+ c tiene cuatro digitos. El cual puede ser de dos formas:
1000(1)+100(1)+10(0)+c’, el cual generaa 122, o de la forma 1000(1)+100(0)+
100" + ¢’, el cual generaa 111 + b" < 120. Como todos los niimeros en A3 son
mayores a estos, no se generan mas soluciones.
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5. n tiene cinco digitos, digamos n = 10000a + 10005 + 100c + 10d + e, con a <
2 (pues s6lo tenemos que considerar hasta el 26000). Este nimero genera al
1111a + 1116 + 11¢c + d. Como a < 2, este nimero tiene exactamente cuatro

digitos y tiene que estar en A4. Tenemos los siguientes casos

m Sia=1yb=>5.Paraque 1111la+ 1115 + 11c + d sea mayor o igual que
1720 necesitamos que ¢ > 5 y d no importa.

» Sia=1,b2>6,cydpueden ser lo que sea.

m Sia=2yb<1,cydnoimportan, I1111a+ 111b + 11c + d serd menor o
igual que 2529.

= Sia=2,b=2,c<6,entonces d puede ser lo que sea.

= Sia=2,b=2yc="17,entonces para no pasarnos d < 8.
Obteniendo el conjunto A5 = {15500, 15501, 15502, . ..,22789}.

Sumando el nimero de soluciones de cada caso, obtenemos 8201 niimeros menores a
26000 con la misma casa que el 2012.

Problema 5. Algunas ranas, unas de ellas rojas y otras verdes, se van a mover en un
tablero de 11x 11, de acuerdo a las siguientes reglas. Si una rana estd ubicada, digamos,
en la casilla marcada con # en la siguiente figura, entonces

= Si es roja, puede saltar a cualquiera de las casillas marcadas con X.

= Si es verde, puede saltar a cualquiera de las casillas marcadas con o.

Diremos que dos ranas (de cualquier color) se pueden encontrar en una casilla si ambas
pueden llegar hasta tal casilla saltando una o mds veces, no necesariamente con el
mismo nimero de saltos.

a) Muestra que si ponemos 6 ranas, entonces hay al menos 2 que se pueden encontrar
en una casilla.
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b) ;Para qué valores de k es posible poner una rana roja y una rana verde de manera
que haya exactamente k casillas en las que estas ranas se pueden encontrar?
(Sugerido por Leonardo Ignacio Martinez Sandoval)

Solucion de Axel Omer Gomez Casarez.
a) Nos fijamos en las casillas segtin la congruencia médulo 5 de la columna en la que
estén. Una rana roja tiene cuatro posibles movimientos. Los numeramos como sigue.

Notamos que los movimientos 1y 2, asi como los movimientos 3 y 4 son inversos entre
si. Luego, si x es igual al nimero de movimientos 1 menos el niimero de movimientos 2
y z es igual al nimero de movimientos 3 menos el nimero de movimientos 4, tenemos
que la rana roja se movié x + 2z casillas verticalmente (donde un nimero positivo
indica hacia arriba y uno negativo hacia abajo) y 2x — z casillas horizontalmente (donde
un nimero positivo indica hacia la derecha y uno negativo hacia la izquierda). Si el
movimiento vertical es cero, x + 2z = 0 se tiene que el movimiento horizontal serd
2x — z = =5z, lo que significa que, si la rana volvi6 a su misma fila, su posicién en
la fila cambi6 en un multiplo de 5. Para ver que todas estas casillas son alcanzables,
basta ver que con los movimientos 1, 4 y 1 se mueve 5 casillas a la derecha y con los
movimientos 2, 3 'y 2 se mueve 5 casillas a la izquierda.

Abhora, si x + 2z = 1 tenemos que 2x — z = 2 — 5z, por lo que, si subimos una fila, la
congruencia de la posicién vertical aument6 en 2. Si consideramos 5 filas consecutivas,
donde la congruencia de la posicién vertical en la dltima fila es r, en las siguientes filas
podré llegar a las posiciones r + 2, r + 4, r + 1 y r + 3, respectivamente. Por lo que en 5
filas consecutivas la rana roja estd en cada una de las congruencias médulo 5. Notemos
que hay tres columnas congruentes a 1 médulo 5 y dos de las otras cuatro congruencias
modulo 5. Entonces, si nos tomamos las 10 primeras filas, la rana roja puede llegar a
2-3+8-2 = 22casillas y en la otra fila llega al menos a 2, por lo que cualquier rana
roja puede llegar a al menos 24 casillas.

Anélogamente, la rana verde tampoco cambia de congruencia en la misma fila y al subir
su congruencia disminuye en 2, por lo que de la misma manera en 5 filas consecutivas
estd exactamente una vez en cada congruencia y puede llegar a al menos 24 casillas.
Entonces, si tenemos 6 ranas, éstas llegan al menos a 6 - 24 = 144 casillas y como el
tablero sélo tiene 121 casillas, por el principio de las casillas hay al menos una casilla
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a la que pueden llegar dos ranas.

b) Notemos que la congruencia de una rana en dos filas a distancia 5 es la misma. Tam-
bién que una rana roja y otra verde se encuentran siempre y exactamente en una fila por
cada 5 filas consecutivas. Esto pasa por lo siguiente: consideramos 5 filas consecutivas,
donde la congruencia de la rana roja en la dltima fila es r y de la verde v, entonces las
congruencias de la roja en las demds filas son r + 2, r + 4, r + 1, r + 3 y las de la verde
v,v+3,v+1,v+4,v+2enese orden. Y siempre sucede que exactamente una de las
siguientes congruencias es cierta: r = v, r+2 =v+ 3, r+4=v+ 1, r+1 =v+4,
r+ 3 = v+ 2, todas ellas médulo 5 y se demuestra el resultado.

Entonces, tenemos que en 11 filas las ranas se pueden encontrar en 2 filas o en 3 y
que las congruencias en las que se encuentran son la misma. Por lo tanto, se pueden
encontraren2-2,2-3,3-203 -3 casillas, porloque k =4,6 0 9.

Problema 6. Considera un tridngulo acutdngulo ABC con circuncirculo C. Sean H el
ortocentro del tridngulo ABC y M el punto medio de BC. Las rectas AH, BH y CH
cortan por segunda vez a C en D, E y F, respectivamente; la recta MH cortaa C en J
de manera que H queda entre M y J. Sean K y L los incentros de los tridngulos DEJ y
DFJ, respectivamente. Muestra que KL es paralela a BC.

(Sugerido por Eduardo Velasco Barreras)

Solucién de José Alberto De la Paz Espinosa. Primero recordemos el siguiente re-
sultado. En todo tridngulo ABC si I es su incentro y D es la otra interseccion de la
bisectriz por A con el circuncirculo del tridngulo, se tiene que D es el circuncentro del
tridngulo BIC.

A

D

Otro resultado que usaremos es que en cualquier tridngulo ABC el reflejado del orto-
centro H sobre cada uno de los lados estd sobre el circuncirculo. Por ejemplo, en el
siguiente dibujo se tiene que las reflexiones de H sobre BC, CAy ABson D, Ey F,
respectivamente.
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A
F
H
B\ c
D

El otro resultado que usaremos es que la circunferencia de los 9 puntos’ y el cir-
cuncirculo del tridgngulo son homotéticos® desde el ortocentro H. Sean D', E’ y F’
los pies de las alturas desde A, By C, respectivamente y sea M’ la otra interseccién de
la recta HM con el circuncirculo C.

SVer en el apéndice el teorema 27.
6Ver en el apéndice la definicién 22.
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Como H es el ortocentro, tenemos que ZFCB = /BCD, por lo que B estd en el punto
medio del arco FD. Sabemos que la bisectriz interna del ZF JD pasa por el incentro del
tridngulo FJD (que es L) y por el punto medio del arco FD. Luego, los puntos J, L'y
B son colineales. Andlogamente los puntos J, K'y C son colineales.

Como L es el incentro del tridngulo FJD tenemos que BF = BL = BD. Como K es
el incentro del tridngulo DEJ tenemos que CE = CK = CD. Ademds, como H es el
ortocentro, BH = BDy CH = CD, de donde BL= BHy CH = CK.

Por angulos inscritos tenemos que los tridngulos JBH y EM’H son semejantes. Tam-
bién lo son los tridngulos JCH y FM'H. Luego

JB JB EM’
LB BH MH _EM

IC T TIC TR T
KC CH M'H

Como la circunferencia de los 9 puntos y el circuncirculo C son homotéticos desde H
y las rectas HF’, HM y HE' intersectan a C en los puntos F', M’ y E’, tenemos que los
tridngulos F’ME’ y FM'E son semejantes. Luego,

JB
B _EM _E'M
JC T FM F'M
KC

Como /BF'C = (BE’'C = 90°, la circunferencia con centro BC pasa por E' y F’.
Como su centro es M se tiene que ME’ = MF’, de donde

JB
LB _EM _,
JC T FM
KC
JB JC L
Luego, — = —— lo cual implica, por el Teorema de Thales, que LK es paralela a BC.

LB KC
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American Mathematics Competition (AMC 10)

El examen AMC 10 es uno de los primeros exdmenes de la Olimpiada de Matematicas
de los Estados Unidos. A diferencia de muchos otros exdmenes, en cada problema hay
que elegir como respuesta uno de los incisos y no se pide justificacién alguna. En afios
anteriores se ha permitido la participacién de un equipo mexicano en este examen y lo
presentaban los ganadores del primer lugar nacional durante el entrenamiento nacional
de enero. A pesar de que este ailo México no presentd dicho examen, presentamos los
problemas del examen AMC 10, pues los consideramos adecuados para entrenar.

Problema 1. Un servicio de taxi cuesta $1.50 mds $0.25 por milla recorrida. ;Cuédnto
cuesta un servicio de taxi de 5 millas?

(a) $2.25 (b) $2.50 (c) $2.75 (d) $3.00 (e) $3.25

Problema 2. Alicia estd haciendo galletas y necesita 2% tazas de azicar. Desafortuna-
damente, en la taza medidora que utiliza inicamente cabe % de taza de azicar. ; Cudntas
veces debe llenar Alicia esa taza medidora para obtener la cantidad correcta de azicar?

(a) 8 (b) 10 ()12 (d) 16 (e) 20

Problema 3. Los lados del cuadrado ABCD tienen longitud 10. El punto E estd sobre
el lado BC, y el area del tridngulo ABE es 40. ;Cudl es la longitud de BE?

B E

C

(a) 4 (®)5 (©6 (@7 (e)8



48 American Mathematics Competition (AMC 10)

Problema 4. Un equipo de softbol jugé diez partidos, obteniendo 1,2,3,4,5,6,7,8,9
y 10 carreras. Dicho equipo perdi6 por una carrera en exactamente cinco partidos. En
cada uno de los otros partidos, el equipo obtuvo exactamente el doble de carreras que
su oponente. ;Cudntas carreras en total obtuvieron sus oponentes?

(a) 35 (b) 40 (c) 45 (d) 50 (e) 55

Problema 5. Tom, Dorothy y Sammy hicieron un viaje de vacaciones y acordaron
compartir los gastos en partes iguales. Durante el viaje Tom gast6 $105, Dorothy gast6
$125 y Sammy gasté $175. Para repartir los gastos igualitariamente, Tom le di6 ¢ d6la-
res a Sammy y Dorothy le di6 d délares a Sammy. ;A qué es igual  — d?

(a) $15 (b) $20 (c) $25 (d) $30 (e) $35

Problema 6. Joey y sus cinco hermanos tienen 3,5,7,9,11 y 13 afios de edad. Una
tarde dos de sus hermanos cuyas edades suman 16 afios fueron al cine, dos hermanos
menores de 10 fueron a jugar beisbol, y Joey y su hermano de 5 afios se quedaron en
casa. ;Cudntos afios tiene Joey?

(a)3 (b)7 ©9 @11 (e) 13

Problema 7. Un estudiante debe elegir cuatro cursos entre Inglés, Algebra, Geometria,
Historia, Arte y Latin. Entre los elegidos debe estar Inglés y al menos un curso de ma-
temadticas. ;De cudntas maneras puede hacer la eleccién?

(a) 6 (b) 8 ©)9 @12 ) 16

22014 + 22012

Problema 8. ;Cual es el valor de 22014 — p2012 |

(a) -1 )1 ©3 (d) 2013 (e) 24024

Problema 9. En un juego reciente de baloncesto, Shenille hizo inicamente lanzamien-
tos de tres y de dos puntos. Ella logré encestar en 20 % de sus lanzamientos de tres
puntos y en 30 % de sus lanzamientos de dos puntos. Shenille hizo 30 lanzamientos.
(Cuantos puntos acumulé?

(a) 12 (b) 18 (c) 24 (d) 30 (e) 36

Problema 10. Un ramo de flores contiene rosas rosadas, rosas rojas, claveles rosados y
claveles rojos. Un tercio de las flores rosadas son rosas, tres cuartos de las flores rojas
son claveles y seis décimos de las flores son rosadas. ;Qué porcentaje de las flores son
claveles?

(a) 15 (b) 30 (c) 40 (d) 60 (e) 70
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Problema 11. Un consejo estudiantil debe seleccionar entre sus miembros a un co-
mité de bienvenida de dos personas y a un comité de planeacién de tres personas. Hay
exactamente 10 maneras de seleccionar el equipo de dos personas para el comité de
bienvenida. Es posible que haya estudiantes que estén en ambos comités. ;De cudntas
maneras se puede seleccionar el comité de planeacion de tres personas?

(a) 10 (b) 12 ©) 15 d) 18 (e) 25

Problema 12. En un tridngulo ABC, AB = AC = 28 y BC = 20. Los puntos D, E
y F yacen en los lados AB, BC y AC, respectivamente, de tal manera que DE y EF
son paralelos a AC y a AB, respectivamente. ;Cudl es el perimetro del paralelogramo

ADEF?
A

B E C
(a) 48 (b) 52 () 56 (d) 60 (e) 72

Problema 13. ;Cudntos nimeros de tres digitos que no son divisibles por 5, tienen
digitos que suman menos que 20 y tienen el primer digito igual al tercer digito?

(a) 52 (b) 60 () 66 () 68 (e) 70

Problema 14. Se quita un cubo sélido con arista de longitud 1 de cada esquina de un
cubo sélido con arista de longitud 3. ;Cudntas aristas tiene el sélido resultante?

(a) 36 (b) 60 ()72 (d) 84 (e) 108

Problema 15. Dos lados de un tridngulo tienen longitudes 10 y 15. La longitud de la
altura al tercer lado es la media aritmética de las longitudes de las alturas a los dos
lados dados. ;Cudl es la longitud del tercer lado?

(a)6 (b)8 ©9 (d) 12 (e) 18

Problema 16. Se refleja un tridngulo con vértices (6, 5), (8, —3) y (9, 1) alrededor de la
recta x = 8 para formar un segundo tridngulo. ;Cudl es el drea de la figura formada por
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los dos tridngulos?
(@9 (b) ¥ (c) 10 @3 OF-

Problema 17. Daphne recibe periédicamente la visita de sus tres mejores amigas: Ali-
ce, Bety y Claire. Alice la visita cada tercer dia, Bety cada cuarto dfa y Claire cada
quinto dfa. Las tres visitaron a Daphne ayer. ;En cudntos dias del siguiente periodo de
365 dias visitardn a Daphne exactamente dos de sus amigas?

(a) 48 (b) 54 (c) 60 (d) 66 (e) 72

Problema 18. Consideremos los puntos A = (0,0), B =(1,2),C = (3,3)y D = (4,0).
Una recta que pasa por A corta al cuadrildtero ABCD en pedazos de igual drea. Esta
recta intersecta a CD en el punto (5, f), donde estas fracciones estdn simplificadas.
(Cudlesel valorde p+ g+ r+ s?

(a) 54 (b) 58 (c) 62 (d)70 (e)75

Problema 19. En base 10 el nimero 2013 termina en el digito 3. Por otro lado, en base
9, el mismo nimero se escribe como (2676)9 y termina en el digito 6. ;Para cudntos
enteros positivos b sucede que la representacion en base b de 2013 termina en el digito
3?

(a)6 )9 (c) 13 (d) 16 (e) 18

Problema 20. Se rota un cuadrado unitario por un dngulo de 45° alrededor de su cen-
tro. ;Cudl es el drea de la regién barrida por el interior del cuadrado?

\/—71' s s \/_71' \/_71'
(@l-¥+2 (b)1+2 ©2-V2+1% (A F+2 e 1+¥+%

Problema 21. Un grupo de 12 piratas acuerda repartir un cofre de monedas de oro
entre ellos como sigue. El pirata k-ésimo, en su turno, toma 1"—2 de las monedas que per-
manezcan en su cofre. El nimero de monedas que estdn en el cofre es el mds pequefio
para el cual este arreglo permite que cada pirata reciba un nimero entero de monedas.
(Cudntas monedas recibe el pirata 12-ésimo?

(a) 720 (b) 1296 (c) 1728 (d) 1925 (e) 3850

Problema 22. Seis esferas de radio 1 estdn ubicadas de tal manera que sus centros
estdn en los vértices de un hexdgono regular de lado de longitud 2. Las seis esferas
son tangentes internamente a una esfera mas grande cuyo centro estd en el centro del
hexagono. Una octava esfera es tangente exteriormente a las seis esferas mas pequefias
y tangente interiormente a la esfera mds grande. ;Cudl es el radio de la octava esfera?

(@) V2 (b) 3 ©3 d) V3 (e)2



Olimpiadas Internacionales 51

Problema 23. En un tridngulo ABC, AB = 86 y AC = 97. Un circulo con centro A
y radio AB intersecta a BC en los puntos By X. Ademds BX y CX tienen longitudes
enteras. ;Cuanto mide BC?

(a) 11 (b) 28 (c)33 (d) 61 (e)72

Problema 24. La Escuela Central High estd compitiendo contra la Escuela Northern
High en un torneo de backgammon. Cada escuela tiene tres competidores y las reglas
del torneo requieren que cada competidor juegue dos partidos contra cada uno de los
competidores de la otra escuela. El torneo tiene lugar en seis rondas, jugdndose tres
partidos de manera simultdnea en cada ronda. {De cudntas maneras distintas se puede
programar el torneo?

(a) 540 (b) 600 (c) 720 (d) 810 (e) 900

Problema 25. Se dibujan todas las diagonales en un octdgono regular, 20 en total. ;En
cudntos puntos distintos en el interior del octdgono (no en el borde) se intersectan dos
o mds diagonales?

(a)49 (b) 65 ()70 (d) 96 (e) 128

XXV Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional participan anualmente en la Olim-
piada Matematica de la Cuenca del Pacifico, APMO, por sus siglas en inglés. A di-
ferencia de otros exdmenes de olimpiadas, éste consiste en un unico examen con 5
problemas para resolver en un mdximo de 4 horas.

En el mes de marzo, se aplicé el examen de la XXV Olimpiada Matematica de la Cuen-
ca del Pacifico a los alumnos que en ese momento formaban parte de la preseleccién
nacional. Dicho examen se aplic y calificé en México y los 10 mejores exdmenes se
enviaron a Kazajistdn para ser evaluados por el comité organizador. Los resultados de
dicho concurso se publicardn en el préximo nimero de Tzaloa, junto con las mejores
soluciones de los participantes.

A continuacién presentamos los problemas de la XXV Olimpiada Matematica de la
Cuenca del Pacifico.

Problema 1. Sea ABC un tridngulo acutdngulo con alturas AD, BE 'y CF, y sea O
el centro del circuncirculo de ABC. Muestre que los segmentos OA, OF, OB, OD,
OC, OE dividen al tridngulo ABC en tres pares de tridngulos, en donde cada par de
tridngulos tienen la misma 4rea.

n?+1

Problema 2. Determine todos los enteros positivos n que cumplen que W—T
n|”+2

un entero. (Aqui | r] denota el mayor entero menor o igual a r.)
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Problema 3. Para 2k numeros reales a;, as, ..., ax, by, ba, . .., by se define la sucesion
de nimeros X, por

k
X, = E lain+b;], (n=1,2,...).
i=1
Si la sucesion X, forma una progresion aritmética, muestre que la suma Zf‘: 1 a; debe
Ser un entero.
Aqui | r] denota el mayor entero menor o igual a r.

Problema 4. Sean a y b enteros positivos, y sean A y B conjuntos finitos de enteros
que satisfacen:

1. Ay B son ajenos,

2. siun entero i pertenece a A o a B, entonces o bien i + a pertenece a A o bieni —b
pertenece a B.

Muestre que a |A| = b |B|.
Aqui |X| denota el niimero de elementos del conjunto X.

Problema 5. Sea ABCD un cuadrildtero inscrito en una circunferencia w, y sea P un
punto sobre la extension de AC de manera que PB'y PD son tangentes a w. La tangente
en C intersecaa PDen Q y alarecta AD en R. Sea E el segundo punto de interseccién
de AQ con w. Muestre que B, E y R son colineales.
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XXVII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

La XXVII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas se realiz6 del 29 de septiembre
al 6 de octubre, en Cochabamba, Bolivia. Los alumnos que concursaron fueron: Adin
Medrano Martin del Campo y Juan Carlos Ortiz Rhoton, ambos de Jalisco, Enrique
Chiu Han del Distrito Federal y Julio César Diaz Calderén de Oaxaca. Julio César
obtuvo una medalla de plata y Addn, Juan Carlos y Enrique obtuvieron cada uno una
medalla de bronce. En esta ocasién México ocup0 el sexto lugar de entre los 19 paises
que participaron. En esta competencia dos de los seis problemas fueron inventados
por mexicanos: el segundo por Leonardo Ignacio Martinez Sandoval y el quinto por
Eduardo Velasco Barreras.

A continuacién presentamos los problemas y sus soluciones de la XXVII Olimpiada
Iberoamericana. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una
para resolverlos.

Problema 1. Sea ABCD un rectdngulo. Se construyen tridngulos equildteros BCX y
DCY de modo que estos tridngulos comparten algunos de sus puntos interiores con los
puntos interiores del rectdngulo. Las rectas AX y CD se cortan en P, y las rectas AY y
BC se cortan en Q. Probar que el tridngulo APQ es equilatero.

Solucién de Enrique Chiu Han. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
AB > BC. El punto X estd en la mediatriz del segmento BC ya que XB = XC por ser
equildtero el tridngulo BCX. Como ABCD es un rectdngulo, lo anterior implica que
X también estd en la mediatriz de DA. Se sigue que X es circuncentro del tridngulo
rectangulo APD por estar sobre la hipotenusa y en la mediatriz de un cateto; en par-
ticular AX = XP. Procediendo de manera andloga se concluye que AY = YQ, por lo
tanto los tridngulos AXY y APQ son semejantes por el criterio LAL.
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Q

D C P

Para concluir la solucidén, probaremos que el tridngulo AXY es equildtero. Notemos que
LCDY = 60° = £XBC porque estos son dngulos internos de los tridngulos equildteros
DCY y BCX, respectivamente; también se tiene que ZCDA = /ABC = 90°, de modo
que /YDA = /ABX = 30°. Por otra parte, DA = BC = BXy DY = DC = BA, asi
que los tridngulos ADY y XBA son congruentes por el criterio LAL, y en consecuencia
AX = AY. Denotemos @« = /AYD = /XAB. Por la suma de dngulos en el tridngulo
ADY, tenemos que L/YAD = 150° — a, de donde

LYAB = tYAD — /BAD = (150° — @) — 90° = 60° — .
Por lo tanto, ZXAY = /BAX + £YAB = 60° y con esto termina la solucién.

Problema 2. Decimos que un entero positivo es brillante si puede ser escrito como la
suma de dos enteros no necesariamente distintos @ y b con la misma suma de digitos.
Por ejemplo, 2012 es brillante ya que 2012 = 2005 + 7 y 2005 y 7 tienen la misma
suma de digitos. Determinar todos los enteros positivos que no son brillantes.

Solucion de Julio César Diaz Calderén. Para cada entero positivo x, sea S (x) la suma
de sus digitos. Demostremos que

x; =x999---9
con x un digito par y tal que hay una cantidad impar de nueves y
X =x999---9

con x un digito impar y tal que hay una cantidad par de nueves, no son brillantes.
Comencemos con x;. Sea s la cantidad de nueves que tiene (dicha cantidad es impar).
Supongamos que x; es brillante, luego,

X1 = arag-1-+-ay + bbby
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donde los a; y los b; son digitos tales que a; +a, + -+ ay = by + by + -+ + b,.
Como estos suman xi, se tiene que a; + b; = 9 (mod 10), ademds, como son digitos,
a;+b; £9+9 =18 <19, de donde a; + b; = 9. De la misma manera llegamos a
queay+by =9, a3+b3=9,...,a;,+ b; = 9. En particular, hemos demostrado que
a; y b; tienen distinta paridad para 1 < i < s (algunos de estos podrian ser 0). Ahora,
asy1 + bgy1 = x, el cual es par, de donde a4 y by4; tienen la misma paridad.

Como s es impar, el nimero de digitos impares del conjunto {ay,...,ax, by,...,b,} es
imparya;+ay+---+ag+ by +by+---+ b, es impar. Por otro lado, a; +a, +--- +
ap+by+by+---+b.=2(a; +ay+ -+ ay) el cual es par. Esto es una contradiccion
y x1 no es brillante.

De una manera muy parecida se demuestra que x; no es brillante. Ahora demostraremos
que todos los demds nimeros son brillantes. Procederemos con induccién fuerte sobre
el nimero de digitos de z, un niimero que no es de la forma x; o x;.

La base de induccién es que z tiene un digito. Si z fuera impar, serfa de la forma x, (con
cero nueves). Luego, zes par, z = 5 + 3, S(3) = S(5) y z es brillante. La hipétesis de
induccidn es que si z tiene entre 1 y k digitos y no es de la forma x; o x,, entonces z es
brillante.

Seaz =ajay...ar y tal que no es de la forma x; o x,. Consideremos varios casos:

1. Siagy espar, z = % + %, S(%) = S(%) y z es brillante.
2. Si ay4 es impar, consideramos dos casos:

a) ay es impar. Si a;a; ...a;- no es de la forma x; o x,, por la hipétesis de
induccion, existen enteros z; y zp tales que ajaz...axy = 21 + 22y S(z21) =
S (22). Definimos

-1 +1
7 100z, + 10 <“"2 )+(“"“ )

2
ay + 1 g+l — 1

5 = 100z + 10 < ) + ( ) .

Vo) 22 ) )
Se tiene que 2} + 25 = 100(z) + 22) + 10y + a1 = a1as . .. axage1 = 2.
Ademas

, ak—l ak+1+1 ak+1 ak+1—1 ,
S =S — =S — =S
@ =S +—F—+— @+ —5—+— (z3)

y z es brillante.

Por otro lado, si aja;...a;-; es de la forma x; o x;, tenemos que a; y
a4+, no son ambos nueves (de otra forma, z seria de la forma x; o x»).
Consideramos, nuevamente, dos casos:

m q,noes9.Siaa;...a;; esdelaforma x; consideramos

_ pY 10+ak—1)(ak+1+1>
a4 = (5)4545...454< : ).

3 X 1O+ak+1)(ak+1—1)
H = (5) 5454...544( - )




56 XXVII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

los cuales cumplen las condiciones requeridas.
Por otro lado, si aja; . . .ax_; es de la forma x, consideramos

x+1 10+ak—1>(ak+1+1>
< 5 >4545...4544< 5 2 ,

x—1 10+ak+1)(ak+1—1)
- 454 ...5454
2 ( 2 )55 >4 ( 2 A

los cuales cumplen las condiciones requeridas.

21

m qres9yarnoes9.Siaja; ... ag- es de la forma x; consideramos

10 |
(%) 4545 ... 4544 (%)

21 = )
_ pY 10 + agyq — 1)
H = (5) 5454 .. .5454 (f ,

los cuales cumplen las condiciones requeridas.
Por otro lado, si aja; . .. ai—; es de la forma x, consideramos

(“1)4545...454(710”"“_1),

21

2 2
n = (x;1>5454...544 (10”‘%)

los cuales cumplen las condiciones requeridas.

b) ay espar. Sik = 1, z tiene dos digitos. En este caso elegimos

-2 11
a = () (Fm).
ay 9+ak+1)
10(2)+( 2 )

los cuales cumplen las condiciones. Ahora, consideremos que a;_; existe
(es decir, k > 2).

Siaja;...ax—, (podria ser cero) no es de la forma x; o x,, existen enteros
positivo z;, zp talesque z; + 22 = ajay ... ax—2 y S(z1) = S (z2).

Si ay— es par, consideramos

22

, aji—1 10 + ayg Qi+l — 1

4 = 1000z1+100(7)+10( _ >+( - )
=2 1 1

4 = 1000z2+100(“’”2 )+1o( 0;’“")+(“’”‘2+ )

los cuales cumplen las condiciones. Por otro lado, si ax_; es impar,

, a1 — 1 ag a1 + 1
Z 1000z, + 100< ; ) +10 (5) + (+T>

1+ 1 -1
% 1000z, + 100 (“" L ) +10 (“—2") + (“"“2 )
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los cuales cumplen las condiciones.
Abhora, si aja; ...a;—; es de la forma x; o x5. Si ax—; es impar, el proceso
es el mismo que en el caso donde ax1 y a; eran impares, solo que en este

caso, z; y 22 tendrdn a “—Zk en sus decenas.

Por dltimo, si aja;...ar—, es de la forma x; 0 x, y ax—; es par. Seaw =
aiay . ..ax—p. Como es de la forma x; o x,, entonces es impar. Luego, ele-
gimos

_ w—1 1O+ak,1) (10+ak) (ak+1—1)
Z1—1000< > >+100( > + 10 5 + 5 s

-1 8 + ay_ 10 + +1
o (5 o) 10132 (257,

que cumplen las condiciones. Esto concluye la induccién.

Problema 3. Sea n un entero positivo. Dado un conjunto de enteros {aj, as, ..., a,},
donde g; € {0, 1,2,...,2" — 1} para todo i, asociamos a cada uno de sus subconjuntos
la suma de sus elementos; en el caso particular del conjunto vacio dicha suma es O.
Decimos que {a;, az, . . ., a,} es n-completo si todas estas sumas son diferentes médulo
2". Determinar el niimero de conjuntos n-completos en funcién de 7.

Solucién. La mejor manera de resolver este problema es checando primero casos pe-
quefios, por ejemplo n = 3, el cual deberfa darnos suficiente informacién para esta-
blecer una conjetura razonable. Atn si no visualizamos un patrén, podemos conjeturar
que o bien

1. 2"! siempre pertenece al conjunto, o
2. siempre hay exactamente un nimero impar en el conjunto.

La siguiente solucién, basada en el punto 1, es la que hicieron la mayor parte de los par-
ticipantes que resolvieron el problema. Después daremos una segunda solucién basada
en el punto 2.

Demostraremos primero el siguiente resultado.

Lema. Si A = {ay, ay, . . ., a,} es un conjunto n-completo, entonces 2"~ € A.
j D

Prueba. Consideremos el polinomio p(x) = (1 + x*)(1 + x*?)---(1 + x*). Es claro
que si s, 82, ..., s> son todas las posibles sumas de los subconjuntos de A, entonces
p(x) = x" +x"2+---+x"". Luego, si los s; son todos distintos médulo 2", tenemos que
p(w) =0, donde w = e>™/?" es el nimero complejo COS(%) + isen(%—f). Esto significa
que p(w) = (1 + )1 + w®?)--- (1 + w™) = 0, lo cual implica que existe j tal que
1 + w% = 0. Sustituyendo w, llegamos a que >/ = —1, es decir, cos( 2’;” ) = —1.
Luego, % debe ser un entero impar y como 0 < a; < 2", se sigue que 2" < a; < 2",
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de donde a; = 2! lo que significa que 2"~! pertenece al conjunto A.

Ahora, sea f(n) el nimero de conjuntos n-completos. Demostraremos que f(n) =
2"=D/2 por induccién fuerte’ en n. El caso base n = 1 es inmediato ya que el tinico
conjunto 1-completo es {1}, asi que supondremos que el resultado es cierto para todo
k < n.Sea A = {a,ay,...,a,} un conjunto n-completo. Por el lema anterior tenemos
que A = 2" U ay,as,...,an-1), y si A es n-completo, entonces {aj, az,...,a,-1}
debe ser (n — 1)-completo, pues en caso contrario existirfan dos subconjuntos de A
distintos, digamos A; y A, tales que

s(A}) = s(A,) (mod 2" 1),

donde s(X) denota la suma de los elementos de X.

Pero entonces, o bien A} = A, (mod 2"), lo que es una contradiccién, o bien A = A, +
2"=! (mod 2"), que también es una contradiccién ya que tendriamos s(A; U {2"!}) =
s(Az) (mod 2") (abusando de la notacién, A} = A, (mod 2") significa que los elemen-
tos de A son congruentes médulo 2" con los elementos de A, en algtin orden).

Por lo tanto, para algtin conjunto (n — 1)-completo B = {b;, by, ..., b,_1} debemos tener
que los elementos del conjunto A \ {2"~'} son congruentes médulo 2"~! con los ele-
mentos del conjunto B en algiin orden. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
= b; (mod 2"71). Ya que0<ag; <2"-1y0<bh; < 271 _ 1, debemos tener que

a;

a;,=b;oa; =b; + 2n-1,

Demostraremos que cada conjunto A = {aj,ay,...,a,} tal que a, = on-1 ya =b;jo
a; = by + 2! paral < i < n -1, es n-completo, donde B = {b,b3,...,b,_1} €s un

conjunto (n — 1)-completo. Supongamos que esto no es asi. Entonces, existen dos sub-
conjuntos de A tales que sus elementos tienen los mismos residuos cuando se dividen
entre 2", y por lo tanto también tienen los mismos residuos cuando se dividen entre
2"-1 Una vez que a, = 2", podemos suponer que este elemento no est4 en cualquiera
de los dos conjuntos. Esto implica que B no es un conjunto (n — 1)-completo.
Por lo tanto, todas las sumas de los subconjuntos de A \ {2"~'} son distintas médulo
2"=1 1o que significa que todas las sumas de los subconjuntos de A son distintas médu-
lo 2", y por lo tanto A es un conjunto n-completo.
De esta manera todos los conjuntos n-completos se forman sumando 2"~! a cada ele-
mento de un conjunto (n — 1)-completo o no, y agregando 2"~!.
Entonces, por cada conjunto (n — 1)-completo tenemos 2"~! conjuntos n-completos.
Luego, si f(n—1) = 20~D=2)/2 g e] niimero de conjuntos (1 — 1)-completos, tenemos
que

f(n) — 2n—1f(n _ 1) — 2)1—1 . 2(n—1)(n—2)/2 — 2n(n—1)/2.

A continuacién daremos una solucién basada en el punto 2. Al igual que en la so-
lucién anterior, haremos la demostracién por induccién® en n. El caso n = 1 es in-
mediato. Supongamos que el resultado se cumple para algin n» > 1 y haremos la
prueba para n + 1. En lo que sigue todas las sumas se consideran médulo 2"*!. Sea

7Ver en el apéndice el teorema 8.
8Ver en el apéndice el teorema 7.
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A ={ay,ay,...,a,+1} un conjunto (n + 1)-completo. Observemos primero que alguno
de los nimeros ay, az, . . ., a,4+1 €s impar, pues alguna suma de la forma > a; debe ser
congruente a 1 médulo 2"*!. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a,,; es im-
par. Sea B = {aj,as,...,a,} y sea S el conjunto de todas las sumas de los elementos de
los subconjuntos de B. Sea

T={s+a,.1|s€S}

Observemos que las sumas de los elementos de los subconjuntos de A son exactamente
aquellasen S U T,y que S y T no tienen elementos en comun.
Ya que a4 es primo relativo con 27+ tenemos que

{0,1,2,...,2" — 1} = {0, dps1, 2ans1s - - -, 2" = Dy} (mod 274,

Ahora0 € S y a,4; € T. Supongamos que 2a,,; € T. Entonces, borrando el término
an+1 de esta suma en T obtenemos que 2d,+1 — dn+1 = au4+1 €std en S, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, 2a,.; € S. Ahora, sumando a,.; a esta suma, se sigue que
2a,41+a,+1 = 3a,41 pertenece a T. De manera similar se demuestra que 4a,,, estien S.
Continuando de esta manera, deducimos que S consiste exactamente de todas aquellas
sumas de la forma ma,; donde m es par, 0 < m < ol 1, y T consiste exactamente
de todas aquellas sumas de la forma ma,; donde m es impar, 0 < m < 27+l _ 1. Pero
es claro que

{0,2an41,4ans1, ., (2" = D)1} = {0,2,4,..., 2" — 2} (mod 2")
y también
{1,341, 5ans15 - - -, 2" = Dager) = 11,3,5,..., 2" = 1} (mod 2.

Por lo tanto, tenemos que S = {0,2,4,...,2" -2}y T = {1,3,5,...,2"" — 1}.
En particular, a;,a,, ..., a, deben ser todos pares. De este modo, si consideramos los

a;

ndmeros a; = 5, 1 < i < n, entonces el conjunto {a}, a5, ..., a,} es n-completo (ob-
. n+l _ R . .
serve que a; = 3 < 2 3 2 = 2" — | para todo i), y sus subconjuntos tienen sumas

(9,24, 221 ={0,1,2,...,2" — 1} médulo 2"

Ademds, si el conjunto {a}, a5, ...,a,} es n-completo y a,,; es impar, con 0 < g,y <
27+l _ 1, entonces se sigue facilmente que § = {0,2,4,..., 2+l _ 9y y en consecuencia
T ={1,3,5,...,2"1 — 1}, de donde {a}, az, . . ., an.1} €5 (n + 1)-completo (observe que
2a; <2(2" - 1) = 2" — 2 para todo i).

Ya que hay exactamente 2"""~1/2 conjuntos n-completos por la hipétesis de induccién,
y hay exactamente 2" formas de elegir a,, €l cual es un niimero impar entre 0y 2"+ —1
inclusive (y es distinto de los restantes a; por ser impar), se sigue que hay exactamente
2nn=D/2 . gn — gn+D/2 conjuntos (n + 1)-completos.

Comentario: Con el argumento inductivo anterior es fécil caracterizar a todos los con-
juntos n-completos. Son aquellos de la forma

(2my + 1,4my +2,8m3 +4,...,2"m, + 2"}

donde 0 < m; < 2" parai = 1,...,n. Paracadaihay exactamente 2"~ valores posibles
de m, y como es claro que todos estos a; son distintos, se sigue que hay exactamente
2n=1. 2.2 = 2"=D/2 conjuntos n-completos.
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Problema 4. Sean a, b, ¢, d enteros tales que a — b + ¢ — d es impar y divide a a2-b+
¢ — d*. Probar que para todo entero positivo n, a — b + ¢ —d divide a a" — b" + " — d".

Solucion de Juan Carlos Ortiz Rhoton. Como a—b + ¢ —d | a® — b* + ¢ — d? tenemos
que a*+c? = b*+d? (mod a—b+c—d). También tenemos que a—b+c—d | a—b+c—d
porloquea+c=b+d(moda—>b+c—d),luego

@+H+2ac=(@a+c)’=b+d)?=b*+d>) +2bd (moda—b+c—d)
de donde 2ac = 2bd (mod a — b + ¢ —d). Como a — b + ¢ — d es impar, esto implica que

ac =bd (moda—b+c—d). €))]

Ahora, procedemos por induccién, asumiendo que la proposicion es cierta para n =
m — 1 y n = m, demostraremos que se cumple para n = m + 1. Para ello necesitamos
una base de induccién doble: los casos base, m = 1y m = 2, que son ciertos por
hipétesis. Ahora, hagamos el paso inductivo.

Por la hipétesis de induccion, tenemos que a” + " = b" +d” (moda—-b+c—-d)y
a™ '+ " = "+ g™ (mod a— b+ c—d). Ahora, médulo a — b + ¢ — d vemos que,

m+1 m+1

att + ¢ "

@ +c™a+c) —ac@ ' + " h

@" +d™)(b +d) - bd®"" +d" )
bm+l + dm+l

por (1) y la hipétesis de induccién.
Luego,a—b+c—d|a™! —b™! + ™! — @™ 1o que concluye la induccién.

Problema S. En un tridngulo ABC, sean Py Q las intersecciones de la paralela a BC por
A con las bisectrices exteriores de los dngulos By C, respectivamente. La perpendicular
a BP por Py la perpendicular a CQ por Q se cortan en R. Si [ es el incentro de ABC,
demostrar que AI = AR.

Solucién de Adian Medrano Martin del Campo. Primero notemos que las rectas BP'y
BI son perpendiculares por ser bisectriz exterior e interior, respectivamente, de ZABC,
asf que BI es paralela a PR. De manera similar C1 es paralela a QR y, por construccion,
BC es paralela a PQ. Resulta entonces que los tridngulos BIC y PRQ son homotéticos
por tener sus respectivos lados paralelos. Denotemos I, al excentro de ABC correspon-
diente al vértice A. Por un lado sabemos, que PB, QC y Al se intersectan en /,; por otra
parte, como los tridngulos BIC y PRQ son homotéticos, las rectas PB,CQ y RI son
concurrentes. Entonces llegamos a que R, A, I e 1, son colineales.
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I4

Los angulos ZABP y /CBI, miden lo mismo porque P, es bisectriz externa de /B;
también se tiene que /CBI, = LAPB por las paralelas PQ y BC, por lo que se sigue
que es isosceles el tridngulo ABP. Consideremos el punto medio X de PB. Las rectas
RP, AX e IB son paralelas por ser perpendiculares a PB. Aplicando el teorema de Thales
y recordando que XP = XB obtenemos

AR _XP
Al ~ XB
Por lo tanto, AR = Al.

Problema 6. Demostrar que para todo entero positivo n existen n enteros positivos
consecutivos tales que ninguno de ellos es divisible por la suma de sus respectivos
digitos.

Solucién. Daremos una demostracién constructiva. La idea es la siguiente: Dado un
nimero natural n, elegimos n nimeros primos mayores que n, digamos py,..., pp.
Demostraremos que existe un nimero K divisible por cada uno de estos primos tal que
cada niimero de la forma K00...0 + i, 1 <i < n, tenga suma de digitos divisible entre
pi, respectivamente. Luego, ninguno de estos nimeros es divisible por la suma de sus
respectivos digitos, pues si hubiera uno de ellos que fuera divisible por la suma de sus
digitos, tendriamos un i tal que p; divide a K0O...0 + i y por lo tanto p; dividiria a i
(pues p; divide a K), lo cual es una contradiccion.
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Asf que tratemos determinar el nimero K. Sea P = p; - - - p, y consideremos el niimero
A =100...0100...0100...0 el cual tiene digitos 1 en las posiciones 10/#") donde
1 < j < P—10 (de hecho A tiene P — 10 digitos 1). Mdas precisamente,

10P-10¢(P) _ |

—10¢® . = -
A=10 10e® -1 °

donde ¢(P) denota el nimero de enteros positivos menores o iguales que P y que son
primos relativos con P.

Denotemos por S (i) a la suma de los digitos de m. Tenemos que S(A) = P—-10y A =
—10 (mod P). Entonces, si consideramos el nimero B = A + 10, este ntimero satisface
que S(B)=P-9yB=A+10 =0 (mod P). Sea C = BB...B el nimero formado
concatenando copias del nimero B un total de ¢ veces para algliin nlimero natural .
Consideremos los nimeros 10°C + i, 1 < i < n, para valores grandes de x. La suma de
los digitos de cada uno de estos nimeros es S (10°C +i) = S(C)+S (i) = {(P-9)+S ().
Por el teorema chino del residuo’, el sistema de congruencias

{P-9)+S(1) = 0(modp)),
{P-9)+S(Q)

0 (mod p»),

P-9+Sn = 0(modp,),

tiene solucién ¢ (observe que 1 < S(i) <i < p; y que P — 9y p; son primos relativos
paracadai = 1,...,n). Para este valor de ¢, demostraremos que los nimeros 10*C + i,
1 < i < n, satisfacen el problema y por lo tanto nuestro nimero K buscado serd C.
En efecto, para cada i la suma de los digitos de 10°C + i es divisible entre p; como
consecuencia del sistema anterior de congruencias. También, C es divisible entre p; ya
que B es divisible entre p;. Luego, si alguno de estos niimeros fuera divisible por la
suma de sus digitos, tendriamos que p; | i, lo cual no puede ser. Por lo tanto, estos n
nimeros satisfacen el problema.

9Ver en el apéndice el teorema 6.
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A continuacién presentamos las actividades programadas por el comité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas de abril a julio de 2013.

Abril

Publicacién del décimo octavo nimero de la revista “Tzaloa”.

9 de Abril

Envio a los estados del primer examen de préctica propuesto por el Comité Or-
ganizador de la OMM.

13 de Abril

Aplicacién en los estados registrados con este propdsito del primer examen de
préctica propuesto por el Comité Organizador de la OMM (puede aplicarse des-
pués).

Mayo, del 1 al 11, Cuernavaca, Morelos

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y aplicacién de tres exdme-
nes selectivos para determinar la delegacion que representard a México en la
54“ Olimpiada Internacional (6 participantes), la delegacién que representard a
México en la XV Olimpiada Centroamericana y del Caribe (3 participantes) y la
preseleccién para la XX VIII Olimpiada Iberoamericana.

5 de junio
Envio a los estados del examen semifinal estatal propuesto por el Comité Orga-
nizador de la OMM.

8 de junio

Aplicacién en los estados registrados con este propdsito del examen semifinal
estatal propuesto por el Comité Organizador de la OMM (puede aplicarse des-
pués).
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Junio, Managua, Nicaragua

XV Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el Caribe.
Junio y julio, del 30 al 5, Burgas, Bulgaria

Competencia Internacional de Matematicas.

Julio, 11 al 20, Morelia, Michoacan

Entrenamientos para los seleccionados nacionales para asistir a la 54¢ Olimpiada
Internacional.

Julio

Publicacién del décimo noveno nimero de la revista “Tzaloa”.

Julio, 18 al 28, Santa Marta, Colombia

54“ Olimpiada Internacional de Matematicas.



Apéndice

Definicion 1 (Divisibilidad) Siay b son enteros, se dice que b divide a si a = bq para
algiin entero g, y se denota por b | a.

Teorema 2 (Algoritmo de la division) Siay b son enteros con b # 0, entonces existen
enteros q y r tales que a = bq +r donde O < r < |b|. Los enteros q y r son linicos, y son
llamados cociente y residuo, respectivamente.

Definicién 3 (Congruencias) Dados dos enteros a, b y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b modulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 4 (Propiedades de las congruencias) Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.

1. Sia

¢ (mod m)y ¢ = d (mod m), entonces a = d (mod m).

. Sia

¢ (mod m) y b = d (mod m), entonces ab = cd (mod m).

2
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a" = ¢" (mod m) para todo entero positivo n.
4

. Si ab = bc (mod m), entonces a = ¢ (mod
comiin divisor de by m.

ﬁ) donde (b, m) denota el mdximo

Teorema 5 (Pequeiio teorema de Fermat) Si p es un niimero primo y a es un entero
primo relativo con p, entonces a”~' = 1 (mod p).

Teorema 6 (Teorema chino del residuo) Sean ny,n, ..., n; niimeros naturales, pri-
mos relativos por parejas. Sean = nyny - --n; y sean ry, ra, . .., ry enteros. Entonces, el
sistema lineal de congruencias dado por,

r (mod ny),

= 1, (mod ny),

X

rr (mod ny),

tiene solucion y cualesquiera dos soluciones difieren por un miiltiplo de n.
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Teorema 7 (Induccion) El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde ko es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P(ky) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 8 (Induccion fuerte) El mérodo de induccion fuerte se utiliza para demos-
trar que una proposicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde ky es un
entero fijo. El método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que la proposicion P(ky) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(m) para todo
entero m tal que kg < m < n.

3. Se demuestra que la proposicion P(n) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 9 (Principio de las casillas) Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene al menos k + 1 objetos. En particular, sin + 1
objetos son colocados en n casillas, entonces al menos una casilla contiene dos o mds
objetos.

Teorema 10 (Desigualdad media aritmética - media geométrica (MA-MG)) Si x|,
X2, ..., X, SOn nimeros reales positivos, entonces

> YX1X2 0+ Xy,

X1 +X+ 4+ x,
n

v la igualdad se cumple si'y sélo si x; = xp = -+ = x,,.

Teorema 11 (Suma de los Angulos internos de un triangulo) La suma de los dngu-
los internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 12 (Teorema de Pitagoras) En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 13 (Puntos y rectas notables de un triangulo)
1. Mediana. Recta que une un vértice y el punto medio del lado opuesto.

2. Centroide. Punto donde concurren las medianas. También se le llama gravicen-
tro o baricentro.
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3. Mediatriz. Recta perpendicular a un lado que pasa por su punto medio.

4. Circuncentro. Punto donde concurren las mediatrices. Es el centro de la circun-
ferencia circunscrita al tridngulo.

5. Bisectriz interna. Recta que divide a un dngulo interior de un tridngulo en dos
dngulos de la misma medida.

6. Incentro. Punto donde concurren las bisectrices internas. Es el centro de la cir-
cunferencia inscrita al tridngulo.

7. Altura. Recta trazada desde un vértice que es perpendicular al lado opuesto de
dicho vértice.

8. Ortocentro. Punto donde concurren las alturas.

Definicion 14 (Congruencia de triangulos) Los fridngulos ABC y A’B’'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos 'y los
lados del tridngulo A’B’C".

Criterio 15 (Criterio de congruencia LLL) Ur criterio de congruencia de tridngu-
los nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
por LLL.

Criterio 16 (Criterio de congruencia LAL) Un criterio de congruencia de tridngu-
los nos dice que si tenemos dos tridngulos con dos lados correspondientes iguales 'y el
dngulo comprendido entre ellos igual, entonces los tridngulos son congruentes. A este
criterio se le conoce como lado-dngulo-lado y lo denotamos por LAL.

Criterio 17 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de tridngu-
los nos dice que si tenemos dos tridngulos con dos dngulos correspondientes iguales y
el lado comprendido entre ellos igual, entonces los tridngulos son congruentes. A este
criterio se le conoce como dngulo-lado-dnguloy lo denotamos por ALA.

Definicion 18 (Semejanza de triangulos) Los tridngulos ABC y A’B’C’ son semejan-

tes, si LABC = LA'B'C’, LACB = (A'C'B', tBAC = (B'A'C'y #5 = 2C =S4

Criterio 19 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares de dngulos correspondientes
de los tridngulos ABC y A’ B’'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
este criterio de semejanza se le conoce como dngulo-dngulo y lo denotamos por AA.

Criterio 20 (Criterio de semejanza LAL) Si dos tridngulos tienen dos lados corres-
pondientes proporcionales y el dngulo entre dichos lados igual, entonces los tridngulos
son semejantes. A este criterio de semejanza se le conoce como lado-dngulo-lado y lo
denotamos por LAL.

Teorema 21 (Teorema de Thales) Si ABC es un tridngulo y D, E son puntos sobre

los lados AB y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC son paralelos si

S0 o AB _ AC
y solo si 45 = 4F-
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Definicion 22 (Triangulos homotéticos) Decimos que los tridngulos ABC y DEF son
homotéticos si AB||DE, BC||EF y CA||FD. Dichos tridngulos siempre son semejantes
y la razon de homotecia es la razon de semejanza entre los tridngulos. Si la razon de
semejanza es diferente de 1, las rectas AD, BE y CF concurren en un punto O al que
llamamos centro de homotecia.

o

Teorema 23 (Medida del angulo inscrito) La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados, es decir, la
mitad del dngulo central que subtiende el mismo arco.

Teorema 24 (Potencia de un punto)

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA - PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta en
un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT*> = PA - PB.

Definicion 25 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 26 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si /DAB + /BCD = /ABC + /CDA = 180°.

Teorema 27 (Circunferencia de los 9 puntos) Los pies de las tres alturas de un tridn-
gulo, los puntos medios de los tres lados y los puntos medios de los segmentos que van
de los vértices al ortocentro del tridngulo, estdn sobre una circunferencia de radio %R,
donde R es el radio de la circunferencia circunscrita del tridngulo.

Definicion 28 (Excirculo) Decimos que una circunferencia C estd exinscrita en el
tridngulo ABC respecto al dngulo BCA, si C es tangente a los lados del dngulo BCA
y al lado AB por fuera del tridngulo dado. También se dice que C es el excirculo del
tridngulo ABC respecto al dngulo BCA.
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