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Presentacon

Tzaloa es una publicacion periddica trimestral de la @lada Mexicana de Matemati-
casy su objetivo es fomentar el estudio de las matematicas ana disciplina dinami-
ca y creativa. El disefio de las secciones y la cuidadosacs@hede sus contenidos
buscan apoyar de manera efectiva, con informacion y coarmabgs de calidad, a es-
tudiantes y profesores de nivel medio superior que cada@poeparan para participar
en los diferentes concursos de la Olimpiada de Matematicas

Esta revista, con orgullo, toma su nombre del ndhuatl poegté hecha por y para los
mexicanos. Tzaloa significa aprender y las paginas quenmoan buscan ayudar a
satisfacer la necesidad de contar con espacios adecuadqgsrptesores, estudiantes
Yy, en general, para todas aquellas personas interesadasanaflar e incrementar sus
capacidades para el razonamiento l6gico matematicogstaucion de problemas.

Tzaloa, Ao 2010, Nomero 3

El material que se presenta en este tercer nimero del@fiose escogid pensando
en estudiantes y profesores que se preparan para lassikt@gas de los concursos
estatales, asimismo busca apoyar a las delegacionedessigi@ participaran en el
concurso nacional. Es por eso que, en esta ocasion, lassesaeProblemas de
Practica y Problemas Propuestas contienen problemas introductorios y el material
escogido se ubica en las categoras intermedia y avanzada.

A pesar de lo anterior, no olvidamos que muchos de nuestttyés ya comienzan a
preparase para los concursos del proximo afio y por elloimos un excelente articu-

lo para principiantes. A través de las paginas que lo comdio, Héctor Flores nos
comparte su amplia experiencia y nos ofrece numerososjosrasgran utilidad para
estudiantes y profesores que se inician en la aventurgp@@mAl final del articulo

se incluye una lista coR0 problemas introductorios, de los cuales no se presentan las
soluciones. Invitamos a nuestros lectores para que loglesuy nos envien cuan-

to antes sus soluciones a la direccion electronieai st aomm@mai | . com para
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gue podamos publicar las mas ingeniosas en alguno dedssrms nimeros de esta
revista.

Como siempre, en la seccion de Olimpiadas Internaciopagéesentamos los resultados
y examenes de los Ultimos concursos en los que Méxicjprtla XXII Olimpiada de

la Cuenca del Pdicoy la Xll Olimpiada Centroamericana y del CaribAdemas, en
esta ocasion, también incluimos los examenes derlarican Mathematicas Competi-
tion (AMC), mismos que sirvieron como preparacion para las delegesimexicanas
que este afio participan en los concursos internacionales.

México y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas d&3 afios que la Sociedad Matematica Mexicana ha venido irapdts
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graclasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboracionudeas profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus exfieeraejorar la ensefianza
y elevar la cultura mateméatica de nuestro pais. Motivaado®l movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio naise&an desarrollado innu-
merables talleres de resolucion de problemas, dondeiastad y profesores trabajan
con el Ginico afan de incrementar sus capacidades parzoglamiento, el analisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppaittbn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana aterivaticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la mateméatica nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido perdesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los ceseos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidizdesio el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicasnms que cuentan con una
solida formacion mateméatica y muchos de los cuales hama®ecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio

242 Olimpiada Mexicana de Mateméticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemateagsarrolla el etapas:
= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgezs nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.
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En la24® Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participardstsidiantes de
México nacidos después del de agosto dé991. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efngni semestre del ciclo escolar
2010-2011y, para dl° de julio de2011, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la @agin

http://ww. omm unam nx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssgibirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 24* Olimpiada Mexicana de Matemaéticas se realizara del
21 al 26 de noviembre de 2010 en Ensenada, Baja Californias fsfimeros lugares
de este certamen se les invitara a la etapa de entrenaryieateccion de las delega-
ciones que representaran a México en las distintas Glidasi Internacionales del afio
2011: la XXIII Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifque se llevara a cabo
en el mes de marzo; la XIII Olimpiada Matematica de Centi@deca y el Caribe, que
se celebrara en el mes de juniob® Olimpiada Internacional de Matematicas, que se
llevara a cabo en julio en Amsterdam, Paises Bajos, y la M3N\mpiada Iberoameri-
cana de Matematicas que se realizara en el mes de septiemfosta Rica.



VIII Presentacon




Solucion de problemas y temas
Iniciales para la olimpiada de
matematicas

Por Héctor Raymundo Flores Cantl

El objetivo de este escrito es proporcionar un primer aceieato al tipo de conoci-

mientos y razonamientos que son necesarios para los parttes en la olimpiada de
matematicas en México. Aunque hay excelente materidiqado, tanto colecciones
de problemas como textos con teoria, muchos profesoredigipantes han manifes-
tado su dificultad para extraer el material necesario pac@iia preparacion en la
competencia. Por otra parte también espero que los temashiemas que aqui son
presentados sean de interés para cualquier otra pergenasigda en la solucion de
problemas y en matematicas. Asi como que sirva para darisida distinta de lo que

representa el verdadero quehacer dentro de la matemédgcafiero a la solucion de

problemas.

Solucibn de problemas

(Matematica es la ciencia de resolver problemas)

La solucion de problemas es considerada la mas complefasdenciones intelec-
tuales y ha sido definida como un proceso que requiere elatgnimanejo de otras
habilidades fundamentales como el anélisis, la dedocta@reatividad y la memoria.
El proceso ocurre cuando una persona (grupo, ente, ..a legar a un objetivo, pero
no sabe exactamente como proceder. Llamasobhgbn del problemgustamente a la
forma de llegar al objetivo deseado. Cuando la persona smhe proceder para llegar
al objetivo, la situacion no es considerada como problema,como un ejercicio y lo
que procede es “simplemente” seguir los pasos para llegaeabjetivo. Aunque los
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ejercicios forman parte fundamental en el proceso de aaedie la matematica, no
sera éste el énfasis aqui.

Problema 1.Encuentra la suma de todos los nUmeros impares menaré8@& 000.

Obtener esa suma usando lapiz y papel no es una soluciéfastria. Aln usando
una calculadora el tiempo requerido para hacer todas laasbate que esta opcion
tampoco lo sea. Mas adelante propondremos el problemdidees| tiempo que ésto
tardaria. Por otra parte muchas personas con conocimient@mputacion podrian
hacer un programa o usar una hoja de calculo para obtensuesa Pero asumiendo
gue no admitimos el uso de una computadora, encontrar el dala suma del pro-
blema anterior, es un buen ejemplo de una situacion qua serisiderada como un
problema para muchas personas. Sin embargo cualquiesipantie intermedio de la
olimpiada de matematicas daria la solucion a este tiparolelema en unos segundos
en media hoja de papel. Esto no porque sean “genios” sinaupdagestrategia para
este problema es uno de los primeros topicos de la olimpiadeener la suma ya no
es un problema, sino un ejercicio para ellos.

De esta forma, una situacion puede representar un prolganasalgunos y no serlo
para otros, dependiendo de la experiencia de cada uno. BedEuir entonces que un
problema se resuelve una sola vez, después se conviejeg@aie, asi como cualquier
otra situacion parecida. Una consecuencia importantstdees que cada problema de-
be intentarse durante un tiempo suficiente antes de regisallicion. Las personas
gue buscan la solucion “al final del libro” antes de hacenterito serio por resolver
el problema, estan desperdiciando una oportunidad eatie®jercitarse en sus habili-
dades que nunca podran recuperatr.

Los problemas, tal como los definimos, aparecen constantenea todas las areas
del conocimiento y en cualquier sector, como la industada,flegocios, la economia,
la politica, la administracion, asi como en todas lagdis naturales e ingenierias.
Es practicamente imposible encontrar alglin area dondeaya problemas. En todas
partes nos enfrentaremos en algin momento con querer Beglgo, pero no saber
como proceder.

Olimpiada de Matematicas

Uno de los objetivos centrales de la olimpiada de matemmgtes identificar y fomentar
la capacidad de los participantes para resolver probleviaasean problemas de ma-
tematicas o problemas no matematicos que requieren elaigtetodos matematicos
para obtener su solucion. La olimpiada de matematicassepta un marco excelente
para ejercitar la habilidad para resolver problemas dehidae estos sbélo requieren
de conocimientos relativamente elementales en matessatia mayoria se resuelve
con lo que aparece en el programa de estudios de nivel se@uriia particular, no

requieren de trigonometria, calculo ni geometriainal Pero la dificultad de los pro-
blemas no esta en el conocimiento de los temas mateméatinon la habilidad del
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alumno para organizar, controlar y usar adecuadamenteesosimientos para hallar
la solucion del problema. Los problemas iniciales de oiadp estan mas relacionados
con el tipo de problemas que aparecen en las pruebas de fenttie estudiantes co-
mo PISA, ENLACE, TIMSS, etc. De hecho la olimpiada de matiéraé es una forma
excelente de preparar a los alumnos para estas pruebaglifaiesrio.

En los entrenamientos para la olimpiada de matematicds, wez que propongo un
problema a un nuevo alumno, el primer comentario que haceNzssé qué hacer.- A
menudo no tardan mas de un minuto en hacerlo. Mi respuest&EEACTO! Por eso
es un problema. Si supieras qué hacer, seria un ejerdita@er ejercicios es impor-
tante en el proceso de reforzar los conocimientos apresdiés también importante
en la olimpiada de matematicas, pero es algo que los alupueren hacer general-
mente por su cuenta o con tareas. La parte mas importands @atrenamientos es la
solucion de problemas, no de ejercicios. El propositoessadollar la capacidad para
resolver problemas y resolver cada vez problemas maslei Aunque existen mu-
chas estrategias para resolver problemas, lo que es inéuskalue para mejorar es
necesario practicar. Enfrentarse a ese “no sé qué hacer”.

Temas de Matematicas para la Olimpiada

Antes de resumir los temas de matematicas mas utilizadda elimpiada de ma-
tematicas, es necesario mencionar que lo mas imporgaee)as de la concentracion
y la paciencia, es el sentido comln y la légica. De heche@pums pensar en la logica
como sentido com(n bien estructurado y no por nada es lkagamtral de la matemati-
ca. Los razonamientos deben ser, antes que nada, coriestosepresenta tener bien
claras las relaciones entre causas y consecuenciasy legicexibnes correctas basado
en la informacion que esta a disposicion.

Es necesario ser precavido. Reconocer lo falso de lo cormecsiempre es tan facil.
No todos los razonamientos que parecen correctos, sorctusr&n el lenguaje de la
lbgica se llama falacia a un razonamiento falso que pamtecto o razonable.

Problema 2.Si 3 gatos caza# ratones er3 minutos, ¢cuantos minutos tarda un gato
en cazar un ratbn?

Una gran cantidad de alumnos responden que un gato caz@areratin minuto. Esto
suena “razonable”, pero es falso. En este caso, basta pgnpaco mas el problema
para encontrar la respuesta correcta. Se espera que lascsarticipantes sean cui-
dadosos y capaces de resolver problemas de razonamigitio. |6

Problema 3.Andrés, Benito, Carlos y Daniel tienen sus oficinas en etmisdificio.
Uno de ellos es abogado, otro es banquero, otro es contadiar gsodentista. Si tene-
mos la siguiente informacion: - Daniel es cliente del alolmga El contador es amigo
de Benito, pero ninguno es cliente del otro. - El dentistagtieomo cliente a Daniel. -
Ni Andrés ni el dentista conocen a Carlos. ¢ Como se llaraba@jado?
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Este problema requiere extraer la informacion, represkEnbrdenadamente y hacer
deducciones correctas. La dificultad de resolver el probBemadica muchas veces en
no poder extraer toda la informacion que ofrece el enuwnaigd problema.

Los temas de matematicas que mas son necesarios en laaolarge matematicas se
dividen en cuatro areas principales que son: geometdgenraticas discretas, teoria
de numerosy algebra. Muchos de los temas estan inclamltws programas de educa-
cion basica y secundaria. A pesar de esto, en los entrengsisiempre es necesario
dar un repaso a esos temas enfocandose, no en aprendesdasleanemoria, sino en
entender los conceptos de forma tal que puedan ser utizadta solucion de proble-

mas no triviales. Veremos ahora de forma breve los contemidocipales de cada una
de estas areas.

Geometria

Los problemas de geometria son (por mucho) los mas conemrlasolimpiada de ma-
tematicas y los que menos son tratados en las clases eruklaeddno de cada tres
problemas en los examenes de olimpiada son de geomeatenéiria se refiere a la
geometria del plano y del espacio, no a la geometriatamaatii a la trigonometria. Se
requiere de los resultados de angulos entre paralelgs|dmopuestos por el vértice,
suma de angulos en un triangulo, definicion de tipos dadulos (equilatero, isbsce-
les, triangulo rectangulo, etc.), postulados de tridog congruentes, area de figuras
elementales y el teorema de Pitagoras. En entrenamieosbsripres se cubren mas
temas de geometria, pero el énfasis esta en el razonagieomeétrico y no en apren-
derse férmulas.

Problema 4.En dos caras no opuestas de un cubo se trazan diagonales dearto
de los vértices. Encuentra la medida del angulo formatte etlas. (Nota: Un cubo es
una figura solida formada por seis caras cuadradas, se pagedar en un dado.)

Matematicas discretas

Este tema se refiere a las situaciones donde se trata comtafinitos o conjuntos
que pueden enumerar§g 2, 3, ...). Los problemas de este tipo incluyen temas de
combinatoria, permutaciones, principios de conteo, adngly otros que se cubren en
etapas posteriores. Algunos de los problemas mas intgessson de conteo. Aunque
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los nifios aprenden a contar desde los 4 afios, contar poests tan facil algunas ve-
ces.

Problema 5. ¢ Cuantos caminos distintos se pueden seguir para llejpudi® A al
puntoB en la figura de la “torre petrolera” si s6lo esta permitidoverse hacia abajo
y hacia los lados, pero no hacia arriba?

A

Teoria de NOmeros

En algunos libros se le llama también aritmética, peroenefiere sblo a saber sumar,
restar, multiplicar y dividir. En teoria de nimeros sdérsobre problemas que se re-
fieren a las propiedades de los nimeros entgros —3,—2,—1,0,1,2,3,...}. Son
importantes los conceptos de multiplo, divisor, maxiramén divisor, minimo comin
maltiplo, nimero primo, factorizacion en primos, algmo de la division, residuo y
sistema decimal.

Problema 6. Es facil ver quel, 000 x 1,000 = 1,000, 000. ¢Existen dos nUmeros
enteros que no tengan ceros como digitos y que al multifdeden como resultado
1,000, 000?

Algebra

Aunque el algebra esta bien cubierta en el programa destagkas, los problemas de
algebra suelen ser los mas complicados para los pariteipaesto a pesar de que no
se utilizan temas avanzados. Se requiere manipular egpezssalgebraicas, conocer
los identidades o productos notables (diferencia de cdadrarinomio cuadrado per-

fecto, suma y diferencia de cubos), factorizacion, leyekbd exponentes y radicales,
solucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones linsalesjones de la ecuacion

cuadratica, razones y proporciones (regla de tres), psagres aritméticas, progresio-
nes geomeétricas y desigualdades. El problema 1, por ejemggresenta una progre-
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sion aritmética, pero hay otros tipos de problemas.

Problema 7.Si x, y son dos nUmeros que cumplen

r+y = 1,
$2+y2 - 9

encuentra el valor de® + 5.

Estrategias elementales para resolver problemas

Ya en 1945 Polya escribi6d un libro sobre el tema de solud@®problemas. Se mencio-
nan 4 pasos en el proceso de solucion. Entender el probieroer, un plan, desarrollar
el plan e interpretar los resultados. Pocas personas astgtumbradas e seguir estos
pasos. La mayoria de las personas espera que la ideaterplama resolver el problema
se le ocurra de forma milagrosa y no esta dispuesta a “petdiempo” con ideas o
planes que no llevan a la solucién. Pero cuando tenemosaltepna, no es posible
predecir si una idea sera (til o intil sin haberla desikdo.

Las buenas ideas provienen de la experiencia,
la experiencia proviene de las malas ideas.
Proverbio de los nativos americanos.

En ocasiones la “idea brillante” se nos ocurre, pero ésta palo cuando el problema
es suficientemente sencillo comparado con nuestra expitjeron problemas mas
complicados es necesario ayudarnos. La generacion de ydglanes es un proceso
creativo. ¢, Qué hacer cuando no tenemos ideas? Algunaseiiategias mas comunes
y (tiles son muy conocidas y consisten en concentrarsegemalde los siguientes
puntos.

a) Reconoce correctamente los datos, las variables yaigetel problema.
b) Concentrarse s6lo en una parte del problema.

¢) Intentar dar valores a las cantidades desconocidas.

d) Hallar un problema mas simple parecido o relacionado.

e) Suponer que ya se llegd a la solucion, ¢ qué se puedeidddeso?

f) Tratar de presentar la informacion de forma distintacémain diagrama, grafica
o tabla).

Hay una gran cantidad de estrategias adicionales. Se readanconsultar especial-
mente [1] y [4] de la bibliografia.

En los problemas, 5 y 6 evidentemente una de las cosas que dificulta los proble-
mas es la magnitud. En todos los problemas donde la dificattdal magnitud de una
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cantidad, una estrategia es imaginar que esa cantidad es yngatar de resolver el
problema que resulta. En el probletheaale la pena concentrarse solo en una parte del
problema, digamos el nUmero de gatos. Si imaginamos quelesero es fijo y anali-
zamos qué pasa con las otras cantidades, no tardaremoliagiehsolucion correcta.
En el problema& conviene representar la informacién de alguna maneralyisarque
es dificil mantener todos los datos en la mente como parer i@ razonamientos.
En el problemat podria ser suficiente construir un pequefio modelo pargesbsar
cual es la respuesta. La justificacion es un poco masatdigligya que es una demostra-
cibn geométrica. Pero es conveniente meditar en la ptagg@omo justifico que un
angulo midex grados? En el probleniala respuesta no €5 y aunque es posible re-
solver el sistema de ecuaciones, hay una solucibn masesi@®pnviene observar bien
los elementos que aparecen (cuadrados, suma de cubosmbadsucubos se puede
factorizar, pero ¢ qué te recuerda la expresidn- y2? ¢Conoces algo en algebra que
contenga esa expresion?

Lista de problemas

Como lo hemos mencionado, lo méas importante al enfrengatseproblema es con-
centrarse y ser paciente. Los problemas presentados w&nonfcreados o elegidos
de forma que pueden ser resueltos con un minimo de conadtsitedricos para las
primeras etapas de la olimpiada de matematicas en Nueww, befo no por esto son
faciles. No estan ordenados necesariamente por gradificldtdd. Esto en parte por
lo complicado de determinar la “dificultad” de un problemex,gstambién porque nor-
malmente no es conveniente para el alumno saber de anteirelnwablema es facil
o dificil. Recomendamos dedicar no meno=2deé 30 minutos a cada problemay en
caso de no poder encontrar la solucion, generar muchas idea

Problema 8. El primer examen selectivo para la olimpiada de matem&gcaNuevo
Lebn tiene20 preguntas. Cada pregunta tiene un valoBdauntos si es contestada
correctamentd) puntos si es contestada equivocadamentpynto si se deja sin con-
testar. La calificacion de los participantes es la suma si@lmtos obtenidos en los
20 problemas. ¢ Cuéantas calificaciones distintas se puedenesten el examen? Si el
examen es de opcion multiple y cada problema ti€mpciones, qué conviene mas,
¢adivinar las respuestas o dejar el examen sin contestar?

Problema 9.En la figura se muestra un triangulo y un hexagono regulga mtersec-
cion es una figura d&lados (un triangulo). Dibuja un hexagono regular y uartglo
(no tiene que ser equilatero) de modo que la figura formadkpoterseccion de am-
bos tenga el maximo nimero posible de lados. Justifica qs posible obtener otra
figura con més lados.
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Problema 10.Supongamos que desea resolverse el probleffeasuma de todos los
impares menoresh 000, 000) haciendo toda la operaciéon:

14+3454+7+9+11+---4 999,997 + 999,999 =

en una calculadora. Si tardamos 1 minuto en presidd@rteclas de la calculadora,
¢écuanto tiempo tardaremos en obtener el resultado de &?sum

Problema 11.En una pizzeria las pizzas medianas midegrulgadas de diametro y
cuestar55. La pizza familiar midel6 pulgadas de diametro y cuesté5. Un gru-

po de amigos quiere comprar varias pizzas, no saben si cosgisgpizzas medianas
o comprar dos familiares. ¢ Cuéal de estas dos opciones ieasigizza por su dinero™?

Problema 12.EI precio de los dulces en una tienda es men®2.80, pero mayor a
$1.03. En la tienda se vendieron todos los dulces a un totdl3det5. Si todos los
dulces valen lo mismo, ¢ cuantos dulces se vendieron?

Problema 13.El lado del cuadrado grande mid@ metros. Si se unen los puntos
medios de los lados con los vértices, ¢cual es el areaudelrc central? Nota: La
respuesta no x5 m?2.

Problema 14. Encuentra todos los valores de x que sean solucion de lxiéoua
87 42 =47 4271,

Problema 15.Considera una piramide triangular formada por cuatamgiilos equilate-
ros (también se llama tetraedro regular). Llamamos aéoscesA, B, C, D. Si E es
el punto medio ded B, F' es el punto medio ddC'y los cuatro triangulos equilateros
tienen lados de longitud@s:m, encuentra el area del trianguldF F.
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A

D

Problema 16.Encuentra (sin usar calculadoray sin aproximar con deeishal valor
numeérico exacto de la siguiente expresion:

\/4+g\f7+ 4—gﬁ.

Problema 17.Los nimeros de dos digitd8 y 46 tienen la curiosa propiedad de que al
multiplicarlos el resultado es igual al obtenido si camhbara posicion de los digitos
de cada uno. Es dedi x 46 = 69 x 64. Determina si que existe otro numero de dos
digitos; distinto del6, que tiene la misma propiedad al multiplicarlo 96t ¢ Cuantos
numeros diferentes hay con esta propiedad?

Problema 18.En un baile habi&8 personas)N de ellas eran mujeres. La mujér
baild con5 hombres, la muje? baildé con6 hombres, la mujes baildb con7 hombres

y asi sucesivamente hasta la mujegue baildé con todos los hombres. ¢ Cuantos hom-
bres y cuantas mujeres habia en el baile?

Problema 19.Un légico (L) y un mateméatico (M) son amigos y cumplen aébsiis-
mo dia. En una de sus fiestas de cumpleafios platican sabrespectivas edades.
Aqui esta el dialogo:

L: Estoy pensando en tres nimeros enteros que multiplscdaio 2450 y sumados dan
tu edad.

M: Después de pensarlo mucho, no puedo saber con segundadies nimeros estas
pensando.

L: Cada uno de los nUmeros es menor a mi edad.

M: Ahora ya sé cuales son los numeros en los que estaampéns

Encuentra las edades de ambos amigos.

Problema 20.Un grupo de pintores debe pint29 puertas de las cualés6 puertas
deben ser pintadas de blancoy el resto deben ser pintadagie Durante la primera
mitad del dia todos los pintores se dedican a pintar puelaasas. En la segunda mitad
del dia, la mitad de los pintores pintan puertas blancasogréamitad pintan puertas
negras. Las puertas blancas quedan terminadas justo @& mehprimer dia, pero no
todas las negras. El siguiente dia es dedicado por un st piara terminar de pintar
el resto de las puertas negras. ¢, Cuantos pintores habia?
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Consideraciones finales

Como sugerencia para los profesores es necesario mengignbos problemas deben
ser, antes que nada, interesantes y estimulantes paraosad. Pocos estan dispues-
tos a dedicar 30 minutos a pensar una situacion que padiosde aburrida. También
es importante no enfrentar a los alumnos con problemas dmhoadificiles (ni de-
masiado faciles). Los problemas faciles aburren y lokitgs frustran. Tampoco es
conveniente dar la solucion de los problemas. Es preéedat sugerencias, especial-
mente tratar de imaginar, ¢como se le puede a alguien habsido esta idea? Lo
mejor es impulsar al alumno para que tenga sus propias ideas.

También recomendamos no descartar las ideas de los alwinsms diferentes de las

soluciones conocidas. No debemos olvidar que el proposites solamente hallar la

solucion, sino aprender y desarrollar las habilidadea pesolver problemas. De esta
forma, sin importar si al final se resuelve el problema o remgire sera de beneficio

para el alumno (y el profesor).

Esperamos que este material pueda servir como una intrégduamigable a los pro-
blemas y temas propios de la olimpiada de matematicas.sTlmdoinvolucrados en
estas competencias sabemos que la primera impresionrabesgea estos problemas
por parte de alumnos y profesores, no siempre es faciltdenisa gran cantidad de
material publicado en la Web pero no aparece ordenado pdo gadificultad y suele
ser complicado encontrar el material adecuado. Para agueditores que desean con-
tinuar conociendo problemas interesantes y mejorando ahiidades para resolver
problemas usando material escrito, recomendamos loesigsilibros.
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Problemas de piactica

En esta seccidn encontratisinteresantes problemas de nivel intermedio y avanzado
con los que podras poner a prueba tus habilidades y misnecessperamos sean intere-
santes y (tiles para tu preparacion. En la siguiente @e@ricontraras sus soluciones
pero, como nos menciona Héctor Flores en su articulo, hesdeonsultar la solucion
de un problema sino hasta después de que tengas tu prapégdsabd, por lo menos,
hasta que le hayas dedicado bastante tiempo. Ten en cuerdaapnsultar la solucion

de un problema sin haber hecho un verdadero esfuerzo pateaws, desperdicias la
oportunidad de incrementar tus habilidades para enfrsitteciones dificiles.

Por Gltimo, te invitamos a contribuir para que esta satcié la revista se siga en-
riqueciendo con la participacion de todos. Estamos seggoe concoces Yy tienes
problemas interesantes que proponer, por eso ponemos spsition la direccion
revi staomm@nai | . com donde con gusto recibiremos tus sugerencias.

Problema 1.SeaABC un triangulo rectangulo cuyo angulo recto estéien AB <
BC'. Enla bisectriz del anguld BC tomamos el puntd tal queAP es perpendicular
a dicha bisectriz. Seaf el punto medio deAC, y F la interseccibn dé// P con el
catetoAB. SiEM = 15 cm, ¢cuanto mid&BC?

Problema 2.Sia, b, cy d son las raices de la ecuacioh— 223 — 722 — 22+ 1 = 0,

encuentra el valor de
1 1 1 1

b+c+d'

Problema 3.La isla de Nuncajamas tier®d®10 habitantes, divididos en tres clanes:
caballeros que siempre dicen la verdad, plebeyos, que semipnten, y espias que
alternadamente dicen mentiras un dia y dicen la verdadyeiesite dia. Un reportero
visita la isla por dos dias. El primer dia, él se encuettratodos los habitantes. El
primero dice: “hay exactamente un plebeyo en la isla”; elindg dice: “hay exacta-
mente dos plebeyos en la isla”; y asi sucesivamente hagiar lal habitante nUmero
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2010 que dice: “hay exactamen®®10 plebeyos en la isla”. El segundo dia, el repor-
tero habla con todos los habitantes otra vez, en el mismamoEl@rimero dice: “hay
exactamente un caballero en laisla”; el segundo dice: “khagtamente dos caballeros
en la isla”; hasta llegar al habitar2610 que dice: “hay2010 caballeros en la isla”.
Determina el nUmero de espias que viven en la isla.

Problema 4.Seana, b y ¢ enteros positivos menores qu@tales que
(100a + 10b + ¢)* = (a + b +¢)°.

Determina el valor de? + b2 + 2.

Problema 5.Sobre la base de un triangulo isdsceles se traza una gicpkar desde
un punto cualquierd. Esta recta corta a los lados iguales en dos puhfog N.
Demuestra qu& M + PN es constante y determina dicha constante.

Problema 6. ¢ Existen enteros de la forrdd4 . . . 443 (todos sus digitog excepto el
tltimo que es3) tal que sean divisibles enti? En caso afirmativo encuentra uno
de estos nimeros, en caso contrario demuestra que nirigdera de esta forma es
divisible entrel3.

Problema 7.Seanw, z, y, z nUmeros reales mayores o iguales que cero talesgde
x + y + z = 100. Determina el mayor valor posible de la suma + xzy + yz.

Problema 8.Sea/N un nimero de1 digitos, donde todos son igualeg axcepto el
digito central. SIV es multiplo de7, ¢ cual es el digito central?

Problema 9.Desde un puntd, exterior a una circunferenci@, se traza la tangente
PT ylasecante®? AB, con Ay B puntos de la circunferencia y estande@ntreP y
B. SiTA es bisectriz del angulBT P, BT = 15e¢my AT = 10 c¢m, ¢ cuanto mide
PT?

Problema 10.Sedl" un conjunto formado por enteros positivos que tienen lasige
propiedad: sic y y son elementos distintos d§ conz > y, entonces: — y tiene todos
sus digitos en el conjunt®, 3, 6,9}. Determina la mayor cantidad de elementos que
puede tenef’.

Problema 11.¢; Cuéantas parejds, y) de nUimeros enteros satisfacen la ecuacion

22 .43 = 6127

Problema 12.Demuestra que no existe ningln entertal quea® — 3a — 19 sea
divisible por289.

Problema 13.SeaABC un triangulo tal qued B = AC'y seal su incentro. SBC =
AB + AI, determina la medida del angwaB AC.
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Problema 14.Si se sabe qu@(z) es un polinomio de grad2008 tal queP (k) =
parak € {1,2,...,2009}, calcula el valor dé°(2010).

1
k

Problema 15.Determina el nimero de enter@sconl < a < 100, tales quer® es un
cuadrado perfecto.

Problema 16.SeanABC' un triangulo yP un punto en su interior. Definimds, E'y

F como los puntos medios de los segmemdy BP y C'P respectivamente. Ademas
definimosk como la interseccion dé¢ £y BD; S como la interseccibon dBF'y CE;

y T como lainterseccion d€D y AF. Demuestra que la medida del area del hexagono
DRESFT esindependiente de la eleccionde

Problema 17.Searu, by c enteros tales que+ c. Si
ar’ +br+c y (c—ba’+(c—a)x+ (a+b)
tienen una raiz en coman, demuestra gdeb + 2¢ es maltiplo de3.

Problema 18.La bisectriz del angulg BAD de un paralelogramo (no rombaBC D
intersecta a las rect&sD y BC en los puntosX y L, respectivamente. Demuestra
que el centra) de la circunferencia que pasa por los pur@hss y L esta sobre la
circunferencia que pasa ps;, C'y D.

Problema 19.SeaA un conjunto cor8 elementos. Determina el maximo nimero de
subconjuntos del, de3 elementos cada uno, tales que la interseccion de cuadeaqui
dos subconjuntos no contengjalementos.

Problema 20.Paran > 2, seamuy, as, . .., a, nUmeros reales positivos tales que
1 1 1 1\?
(ar+ag+-+a) | —+—+-+— | < (n+5) .
ay az o7 2

Demuestra quendx{ai, as,...,a,} < 4min{ai,as,...,an}.
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Soluciones a los problemas de
practica

A continuacion encontraras las soluciones deipgroblemas de practica de la seccion
anterior. Como siempre, las soluciones que presentamasimscas y probablemen-
te tampoco son las mejores, por lo que es muy posible queytdistencontrado una
solucion distinta pero igualmente valida. Si este es sbgano estas muy seguro de
su validez o simplemente la quieres compartir con nosotro®/ttamos para que nos
escribas a evi st aomm@nai | . com

Solucion del problema 1.Prolonguemos la rectd P hasta su interseccion cdC'y

llamemos a la intersecciaf.
A

M

B F C

Los triangulosABP y BF P son isoceles ya gue tienen un angulo recto y otr¢de
Por lo tanto,AP = BP = FP, es decirP es punto medio delF'. Utilizando el
teorema de Thales (ver en el apéndice el teorema 6), tengneds P es paralela a
FC, es decirEM es paralela &8C'y comoM es punto mediof' es punto medio de
AB. Por lo tanto,

BC =2FEM = 30 cm.

Solucion del problema 2.Seap(r) = #* — 223 — 722 — 22 + 1. Comoa, b, ¢, d son
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las raices de(x) tenemos que,

p(x) = (z—a)(z-d)(x—c)(z—d)
= ' —(a+b+c+d)z® + (ab+ ac+ ad + be + bd + cd)x?
— (abe + abd + acd + bed)x + abed.

Entoncesgbc + abd + acd + bed = 2'y abed = 1,y por lo tanto,

l+1+1+17abc+abd+acd+bcd7272
a b ¢ d abed 1T

Solucion del problema 3.Es claro que dos habitantes no pueden estar diciendo la
verdad al mismo tiempo ni el primer dia ni el segundo diagya de otro modo se
tendrian un nUmero diferente de plebeyos o de caballeros.

Ahora, supongamos que todos los habitantes mienten el pdiaeLuego, en la isla
sblo viven plebeyos y espias. Sdael nUmero de plebeyosyel nimero de espias, es
decir,k + s = 2010. Si k > 0, entonces cuando el reportero le pregunta el primer dia
a lak-ésima persona, ésta responde que hay exactarhg@hdeyos en la isla, luego
estéa diciendo la verdad, lo cual es una contradiccionj@dantok = 0. Entonces

s = 2010, es decir, todos en la isla son espias; pero el primer di@staintieron,
luego el segundo dia, todos diran la verdad, lo cual es antadiccion pues no hay
caballeros en la isla.

De este modo, sabemos que sb6lo hay una persona que diceléal\a@mprimer dia y
digamos que es la-ésima persona a la que le pregunta el reportero. Si estamees
un caballero, entonces el segundo dia también dira tladees decir, viven plebeyos
en la isla y vivenn caballeros en la isla también. Pero entonces, todas |asmnmes
restantes estan mintiendo ambos dias, de dondgdtéyplebeyos, y en consecuencia,
2009 caballeros, lo que es nuevamente una contradiccion.

Finalmente, podemos concluir que la Gnica persona quelaicerdad el primer dia
es un espia. Como todos los demas habitantes mientem&mpdia, no pueden ser
caballeros, luego no hay caballeros en la isla, de donde tmiknten el segundo dia,
asegurando que s6lo hay un espia en la isla.

Solucion del problema 4.SeaN = (100a + 10b + ¢)? = (a + b + ¢)°. EntoncesN

es un cuadrado perfecto y es la quinta potencia de un ermagaglimplica queV sea

la décima potencia de un entero. Ahora, coWi@s el cuadrado de un nimero de tres
digitos y

210 — (25)2 — 3227 310 — (35)2 — 2432 y 410 — (45)2 — 10242,

deducimos queV = 2432. Por lo tantog = 2, b = 4y ¢ = 3 son los Unicos valores
posibles para, by c. Es facil verificar que43? = (2 + 4 + 3)°. Por lo tantoa? +
b +c?=4+16+9=29.

Solucion del problema 5.SeaABC' un triangulo isésceles caAB = AC'y supon-
gamos queP esta mas cerca dé que deB. Observemos que $tM + PN es una
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constante tiene que ser dos veces la altura ddsdr el trianguloABC, ya queP
puede ser el pie de dicha altura y en ese ddse: N.

N

B ﬁ p C

Denotemos pofXY Z) al area del triangulX'Y' Z. SeaH el pie de la altura desdé
sobre el ladaBC. Queremos demostrar qu&\/ + PN = 2AH, lo cual equivale a
demostrar que

(MBC) + (NBC) = 2(ABC).

Tenemos que,

(MBC)+ (NBC) = [(ABC)— (ABM)]+ [(ABC) + (NAC))
— 2(ABC) — (ABM) + (NAC)

Luego, basta demostrar qua BM) = (N AC). Pero,

(ABM) — (NAC) = (NBM)— (NAM)— (NAM)— (NMC)
= g(PB —2PH — PC),

yaquePB, PH, PC son las alturas de los trianguldsB M, NAM y NMC, respec-
tivamente. Comod BC es un triangulo isbceles el punib es el punto medio d8C,
luegoPH + PC = HB = PB — PH. Porlotanto(M BC) + (NBC) = 2(ABC)
y PM + PN =2AH.

Solucion del problema 6.Supongamos que existe un entero de la forma

444 ...4443 donde k > 3,
————
k

gue es divisible entré3. Ahora, es claro que si restam®8 a cualquier multiplo
de 13, obtenemos un nuevo nimero que también es divisible dBtr®e lo an-
terior se sigue qud44...4430 = 444...4443 — 13 es divisible entrel3. Como
444 ...4430 = 444 ...443 x 10 y como10 no es divisible entré3, concluimos que

444 ...443
N——
k—1
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debe ser divisible entr&3. Podemos repetir este argumento- 2 veces) hasta con-
cluir que43 es divisible entré 3, lo cual es evidentemente falso. Por lo tanto la hipote-
sis con que inciamos es falsa quedando demostrado quennirigiiero de la forma
444 . ..4443 es divisible entrd 3. En los casos donde el nUmero de digitess1 6 0
(nimerost3 6 3), el resultado es trivial.

Solucion del problema 7.Ya que(w+y) + (z+2) = 100, tenemos que+y = 50+t
y « + z = 50 — t para algn nimero real Luego,
wx + xy +yz < (w4 y)(z 4+ 2) = (50 + 1) (50 — t) = 2500 — t* < 2,500.

Finalmente, es facil ver que este valor maximo se obtipaegjemplo, cuanda =
x =50y y =z =0.Porlo tanto, la respuesta 25500.

Solucion del problema 8.Observemos qué001 = 7(143) = 0 (mod 7), luego
111111 = 1001(111) = 0 (mod7).
SeaN = 111...1a111...1, dondea es el digito central d&/. Luego,
—_—— N———
10 10
N = 1+10+10%+---+10° + 10" + 10" 4 --- 4+ 10*°
10°%a 1)+ 111...1
N—_——
21
= (98+2)°(a—1)+1000(111...1) + 111
N—_——"
18
= 2%(a— 1)+ 1000(111111)(1000001000001) 4 111 (mod7)
(28 +4)(a — 1)+ 111 (mod7)
= 4(a—1)+ (105+6) =4a — 4 + 6 = 4a + 2 (mod7).

ComoN es divisible por7, entonces (ver en el apéndice la definicion 5y el articulo
de Tzaloa No. 2 de 2009):; + 2 = 0 (mod 7), es decirda = 12 (mod 7), de donde
a =3 (mod 7). Comoa es un digito, la Unica posibilidad es= 3.

Solucion del problema 9.ComoPT es tangente a la circunferencia, enton¢&§" A =
/T BA (ver en el apéndice el teorema 21). Luego, el trianguidA es isosceles con
AB = AT = 10cm.
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Por el teorema de la bisectriz (ver en el apéndice el teomanemos que,

PT BT 15 3

PA BA 10 2
SeaPT = 3k, luego por la relacion anterior tenemos g = 2k. Aplicando la
potencia del punt@ (ver en el apéndice el teorema 20 y el articulo de TzaloalNie.
2009), tenemos quBT? = PA - PB. Luego,

(3k)% = (2k)(2k + 10),
de dondé: = 4. Por lo tanto,PT' = 12 c¢m.

Solucion del problema 10.Veamos que la maxima cantidades
Primero daremos un conjuniocon5 elementos que cumplen la propiedad. Sea

T = {1,4,7,10,33}.

Las posibles diferencias son:

4—-1=3 10-4=6
7T—4=3 33-7=26
10-7=3 33—-4=29
33 —-10 =23 33—-1=232
7T—1=6 10-1=9

Observemos que todas las diferencias tienen sus digitelscenjunto{2, 3, 6, 9}.

Ahora demostraremos que si un conjuiitiene mas dé elementos entonces no tiene
la propiedad mencionada.

SeaT un conjunto con mas de elementos, entonces por el principio de las casillas
(ver en el apéndice el teorema 1y el articulo de Tzaloa Nie 2010), habria dos de
ellos que dejan el mismo residuo al dividirlos enirddenotemos por. y m a estos
nimeros, y supongamos sin perdida de generalidadquen. Entoncegm — n) es
multiplo de5, luego el Gltimo digito dém — n) es0 6 5, lo cual no es posible pues
ninguno de estos dos nimeros pertenecen al conj@n®6,9}.

Solucion del problema 11.Es claro quer # 0y y # 0. Observemos que $ic, y)

es una solucion, entoncész, y) también lo es. Ademag, es un entero positivo ya
quex? lo es. Luego, la cantidad de parejasy) de enteros que cumplen la ecuacion
2? - y® = 612 esigual al doble de la cantidad de pardjag/) de enteros positivos que
la cumplen.

Sea(r,y) una pareja de enteros positivos que cumpfeny® = 62, entonces ambos
nimerose, y, s6lo pueden tener factores prinibg 3 en su descomposicion en primos
(ver en el apéndice el teorema 3), pues ningln otro prividea6'2. Seanr = 2¢-3°

yy = 2¢- 3%, entonces,

x2 . y3 — (2(1 . 3b)2 . (2(: . 3d)3 — 22a+3c . 32b+3d — 212 . 312 _ 612.
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Luego, tenemos queu + 3¢ = 12y 2b + 3d = 12. Ahora,2a + 3¢ = 12, cona y ¢
enteros no negativos implica que

(a,c) € {(0,4),(3,2),(6,0)}.

Analogamente2b + 3d = 12, conb y d enteros no negativos implica que

(b,d) € {(0,4),(3,2),(6,0)}.

Luego, como cada eleccion distinta de los nUmerdsc y d genera una pareja distinta
(z,y), tenemos que hay x 3 = 9 parejas de enteros positivos. Finalmente, por la
observacion que se hizo al inicio, hay exactamént® = 18 parejaqz, y) de enteros
gue cumplen la ecuaciat - > = 6'2.

Solucion del problema 12.Supongamos que® — 3a — 19 es divisible entr&89 para
algin entera.. Ya que289 = 172, tenemos qué7 divide a

a® —3a —19 = (a — 10)(a + 7) + 51.

Como51 = 3(17), se sigue qué7 divide a(a—10)(a+7). Yaquel7 es primo, resulta
quel7 divide ac — 10 0 aa + 7. Peroa — 10 = a + 7 (mod 17). Luego,17 divide a
ambos factores y por lo tantd? = 289 divide a(a — 10)(a + 7). Esto implica que
289 debe dividir aa® — 3a — 19 — (a — 10)(a + 7) = 51 lo cual no es posible. Por lo
tanto, no existe ningn enteadtal quea? — 3a — 19 sea divisible poR89.

Solucion del problema 13.SeaD un punto en la prolongacion del segmerits tal
queAD = Al.

B

EntoncesBC = AB + Al = AB+ AD = BD, de modo que el triangul6 BD es
isosceles. AdeméaB] es la bisectriz del angulb BC, luego! esta en la mediatriz de
CDycomoBI = CI, concluimos qué es el circuncentro del triangu@BD.

Luego, el triangulaDIB es isbsceles YIDB = x = ZIBD. Como el triangulo
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T AD esisOsceles por construcciofl{ = AD), tenemos qu& BAI =2/IDA = 2z

y Z/BAC = 4z. Observemos que el trianguld/ B es congruente al triangulbi B,
luego,ZICB = ¢ = LIBC'y ZABC = 2z. Por lo tanto, en el triangulo isdsceles
ABC con/ZABC = ZACB, tenemos que

/ABC = /ACB =2z = %43/10,
de donde 80° = 2/ABC + ZBAC = 2/BAC'y de aqui/ BAC = 18- = 90°.

Solucion del problema 14.A partir de P definimos un nuevo polinomi@, de forma
queQ(z) = zP(z)— 1. Este nuevo polinomio es de gra2la)9y Q(k) = k-1 —1=10
parak = 1,2,...,2009. Por lo tanto,

Q(z) =C(x —1)(z —2) - (x — 2008)(x — 2009)

dondeC' es una constante. Ahora, el valor depuede calcularse facilmente, pues
Q0)=0-P0)—1=-1yQ(0) = C(-1)(=2)---(—2009) = —(C)(2009!). De

. / 7
lo anterior se sigue qU& = 555 Y entonces,

Q) = 55651 (x — 1)(x — 2) -+ - (# — 2009) = zP(x) — 1.
Por Gltimo, tomanda = 2010 en la ecuacion anterior obtenemos que,

1= 2009 — 9010 P(2010) — 1,

de dondeP(2010) = 52= = b=

Solucion del problema 15.Sabemos que en la factorizacion en primos (ver en el
apéndice el teorema 3) de un cuadrado perfecto, cada fadtoo debe aparecer un
namero par de veces. Ademas, también se cumple que sfartdaizacion en primos
de un nimero, cada factor aparece un numero par de vetesces el nUmero es un
cuadrado perfecto. Procedamos haciendo un analisis pos.ca

= Caso 1. Suponemos quees par. Entonces, = 2¢, de donder® = (2¢)%¢ =
(2¢c¢)2. Luego, en este case¢ siempre es un cuadrado perfecto, y por lo tanto
hay50 de estos nlmeros.

= Caso 2. Suponemos quess impar. Entonces = 2¢ + 1, de donde,
a® = (2c+1)%*t = (2c+1)*°(2c+ 1) = ((2c+1)°)* (2¢ + 1).

Ahora, coma((2¢ + 1)¢)* es un cuadrado perfecto, entoneéses un cuadrado
perfecto si y sblo si cada primo de la factorizacion en psrde(2c + 1) ocurre
un niimero par de veces, es decir, si y sol@®si+ 1) = a es en si mismo un
cuadrado perfecto. Como los Unicos cuadrados perfectosrea menores que
100 son:1, 9, 25, 49 y 81, concluimos que hay de estos nUmeros.
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Juntando los casasy 2, tenemos que € {2,4,6,...,98,100} U {1,9, 25,49, 81},
por lo que hay0 + 5 = 55 de estos nlUmeros.

Solucion del problema 16.En lo que sigue denotaremos potBC) al area de un
triangulo ABC'. Analogamente, usarem@al BC D) para representar al area de un
cuadrilatercABCD.

En primer lugar, consideremos al trianguddB P. Notese que los segmentdss y
BD son dos medianas de dicho triangulo, por lo gues su baricentro. Si trazamos
desdeP a R la tercera mediana del triangulo, es facil ver que ehtrilo AB P queda
dividido en seis triangulos que tienen areas igualesduerl apéndice el teorema 17).
Por lo tantq DREP) = 2(ABP).

C

A B

A través de razonamientos analogos sobre los triand®oB y C' AP, obtenemos que
(ESFP)= 1(BCP)y (FTDP)= %(CAP). Por lo tanto,
(DRESFT) = £ [(ABP) + (BCP) + (CAP)] = £+(ABC).

De donde es claro que el area del hexagono sblo depenéeedetiel triangulo y no
depende de la ubicacién del punto inerfar

Solucibn del problema 17.Sear la raiz comdn de los dos polinomios. Entonces,
ar* +br+c=0y (c—br*+(c—a)r+(a+b)=0.

Restando estas igualdades obtenemesb — ¢)r? + (a+b—c)r — (a+b—¢) = 0.
Sia+b—c=0,entonces + b+ 2¢c = ¢ + 2¢ = 3c es mUltiplo de3.
Supongamos que+ b — ¢ # 0. Entonces, la igualdad

(a+b—c)r* +(a+b—c)r—(a+b—c)=0
es equivalente a laigualdad + » — 1 = 0, de donde? = 1 — r. Luego,

O=ar’+br+c=a(l—7r)+br+c=b-a)r+a+c,
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y de aquiy(a — b) = a + ¢. Sia = b, entonces + ¢ = 0, es decirc = —a, y por
lo tantoa + b + 2¢ = a + a — 2a = 0 es multiplo de3. Sia # b, entonces = %

es un niumero racional. Por otro lado, las soluciones dedacénsr? +r — 1 = 0
sonr = %\/g es decir, son irracionales, lo que es una contradicci@nloRanto, el
casoa # b no puede suceder, y en los demas casos tenemas-gte- 2¢ es multiplo
de3.

Solucion del problema 18.Como el paralelogramd BC'D no es un rombo, tenemos
queAB # AD. Sin pérdida de generalidad, supongamos,4jBe> AD. En este caso
Kestaentr€'y D;y C estaentrd3 y L. Tomando en cuenta queK es bisectriz de
/BAD, queAB es paralelaco®C'y queAD es paralela comC (ver en el apéndice
la definicibn 9), es facil ver quetBAK = /DAK = /DKA=/CKL = /ZCLK.

Por lo tanto,DK = DA = BC'y BL = BA = DC. SeanO el centro yr el radio
de la circunferencia que pasa por K y L. Tomando la potencia del punid con
respecto a esta circunferencia (ver en el apéndice elrteo?6 y el articulo de Tzaloa
No. 4 de 2009) tenemos que

(DO —r)(DO +7r) = DO? —r? = DK - DC.
De forma analoga, tomando la potencia del puBtobtenemos

(BO —r)(BO +r) = BO*> —r* = BC - BL.
Por lo que concluimos quPO = BO. Ahora sabemos que los triangul®s< O y
BCO son congruentes por el criterio LLL (ver en el apéndiceigddo 14), por lo que

/Z0BC = ZODK = £0DC, quedando demostrado q@&' B D es un cuadrilatero
ciclico.

Solucion del problema 19.Si A = {a1, as, as, a4, as, ag, az, ag}, l0S siguientes sub-
conjuntos deA satisfacen las condiciones del problema.

Ay ={a1,a2,a3}, Ay = {a1,a4,a5}, Az = {a1, a6, a7}, Ay = {ag, a3, as},

As = {as,a2,a6}, Ag = {as, as, a7}, A7 = {as, a5, a6}, As = {a2, a4, ar}.
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Demostraremos que el maximo nimero de subconjuntekgiee cumplen las condi-
ciones del problema & Supongamos, por contradiccion, que podemos hakab-
conjuntos. Como cada uno tieBelementos, tenem@§ elementos entre Igssubcon-
juntos. ComaA tiene8 elementos, por el principio de las casillas (ver en el ajpénd

el teorema 1y el articulo de Tzaloa No. 2 de 2010), hay une&hox que aparece

en al menos! de los subconjuntos. En estésubconjuntos tenemad4) — 4 = 8
elementos distintos de y como hay7 elementos distintos de por el principio de las
casillas hay un elemenipque aparece ehsubconjuntos que contienen:aEsos dos
subconjuntos contienemay y en su interseccion, lo que contradice que la interseccion
de cualesquiera dos subconjuntos no tigeéementos. Por lo tanto, la respuest&.es

Solucion del problema 20.Reordenando, si es necesario, podemos suponer;gue
as > --- > a,. Debemos demostrar que < 4a,. Aplicando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz (ver en el apéndice el teorema 2), teneus q

a2 an ) ai an

(5o B
; ff

2
1 1
(an+a2+a3+~~+an71+a1)( - ~~+—)>( I yn—24 “1).

Luego,

7N
3
+
N |
~~
[\v]
Y2

3
+
|
IV

5 an ap
o>
2 = a1
17 an
_— >
4 T a an
an
0 > (a1 —4ay) (a1 — Z) .

Ya quea; > a,, tenemos que; — %+ > 0, de modo quer; — 4a, < 0, es decir,
a1 < 4a,, COMO queriamos.
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Problemas propuestos.
Afio 2010 No. 3.

Tzaloa se construye con la contribucion de todos y estatseesta especialmente
disefiada para que sus lectores tengan un espacio de gaaiici. A continuacion,
presentamoS problemas nuevos que necesitan de ti para encontrar suuluc

Para dar tiempo a que nos puedas enviar tus solucionessfasestas de los proble-
mas propuestos en cualquier nimero de la revista, se pabticn dos nimeros de
diferencia. Es asi, que en este nimero (Tz8loah02010), aparecen las respuestas
de los problemas propuestos en Tzalpafio2010; y las respuestas de los problemas
propuestos de este nUmero, se publicaran en T2a@@02011, por lo que aln tienes
tiempo para enviarnos tu contribucion.

Ponemos a tu disposicion nuestra direccion electraniga st aomm@ynei | . com
ya que a través de ella estaremos recibiendo con gusto lka&lasluciones que nos
lleguen desde cualquier rincon del pais.

Problema 1. (Intermedio) Considera la suma, la diferencia positivggreducto y el
cociente mayor qué de dos enteros positivos distintos. Si al sumar los cuasatee
dos obtiened50, determina los dos nimeros.

Problema 2.(Intermedio) En un tablero de23 renglones y123 columnas, cada casilla
es pintada de rojo o azul de acuerdo con las siguientes ¢ondg

1. Cada casilla pintada de rojo que no esté en el borde defd¢aiene exactamente
5 casillas azules entre s@xasillas vecinas.

2. Cada casilla pintada de azul que no esté en el borde deladizne exactamente
4 casillas rojas entre sigscasillas vecinas.

Determina el nUmero de casillas pintadas de rojo en elr@able
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Problema 3. (Intermedio) Demuestra que si en un triangulo de &ehproducto de
las longitudes de dos de sus medianas es igl.%,aentonces dichas medianas son
perpendiculares.

Problema 4. (Intermedio) Sea un nimero real que satisface la ecuaciénr- x—lz =
p? — 2, dondep es un nimero primo. Demuestra que para todo entgebvalor de la
expresione™ + J%n es un nimero entero y calcula su valor en funciop.de

Problema 5.(Avanzado) Determina todos los enteros positivgsh tales que

b%a

a+b

sea un namero primo.

Soluciones a los problemas propuestos.
Afo 2010 No. 1.

Como se menciond al principio de esta seccibn, a contiaongmublicamos las solu-
ciones de los problemas propuestos en Tza|a102010. Recuerda que esta revista
necesita de ti y ten la seguridad que en el proximo nUmescengantaria poder pu-
blicar tus soluciones. En esta ocasion nos da mucho gugtibeiea Francisco Gomez
Hernandez, del estado de Hidalgo, quien nos envi6 suiéoldel problemd.

Problema 1.(Introductorio) Encuentra todas las parejas de nimeresastp, ¢) tales
gue la diferencia entre las dos soluciones de la ecua@iénpz + ¢ = 0 sea2010.

. —pt+/p2—4 . . .
Solucibn. Tenemos que = W entonces la diferencia entre las dos solucio-

nes es 2

p

Luego, queremos qué; = p? — 20102 = (p + 2010)(p — 2010). Esto implica que
p tiene que ser un namero par, y ademas para cada nimerayantvalor de; que
satisface las condiciones del problema. Por lo tanto hayinfimrddad de soluciones,
basta que = 2k para cualquier enterby ¢ = (k + 1005)(k — 1005).

Problema 2.(Introductorio) Sin es un entero divisible entfieque es igual al producto
de tres nimeros consecutivos, ¢,cual (o cuéales) de lesosit 14, 21, 28 y 42 no es
necesariamente un divisor d@

Solucion. Tenemos que = (a—1)a(a+1) = a(a® — 1) y es también igual @, para
algunos enteros y k. Entoncesa(a? — 1) = 7k. Observemos primero que alguno de
los nimeros: 6 a®> — 1 es par, por lo qué es un nimero par ¥ es siempre divisible
entrel4. Entonces: = 21y a(a® — 1) = 14l para algin enterb
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Comoa(a? —1) es el producto de tres nUmeros consecutivos, uno de a@lsgue ser
divisible entre3. Por lo tanto] es divisible entr&, es decir] = 3m para algn entero
m. Lo que implica que: = 42m y que6, 21 y 42 son siempre divisores de
Finalmente veamos q@8 no es necesariamente divisongePor lo anterior, el menor
valor posible den es cuanda + 1 = 7, entoncest = 5 x 6 x 7 = 210 que no es
divisible entre28.

Problema 3. (Introductorio) Sead; As A3 A4 A5 Ag A7 AgAg un poligono regular de
nueve lados. ¢ Cuantos triangulos equilateros se pdedwear tales que al menos dos
de sus vértices estén en el conjufithy, As, As, A4, As, Ag, A7, As, Ag}?

Solucion. Podemos suponer que los lados del poligono miden, llamemosO al
centro del poligono. Antes de empezar a contar observemmdagdistancia de un
vértice A; aO es mayor qud cm ya que el angulo e® del trianguloA; O A, mide
360° o
=— =40°.

9
Vamos a contar los triangulo equilateros por casos dapedd de los dos vértices que

estan en el conjunttd’ = { Ay, A, As, Ay, As, Ag, A7, As, Ag}.

= Si A;A;11 es una arista del triangulo equilatero (observemos gaenes con-
tando la aristalg A; ya que contamos los subindices médulo 9, es degir, =
10 = 1 mbdulo 9). Si construimos un triangulo equilatero conlacho igual
A; A;+1 Su tercer vértice no pertenece al conjulitoComo con cada arista po-
demos construir dos triangulo equilateros y hay 9 ariseaemos en este caso
18 triangulos equilateros.

Observemos que este caso y el cdsd; g son el mismo.

= Si A;A; 2 es una arista. La mediatriz del segmeAt{od; . o contiene al vértice
A;+1 Yy no contiene ningln otro vértice del conjurito Por lo tanto, si cons-
truimos un triangulo equilatero con ladh A, » el tercer vértice no esta an.
Como en el caso precendente, en este caso podemos foxas 18 triangulos
equilateros.

Observemos que este caso es el mismo que considedar ;.

= Si A;A;+3 es una arista. En la mediatriz de este segmento esta elevért, ¢
y el trianguloA; A; 13 A; 16 €S equilatero. Triangulos como esté hayl3 44 A7,

AsAsAg y A3AgAg). Con cada una de estas 9 aristas podemos formar otro

triangulo equilatero, por lo que en este caso hiay9 = 12 triangulos.
Observemos que este caso es el mismo que considedar .

= SiA;A;+4 €S unaarista. Este caso es analogo a los primeros dos, quoe lvay
18 triangulos equilateros.
Observemos que este caso es el mismo que considedar 5.

Por lo tanto, en total podemos formia x 3 + 12 = 66 triangulos equilateros.

Problema 4. (Intermedio) Sead BC' un triangulo acutangulo e isbsceles ca6’ =
AB. SeanO su circuncentro & su incentro. SD es el punto de interseccion dg”
con la perpendicular &I que pasa poP, demuestra quéD y AB son paralelas.
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Solucion. Sea)M el punto medio d&C'. Como el triangulcd BC' es isdsceles, tenemos
que los puntos4, I, O y M son colineales YAM es perpendicular 8C'. Sea( el
punto de interseccion deD conIC.

A

B

ComoZ0QC = ZOMC = 90°, el cuadrilateraAQ M C es ciclico, de modo que
/QOM = ZQCM. ComolIC es bisectriz del anguldC B (ya quel es incentro),
tenemos queQOI = ZICM = ZDC1. Luego,

180° = /DOI + ZQOI = /DOI + /DCI,

y por lo tanto, el cuadrilaterPO1C es ciclico. De aqui qué DCO = ZDIO. Ahora,
comoO es el circuncentro del trianguld BC, tenemos quelO = OC'y ZOAC =
/DCO. Luego, comaAl es bisectriz del angulBAC, resulta que#OAC = /IAB
y por lo tanto/IAB = ZAID. Es decir/Dy AB son paralelas.

Problema 5. (Avanzado) Sead = {1,2,3,...,n}. A cada subconjunt@ de A se
le asocia su suma alternadg, definida como sigue: B = {aj,az,...,ar} con
a1 < ag < --- < ag, entoncesSp = ap — ax—1 + ax—2 — - - - £ a1. Por ejemplo, si
n=10y B ={2,4,5,7,8}entoncesSy =8 —7+5—-4+2=4.

Sin es un nimero fijo, determina el valor de la suma

Z SB;
BCA

es decir, la suma de todos los nUmesgscon B subconjunto ded.

Solucion de Francisco @mez Herrandez.Sead = {1,2,...,n}. Supongamos que

fln)="Y" Ss.

BCA

Vamos a demostrar qu&n) = n - 2" L.
Sin = 1, tenemos quel = {1}, y por lo tanto sblo hag subconjuntog y {1}, de
modo quef(1) =1=1-2'"1,
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Sin > 1, tenemos dos casos, que el subconjuntmntenga & o que no lo contenga.
Sabemos que had*~! subconjuntos que tienenrg y 2"~ subconjuntos que no lo
tienen.

Si consideramos los subconjuntos que no contiengreatonces sdlo vamos a calcular
la suma de las sumas alternadas de los subconjuntos dehtmfiju2, . .. ,n—1}. Pero
esta suma es igualfgn — 1).

Si ahora consideramos los subconjuntos que contiemepademos suponer que son
delaformaB = {a1,as,...,a,n}cONa; < as < --- < a < n,demodo quép =

n — (ag — - -- + a2 F a1). Pero al considerar los subconjun®s= {a, as, ..., ax},
entonces la suma de las sumas alternadas de los subcorjen®ssera igual a la
suma de las sumas alternadas de los subconjuntos del aofjut...,n — 1} que
esigual af (n — 1), y como hay2"~! subconjuntos de estos,se repite esta cantidad
de veces. Por lo tanto, la suma de estas sumas alternadaslesig2™—* — f(n—1).
De todo lo anterior, concluimos qyén) = f(n—1)+(n-2""'— f(n—1)) = n-2"71,
como gueriamos demostrar.

Segunda soludn. Para cad& = 1,2,...,n, seand;, = {1,2,...,k}y
Se= Y Ss.
BCAg
Observemos que

Skri= > Sg= Y Sc+ Y. Sp.

BCAki1 CCApqq DCAp4q
k+1¢gC k+1€D

Comok + 1 ¢ C, tenemos qué’ C Ay,. Luego,

Y Se= ) Sp=5k

CCAptq BCAy
k+1gC

Por otra parte,

ST Sp= [k +1) - Sal

DCAgt1 BCAy
k+1€D

ya que siD = {ai,az,...,ar,k + 1}, entoncesSp = (k + 1) — ar + ax—1 —

-+ + aj, y como{a,as,...,ar} C Ay se sigue quéSp = (k + 1) — Sp con
B ={ai,az2,...,a;}.
Luego,

D ltk+1)=Spl= > (k+1)= Y Sp=(k+1)2" -5,

BCAg BCAy BCAy
ya que el nimero de subconjuntosdlges2.
Por lo tanto,
Ske1= Y. Sp=Sk+(k+1)2F -8 = (k+1)2"
BCAk41

paratodat =1,2,...,n — 1.
En particular,S,, = n - 2"~ 1.
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Olimpiadas Internacionales

A continuacion presentamos los resultados y los exandméss distintas olimpiadas
internacionales en las que México participb en la prinmeitad de este afi2010.

XXII Olimpiada de la Cuenca del Padfico

Desdel991, los ganadores del Concurso Nacional participan anuagrenta Olim-
piada Matemética de la Cuenca del Pacifico, APMO, por glesssén inglés. En Méxi-
co, el8 de marzo de este afo, se aplicod el examen de la XXII OlingpMdtematica
de la Cuenca del Pacifico a los alumnos que en ese momentatfamparte de la
preseleccion nacional. Dicho examen se califico en Mgyitos 10 mejores exame-
nes se enviaron, para ser evaluados, al pais organizagl@ngesta ocasion fue Japon.
Los alumnos que obtuvieron medalla fueron: Daniel Perafes/A (Morelos) y Flavio
Hernandez Gonzéalez (Aguascalientes) obtuvieron medalplata; Fernando Josafath
Anorve Lopez (Nuevo Lebn), José Luis Miranda Olverdigda), Irving Daniel Cal-
derbn Camacho (Estado de México), José Rambdn Guarggmosa (San Luis Po-
tosi) y Julio César Diaz Calderon (Oaxaca), obtuvienemalla de bronce; Fernando
Ignacio Arreola Gutiérrez (Aguascalientes), obtuvo urenain honorifica. México
ocupb el lugar nUmerds de los33 paises participantes.

A continuacion presentamos el examen de la XXII Olimpiaglé&adCuenca del Pacifi-
co. Los alumnos tuvierof horas para resolverlo.

Problema 1. SeaABC un triangulo con/ BAC # 90°. Sea0O el circuncentro del
trianguloABC'y seal el circuncirculo del triangul®@OC'. Suponga qué intersecta
a los segmentod By AC en los puntos (diferente deB) y Q (diferente de&), res-
pectivamente. Se@N el diametro del circul@. Muestra que el cuadrilatetdP N Q
es un paralelogramo.

Problema 2. Dado un entero positivé, decimos que un entero es upatenciak-
ésima purasi puede ser representado comb para algin enteror. Muestra que para
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cada entero positiva existenn enteros positivos distintos tales que su suma es una
potencia2009-ésima pura, y su producto es una poteR6it)-ésima pura.

Problema 3. Sean un entero positivo. En cierta fiesta asistepersonas. Para cual-

quier par de participantes, o los dos se conocen entre dibsdos no se conocen entre
ellos. Encuentra el maximo nimero posible de parejasurlely cada pareja, las dos
personas no se conocen entre si pero existe un amigo emantré los participantes

de la fiesta.

Problema 4.SeaABC un triangulo acutangulo que satisface quB > BC'y que
AC > BC. SeanO y H el circuncentro y el ortocentro del triangufoBC, respec-
tivamente. Suponga que el circuncirculo del triangdld C intersecta a la rectd B
en M (diferente ded), y suponga que el circuncirculo del triangulé/ B intersecta a
la rectaAC en N (diferente ded). Muestra que el circuncirculo del triangulé N H
esta sobre larectaH.

Problema 5.Encuentra todas las funciongsiel conjuntoR de los nmeros reales a
R que satisfacen para y, z € R la identidad

fU @)+ fy) + f(2) = f(f(2) = Fy) + [ ey + f(2) + 2f (22 — y2).

American Mathematics Competition (AMC)

En el mes de marzo se pidio al comité de la olimpiada de Bsthhidos, el examen
de la primera fase que aplican a nivel nacional. Dicho exatoesta de dos niveles,
el AMC 10 y el AMC 12, y en cada nivel los concursantes tiefénminutos para
resolverlo. Los estudiantes mexicanos que en ese momemi@arte de la preselec-
cion nacional para la Olimpiada Centroamericana y deld@apresentaron el examen
AMC 10, y los estudiantes que en ese momento eran parte de la pgelaacio-
nal para las Olimpiadas Iberoamericana e Internacionesgmtaron el examen AMC
12. Los ganadores del equipo mexicano fueron: Diego AlonsaiRddpntoya (Nuevo
Leb6n) quien obtuvo el primer lugar cdn9.5 puntos en el AMCL0; Flavio Hernandez
Gonzalez (Aguascalientes), quien obtuvo segundo lugar@puntos en el AMQ 2;
Juan Carlos Ortiz Rhoton (Jalisco), quien obtuvo el teregaut conl03.5 puntos en el
AMC 12. Diego y Juan Carlos obtuvieron un reconocimiento esppoiaser menores
de15 aflos y obtener mas d@ puntos en el examen.

A continuacién presentamos los examenes del concurso fv@rican Mathematics
Competition) de este afio.
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AMC 104

Problema 1.La parte superior de la biblioteca de Maria tiene cincaklzon los si-
guientes anchos, en centimetrﬁs%, 1,2.5y 10. ¢ Cuél es el ancho promedio de los
libros, en centimetros?

(@)1 (b) 2 ©)3 (d)4 )5

Problema 2.Cuatro cuadrados idénticos y un rectangulo son orgaogpdra formar
un cuadrado mas grande como se muestra. ¢ Cual es la poopentre el largo y el
ancho del rectangulo?

<«— Ancho ——

<«— lLargp ——
(@) 7 (b) 5 ©3 (d)2 (e)3

Problema 3.Tyrone teni&@7 canicas y Eric tenial canicas. Tyrone le dio algunas de
sus canicas a Eric de tal manera que Tyrone termind con & delranicas que Eric.
¢, Cuantas canicas le dio Tyrone a Eric?

(@3 (b) 13 (c) 18 (d)25 (e)29
Problema 4.La lectura de un libro que se va a grabar en discos compactag ti2i
minutos. Cada disco puede tener hdgtaninutos de lectura. Asuma que se usan el
menor nimero posible de discos y que cada disco contienistaartantidad de lectu-
ra. ¢ Cuantos minutos de lectura contendra cada disco?

(a)50.2 (b) 51.5 (c) 52.4 (d) 53.8 ()55.2

Problema 5. La longitud de una circunferencia @47 y su area e&n. ¢Clal es el
valor dek?

(a)6 (b) 12 (c) 24 (d) 36 (e) 144

Problema 6.Se define la operacioh(z, y) para nUmeros positivasy y como

1

¢ Cual es el resultado @&(2, #(2,2))?

@3 (b)1 ©3 (@) 3 (€)2
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Problema 7.Crystal trota diariamente el mismo recorrido. Ella comasa trote diri-
giéndose hacia el norte una milla. Luego trota al noresteipa milla, luego al sureste
por una milla. El Gltimo tramo de su trote la lleva en lineeata de regreso a donde ella
comenzo. ¢,Cuan larga, en millas, es esta tltima por@&udrote?

@1 (b) v2 © V3 (d)2 (€)2v2

Problema 8.Tony trabaje2 horas al dia y se le pag@.$0 por hora por cada afio com-
pleto de su edad. Durante un periodo de seis meses TonyGfdbdjas y gano 630.
¢, Qué edad tenia Tony al final del periodo de seis meses?

()9 (b) 11 (c) 12 (d) 13 (€)14

Problema 9.Un palindrome tal como83438, es un nUmero que permanece igual cuan-
do sus digitos son puestos en orden inverso. Los numeyas+ 32 son palindromes
de tres y cuatro digitos, respectivamente. ¢ Cual es la sierfos digitos de?

(2)20 (b) 21 (c) 22 (d) 23 (e) 24

Problema 10.Marvin cumpli6 afios el martexsr de mayo en el afio bisies2008. En
qué afo sera la prébxima vez que caiga su cumpleafios érawabado?

(a)2011 (b) 2010 (c) 2013 (d) 2015 (e)2017

Problema 11.La longitud del intervalo de soluciones de la desiguatdad2z+3 < b
es10. ¢ Cual es el valor de— a?

(2)6 (b) 10 (©) 15 (d) 20 (€)30

Problema 12.Logan esta construyendo un modelo a escala de su pueblorreaiel
tanque de agua tien®) metros de alto, y la parte superior es una esfera que contiene
100, 000 litros de agua. La torre miniatura de Logan contiénelitros. ¢ Cuéan alta, en
metros, deberia hacer Logan su torre?

(2)0.04 (b) & () 0.4 (d) 4 (€)4

Problema 13.Angelina manejoé con una velocidad promedio8é:ph y luego hizo

una parada de0 minutos por gasolina. Después de la parada, ella manejaca

velocidad promedio d&00 kph. En total ella recorri®50 km con un tiempo total de
viaje de3 horas incluyendo la parada. ¢ Qué ecuacion podria sdaysaa hallar el
tiempot en horas en el que ella manejé antes de su parada?

(2)80t + 100 (§ —¢) =250  (b)80t =250  (c) 100t =250  (d)90t = 250
()80 (8 —t) + 100t = 250

Problema 14.En el trianguloABC se tiene quelB = 2 - AC. SeanD y E puntos
sobreAB Yy BC, respectivamente tales queBAE = ZACD. SeaF' la interseccion
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de los segmentad £y C'D, y suponga que el trianguldF'E es equilatero. ¢ Cuanto
mide el angula AC B?

(a)60° (b)75° (c)90° (d) 105° (e)120°
Problema 15.En un pantano magico hay dos especies de anfibios parlsaiess,

que siempre dicen la verdad, y ranas, quienes siempre mig€uatro anfibios, Brian,
Chris, LeRoy y Mike viven juntos en este pantano y cada uneldisiguiente:

Brian:  “Mike y yo somos de especies diferentes.”

Chris:  “LeRoy es unarana.”

LeRoy: “Chris es unarana.”

Mike: “De los cuatro de nosotros, al menos dos son sapos.”

¢ Cuantos de los anfibios son ranas?
(@0 (b)1 (©)2 (d)3 (e)4

Problema 16.Las longitudes de los lados del trianguld3C son numeros enteros y
ninguno de sus angulos mi@8. SeaD un punto sobre el ladelC' tal que BD es
bisectriz del anguly ABC, AD = 3,y DC = 8. ¢ Cual es el menor valor que el
perimetro de dicho triangulo puede tener?

(a)30 (b) 33 (c) 35 (d) 36 (€)37

Problema 17.Las aristas de un cubo solido tiengmpulgadas de longitud. Se hace
un agujero cuadrado depulgadas po? pulgadas en el centro de cada cara del cubo.
Las aristas de cada corte son paralelas a las aristas delycoda agujero atraviesa
totalmente el cubo. ¢, Cual es el volumen del sblido restdta

@7 (b) 8 (c)10 (d)12 (e)15
Problema 18.Bernardo elige aleatoriamerg@anmeros distintos del conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

y los ordena en orden descendente para formar un nume3altgtos. Silvia elige
aleatoriament8 numeros distintos del conjunto

{1,2,3,4,5,6,7,8}

y también los ordena en orden descendente para formarmaroide 3 digitos. ¢, Cual
es la probabilidad que el nUmero de Bernardo sea mayor queradro de Silvia?

(@4 (b) 35 © 3 (@) 73 OF

Problema 19.Los lados del hexagono equiangubBC D E F tienen losgitudesl B =
CD =FEF =1y BC = DE = FA = r. El area del trianguladlCFE es el70 % del
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area del hexagono. ¢,Cual es la suma de todos los valozgaigde tener?
(@) 42 (b) ¥ (c)4 () (e)6

Problema 20.Una mosca atrapada dentro de una caja clbica con aristagieulbl
metro decide aliviar su aburrimiento visitando cada esgjdie la caja. Comenzara y
terminara en la misma esquina y visitara cada una de las esguinas exactamente
una vez. Para ir de una esquina a cualquier otra esquinardosbiando o caminando
en el interior del cubo siempre en linea recta. ¢ Cual emigitud maxima posible, en
metros, de su recorrido?

(@)4+4v2 (b) 2 +4v2 4+ 2v3 (€) 2 + 3v/2 + 33 (d) 4v2 + 4/3(€) 3v2 + 5V/3

Problema 21.El polinomioz3 — az? + bz — 2010 tiene tres raices enteras positivas.
¢,Cual es el menor valor quepuede tener?

(a)78 (b) 88 (c) 98 (d) 108 (e)118

Problema 22.Se eligen ocho puntos en una circunferencia y se trazanasiecthec-
tando cada par de puntos. No hay tres cuerdas que se inggre@ain mismo punto en
el interior de la circunferencia. ¢ Cuantos triangulastoalos sus vértices en el interior
de la circunferencia son formados?

(a)28 (b) 56 (c) 70 (d) 84 (€) 140

Problema 23.Cada una d&010 cajas alineadas contiene una sola canica roja, y para
1 < k < 2010, la caja en la posiciok-ésima contiene también canicas blancas.
Isabella comienza en la primera caja y extrae sucesivareermeden una sola canica
aleatoriamente de cada caja. Ella se detiene cuando extragimera vez una canica
roja. SeaP(n) la probabilidad de que Isabella se detenga después dewegiacta-
menten canicas. ¢ Cual es el menor valoridpara el cualP(n) < 557

(a)45 (b) 63 (c)64 (d) 201 (e) 1005

Problema 24.Sean el nUmero formado por los dos Ultimos digitos diferemtesero
de90!. ¢ A qué es iguab?

(@12 (b) 32 (c) 48 (d) 52 (€) 68

Problema 25.Jim comienza con un entero positikg crea una sucesion de nimeros.
Cada término sucesivo es obtenido sustrayendo el mayoertientero cuadrado per-
fecto que es menor o igual gue el término anterior, hastahtenga cero. Por ejemplo,
si Jim comienza con = 55, entonces su sucesion contiénelimeros:

55, 55— 72 =6, 6—-22=2 2—-12=1, 1-1%=0.
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SealN el menor nUmero entero para el cual la sucesion de Jim giedeneros. ¢ Cual
es el digito en las unidades a&?

@1 (b)3 (©5 (d)7 (€)9

AMC 124
Problema 1.¢Cuél es el valor d0 — (2010 — 201)) + (2010 — (201 — 20))?

(a) —4020 (b) 0 (c) 40 (d) 401 (e)4020

Problema 2.Un transbordador lleva turistas a una isla cada hora comeozalasl 0
AM hasta su Ultimo viaje, que comienza a .aBM. Un dia el capitan de la embarca-
cibn nota que en el viaje de 1d® AM habia100 turistas en el transbordador, y que
en cada viaje sucesivo, el nUmero de turistas fue uno mar®enq el viaje anterior.
¢ Cuantos turistas llevo el transbordador a la isla ex2 di

(2) 585 (b) 594 (c) 672 (d) 679 (€) 694

Problema 3.El rectanguloA BC' D, mostrado a continuacion, comparteéel de su
area con el cuadrad6F'GH. El cuadradd? F'G H comparte eR0 % de su area con el
rectanguldABCD. ¢ Cual es el valor d%?

E F
A
D
H G
(a)4 (b) 5 () 6 (d)8 (€)10

Problema 4.Siz < 0, ¢cuél de las siguientes opciones debe ser positiva?

@)y (b) —a? () —2* (d) —=~" (€)Vz

Problema 5. Después de cumplirse la mitad de un torneo de arquerid@éros,
Chelsea lo va liderando p&6 puntos. Para cada tiro en el centro del blanco se obtie-
nen10 puntos, con otros puntajes posibles&ld, 2 y 0. Chelsea obtiene al menads
puntos en cada tiro. Si en los siguientetiros Chelsea da en el centro del blanco, ella
garantizara su victoria. ¢, Cual es el menor valor que ptertkn?

(2)38 (b) 40 (c) 42 (d) 44 (€) 46

Problema 6.Un palindrome tal como83438, es un nimero que permanece igual cuan-
do sus digitos son puestos en orden inverso. Los numeyas+ 32 son palindromes
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de tres y cuatro digitos, respectivamente. ¢ Cual es la sierfos digitos de?
(a)20 (b) 21 (c)22 (d) 23 (e)24

Problema 7.Logan esta construyendo un modelo a escala de su pueblorreadel
tanque de agua tien® metros de alto, y la parte superior es una esfera que contiene
100, 000 litros de agua. La torre miniatura de Logan contiénelitros. ¢ Cuan alta, en
metros, deberia hacer Logan su torre?

(@)0.04 (b) &4 (€) 0.4 (d)2 (e)4

Problema 8.En el trianguloABC' se tiene queAB = 2 - AC. SeanD y E puntos
sobreAB y BC, respectivamente, tales quBBAE = ZACD. SeaF’ la interseccion
de los segmentod £y CD, y suponga que el trianguld F'E es equilatero. ¢ Cuanto
mide el angulo/ AC B?

(a)60° (b) 75° (c)90° (d) 105° (e)120°
Problema 9.Las aristas de un cubo s6lido tiengpulgadas de longitud. Se hace un
agujero cuadrado depulgadas po? pulgadas en el centro de cada cara del cubo. Las

aristas de cada corte son paralelas a las aristas del cuadayagujero atraviesa total-
mente el cubo. ¢ Cual es el volumen del sblido resultante?

@7 (b) 8 (©) 10 (d) 12 ()15

Problema 10.Los primeros cuatro términos de una sucesion aritmétog, 9, 3p — ¢
y 3p + ¢. ¢ Cual es el termin2010-ésimo de esta sucesion?

(a)8041 (b) 8043 (c) 8045 (d) 8047 (e)8049

Problema 11.La solucion de la ecuacidift” = 8% puede ser expresada en la forma
x =log, 77. ¢ A qué es igudl?

@) 15 (b) § ©% () % OF-

Problema 12.En un pantano magico hay dos especies de anfibios parlsaiess,
gue siempre dicen la verdad, y ranas, quienes siempre mi€uatro anfibios, Brian,
Chris, LeRoy y Mike viven juntos en este pantano y cada uneldisiguiente:

Brian:  “Mike y yo somos de especies diferentes.”

Chris:  “LeRoy es unarana.”

LeRoy: *“Chris esunarana.”

Mike: “De los cuatro de nosotros, al menos dos son sapos.”

¢ Cuantos de estos anfibios son ranas?

(@0 (b)1 (c)2 (d)3 (e)4
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Problema 13.¢ Para cuantos valores enterogaesulta que los graficos dé + 3% =
k? y 2y = k no se intersectan?

(@0 (b)1 (c)2 (d) 4 (€)8

Problema 14.Las longitudes de los lados del trianguld3C son numeros enteros y
ninguno de sus angulos midé. SeaD un punto sobre el ladalC tal que BD es
bisectriz del angulc/ABC, AD = 3,y DC = 8. ;,Cual es el menor valor que el
perimetro de dicho triangulo puede tener?

(2)30 (b) 33 (©)35 (d) 36 (€)37

Problema 15.Se altera una moneda de tal manera que la probabilidad deamaeen
cara es menor qu@y cuando se arroja la moneda cuatro veces, la probabilidgdele
se obtenga un nimero igual de caras y sello§.Q$Cual es la probabilidad de que la
moneda caiga en cara?

(a) YI3=2 B) VR (2 @2 (@5

Problema 16.Bernardo elige aleatoriamerg@emeros distintos del conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

y los ordena en orden descendente para formar un nume3alagtos. Silvia elige
aleatoriament8 nameros distintos del conjunto

{1,2,3,4,5,6,7,8}

y también los ordena en orden descendente para formarmmarnide3 digitos. ¢ Cual
es la probabilidad que el nUmero de Bernardo sea mayor queradro de Silvia?

@% % Ck @ ©%

Problema 17.Los lados del hexagono equianguaBC D E F' tienen longitudegl B =
CD =FEF =1y BC = DE = FA = r. El area del triangulalCE es el70 % del
area del hexagono. ¢, Cuél es la suma de todos los valceespyede tener?

(@) L8 (b) 2 (c) 4 (d) 7 (€)6

Problema 18.Un camino que consta dé pasos va dé—4,4) a (4,4) de tal forma
que con cada paso se incrementd enbien la coordenada eno bien la coordenada
eny. ¢ Cuantos de estos caminos son tales que permanecen &rierexen el borde
del cuadrade-2 < x < 2, —2 < y < 2 en todos los pasos?

(@)92 (b) 144 (c) 1,568 (d) 1,698 (e)12,800

Problema 19.Cada una d&010 cajas alineadas contiene una sola canica roja, y para
1 < k < 2010, la caja en la posiciok-ésima contiene también canicas blancas.
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Isabella comienza en la primera caja y extrae sucesivareermeden una sola canica
aleatoriamente de cada caja. Ella se detiene cuando etkegxbr primera vez una
canica roja. Se@(n) la probabilidad de que Isabella se detenga después dewextra
exactamente canicas. ¢ Cual es el menor valordpara el cualP(n) < 555?

(a)45 (b) 63 (c) 64 (d) 201 (€) 1005

Problema 20.Las progresiones aritméticés,,) y (b,,) tienen términos enteros con
a1 =by =1 < as < byyayb, = 2010 para algim. ¢ Cual es el mayor valor que
puede tener?

(a)2 (b) 3 ()8 (d) 288 (€) 2009

Problema 21.EI grafico dey = x5 — 102° + 292* — 423 + a2? yace en la parte del
plano por encima de la linea regfa= bz + ¢ excepto en tres valores de donde el
graficoy la linea recta se intersectan. ¢, Cual es el mayestbs tres valores?

()4 (b)5 (c)6 (d)7 (€)8

Problema 22.;,Cual es el valor minimo d&z) = |z — 1| + |2z — 1| + |3z — 1| +
4 1992 — 1)?

(a) 49 (b) 50 (c) 51 (d) 52 (€)53

Problema 23.Sean el nUmero formado por los dos Ultimos digitos diferemtesero
de90!. ¢ A qué es igual?

(a)12 (b) 32 (c) 48 (d) 52 (€)68

Problema 24.Seaf(z) = log(sen(nz) - sen(2mx) - sen(3nz) - - -sen(8wz)). La
interseccion del dominio d¢(z) con el intervalo|0, 1] es la unién de: intervalos
abiertos disjuntos. ¢, Cual es el valorde

(a)2 (b) 12 ()18 (d) 22 (€)36

Problema 25.Se considera que dos cuadrilateros son iguales si uno gaedbtenido
del otro por una rotacién y/o una traslacion. ¢ Cuantasldlateros convexos ciclicos
diferentes hay con lados enteros y perimetro igi&ia

(a) 560 (b) 564 (c) 568 (d) 1498 (€)2255
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XII Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Del 24 de mayo all de junio de2010, se celebrd en Mayagilez, Puerto Rico, la XII
Olimpiada Matematica de Centroameérica y el Caribe. Mé@xicup6 el primer lugar,
con108 puntos, de entre los! paises que participaron. Barbados y Cuba no pudieron
asistir, y Jamaica, Trinidad y Tobago e Islas Virgenes Acaeas participaron por pri-
mera vez. En total participaroni estudiantes, ya que Trinidad y Tobago so6lo liévo
alumnos. La delegacion mexicana estuvo integrada potuasas: Diego Alonso Ro-
gue Montoya (Nuevo Leodn), Julio César Diaz Calderorx@@a) y Fernando Josafath
Aforve Lopez (Nuevo Ledn).

De las3 medallas de ord; de plata yl11 de bronce que se entregaron en el certamen,
Diego obtuvo medalla de oro, y Julio César y Fernando medtdl plata. Ademas
se otorgb el reconocimiento de “Solucion Creativa"a Biégonso por su solucion
del problema 5, reconocimiento que sb6lo se ha otorgado @yéasta ahora, en una
Olimpiada Matematica de Centroaméricay el Caribe.

A continuacion presentamos el examen de la Xl Olimpiadat®@americana y del
Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horasdjancada una para
resolverlo.

Problema 1.Si S(n) denota la suma de los digitos de un nimero naturahcuentre
todas las soluciones de
n(S(n) — 1) = 2010

mostrando que son las Unicas.

Problema 2.Dado elAABC, seanL, M y N los puntos medios dBC, CAy AB,
respectivamente. Se traza una tangente al circuncirelfd d BC en A, siendoP y @

las intersecciones respectivas de las rettasy LN con dicha tangente. Demuestre
queCP es paralela Q.

Problema 3.Un jugador coloca una ficha en una casilla de un tablera de, dividido
en casillas de tamafiox 1. El jugador mueve la ficha de acuerdo a las siguientes reglas:

= En cada movimiento, el jugador cambia la ficha de la casilllagque ésta se
encuentra a una de las casillas que tienen un lado en comieilao

= El jugador no puede ubicar la ficha en una casilla que éstaiygado previa-
mente.

= Dos movimientos consecutivos no pueden tener la mismaaiinec

El juego termina cuando el jugador no puede mover la fichaereéhe todos los valo-
res dem y n para los cuales el jugador puede colocar la ficha en alguiitacakque
ésta haya ocupado todas las casillas al terminar el juego.

Problema 4.Se desea embaldosar un patio cuadrado deMadntero positivo. Se dis-
pone de dos tipos de baldosas: cuadradd@s>dé y rectangulares dée x 3. Determine
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los valores deV para los cuales es posible hacerlo.
Nota: El patio debe quedar completamente cubierto sin quiedhllosas se sobrepon-
gan.

Problema 5.Searp, ¢ y » nUmeros racionales distintos de cero tales que

Vg + Vaqr? + rp?

es un nimero racional distintos de cero. Pruebe que

también es un nUmero racional.

Problema 6.Seanl" y I'; dos circunferencias tangentes internamentd ethe centros
Oy O,, yradiosry r; (r > r1), respectivamente. S€a el punto diametralmente
opuesto & en la circunferenci&l, y C' un punto e’ tal queBC es tangente B; en
P. SeaA’ el punto medio d&3C. Si se cumple qué®; A’ es paralela & P, determine
la razon-.
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A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matemaéticas, de julio a octubr2@ieo.

Del 2 al 15 de julio, Astana, Kasajshn
51¢ Olimpiada Internacional de Matematicas.

Del 19 al 29 de agosto, Cuernavaca
Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eiplicde tres examenes
selectivos para determinar la delegacion para la XXV Oiada Iberoamericana
(un maximo de 4 alumnos).

Primera semana de septiembre
Limite para registro de delegados que quieran aplicaraghex propuesto por el
Comité Organizador de la OMM como final de su Concurso Hstagavio del
examen a los delegados.

Septiembre, Paraguay
XXV Olimpiada Iberoamericana de Matematicas.

24y 25 de septiembre
Aplicacion de los examenes finales en los estados regiéstizon este proposito.

Primera quincena de octubre
Envio del cuarto nUmero de la revista Tzaloa.
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Apendice

Teorema 1 (Principio de las Casillas)Dados al menosk + 1 objetos acomodados
enn lugares, siempre hay un lugar con al merios 1 objetos.
Ver [5, 11].

Teorema 2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarzpixy, ..., Zn, Y1, - -, ys SON rumMe-
ros reales, entonces,

(&) < (54) (5)

La igualdad ocurre si y &lo si existe un imero realc tal quez; = cy; para: =
1,2,...,n.
Ver [3].

Teorema 3 (Factorizacon en primos) Todo enterar mayor quel puede expresarse
como un producto de primos (con, tal vez, solamente un factor
Ver [6, 8].

Teorema 4 (NUmero de divisores)Si la factorizacbn en primos del entero esn =
pt - pg? .- p%r dondepy, pe, ..., pr SON primos distintos, entonces éimero de di-
visores positivos de es igual a(ay + 1)(az + 1) - - (o + 1).

Ver [6, 8].

Definicion 5 (Congruencias) Dados dos fimeros enteros, b, y un entero positivar,
decimos que es congruente cohmbdulom, sia — b es nilltiplo dem. En este caso
escribimos: = b (modm,).

Ver [10].

Teorema 6 (Teorema de Thales)Consideremos dos rectas transversales a tres rectas
como se muestra en la figura. Tenemos qué3i BE y C'F son paralelas entonces
AB __ DE r4 AB _ DFE

5& = Er- Redprocamente, S'g_c = %7 Y dos de las rectaglD, BE o C'F son
paralelas, entonces las tres rectas son paralelas.
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Ver [1, 2].

Teorema 7 (Teorema de la bisectriz)La bisectriz internad L (bisectriz externad L’)
del &ngulo enA de un triangulo ABC, divide internamente (externamente) al lado

-~ AB .

opuestaBC' en radn &7, esto es:
ﬁ = A—B res ectivamente’g = A—B
IC — CA P CL ~ CA

dondeL es el punto de intersedn de la bisectriz interna con el ladBC (L’ es el
punto de intersecodin de la bisectriz externa con la prolongénidel ladoBC).
Ver [2].

Teorema 8 (Formulas dearea)
1. Elarea de un re@ngulo de lados y b esa x b.

2. Elarea de un trdngulo es igual a;—hl, dond€ es la medida de un lado/yes la
medida de la altura sobre dicho lado.

3. Elarea de un @rculo de radior es igual anr?.
Ver[1, 2].

Definicion 9 (Angulos entre paralelas) Cuando una recta intersecta a otras dos rec-
tas se forman ochangulos que numeramos deél 8, como se muestra en la figura.

Si la rectals intersecta a las rectag y [,, decimos que egansversal a ellas. Los
angulos2, 4, 5 y 7 estin entre las recta$, y l», los llamamosangulos internos los
angulos restantes los llamamasgulos externosLosangulos en lados opuestos por
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la transversals se llamanangulos alternos como por ejempl8 y 5. A losangulost

y 5 les llamamoslternos internosy losangulos3 y 6 sonalternos externos

A losangulos que eén en la posidn correspondiente respecto a la transversal, como
por ejemplo3 y 7 los llamamosangulos correspondientesEntonces, los pares de
angulos correspondientes en la figura anterior Son7, 1y 5,4y 8,2y6.

Sily y s son paralelas lo@ngulos alternos internos son iguales.

Ver [2].

Teorema 10 (Suma de lo&ngulos internos de un tréangulo) La suma de logngu-
los internos de un téingulo esl80°.
Ver [1, 2].

Teorema 11 (Teorema de Pégoras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver[1, 2, 9].

Definicion 12 (Congruencia de trangulos) Los triangulosABC'y A’ B’C"’ son con-
gruentes si logingulos y los lados del #ingulo ABC son iguales a logngulos y los
lados del trangulo A’ B’C".

Ver[1, 2].

Criterio 13 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de #ingu-
los nos dice que si tenemos dogirgulos con un lado igual y d@ngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se leceooomoangulo-lado-
anguloy lo denotamos comiLA .

Ver[1, 2].

Criterio 14 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de #ingu-

los nos dice que si tenemos dogitrgulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le conoce lkealmdado-ladoy lo deno-
tamos coma.LL .

Ver[1, 2].

Definicion 15 (Semejanza de tAngulos) Los triangulosABC y A’ B’C’ son seme-
jantes, si sugngulos respectivos son iguales, es decir,

ZABC = Z/A'B'C’
LACB = /A'C'B’
LBAC = /B'A'C’

y sus lados hoBlogos son proporcionales, esto es

AB BC CA

A'B BC A

Ver [1, 2].
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Criterio 16 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déngulos correspondientes
de los trAngulosABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces losérigulos son semejantes.
A esta reladdn le llamamognguloénguloy la denotamos como AA.

Ver [1, 2].

Teorema 17 SeaABC un triangulo cualquiera, seah, E'y F' los puntos medios de
AB, BCy CA, respectivamente y s&z el baricentro del tranguloABC. Entonces
los seis trangulos: AGD, BGD, BGE, CGE, CGF y AGF tienenareas iguales
entre § e iguales a} deléarea del tranguloABC.

Ver [2].

Teorema 18 (Ley de los cosenodkn un triangulo de lados, b y ¢, se cumple la re-
lacion
a? =b% + ¢® — 2bccos o,
dondex es elangulo opuesto al lada.
Ver [2].

Teorema 19 Si trazamos dos rectas tangentes a una circunferencia deseeismo
puntoP, entonces los segmentos de recta dd3ddos puntos de tangencia son iguales
y el centro de la circunferencia yace en la bisectriz @esdjulo entre las rectas.

Ver [2].

Teorema 20 (Potencia de un punto) 1. Sidos cuerdaglB y C'D de una circun-
ferencia se intersectan en un purtgentonces’ A - PB = PC - PD.

2. SiA, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangentd @ntersecta
en un puntaP a la prolongacon de la cuerdad B, entoncesPT? = PA - PB.
Ver [2, 4]

Teorema 21 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Ver[1, 2].

Definicion 22 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &clico si sus cuatro &rtices
estin sobre una misma circunferencia.
Ver [2].

Teorema 23 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexad BC'D es dclico si 'y
sblo si la suma de loaAngulos opuestos es igualld0°, es decir, si y 8lo si

/DAB+ /BCD = /ABC + ZCDA = 180°.

Ver [2].
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