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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Mateméticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemdtica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacién que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Tzaloa, Afio 2014, Namero 3

Conforme avanza el afio, en Tzaloa redoblamos nuestro esfuerzo y entusiasmo por
brindar a toda la comunidad olimpica nuevos e interesantes problemas. Como siempre
en las secciones Problemas de prdctica y Problemas de entrenamiento hemos incluido
retos accesibles para todos los niveles, ya que nuestro principal interés es contribuir de
manera til brindando material adecuado, tanto para principiantes como para experi-
mentados.

Por su contribucién para la conformacion de este nimero, agradecemos de manera
muy especial a Pedro Sanchez y Didier Solis, quienes amablemente accedieron a es-
cribir para Tzaloa el articulo titulado Una propuesta para la generacion de problemas
para competencias matemdticas. A través de sus paginas nos introducen al disefio y
generacion de problemas para un examen de olimpiada. Estamos seguros de que este
material serd de gran utilidad para aquellos profesores y alumnos que participan en la
elaboracién de los distintos exdmenes de la olimpiada mexicana de matemadticas.

En nuestra nueva seccién de Concursos Estatales presentamos los problemas de la
tercera etapa de la 28 Olimpiada de Matematicas en Morelos. Estamos seguros que la
difusién a nivel nacional de estos materiales locales, tiende puentes que favorecen el
intercambio entre los estados, y por esta razén invitamos a los delegados estatales a que
nos envien sus propuestas de exdmenes que utilizan para seleccionar a las delegaciones

1Vocablo nghuatl cuyo significado en espafiol es aprender.
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que representan a sus estados en el concurso nacional de la olimpiada mexicana de
matematicas.

Finalmente, presentamos las soluciones de los alumnos que representaron a México en
la XXVI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico, la III Olimpiada Europea Femenil y la
XVI Olimpiada de Centroamérica y el Caribe.

Esperamos que los contenidos, problemas, soluciones, exdmenes, y materiales que he-
mos escogido, revisado y preparado sean de interés y utilidad para todos nuestros lec-
tores.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la enseflanza y elevar la cultura matematica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mds importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jévenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

282 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.
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En la 28 Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 1995. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucidon preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2014-2015y, para el 1° de julio de 2015, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 28 Olimpiada Mexicana de Mateméticas se realizara del
9 al 14 de noviembre de 2014 en Toluca, Estado de México. A los primeros lugares de
este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccién que se realizard
durante aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2014
y hasta la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XX VII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los in-
tegrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 56* Olimpiada Internacional
de Matemadticas (Tailandia, julio de 2015) y a la XXX Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (Puerto Rico, septiembre de 2015).

De entre los concursantes nacidos en 1999 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XVII Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (junio de 2015).

De entre los més jovenes se seleccionard la delegacion mexicana que nos representard
en la Competencia Internacional de Matemadticas (IMC).
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Una propuesta para la
generacion de problemas para
competencias matematicas

Por Pedro David Sanchez Salazar y Didier Adan Solis Gamboa

Nivel Intermedio

Una pieza fundamental en la organizacion de la olimpiada de matemadticas es sin du-
da el disefio de los exdmenes. Un ciclo del proceso selectivo con miras al Concurso
Nacional usualmente conlleva la aplicacién de cinco o seis exdmenes a lo largo de un
periodo que se extiende por varios meses. Para poder elegir los problemas que con-
formardn dichos exdmenes resulta indispensable contar con un banco de problemas al
cual recurrir. Debido a la naturaleza de la Olimpiada, los problemas que conforman los
distintos exdmenes deben ser inéditos, por lo que contar con un acervo del cual ocupar
varias decenas de ellos anualmente presenta un desafio. En este articulo compartimos
una alternativa para solucionar este problema.

Generacion de problemas

Concebir un problema para ser usado en una Olimpiada de Matemadticas no es algo
sencillo. A diferencia de un ejercicio mecédnico, un problema de olimpiada debe satis-
facer ciertos criterios: poder plantearse y resolverse usando conceptos basicos, admitir
distintas soluciones, ser inédito, etc. De tal suerte, el proceso de generar los problemas
para un examen de olimpiada requiere una gran dosis de creatividad y experiencia.

Usualmente, para crear un problema se requiere incorporar elementos de uno o varios
problemas conocidos. Este acoplamiento de técnicas requiere que el disefiador tenga
una vasta experiencia en resolucion de problemas de olimpiada. Sin embargo, existen
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muchas ocasiones en los que gente con poca experiencia en la olimpiada requiere crear
problemas. Dos casos tipicos que ejemplifican esta situacion son los siguientes:

(1) un estudiante queda en la pre-seleccidn estatal y su profesor — que tiene mucho entu-
siasmo pero poca experiencia previa en la olimpiada — quiere brindarle acompafiamien-
to durante el proceso selectivo;

(2) un profesor (con las mismas caracteristicas) se aboca a organizar la olimpiada en
su escuela, zona o distrito escolar.

En estos casos, una alternativa que permite a la gente con relativamente poca expe-
riencia en la olimpiada crear un banco de problemas, es la modificacién de problemas
conocidos.

Evidentemente, cuando hablamos de modificar un problema para generar otro, esta-
mos suponiendo que la modificacién es de cierto modo sustancial, de manera que el
problema modificado y el problema original tengan atributos diferentes. Dichas modi-
ficaciones pueden presentarse de diversas maneras, por ejemplo, en las hipdtesis del
problema, en el resultado, los elementos que lo constituyen, etc.

Otra alternativa que con frecuencia se sigue al generar problemas consiste en usar las
ideas o métodos que surgen al plantear o resolver un problema y enmarcarlas en un
contexto distinto. En estos casos, los enunciados de los problemas modificados sue-
len ser totalmente distintos respecto al problema original, aunque su planteamiento y
solucién compartan muchos rasgos comunes.

Un ejemplo

A continuacién presentaremos un ejemplo de cdmo la modificacién de un problema
puede dar lugar a una diversidad de nuevos problemas. Hemos escogido un problema
que es un cldsico en el contexto de los acertijos matemdticos, a saber, el conocido
problema de los cuadrados magicos. El enunciado es el siguiente:

Problema 0. Dibuja una cuadricula de 3 x 3. Coloca un niimero entre el 0y el 8 en
cada casilla de la cuadricula, de tal forma que ningiin niimero se repita’y que la suma
de los niimeros en cada renglon, columna y diagonal principal de la cuadricula sea la
misma.

Solucién: Supongamos que podemos acomodar los nimeros de manera que se satisfa-
gan las condiciones del problema y llamemos S a la suma comtin de los tres nimeros
en cada renglén, columna o diagonal principal. Procedemos a hallar S usando una es-
trategia muy 1til: hacer un conteo de dos maneras distintas. Primero notemos que si
sumamos renglén por renglén entonces la suma de todos los nimeros de la cuadricula
serd S 4+ S + S = 3. Por otro lado, dado que los nimeros se acomodaron sin repetir,
la suma de todos los nimeros de la cuadriculaserd 0 +1 4+ 24 .- + 8 = % = 36.
Igualando estas expresiones obtenemos 35 = 36 y por tanto S' = 12.

Nuestro siguiente paso serd encontrar las posibles formas en que podemos sumar 12
con tres ndmeros distintos conjunto A = {0,1,2...,8}, lo cual puede hacerse con
relativamente poco esfuerzo si procedemos ordenadamente, listando la sumas de ma-
nera que sus sumandos estén en orden creciente. La siguiente tabla muestra las tnicas
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8 sumas posibles:

S1 | 0+4+8
So | 0+5+7
Sz | 1+3+8
Sy | 1+447
Ss | 1+5+6
Se | 2+3+7
S7 | 2+4+6
Sg | 3+4+5

Dado que en total necesitamos 8 sumas (3 para los renglones, 3 para las columnas y 2
para las diagonales) podemos concluir que cada una de las sumas debe aparecer exac-
tamente una vez en el acomodo. Ahora bien, notemos que cada casilla de la cuadricula
contribuye en 2, 3 o 4 sumas diferentes, dependiendo su ubicacidn: la casilla central
contribuye en 4 sumas (un renglén, una columna y las dos diagonales), las casillas de
las esquinas estdn en 3 sumas (una correspondiente a renglén, otra a columna y la ter-
cera a una diagonal) y las casillas restantes aportan a 2 sumas Unicamente (un renglén
y una columna). Esta observacion nos permitird avanzar en la solucién, pues los ndime-
ros del conjunto A también se dividen en exactamente tres categorias, dependiendo si
aparecen en 2, 3 o 4 sumas, respectivamente.

| Nimero | Sumas que lo contienen | Cantidad de sumas |
0 S1,S52
S3, 54, S5
Se, St
S3, 56, Ss
S1, 54, 57, S8
Ss, 55,58
S5, St
Sa, 54, S6
51,83

D[ DN W | W N W N

O | O T =W DN+~

Combinando la observacién con la tabla anterior, podemos agrupar los nimeros de A
en tres clases y ademds indicar en qué posible posicion de la cuadricula se encontrardn,
como se observa en el siguiente diagrama:

* Q| * O «— {0,2,6,8}
O|X|O — *o+—  {1,3,5,7}
1O | ¥ X <« {4}

Podemos ver que el niimero 4 necesariamente debe estar en el centro. Si nos fijamos
ahora en el grupo {0, 2, 6, 8} podemos ver que se divide en dos parejas: {0,8} y {2, 6},
cada una de los cuales aparece en una sola suma (S7 y S7, respectivamente). De este
modo, al ubicar un elemento de cada conjunto, digamos el 0 y el 2, los restantes quedan
determinados (el 8 quedard opuesto al 0 y el 6 opuesto al 2) por lo que solo resta aco-
modar los elementos de las esquinas. Pero siendo un poco observadores notaremos que
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en dicho caso los valores de las esquinas también quedan determinados. Por ejemplo,
en el acomodo que se presenta a continuacién, la esquina superior izquierda solo puede
contener al nimero 7, ya que es el tnico que comparte una suma con el 0 (la suma Ss)
y con el 2 (la suma Sg).

O|4 |0 = 21410 = 21416 = 21416

O
Ahora procedemos a ilustrar cémo este sencillo y conocido problema puede dar origen
a una gama de problemas con muy diversos matices. El primer paso a considerar serd
tratar de extraer los aspectos claves que conforman el problema. Una buena idea es
tratar de enunciar el problema en los términos mds simples y generales. En otras pala-
bras, trataremos de responder la pregunta ;De qué se trata el problema? de la manera
mds sencilla posible.
Por ejemplo, en el caso de nuestro problema podemos decir que se trata de acomodar un
conjunto de nimeros (el conjunto {0, 1, ..., 8}) en un arreglo de casillas (la cuadricula)
de manera que se cumplan ciertas relaciones con respecto a una operacioén (que las
sumas sean iguales). A partir de este enunciado simplificado podemos enlistar los ele-
mentos basicos que conforman el problema, a saber, (1) el conjunto de nimeros, (2)
la operacién usada, (3) la forma en que las casillas estdn dispuestas, (4) lo que se pide
hallar. Modifiquemos cada uno de estos elementos.

El conjunto de nimeros

Una manera obvia de modificar el problema consiste en tratar de cambiar el conjunto
de nimeros que se estd usando.

Una primera observacion es que podemos sumar una misma cantidad a todos los nime-
ros de la cuadricula y obtener un nuevo arreglo. Por ejemplo, a partir del arreglo

71015
21416
31811

que obtuvimos para el conjunto de nimeros {0,1,2,3,4,5,6,7,8}, obtenemos el si-
guiente arreglo para el conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}:

81116
3 7
4192
pues todas las sumas 57, Ss, . . . , Sg aumentan exactamente en 3 unidades y por tanto

en el segundo arreglo todas las sumas vuelven a coincidir (iguales a 15 en vez de 12).
Tras un breve andlisis, nos damos cuenta que en general cualquier progresion aritmética
de 9 nimeros funcionaria para este fin, por lo que los siguientes son dos posibles nuevos
problemas.
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Problema 1. Dibuja una cuadricula de 3 x 3. Coloca un niimero del conjunto de
niimeros {—3,—1,1,3,5,7,9,11,13} en cada casilla de la cuadricula, de tal forma
que ningtin niimero se repita y que la suma de los niimeros en cada renglon, columna
y diagonal principal de la cuadricula sea la misma.

Problema 2. Considera una cuadricula de 3 x 3 'y una progresion aritmética de 9 ele-
mentos. Demuestra es posible acomodar estos niimeros en las casillas de la cuadricu-
la, de tal forma que ningiin nimero se repita y que la suma de los niimeros en cada
renglon, columna y diagonal principal de la cuadricula sea la misma.

La operacion usada

En muchas ocasiones se pueden usar analogias conocidas para modificar un problema.
Por ejemplo, observando que una progresion aritmética es a la suma lo que una progre-
sién geométrica es a la multiplicacion, podemos modificar el Problema 0 para obtener
el siguiente problema.

Problema 3. Dibuja una cuadricula de 3 x 3. Coloca un niimero tomado del conjunto
{1,2,4,8,...,256} en cada casilla de la cuadricula, de tal forma que ningiin niime-
ro se repita 'y que el producto de los niimeros en cada renglon, columna y diagonal
principal de la cuadricula sea el mismo.

Por otro lado, podemos observar que en cualquier cuadrado magico de 3 x 3 construido
a partir de una progresién aritmética la suma comun es divisible entre 3; por lo que
siguiendo la analogfa, podemos concluir que si usamos la multiplicacién en vez de la
suma, el producto comin debiera ser un cubo. Esta observacién da origen al siguiente
problema:

Problema 4. Dibuja una cuadricula de 3 x 3. Coloca un niimero del conjunto {4,6,9}
en cada casilla de la cuadricula, de tal forma que cada niimero se use al menos una
vez y que el producto de los niimeros en cada renglon, columna y diagonal principal
de la cuadricula sea el mismo.

La forma en que estan dispuestas las casillas

Otro aspecto que resulta natural modificar es la disposicién de las casillas. En esta
caso trabajaremos con otras dos formas geométricas con un alto grado de simetria:
un hexdgono y un tridngulo. El primer problema es una variacién inmediata, ya que
conserva todos los demads elementos.

Problema 5. En cada una de las 7 regiones de la figura se coloca un niimero del 0 al
6 sin repetir y de manera que la suma de los niimeros en tres regiones colineales sea la
misma. ; Qué niimeros pueden ir en la region central?
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El segundo problema involucra una complejidad mayor.

Problema 6. (Concurso Estatal, Yucatdn, 2008) Tony tiene un tablero triangular de
lado 3 cm. como el que se muestra a continuacion 'y 9 fichas numeradas del 1 al 9.
Después de mucho trabajo Tony logro acomodar una ficha en cada triangulito del
tablero, de manera que la suma de los niimeros en cada uno de los tridngulos medianos
(de lado 2 cm) es la misma. En un descuido, Tony sacudio el tablero y se caen todas
las fichas, salvo las fichas numeradas con en el 1y el 7, las cuales se mantuvieron en
el lugar correcto ;Qué ficha tenia Tony en el triangulito marcado con una X?

Lo que te pide el problema

Esta es una de las formas mds comunes para generar problemas. Podemos observar
que la manera de acomodar los nimeros del O al 8 en las casillas no es unica, por lo
que tiene sentido preguntarse de cudntas formas puede hacerse esto. Mds ain, dada la
simetria de la figura, también es posible calcular cudntas acomodos distintos existen.

Problema 7. En cada casilla de una cuadricula de 3 x 3 se coloca un niimero del 0
al 8 de tal forma que ningiin niimero se repita’y que la suma de los niimeros en cada
renglon, columna y diagonal principal de la cuadricula sea la misma. ;De cudntas
maneras es posible hacer esto?

Una vez llenado el arreglo, podemos rotarlo 90° o escribir todas las filas (o las colum-
nas) al revés, resultando nuevamente en un arreglo donde todas las sumas coinciden.
De alguna forma, esas nuevas formas de llenar el tablero son esencialmente la misma
que la original, por lo que cabe preguntarnos cudntas formas esencialmente distintas
hay de llenar el tablero con los nimeros.
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Problema 8. En cada casilla de una cuadricula de 3 x 3 se coloca un niimero del 0
al 8 de tal forma que ningiin niimero se repita y que la suma de los niimeros en cada
renglon, columna y diagonal principal de la cuadricula sea la misma. ; De cudntas ma-
neras esencialmente distintas es posible hacer esto? Nota: se dice que dos acomodos
son esencialmente distintos si no es posible generar uno a partir del otro usando una
de las simetrias del tablero.

La misma idea

Finalizamos con una ultima alternativa para generar problemas que con frecuencia rin-
de buenos frutos. Se trata de tomar las mismas ideas que se emplearon en la solucién.
En este caso, la técnica sobre la cual nos enfocaremos es la de sumar las mismas can-
tidades de dos formas distintas. Iniciamos con una ligera variacién.

Problema 9. En cada casilla de una cuadricula de 3 x 3 se coloca un niimero del 0
al 8 de tal forma que ningiin niimero se repita y que la suma de los niimeros en cada
renglon, columna y diagonal principal de la cuadricula sea la misma. Considera cada
renglén como un niimero de 3 cifras y llamemos A a la suma de estos 3 niimeros. De
manera andloga, considera cada columna como un niimero de 3 cifras y llamemos B
a esta suma. Demuestra que A = B.

El siguiente problema es una modificacién del problema anterior, ya que no se consi-
dera mds la condicién original que define los cuadrados mégicos.

Problema 10. (Concurso Estatal, Yucatdn, 1997) En una cuadricula de 3 x 3 se co-
locan los niimeros del 1 al 9 sin repetir. Considera cada renglon como un niimero de
3 cifras y llamemos A a la suma de estos 3 niimeros. De manera andloga, considera
cada columna como un niimero de 3 cifras y llamemos B a esta suma. ;Es posible
acomodar los niimeros en la cuadricula de manera que A + B = 1997?

Notemos que este problema difiere en varios aspectos fundamentales del Problema 0:
tanto las hipétesis como el resultado son diferentes, sin embargo conserva muchos otros
aspectos del problema original como son el conjunto de nueve enteros consecutivos y
la cuadricula de 3 x 3. Nuestro ultimo ejemplo no considera estos elementos tampoco.
De hecho, el tnico aspecto fundamental que lo relaciona con el Problema 0O es la forma
en que se resuelve.

Problema 11. (Selectivo de Primarias, Yucatdn, 2012). Un niimero de 5 cifras es fan-
tabuloso si se escribe usando cada uno de los digitos 1, 3, 5, 7, 9 exactamente una vez.
Por ejemplo, 15379y 73591 son niimeros fantabulosos.

1. ;Cudntos niimeros fantabulosos hay?

2. Encuentra el resultado de sumar todos los niimeros fantabulosos.

El contexto

Desde hace mds de una década la Olimpiada Mexicana de Matematicas en Yucatdn con-
voca en su proceso selectivo a un gran nimero de estudiantes de educacion secundaria,
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llegando a mas del 95 % de la matricula de educacién secundaria afio tras afio desde
2008. En 2011 se incorpora educacién primaria, alcanzando una cobertura masiva en
2012. Paralelamente al crecimiento en el nimero de participantes crece la demanda por
cursos e instancias de formacién para los profesores de los concursantes. En 2011 se
oferta en educacion secundaria el Curso-taller de evaluacién y generacién de problemas
para profesores-entrenadores, en tanto que en 2012 y 2014 se imparte el Curso-taller
de estrategias orientadas a la resolucién de problemas para profesores-entrenadores de
educacién primaria. En ambos cursos se incluy6 un taller de generacién de problemas
con 5 horas de duracién. Los Problemas 1, 2, 3,4, 5, 7, 8 y 9 (asi como otros muchos)
fueron creados a partir del enunciado del Problema 0 en dichos talleres por profesores
de educacién primaria cuyos estudiantes participaban por primera vez en la fase estatal
de la Olimpiada de Matematicas.

Soluciones

1. Este es un caso particular del Problema 2 en donde la diferencia comtn es d = 2
y el valor inicial es a = —3.

2. Un argumento similar al mencionado para sumar un mismo nimero a todas las
casillas nos convencerd también que es posible multiplicar todas las entradas por
un mismo nimero y obtener otro arreglo en donde las sumas coinciden. Asi, a
partir del ejemplo dado con los nimeros del 1 al 9 podemos obtener el arreglo

16 | 2 | 12
6 | 10 | 14
8 |18 | 4

donde todas las sumas son iguales a 30 en vez de 15.

Entonces, para obtener un arreglo para la progresién aritmética a,a + d,a +
2d,...,a + 8d procedemos a multiplicar todas las casillas del arreglo forma-
do con los nimeros {0,1,2,...,8} y obtenemos un arreglo con los nimeros
{0,d,2d,3d,...,8d}. Finalmente, sumamos a en cada una de las casillas y ob-
tenemos el arreglo buscado.

3. Notando que 1 = 2° y 256 = 2% podemos obtener una solucién usando tnica-
mente potencias de dos. Observemos que los niimeros son potencias de 2 conse-
cutivas: a® = 21,7 = 0,1,...,8. Sea P el producto comin. Procediendo como
en el Problema 2 obtenemos que

P3 —ag-ay-ag---ag = 20T1H2H+8 — 936

y en consecuencia P = 22, Identificando 2¢ con i del Problema 0 se obtiene un

arreglo con las condiciones requeridas.

A final de cuentas, estamos aprovechando la ley de los exponentes que convierte
productos de una misma base en sumas de exponentes.
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7105
21416
31811

4. Por lo discutido en la solucién del Problema 3, el producto de los 9 niimeros debe
ser un cubo perfecto. Una alternativa natural para que esta condicién se cumpla
es tomar 3 cuatros, 3 seises y 3 nueves. El producto comiin en este caso serd
P =4-6-9 =216 = 6. Por tanto basta con encontrar un acomodo donde en
cada columna, rengldén o diagonal haya exactamente un 4, un 6 y un 9 o bien tres
nidmeros 6. Uno de dichos arreglos es el siguiente:

5. En este caso tenemos tinicamente tres sumas y todas ellas comparten el nimero
la casilla central. Denotemos por S a la suma comtin y los nimeros que van en

271201 2°
= [22]21]2°
23 1 28 | 21

128 1 32
4 16 | 64
8 256 | 2

41916
9164
61419

cada casilla como lo indica la figura:

Entonces tenemos

y reacomodando términos obtenemos 3(S — 7) = 2z. En consecuencia 3 | 2x
y por tanto 3 | x, asi que la dnicas posibles opciones son x = 0, x = 3 6
x = 6. Las correspondientes sumas en cadacasoson S = 7,5 =9y S = 11,
respectivamente. Finalmente, es ficil comprobar que cada una de estas opciones

35

a

f b
X

e C
d

(a+xz+d)+b+z+e)+(ct+z+f)
(a+b+c+d+e+ f+2a)+ 2z

21 4 2x

da lugar a un acomodo valido, como lo indican los siguientes ejemplos:

AN/ N/
AKX KX KX
\/ \/ N/
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6. Llamemos nuevamente S a la suma comun. En esta figura, las siguientes tres

zonas deben tener suma igual a S:

A A o,

De esta manera, si sumamos las tres obtendremos como total 3.5, pero al su-
marlas, las casillas con el 1, 7y X estdn siendo sumadas dos veces, pues cada
una aparece en dos tridngulos. De esta manera, la suma de todas las casillas (sin
repeticién) de la figura serd iguala 35S — (1+ 74+ X) =35 -8 — X.

Por otro lado, 1a suma de todas las casillas, sin repetir,es 14243+ -4+9 = 45.
Tenemos entonces la ecuacion 35 — 8 — X = 45. Como 45 y 35 son muiltiplos
ambos de 3, necesariamente —8— X y por tanto 84X también lo serdn. Entonces
tenemos las posibilidades: X = 1, X = 4, X = 7 pero la primera y la dltima son
imposibles porque ya se usaron esos niimeros en otras casillas. Concluimos pues,
que X = 4 es la respuesta. Con esa informacién incluso podriamos completar la
figura (aunque no lo pide el problema).

/N
/NN
WAV

. Recordemos que el 4 necesariamente debe ir en la casilla del centro y los nime-

ros del conjunto {0, 2, 6,8} deben ubicarse en las casillas marcadas por I, I, TIT
y IV en la siguiente cuadricula:

Imr| 4 | 11
v

Fijémonos en la casilla marcada por el I. Para ocuparla tenemos 4 opciones.
Una vez que se elija el nimero que ird en I, el nimero que ird en IV queda
determinado. Asi, s6lo quedan 2 opciones para la casilla II, con lo que queda
determinado el nimero que ird en III. Como se comenté en el Problema 0, ya que
estas 5 casillas estdn ocupadas, las casillas de las esquinas quedan determinadas.
Por tanto hay 4 - 2 = 8 distintas formas. A continuacidn est4 la lista de los 8
arreglos:
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5161 11813 3127 71015
014 412 81410 2|4
7123 5107 116]5 31811
5107 3181 71213 11615
412 21416 01418 81410
11813 7105 5161 3127

8. Recordemos que un cuadrado tiene 8 simetrias: rotaciones de 90°, 180°,270° y
360°; y reflexiones respecto a los ejes, vertical, horizontal y los dos diagonales.
Por tanto, de la solucién anterior concluimos que como son 8 acomodos distintos,
cada uno corresponde exctamente a una simetria y en consecuencia solo hay
un arreglo esencialmente distinto. De hecho, si observamos con detenimiento
los 8 arreglos del inciso anterior, podemos ver que los arreglos de la primera
fila corresponden con las 4 rotaciones y los de la segunda fila con las cuatro
reflexiones respecto al arreglo original presentado en el Problema 0.

Podemos, sin embargo, argumentar de otra manera como sigue. El 4 siempre
estd al centro, por lo que estd fijo. El O tiene que ir en una orilla, mas no en una
esquina. Cualquiera de las cuatro orillas son esencialmente la misma al consi-
derar rotaciones. Una vez colocado el cero, la orilla opuesta tiene que contener
al 8. Las otras dos orillas necesariamente tendrdn al 2 y al 6, pero considerando
reflexiones, es indistinto cémo colocarlos. Y una vez que se han puesto en las ca-
sillas los nimeros 0, 2, 4, 6, 8, las casillas de las esquinas necesariamente quedan
determinadas. Por tanto, s6lo puede haber un arreglo esencialmente distinto.

9. Supongamos que tenemos un arreglo que cumple las condiciones pedidas. Re-
presentemos con variables los nimeros que aparecen en cada casilla.

al|b|ec
dlel|f
g|h|

Entonces, trabajando con renglones, los tres niimeros obtenidos son abe = 100a+
106 + ¢, def = 100d + 10e + f y ghi = 100g + 10h + 4.

Al hacer la suma abe + de f + ghi y simplificar obtendremos

A=100(a+d+g)+10(b+e+h)+ (c+ f +1).

Si denotamos por S a la suma comun de todos los renglones y columnas, obte-
nemos
A =1005+105 + S = 1118.

Del mismo modo, pero trabajando ahora por columna, obtenemos los tres niime-
ros adg = 100a + 10d + g,beh = 100b+ 10e + h y c¢fi = 100c+ 10f + iy
por tanto

B=100(a+b+c)+10(d+e+ f)+ (g+h+1)
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y por un argumento similar al usado por renglones, obtenemos

B =1005 4105+ S5 =1115.

Concluimos entonces que necesariamente A = B.

10. No es posible acomodar los niimeros de manera que se satisfaga A + B = 1997.
Para llegar a esta conclusién denotemos por a, b, ¢, . . . , h, ¢ a los nimeros digitos
y acomodémoslos en la cuadricula de la siguiente forma:

al|bl|ec
dlel|f
g|h|

Notemos que por la prueba del criterio de divisibilidad por 3 tenemos que abc =
a+b+c(mod3),def =d+e+ f (mod3)yghi=g+h+i(mod3). Como
A = abc + def + ghi entonces tenemos

A = a+btctdtet f+g+h+i = 14243+4+5+6+74+849 = 45 = 0 (mod 3).

De manera similar podemos observar que a raiz de las congruencias adg = a +
d+ g (mod 3),beh = b+e+h (mod 3)ycfi = c+ f+i (mod 3) se
concluye que B = 0 (mod 3) y por tanto A + B = 0 (mod 3). Sin embargo
1997 = 2 (mod 3), lo que prueba la imposibilidad del acomodo.

11. Dado que hay cinco digitos y pueden aparecer en cualquier orden, la respuesta a
la primera pregunta es 5! = 120.

Para la segunda pregunta, retomando la idea de los problemas anteriores, pen-
sar que tenemos una cuadricula de 120 x 5 y en cada renglén acomodamos los
digitos de cada nimero fantabuloso. Ahora, en la columna de la derecha, corres-
pondiente a las unidades, cada uno de los digitos aparece repetido varias veces.
Para ser precisos, cada digito aparece 24 veces, pues cada una de las 4! = 24
formas de acomodar los digitos restantes corresponde exactamente a un nimero
fantabuloso diferente, es decir, a un renglén distinto. Por tanto, la suma de la
columna de las unidadeses 24-1+24-3424-5+24-7424-9 = 24-25 = 600.

Pero en la segunda columna sucederd exactamente lo mismo, s6lo que al ser co-
lumna de decenas, estos aportardn a la suma 10 veces mds que la de las unidades,
es decir, 6000. El mismo argumento aplica para las centenas, millares y decenas
de millar. De este modo, la suma de todos los ndmeros fantabulosos sera

600 + 6000 + 60000 4+ 600000 + 6000000 = 6666600.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 17 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este tercer nimero del afio 2014. Como seguramente ya habris observado, el nivel
de dificultad de los problemas que contiene esta seccion varia conforme va transcu-
rriendo el afio. Es asi, que el material seleccionado para el primer nimero es en su
mayoria de nivel principiante y a partir de ahi, paulatinamente se incrementa el nivel,
de manera que la seleccién para el cuarto (dltimo) nimero del afio es la que incorpora la
mayor proporcioén de problemas avanzados. De cualquier manera, en todos los nimeros
siempre buscamos que la seleccidn sea diversa que incluya retos interesantes y a la
medida de todos.

Por dltimo, te invitamos a contribuir al enriquecimiento de esta seccion de la revista
enviando problemas interesantes cuya solucién desees compartir. Para ello ponemos a
tu disposicion la direccién revistaomm@gmail . com, donde con gusto recibiremos
todas tus propuestas.

Problema 1. Sean a y b nimeros reales positivos tales que a + b = 1. Demuestra que
a®bt + abbe < 1.

Problema 2. Sean p y n nimeros naturales tales que p es primo y 1+np es un cuadrado.
Demuestra que n + 1 es suma de p cuadrados.

Problema 3. En un pentdgono ABC' DFE los tridngulos ABC, BCD, CDE, DEAy
E AB tienen la misma drea. Sean M y N los puntos de interseccién de BE con AC'y
AD, respectivamente. Demuestra que BM = EN.

Problema 4. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones en los nimeros reales

1+ T2 + -+ T2014 = 2014,

4 4 4  _ .3 3 3
Tyt Xy + o+ Xy = X H X A+ T4

Problema 5. Sea ABC'DEF un hexdgono regular y sea P un punto en su interior tal
que ZBAP = ZDCP = 50°. Determina la medida del dngulo ZABP.
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Problema 6. Demuestra que la suma de los cuadrados de dos enteros positivos con-
secutivos no puede ser igual a la suma de cuartas potencias de dos enteros positivos
consecutivos.

Problema 7. Se tienen 11 enteros en un pizarrén. Demuestra que se pueden elegir
algunos de ellos (quizds todos) y poner 4+ o — entre cada dos de ellos de manera que el
resultado sea divisible entre 2014.

Problema 8. Demuestra que para cualquier entero n > 3 se cumple que (2n)! < n?".

Problema 9. Decimos que un entero positivo es lindo, si es divisible por cada uno
de sus digitos no nulos. Demuestra que no puede haber mds de 13 nimeros lindos
consecutivos, y encuentra una lista de 13 nimeros lindos consecutivos.

Problema 10. Demuestra que para cualquier entero n > 4, se puede partir un tridngulo
isosceles de angulos 120°,30°, 30° en n tridngulos semejantes.

Problema 11. Sean ABC' un tridngulo y X un punto en su interior. Encuentra todos
los puntos X tales que (BXC) = (CXA) = (AX B), donde (WY Z) denota el drea
del tridngulo WY Z.

Problema 12. Determina todos los nimeros primos p y ¢ tales que pq | 57 + 5.

Problema 13. En una competencia de tenis hay n jugadores de tal manera que cuales-
quiera dos van a jugar entre si. Se sabe que en cada juego hubo un ganador y un perde-
dor, es decir, no hubo empates. Si GG; y P; son el nimero de juegos que gand y perdio el
jugador i, respectivamente, demuestraque P2+ P§ +---+P? = G3+G3+- -+ G2.

Problema 14. Se define p; = 2y para cadan > 2 se define p,, como el mayor niimero
primo que divide al nimero p;ps - - - p,—1 + 1. Demuestra que el 5 nunca aparece en
esta sucesion.

Problema 15. Inicialmente se tienen tres enteros a, b y c. En un paso se permite elegir
dos de ellos, sumarle 1 a uno y restarle 1 al otro. ;Qué tienen que cumplir a, b y ¢ para
que, después de un nimero finito de pasos, se vuelvan iguales?

Problema 16. Sea ABC un triangulo con AB # AC. El incirculo con centro en I toca
los lados BC,CAy ABen D, E'y F, respectivamente. Sea M el punto medio de E'F'
y sea P el otro punto de interseccién del segmento AD y el incirculo. Demuestra que
el cuadrildtero PM I D es ciclico.

Problema 17. Sea n un entero positivo y sea P un conjunto de n nimeros primos.
Demuestra que cualquier conjunto de n + 1 niimeros naturales tal que sus divisores
primos estdn todos en P, contiene un subconjunto no vacio tal que el producto de sus
elementos es un cuadrado.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccién podrds encontrar las soluciones de los 17 problemas de la seccién ante-
rior. Sin embargo, no te recomendamos consultarla antes de tener tu propia respuesta o
por lo menos no sin haberle dedicado bastante tiempo a cada problema. Ten en cuenta
que la clave para mejorar tus capacidades estd en la perseverancia y el esfuerzo.

Cabe aclarar que las soluciones que aqui se presentan no son necesariamente las tinicas
o las mejores, tan sélo son ejemplos que muestran el tipo de razonamiento que busca
estimular la olimpiada. En matemadticas, cada problema puede tener tantas soluciones
correctas como ideas originales se desarrollen con creatividad y 16gica. Si ti encontras-
te una solucién diferente de las que aqui se presentan y no estds seguro de su validez
o simplemente quieres compartirla con nosotros, te invitamos para que nos escribas a
revistaomm@gmail.com.

Solucién del problema 1. Observemos que 1 = a + b = a®*? 4 b20 = q%a® + bob°.
Luego, 1 — a®b® — a’b® = (a%a® 4 b*b°) — a®b® — abb® = (a® — b*)(a® — b°).

Sia < b, entonces a® < b®y a® < V. Sia > b, entonces a® > by a® > 0. En
cualquier caso, se sigue que el producto (a® — b%)(a® — b®) es no negativo para todos
los nimeros positivos a y b. Por lo tanto, a®b’ + abbe < 1.

Solucién del problema 2. Supongamos que 1+np = k? para algiin entero k. Entonces
np = (k+1)(k—1). Como pes primo,obienp | (k—1)op | (k+1). Enel primer caso,
sea sp = k — 1 para algin entero s. Entonces np = (k — 1)(k+ 1) = sp(sp+2) y de
aquin = s(sp+2) = s2p+2s.Porlotanto, n+1 = s?p+2s+1 = (p—1)s>+(s+1)2
el cual es una suma de p cuadrados. De manera similar, en el segundo caso tenemos
quetp = k + 1 paraalgiinenterot yn + 1= (p — 1)t2 + (t — 1)2.

Solucién del problema 3. Los tridngulos ABC' y ABE tienen la base comin AB
y como tienen la misma &rea, tienen la misma dltura correspondiente a AB, por lo
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que las rectas AB y EC son paralelas. De la misma manera, tenemos que BC'|| AD,
CD||EB,ED||ACy EA| DB.

C
E
A B
Como AD y BC son paralelas, por el teorema de Thales, tenemos que % = %.
Ademas, como DC'y E B, por el mismo teorema, tenemos que %—AX = %. Finalmen-
te, como ED y AC son paralelas, tenemos que 25 = £ por lo que tenemos que
% = %, de donde EN = M B, como queriamos demostrar.
Solucién del problema 4. El sistema es equivalente al sistema
(x1 = 1)+ (2 — 1)+ - + (22014 — 1) = 0, (1)
1‘?(1‘1 — 1) + -+ $%014($2014 — 1) =0. (2)

Restando (1) de (2) obtenemos (z1 — 1)%(@% + 21 + 1) + -+ - + (w2014 — 1)? (23014 +
Z2014 + 1) = 0. Como 22+z+1>0 (pues el polinomio 22 + z + 1 no tiene
soluciones reales) y (x — 1)? > 0, para que se cumpla la igualdad anterior, debemos
tener que x; — 1 = O paras = 1,2,...,2014. Finalmente, es ficil ver que x; = 1 para
1=1,2,...,2014 es solucién del sistema original.

Solucién del problema 5. Como cada dngulo interno del hexdgono mide 120°, tene-
mos que ZPCB = 120° — ZDCP = 120° — 50° = 70°.

(N\C

A [
A B

Luego, ZCPA = 360° — ZPCB — ZBAP — ZABC = 360° — 120° — 50° — 70° =
120°. Por lo tanto, el punto P estd sobre una circunferencia con centro en B y radio
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BO, donde O es el centro del hexdgono. De aqui, AB = PBy ZABP = 180° —
/ZPAB — ZAPB = 80°.

Solucién del problema 6. Lo que queremos es ver si la ecuacién 22 + (x + 1)? =
y* + (y + 1)* tiene soluciones en los enteros positivos. Desarrollando ambos lados
llegamos a 222 + 22 + 1 = 2y* + 4y3 + 6y> + 4y + 1. Eliminando el 1, dividiendo
entre 2 y sumando 1 a cada lado llegamos a 22 +z + 1 = y* + 2y + 3y? + 2y + 1. Por
tltimo, factorizando el lado derecho llegamos a 22 + x + 1 = (y* + y + 1)2. Luego,
22 + x + 1 tendria que ser un cuadrado perfecto, pero como x > 0, se tiene que

<Pt +l<r?+2r+1=(z+1)3

por lo que 2% 42+ 1 siempre estd entre dos cuadrados perfectos consecutivos, de donde
no puede ser cuadrado y la ecuacién no tiene soluciones en los enteros positivos.

Solucion del problema 7. Sean aj,as, . ..,a11 los enteros. Sabemos que el conjun-
to {a1,az,...,ai1} tiene 211 — 1 = 2047 subconjuntos no vacios. Si uno de ellos
cumple que la suma de sus elementos es divisible entre 2014, acabamos. De otro mo-
do, como 2047 > 2014 + 1, por el principio de las casillas, debe haber dos, digamos
{bl,bg,...,bk}y {cl,CQ,...,cl},talesquebl —|—b2 =+ - —|—bk Yy +co+ -+
dejan el mismo residuo al ser divididos entre 2014. Luego, 2014 divide a

by +ba+ - +by—c1—ca——q

y como este nimero es combinacién de sumas y restas de los 11 nimeros originales,
acabamos.

Solucién del problema 8. Lo demostraremos por induccién en n. Si n = 3, tenemos
que (2n)! = 6! = 720y n?" = 35 = 729. Luego, es claro que 720 < 729. Supongamos
que la desigualdad se cumple para un cierto n > 3. Para demostrar que se cumple para
n + 1, basta demostrar la desigualdad

(n+1)%n
n2n

(2n+1)(2n+2) < (n+1)%

Como (2n + 1)(2n + 2) < (2n + 2)? = 4(n + 1)?, basta demostrar a su vez que
(n + 1)2n
n2n
Aplicando el teorema del binomio tenemos que

() (S )5 ()

1=0 1=2

1 n
> 4. Pero esta desigualdad es equivalente a la desigualdad (1 + —) > 2.
n

n
1
Como E (n) — > 0sin > 2, tenemos que (1 + %)" > 2, como se queria.
‘ i/n



18 Soluciones a los problemas de practica

Solucién alternativa. El caso n = 3 es como en la solucidn anterior. Supongamos que
n > 4. Dividamos los nimeros 2, 3, . .., 2n — 2 en parejas de la forma (k, 2n — k) con
2 <k < n —1, dejando sélo a n. Para cada pareja tenemos que

kE@2n—k)=mn—(n—k)n+n—-k)=n%—(n—Fk?<n’
Luego,2-3---(2n —2) < (n?)"~2.n = n?*=3 y por lo tanto

(2n)! < n?"73(2n — 1)(2n) < n®"73(2n)? = 4n*"" ! < ¥

Solucién del problema 9. Notemos en primer lugar que los nimeros 1,2, ...,12 son
todos lindos. Luego, al menos hay 12 nimeros lindos consecutivos. Notemos que si n
termina en 9, entonces . y n + 4 no pueden ser ambos lindos, pues en caso contrario
n seria divisible por 9 y n + 4 serfa divisible por 3 (pues termina en 3), de modo que
n y n + 4 serian divisibles por 3, lo que implica que también lo serfa su diferencia
(n+4) — n = 4, 1o que es una contradiccién.

Ahora consideramos un bloque B de al menos 12 nimeros lindos consecutivos. Uno de
ellos, n, termina en 9. El caso n = 9 corresponde al bloque 1,2, ..., 12 mencionado
al comienzo, asi que sea n > 19. Por la observacién del parrafo anterior, el dltimo
nimero de B es alo mds n+ 3. Ademds, el primer nimero de B es por lo menos . — 9.
Si no, B contendria a n — 10; pero n — 10 termina en 9, luego (n — 10) +4 =n — 6
no es lindo, de nuevo por la observacién. Por otra parte, n — 6 pertenece a B, lo cual es
imposible. En resumen, B estd contenido en el intervalo [n — 9, n + 3], de modo que
contiene a lo mds (n + 3) — (n — 10) = 13 nimeros.

Ahora construimos un ejemplo de 13 nimeros consecutivos lindos. Sea M el minimo
comun multiplo de 1,2,...,9 (el valor numérico de M es irrelevante). Tomamos un
multiplo NV de M que tenga s6lo digitos 1 y O (tal miiltiplo existe para cada entero posi-
tivo). Entonces, los 13 nimeros consecutivos 100V, 100N 41, 100N +2,...,100N +
12 son todos lindos.

Solucién del problema 10. Veamos que para n = 4,5, 6 las siguientes particiones de
tridngulos semejantes funcionan.

Entonces, por induccién, para cualquier n > 6 se puede partir alguno de los tridngulos
en cuatro tridngulos semejantes, lo cual agrega tres tridngulos semejantes mds a la
particién.
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Solucién del problema 11. Sea X un punto dentro del tridngulo ABC' que satisface
(BXC) = (CXA) = (AXB) ysean M, N, L los puntos medios de los lados BC,
C Ay AB, respectivamente.

A

B M C

Por ser M punto medio de BC' se cumple que (BXM) = (CMX) (comparten la
altura desde X y tiene bases de la misma longitud). Luego,

(ABC)

(AXB) + (BXM) = (CAX) + (CMX) = *=5

Por otro lado también se tiene que (AM B) = (ACM) = 1(ABC). Si X no estuviera
sobre el segmento AM, alguna de las regiones AXM B o ACM X serian menor y
mayor que la mitad del drea del tridngulo ABC, lo que es una contradiccion. Por lo
tanto, X estd sobre AM. De manera simétrica X esta sobre BN y C'L, de modo que
X es el gravicentro del tridngulo ABC.

Solucion del problema 12. Si 2 | pg, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
p = 2,y entonces q | 57+ 25. Por el pequefio teorema de Fermat tenemos que g | 57—5
y en consecuencia ¢ divide a (57 4+ 25) — (57 — 5) = 30. Luego, las posibles parejas
(p,q) son (2,2),(2,3)y (2,5). Es fécil ver que de estas s6lo cumplen (2,3) y (2,5).
Ahora, si 5 | pg, podemos suponer sin pérdida de generalidad, que p = 5 y entonces
5q | 59 + 5°. Claramente ¢ = 2 cumple. Supongamos entonces que g es impar. Si
q # 5, entonces por el pequefio teorema de Fermat tenemos que ¢ | 59~ — 1y en
consecuencia ¢ divide a (5971 + 5%) — (5971 — 1) = 5% + 1 = 626. Como q es
impar, se sigue que ¢ divide a % = 313 y como 313 es primo, tenemos que ¢ = 313.
Finalmente, es claro que ¢ = 5 cumple. Por lo tanto, en este caso las soluciones son
(pv Q) = (57 5)a (57 2) y (57 313)

Supongamos que 2 1 pg y 5 1 pqg. De aqui, 5 1 py 5 1 ¢ lo que implica que 5 es primo
relativo con pg. Como pq | 5(57~! + 5971 se sigue que pq | 57~ + 591 y por lo
tanto 57~ + 5971 = 0 (mod p). Ademds, por el pequefio teorema de Fermat tenemos
que 5771 =1 (mod p). De estas dos congruencias se sigue que 59! = —1 (mod p).
Escribamos p — 1 = 2¥(2r — 1)y ¢ — 1 = 2!(2s — 1) donde k, [, r, s son enteros
positivos. Si k < [ tenemos que

1= 121*(2571) = (5p71)2l7k(2571) _ 521(27«71)(2571) _ (5q71)27“71 = (_1)2“1
= —1 (mod p),
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lo que contradice que p # 2. De manera analoga, si [ < k obtenemos una contradic-
cién.

Por lo tanto, las parejas de primos (p, ¢) que satisfacen el problema son (2, 3), (3,2),
(2,5), (5,2), (5,5), (5,313) y (313,5).

Solucién del problema 13. Veamos que como cada jugador i se enfrent6 contra los
otros n — 1 tenistas, se cumple que P; + G; = n — 1, el nimero de enfrentamientos
disputados. Entonces

n n

Y PG = (PHG)(P—Gi) = Y (n—1)(Pi=Gi) = (n—1) <Z P-> GZ-) .

i=1 i=1

Sin embargo, > i P — > i G; = O puesto que > ;) P; = > 1" G; la cantidad
de partidos ganados en toda la competencia es igual a la cantidad de partidos perdidos.
Por lo tanto, 31 (P? — G?) = 0.

Solucién del problema 14. Los primeros niimeros son p; = 2y po = 3. Como estos
estin en el producto p1p2 -« pnr—1 paran > 3y piP2 - - Pn—1 + 1 es primo relativo
con p1ps - - - Pn—1, ningln nimero de la forma pips - - - pr—1 + 1 es divisible entre 2
o 3. De esta forma, si tenemos que p;11 = 5, entonces pips - - - p; + 1 tiene mayor
divisor primo 5 y no es divisible entre 2 ni entre 3, por tanto es una potencia de 5.
Expresandolo de esta forma y restando el 1 obtenemos

pipe-pi=5 —1=0GB-10E"14+52 4. 4 541)=4r

para algun entero positivo . Pero esta igualdad es imposible puesto que el lado izquier-
do solo es multiplo de 2, mientras que el lado derecho es multiplo de 4. Por lo tanto, 5
no aparece en la sucesion.

Solucién del problema 15. Como en cada paso le sumamos 1 a uno y le restamos 1
a otro, nunca modificamos la suma de los tres nimeros. Si al final queremos que los
numeros lleguen a ser el mismo entero, digamos x, esa suma serd 3z, y para que sea
posible, es necesario que a + b+ ¢ = 3z para cierto entero x, por lo que a + b+ c tiene
que ser divisible entre 3.

Veamos ahora que, si a + b+ c es multiplo de 3, s se puede lograr que los tres nimeros
sean iguales. Definimos x como “+§+C. Queremos que los nimeros lleguen a ser x.
Primero, hacemos que a sea igual a x. Hay tres casos:

= Sia = z, no hay nada que hacer.
= Sia > x, hacemos a — x veces la siguiente operacion: restar 1 a a y sumar 1 a b.

= Sia < x, hacemos x — a veces la siguiente operacion: sumar 1 a @ y restar 1 a b.

Ahora tenemos que a ya es igual a x. Como la suma siempre es 3z, se tiene que b+c =
2z (los actuales valores de b y c¢). Ahora consideramos tres casos:

= Sib = z, se tiene que ¢ = z y terminamos.
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= Sib > z,setiene que c < x conb — x = x — ¢, luego, basta hacer b — x veces
la operacién: restar 1 aby sumar 1 a c.

= Sib < z,setiene que z < ¢, conc — x = x — b, luego, basta hacer ¢ — = veces
la operacion: sumar 1 a by restar 1 a c.

Por lo tanto, es suficiente la condicién de que a + b + ¢ sea divisible entre 3.

Solucién del problema 16. Como AF = AF, por ser tangentes, y F'I = EI, por ser
radios, tenemos que el cuadrildtero AF' I F es simétrico con respecto a la diagonal Al.
Luego, M estd en esa diagonal.

L, \ 4 \ ]

B D C

Como M FE es altura del tridngulo AIE, se tiene que los tridngulos AM E y AET son
semejantes, de donde % = %, esto es, AE? = AM - Al. Por otro lado, por la
potencia de A al incirculo, se tiene que AE? = AP - AD y podemos concluir que
AM - AI = AP - AD. Nuevamente, por potencia, se tiene que el cuadrilatero PM I D

es ciclico.

Solucién del problema 17. Sea P un conjunto de n ndmeros primos distintos p1,
P2,...,Pn ¥y sea M un conjunto de n + 1 nimeros naturales. Sea S cualquier sub-
conjunto no vacio de M, y escribamos el producto de los nimeros de S en la forma
x = y?z donde y? es el mayor cuadrado que divide a . Entonces z tiene la forma
pItps? -+ - p%r donde el vector (a1, asg, . . ., a,) tiene todas sus entradas iguales a 0 o 1.
Tenemos 2" posibles vectores. Sin embargo, hay 2”1 — 1 subconjuntos no vacios de
M y en consecuencia la misma cantidad de posibles productos z. Como 271 —1 > 27,
por el principio de las casillas hay dos productos, digamos x = y2?z y u = v?w que
tienen el mismo vector. Si ambos x y u tienen factores de M en comun, dividimos por
el producto de estos factores para obtener productos de subconjuntos ajenos A y B de
M. Estos dos productos tendran el mismo vector, de modo que deben ser de la forma
r2t y s%t, donde ¢ es un producto de primos distintos de P. El producto de los niimeros
en AU B es 7?s%t2, que es un cuadrado como se queria.
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Problemas de Entrenamiento

Esta es la seccién interactiva de la revista y su construccién sélo es posible con la parti-
cipacion entusiata de todos sus lectores. Los siguientes 10 problemas que presentamos
carecen de solucion pues estdn esperando a que td los resuelvas. Acepta el reto y re-
suelve uno o todos los Problemas de Entrenamiento y una vez que lo logres, envianos
tus soluciones cuanto antes para que puedan salir publicadas con tu nombre impreso.

Las soluciones de los problemas de esta seccion se escogerdn de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pafs.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo.

Problemas de Entrenamiento.
Ano 2014 No. 3.

Problema 1. Sean a y b dos enteros tales que a > b > 0. Si ab — 1y a + b son primos
relativos, y también ab + 1y a — b, demuestra que (ab + 1)2 + (a — b)? no es un
cuadrado.

Problema 2. Sea ABC' un triangulo con AB > AC. Sobre la tangente por A al cir-
cuncirculo de ABC' se toma un punto D tal que DA = AC'y D estd en el mismo
semiplano definido por AB. Ademas, sobre el segmento AB sea F un punto tal que
AFE = AC'. Demuestra que D E pasa por el incentro del tridngulo ABC'.

Problema 3. Sean n un nimero natural, a;, as, . .., a, nimeros no negativos y 0 <
by < by < --- < by, tales que para cualquier k < n se satisface a; + as + -+ - + ar <
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bi+by+- - -+ by. Demuestra que /a1 +\/az +- - -+ y/an < Vb1 + b+ -4 /by.

Problema 4. Sea n > 3 un entero y sean aq,as,...,a, nimeros reales tales que
min_ |a; — aj| = 1. Determina el valor minimo de |a1|® + |az|® + -+ - + |a,|>.
1<i<j<n

3

+y

Problema 5. Determina todos los enteros positivos x, y tales que sea el cubo de

un ndmero primo.

Problema 6. Sea ABC un tridngulo acutangulo y sean D, E'y I puntos sobre los lados
BC, CAy AB, respectivamente, tales que ZAFE = /BFD, /BDF = ZCDE'y
LCED = LAEF. Demuestra que D, E 'y F son los pies de las alturas del tridngulo
ABC.

Problema 7. En una aldea hay al menos un habitante y hay algunas asociaciones, de
manera que cada habitante pertenece al menos a k asociaciones. Ademds, cada dos
asociaciones pueden tener a lo mds un miembro en comun. Demuestra que existen k
asociaciones con el mismo nimero de miembros.

Problema 8. Determina todos los enteros positivos que se pueden escribir en la forma

(a+b+1)?
ab

para algunos enteros positivos a y b.

Problema 9. Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulocona > b > c.

Prueba que \/a(a + b — vab) + \/b(a + ¢ — Jac) +\/c(b + ¢ — Vbe) > a+b+c.

Problema 10. Considera un tablero de 10 x 10 casillas. Quieres colocar n monedas en
las casillas del tablero de manera que no existan 4 monedas formando un rectdngulo de
lados paralelos a los lados del tablero. Determina el mayor valor de n para el cual es
posible hacer esta construccién.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2013 No. 4.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 4, afio 2013. Agradecemos a Gustavo Chinney Herrera por su so-
lucién al Problema 9 y aprovechamos para invitar a todos los lectores a participar en-
vidndonos sus trabajos para que puedan salir publicados en los nlimeros posteriores de
la revista. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista apareceran las soluciones
de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa 1, afio 2014, por lo que atn
tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.
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Problema 1. Demuestra que para cualesquiera nimeros reales positivos z, y, z, se
1 1 1
cumple la desigualdad = tloyrl A < ¥,z
y+1 241 z+1 Yy oz

Solucién. Observemos que si a y b son nimeros reales positivos, entonces ‘gTJF} -3 =
b—

b(b—_‘_‘ll). Luego, la desigualdad a demostrar es equivalente a la desigualdad

Yy—x zZ—y T —z

+ <0
yy+1)

z(z+1)+:v(x+1) -

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z > y y = > z. Consideremos dos
casos.
Caso 1. y > z. Tenemos que zf_y < I_y) y zg’z_fl) < -5 Sumando estas dos

z+1) = y(y+1 (z+1)
desigualdades, obtenemos = (””wfl) < — y(uy—fl) —- é;yl) , de donde se sigue el resultado.
Caso 2. y < z. Tenemos que Z(szryl) < y(zyjryl) y m(””mjfl) < y(””yjfl). Sumando estas dos
desigualdades, obtenemos — (Z;ryl) + Iajfl) < — yzv’fl), de donde se sigue el resultado.

Problema 2. Encuentra una construccién con regla y compds, de manera que dado un
segmento cualquiera AB y unarecta [ paralela a él, permita localizar un punto C' sobre
[ tal que el producto AC' - BC' sea minimo.

Solucién. Trazamos la mediatriz del segmento AB y llamamos O al punto medio de
AB. Ahora, haciendo centro en O trazamos la circunferencia con didmetro AB. Si
esta circunferencia corta a [ llamamos C' a cualquiera de sus puntos de interseccion.
Entonces ZBC' A = 90° de manera que el drea del tridngulo ABC' es %AC - BC'. Ob-
servamos que si tomamos cualquier otro punto P sobre la recta [, el 4rea del tridngulo
ABP es AP - BP - sen(ZAPB) < £ AP - BP. Dado que [ es paralela con AB,
entonces las areas de los tridngulos ABC'y ABP son iguales, de aqui se sigue que
AC - BC < AP - BP de donde C' cumple con la condicién de minimalidad requerida.

P
c l

LN,

Ahora, si la circunferencia no corta a [, entonces tomamos C' en la interseccion de [
con la mediatriz de AB. Si trazamos la circunferencia circunscrita del triangulo ABC,
es claro que dicha circunferencia es tangente a [. Entonces para cualquier otro punto
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P sobre [, distinto de C, tenemos que ZACB < ZAPB. Dado que las dreas de los
triangulos ABC'y ABP son iguales, nuevamente es claro que AC' - BC < AP - BP.

P C l

Problema 3. En un incio se escriben en el pizarrén el 1 y los nimeros positivos = y
y. En cada paso estd permitido tomar dos nimeros (no necesariamente distintos) del
pizarrén y entonces escribir su suma o su diferencia en el pizarrén. También es posible
escoger del pizarrén cualquier nimero distinto de cero y entonces escribir su reciproco
en el pizarrén.

1. (Es posible obtener al nimero 22 al término de una sucesién finita de pasos?

2. (Es posible obtener al nimero « - y al término de una sucesion finita de pasos?

Solucién. Demostraremos que en ambos casos la respuesta es afirmativa.

1. Si z = 1, entonces 2> = 1 y acabamos. Ahora supongamos que = # 1. En

los primeros dos pasos escribimos a los nimeros x + 1 y x — 1. Ahora, en los
1 1

siguientes dos pasos podemos escribir a sus reciprocos =7, =7, y después a
: T | 1 _2 : 221
su diferencia =7 — 97 = zz—7. Ahora, tomamos el reciproco 75—y luego

sumamos ese nimero consigo mismo, obteniendo 22 — 1. Finalmente, sumando

1 obtenemos z2.

2. Comenzamos escribiendo al nimero x + ¥, y por el procedimiento descrito en
(a) escribimos a los nimeros (x + y)2, 22 y y?. Ahora, como 2zy = (z +

2 2 2 o P h 1
y)? — x* — y*, podemos escribir al nimero 2zy y luego a su reciproco T2y
Finalmente, sumando este nimero consigo mismo obtenemos QL + L =1

Ty 2zy Ty

de donde, tomando el reciproco, obtenemos el nimero buscado.

Problema 4. Encuentra todos los enteros positivos de dos digitos n = 10a + b tales
que para cualquier entero z la diferencia 2@ — x° es divisible por n.

Solucién. Claramente, n | % — 2 para todos los enteros z si a = b. Mostraremos
que ademds de los numeros 11,22, ..., 99, hay exactamente tres nimeros n mas. Estos
son: 15, 28 y 48.

Supongamos que a # by empecemos eliminando algunos posibles valores para n.
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1. Siaes pary besimpar, tenemos que si = +2entonces n | 20—2° yn | 2242°,
Luego, n | 2471, que es imposible dado que los tnicos divisores de 2% son
potencias de 2 mientras n > 1 es impar.

2. Si a es impary b es par, tenemos que si z = 42 implica también que n | 2971
Luego, n debe ser una potencia de 2. Como a es impar tenemos que n = 16 o
32. En cualquier caso, 16 1 2 — 26 y 32 4 23 — 22, por lo que no hay soluciones
en este caso.

3. Si b = 0, entonces n es par y n tendria que dividir a 2¢ — 1, que claramente es
imposible.

Utilizando 1, 2 y 3, las posibilidades para n se limitan a los 32 siguientes enteros:
13,15,17,19, 24, 26, 28, 31, 35, 37, 39, 42, 46, 48, 51, 53, 57, 59, 62, 64, 68, 71, 73, 75,
79,82, 84,86,91,93,95,97.

Como n | #% — 2P siy sélo si n | 2° — 2 podemos suponer que a > b al comprobar
si n satisface la propiedad dada. Tenemos que,

25 -2=6 elimina 13 y 3I;
24 22 =12 elimina 24 y 42;
2% —2 =130 elimina 51 pero no al 15;
2% — 23 =24 elimina 35 y 53;
26 22 =60 elimina 26 y 62;
26 24 =48 elimina 46 y 64;
27T -2 =126 elimina 17 y 71,
27— 23 =120 elimna 37 y 73;
27— 25 =96 elimina 57 'y 75

28 —22 =252  elimina 82 perono al28;
28 —24 =240  elimina 84 perono al48;

28 —26 =192 elimina 86 y 68;
29 -2 =510 elimina 19 y 91;
29 23 =504 elimina 39 y 93;
29 - 25 =480  elimina 59 y 95;

29 27 =384  elimina 79 y 97.

Luego, los tnicos valores posibles de n son 15, 28 y 48. Probemos ahora que para estos
valores de n, n | % — z® para cualquier entero z.

1. Sean = 15. Por el pequefio teorema de Fermat, tenemos que 2> = x (mod 3),
de donde, 2° = 23 = 2 (mod 3). También 2° = z (mod 5). Por lo tanto,

2% = 2 (mod 15).

2. Sea n = 28. Probaremos que 22 = 28 (mod 28). Por el pequefio teorema de

Fermat, tenemos que, 7 = = (mod 7), luego #® = 2? (mod 7). Ahora bien, si
x es par, es claro que 28 = 22 (mod 4). Si z es impar, entonces 2 = 1 (mod 4),
de donde, 28 = 1 (mod 4), lo que implica que 28 = 2? (mod 4). Por lo tanto,
2% = 22 (mod 28).
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3. Sean = 48. Observemos que 48 = 2% x 3, luego probaremos que 3 | 2% — 4

y que 16 | 28 — 2. Por el teorema pequefio de Fermat, tenemos que, 2° =

x (mod 3), luego z* = 2% (mod 3), entonces 2® = x* (mod 3). Ahora bien, si
x es par, entonces 16 | 28 — 2*. Si z es impar, sea x = 2k + 1 para algin entero

k, luego,

28—t =t (2? — 1)(2® 4+ 1) = (2k + 1)* (4k* + 4k)(4k> + 4k + 2)
= 8k(k + 1)(2k® + 2k + 1)(2k + 1)*,

que es divisible por 16 dado que k(k + 1) es par.

Por lo tanto, n = 10a + b satisface n | 2* — 2 para todos los enteros z si y sélo si
n = 11,22,33,44, 55,66, 77, 88,99, 15,28 y 48.

Problema 5. Cierto nimero de tubos se agrupan en forma hexagonal. El nimero de
tubos agrupados puede ser: 1, 7, 19, 37 (como se muestra en la figura), 61, 91,.... Si
se continda la sucesion, se observa que el nimero total de tubos es en varias ocasiones
un nimero que termina en 69. ; Cudl es el término niimero 69 de la sucesién que termina
en 69?

Solucién. Observemos que la sucesién {a,, } estd dada por la férmula,
an=14+6(1+24+34+---+(n—-1))=143n(n—-1),

donde n > 1. Observemos que a,, termina en 69 si y sélo si 100 | a,, — 69 y a,, > 69,
es decir, 100 | 3n(n — 1) — 68 donde n > 8.

En particular, 5 | 3n(n—1)—68, luego 3n(n—1) = 68 = 3 (mod 5). Como (3,5) = 1,
tenemos que n(n — 1) = 1 (mod 5), que se cumple si y sélo si n = 3 (mod 5).
Entonces, n = 5k + 3 para algtin entero £ > 1. Luego,

n(n — 1) = (5k + 3)(5k + 2) = 25k* + 25k + 6,

de donde tenemos que 100 | 75k2 + 75k — 50, 0 de manera equivalente 4 | 3%+ 3k — 2.
Luego, tenemos que, 3k(k + 1) = 2 = 6 (mod 4). Como (3,4) = 1, tenemos que
k(k +1) = 2 (mod 4), que se cumple si y sélo si £ = 1,2 (mod 4). Por lo tanto,
k=4t+104t+ 2,y n = 20t + 8 0 20t 4 13 para algtn entero ¢ > 0.

Por lo tanto, concluimos que a,, termina en 69 si y sélo si n = 20t + 8 o 20¢ + 13
para cualquier entero ¢ > 0. Para encontrar el término nimero 69, sea t = 34, entonces
n = 20t + 8 y n = 688. Por lo tanto, aggg = 1 + 3(688)(687) = 1,417, 969.

Problema 6. Encuentra todos los enteros positivos k tales que para todos los enteros
positivos n los nimeros 4n + 1y kn + 1 son primos relativos.
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Solucién. Por el algoritmo de Euclides, tenemos que (4n+1,kn+1) = (dn+1, (k—
4)n) = (dn+ 1,k — 4), pues (4n + 1,n) = 1. Supongamosque k —4 > 0. Si k — 4
tiene algun divisor primo impar p, podemos encontrar un n tal que p dividaa4dn + 1y
el maximo comuin divisor seria multiplo de p. Luego, k — 4 tiene que ser potencia de 2.
Por otro lado, si k — 4 es potencia de 2, ciertamente se tiene que (4n + 1,k —4) =1
pues 4n + 1 es impar. Luego, k = 4 + 2% para cierto entero no negativo x.

Si k — 4 < 0 el argumento es el mismo, tiene que ser el negativo de una potencia de 2
y obtenemos que k = 3y k = 2. Luego, las soluciones son k = 2,3y k = 4 + 27 para
cualquier entero no negativo .

Problema 7. En la figura, F' se encuentraen GFE y () en la extensiéon de GE. Ademads,

Ay H estdn en PG de manera que QA intersecta a PF en B, QA intersectaa PFE en

C,y QH intersecta a PE en D. Demuestra que % : % . % : % =1.

P

Solucién. Desde el punto C, trazamos una paralela a EG que intersecte a GP en M.
También del punto C' trazamos CT paralela a GP con, I en GQ. Extendemos MC'
hasta el punto U de manera que U E es paralela a PG.

Con esta construcciéon, ICUE y GMCT son paralelogramos. Denotemos por S al
punto de interseccién de PF'y MC, por T al punto de interseccion de QH y C1,y
por N al punto de intersecciéon de CQ y EU.

Como MC' es paralela a GFE, entonces los tridngulos M PS y GPF son semejantes,

de donde, % = PF Asf mismo, como M C' es paralela a GF, los tridngulos SPC'y
FPE son semejantes, luego, £% = L2 Por lo tanto, £5 = £

HA _ TC
Andlogamente, como C'I es paralela a GA tenemos que &7 = Fr -

Utilizando el teorema de Menelao en el tridngulo M C'A con los puntos colineales P,

By S tenemos que Scf; gg . AZII__,D = 1, que es equivalente a gg gg . AX}; =1,de
donde AB | EF _ AP

BC "FG — MP*

Ahora bien, utilizando el teorema de Menelao en el tridgulo /C'E con los puntos coli-

neales @), D y T obtenemos que I% g—g é% = 1, que es equivalente a g fl glE) }1}%

DE HA _ EQ
1, de donde o CH ~ 10
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P
A
B
C
M U
H R T N
G F I E Q

Como M P es paralela a U F, entonces los tridngulos M PC'y U EC' son semejantes,

AP _ EN _ EN
de modo que con un argumento similar al anterior, tenemos que ;5 = 7 =

dado que KU = IC.
Finalmente, como CT es paralela a NF, entonces los triangulos ICQ y ENQ son
semejantes, de donde EQ = EN . Luego, 42 = £Q

’ MP - 10"
AB EF _ DE  HA
Considerando las 1gualdades anterlores tenemos que 52 - 7o = 6p o Porlo

AB EF CD  GH _
tanto, 5C TG DE TA 1, como se queria.

ic>

Problema 8. Sean a y b nimeros reales positivos. Demuestra que

((L _ b)2013(a 4 b)2013(b _ a)2013 > (a2013 _ b2013)(a2013 4 b2013)(b2013 _ a2013).

Solucion. Demostraremos primero que si > y > 0, entonces z” — y” > (x — y)"
para todo entero positivo n. En efecto, siz > y > 0, tenemos que t = y+tcont > 0.
Luego, 2" = (y+t)" =y™+---+t" > y" +t" de donde 2™ — y™ > t" = (z —y)".
Usaremos esta desigualdad para resolver el problema. Sin pérdida de generalidad, po-
demos suponer que a > b. Sea n un entero positivo impar. Por lo demostrado anterior-
mente, tenemos que a™ — b™ > (a — b)™, lo cual implica que

(a” = b")(a" +0") = (a®)" = (b*)" > (a® = b*)" = (a = D)"(a +b)".
Como a > b > 0, tenemos que a™ — b™ > 0y por lo tanto
(@™ =b")(a"+b")(a™=b") > (a—=b)"(a+b)"(a" =b") > (a—b)"(a+b)"(a—b)".

Por otra parte, tenemos que a™ —b"” = —(b" —a™) y (a—b)" = —(b— a)" (pues n es
impar). Entonces, (a™ — b™)(a™ 4+ b™)(—(d" — a™)) > (a — b)"(a + b)"*(— (b — a)™)
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y por lo tanto (a™ — b"™)(a™ 4+ b™)(b™ — a™) < (a — b)"(a 4+ b)"(b — a)™. Haciendo
n = 2013, se tiene la desigualdad deseada.

Problema 9. Sea ABC' un tridngulo isésceles con AC' = BC. El incirculo de ABC
intersecta a AB en D y a BC en E. Una recta por A que es distinta a la recta AF
intersecta al incirculoen F'y G. Sean K y L las intersecciones de AB con EF'y EG.
Demuestra que D es el punto medio de K L.

Solucién de Gustavo Chinney Herrera. Sea R el punto de tangencia del incirculo con
AC.Sean /BEK = ay ZREG = 0.

C

K A D B L

Si demostramos que L A=B K entonces habremos acabado, para ello mostraremos que
los tridangulos EK B y RLA son congruentes. Notemos que por ser E'B tangente al
incirculo, ZEGF=a. Es claro que RFE es paralela a AB, por ser ABC' un tridngulo
isdsceles, entonces /K LE=/3. Ademas, ZC'RG=p por ser RC tangente al incirculo,
luego el cuadrilatero RALG es ciclico, entonces /L RA=a. Sabemos que los dngulos
KBE y LAR son iguales y también lo son los dngulos BEK y ARL, entonces los
triangulos EK B 'y RLA son semejantes, pero RA=F B, luego son congruentes,como
se queria demostrar.

Solucién alternativa. Como D es el punto medio de AB, basta demostrar que K A =
BL. Sea R como en la solucién anterior y sea [ el incentro del tridngulo ABC.

K A D B L

Como I es el centro del incirculo, tenemos que ZEFR = %ZEI R = ZCIR (pues
por simetria se tiene que C'I biseca al angulo ZF I R). Por otro lado, ZCIR = 90° —
$ZACB = $(180° — ZACB) = £(£/BAC + ZCBA) = ZBAC, pues el tridngulo
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es isosceles. Por lo tanto, /EFR = ZBAC'y de aqui se sigue que /RFK = /ZRAK
(por ser angulos suplementarios) y tenemos que el cuadrildtero AF RK es ciclico.
Luego, /KRA = /KFA = /FEFG = ZCEG = ZBFEL (pues BC es tangente al
incirculo). Como ademéds ZRAK = ZLBE los tridngulos LBE y K AR son seme-
jantes y como AR = BFE concluimos que de hecho son congruentes y KA = BL,
como queriamos demostrar.

Problema 10. Se tiene un tablero de ajedrez de n x n. ;De cudntas maneras podemos
colocar 2n — 2 piedras en algunos de los cuadrados de tal manera que no haya dos
de ellas en la misma diagonal del tablero de ajedrez? (dos piedras estdn en la misma
diagonal del tablero de ajedrez si el segmento que forman es paralelo a una de las dos
diagonales del tablero).

Solucién. Consideremos cada casilla del tablero como una pareja (z,y), donde (1, 1)
es la esquina inferior izquierda y (n,n) la esquina superior derecha. Consideremos las
siguientes diagonales

(n,mn—2)(n—1,n—1)(n—2,n)
(n,n—1)(n—1,n)

Estas 2n — 2 diagonales completan todo el tablero, por lo que cada una debe contener
una piedra y no puede haber piedras en la interseccién de dos de ellas.

En la diagonal (1,1)(2,2)(3,3) - - - (n, n) hay dos posibilidades para la piedra. Lo mis-
mo sucede en la diagonal (2,1)(1,2) y al elegir la piedra, la piedra de la diagonal
(n,n — 1)(n — 1,n) queda determinada.

Luego, en la diagonal (3,1)(2,2)(1, 3) la piedra tiene dos posibilidades y al elegir la
piedra de la diagonal (n, n—2)(n—1,n—1)(n—2, n) queda determinada. Continuando
este proceso, obtenemos que en cada una de las primeras n diagonales numeradas, la
piedra puede ir en una de dos posiciones, por lo que el nimero buscado es 2".



Concursos Estatales

Como comentamos en el nimero anterior de la revista, esta seccién es un espacio que
tiene como objetivo difundir el trabajo que realizan los estados en su proceso estatal.
En el nimero anterior, Eugenio Flores (delegado de San Luis Potos{) nos comparti6 los
problemas del concurso estatal de la 28 Olimpiada Potosina en la categoria “Cangu-
ro”. En esta ocasidon Rogelio Valdez (miembro del comité de la Olimpiada de Morelos)
nos comparte los problemas de la tercera etapa de la 28* Olimpiada de Matemadticas en
Morelos.

Deseando que estos materiales sean de utilidad para nuestros lectores, aprovechamos
para seguir invitando a todos los estados del pais a que nos manden los exdmenes que
han utilizado en su proceso selectivo.

Olimpiada de Matematicas en Morelos

La Olimpiada de Matemdticas en el estado de Morelos consta de 7 etapas. En la pri-
mera etapa participan alrededor de 1,200 estudiantes, quedando sélo 9 estudiantes en
la dltima etapa. Durante todo el proceso hay entrenamientos y se aplican exdmenes en
cada etapa para elegir a los estudiantes que continuardn en los entrenamientos de la
siguiente etapa.

A continuacién presentamos los problemas de la tercera etapa de la 28 Olimpiada
de Matematicas en Morelos. Cada examen consta de 4 problemas para resolver en un
tiempo mdximo de 4.5 horas.

Problema 1. Sean a, b, c nimeros enteros distintos, mayores o iguales que 1 y menores
o iguales que 10. ;Cudl es el mdximo valor que a(b + ¢) — b(a + ¢) puede alcanzar?

Problema 2. ;Para cudles valores enteros de n, el nimero n® — 5n3 + 4n es divisible
entre 1207?

Problema 3. En cierto hotel hay 5 cuartos, cada cuarto con un decorado distinto. Un
dia 5 amigos llegan al hotel a pasar la noche. No hay otra gente en el hotel. Los amigos
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pueden ocupar cualquier combinacién de cuartos que deseen, pero con no mas de dos
amigos por cuarto. ;De cudntas maneras se les pueden asignar los cuartos a los cinco
amigos?

Problema 4. Un saltamontes se mueve por saltos de 10 cm exactamente. El saltamon-
tes se mueve con la siguiente secuencia: se mueve con un cierto nimero de saltos en
una direccidn, luego rota 120° a la izquierda y hace el doble de saltos en esa nueva di-
reccién. Luego vuelve a rotar 120° a la izquierda y nuevamente hace el doble de saltos
que la vez anterior. El saltamontes empieza haciendo un salto. ;Qué tan lejos estd el
saltamontes del inicio si hace 17 saltos?

Problema 5. Encuentra todas las parejas de ndimeros primos (p, ¢) tales que p? + 1 es
también un niimero primo.

Problema 6. ;Para cuéntos enteros , el nimero z* — 5122 + 50 es negativo?
Problema 7. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo y sea H el pie de la altura desde C'
sobre AB. La razén del drea del tridngulo AHC'y el drea del tridngulo ABC' es igual
alarazén de AC'y 2AB. Encuentra el valor del ZC AB.

Problema 8. Se tienen 6 manzanas y 6 peras. ;De cudntas formas se pueden acomodar
6 frutas en una linea, de manera que no haya una pera entre dos manzanas?



Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

XXVI Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional de la OMM participan anualmente
en la Olimpiada Matemdtica de la Cuenca del Pacifico, APMO, por sus siglas en inglés.
A diferencia de otros exdmenes de olimpiada, éste consiste en un inico examen con 5
problemas para resolver en un maximo de 4 horas.

En el mes de marzo, se aplicé el examen de la XXVI Olimpiada Matemdtica de la
Cuenca del Pacifico a los alumnos que en ese momento formaban parte de la preselec-
ci6én nacional. Dicho examen se aplicé y calificé en México y los 10 mejores exdmenes
se enviaron a Kazajistdn para ser evaluados por el comité organizador.

En esta ocasion, la delegaciéon de México obtuvo una medalla de oro, dos medallas de
plata, cuatro medallas de bronce y tres menciones honorificas, lo maximo que un pais
puede obtener en medallas y reconocimientos individuales. Por paises la delegacion
logré el décimo lugar de entre los 36 paises participantes. Esta es la mejor participacion
de México en la historia de la APMO.

Los resultados de la delegacién fueron los siguientes:

Kevin William Beuchot Castellanos, del Estado de Nuevo Ledn, medalla de oro.
Diego Alonso Roque Montoya, del Estado de Nuevo Ledn, medalla de plata.
Juan Carlos Ortiz Rhoton, del Estado de Jalisco, medalla de plata.

Luis Xavier Ramos Tormo, del Estado de Yucatan, medalla de bronce.

Olga Medrano Martin del Campo, del Estado de Jalisco, medalla de bronce.
Luis Enrique Chacén Ochoa, del Estado de Chihuahua, medalla de bronce.

Oscar Samuel Henney Arthur, del Estado de Michoacdn, medalla de bronce.
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Pablo Meré Hidalgo, del Estado de Querétaro, mencién honorifica.
Jorge Pat de la Torre Sdnchez, del Estado de Coahuila, mencién honorifica.

Maria Cecilia Rojas Cuadra, del Estado de Puebla, mencién honorifica.

A continuacién presentamos los problemas con soluciones, de la XXVI Olimpiada
Matemdtica de la Cuenca del Pacifico. Los alumnos tuvieron una sesion de 4 horas
para resolverlos.

Problema 1. Para un entero positivo m, denote por S(m) y P(m) a la suma y al
producto, respectivamente, de los digitos de m. Muestre que para cada entero positivo
n, existen enteros positivos ay, as, . . . , a, que satisfacen las siguientes condiciones:

S(a1) < S(az) < -+ < S(ayn) y S(a;) = P(aj41), parai = 1,2,...,n, con
ap+41 = Aq.

Solucién de Olga Medrano Martin del Campo. Queremos que para todo entero po-
sitivo n, existan ay, ag, . . ., a,, tales que

S(a1) < S(az) < S(ag) < -+ < S(an).

Como tenemos que S(a;) = P(a;+1), podemos cambiar nuestras desigualdades con
las siguientes

P(az) < P(as) < P(as) < -+ < P(ay) < P(aq).

Luego observamos que queremos que se cumpla S(a;) < S(a;;1) para a; con i =
1,2,...,n — 1. Pero sabemos que S(a;) = P(ait+1), por lo que también queremos
que P(a;+1) < S(aij41) parat = 1,2,...,n. Si logramos que esto suceda y que
S(a;) = P(a;+1), habremos terminado.

Tomemos un entero & suficientemente grande tal que n — 1 < 2¢~! — k. Definimos

ap =2222...21111111...1.
N—_—— ——
k+n—1 2k —2(k4+n—1)

Se tiene que S(a;) = 2¥ y P(a;) = 2¥+"~1. Luego, definimos

ag =222...2111...1,
S——
ko ooktl_ok
el cual cumple que P(az) = 2F = S(a1), S(az) = 281y P(az) < S(az). Continua-

mos eligiendo
a; =22222...2111111111...1

k+i—2  2k+i-1_2(k4i—2)

2k+i=1 con lo que P(a;) < S(a;). Finalmente, como S(a,) = 287"~ = P(a1),
estos numeros funcionan.
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Problema 2. Sea S = {1,2,...,2014}. Para cada subconjunto no vacio T' C S, uno
de sus elementos se elige como su representante. Encuentre el nimero de maneras
de asignar representantes a todos los subconjuntos no vacios de .S, de manera que si
D C S es la unién ajena de tres subconjuntos no vacios A, B, C' C S, entonces el
representante de D es también representante de alguno de A, B, C.

Solucién de Kevin William Beuchot Castellanos. Sea a; el representante de S. Con-
sideramos un subconjunto A de S con a lo mds 2012 elementos y tal que a; € A.
Veamos que a; tiene que ser el representante de A. Para ver esto, consideramos la
particion siguiente:

S=AU{z}U(S\(AU{x}))

donde x es un elemento que no esté en A. Como a; es el representante de S, a; tiene
que ser el representante de A.

Hacemos lo mismo definiendo as como el representante de S\{a;} y llegamos a que
ay tiene que ser el representante de cualquier conjunto que cumpla A C S\{a1} y
con a lo mas 2011 elementoes (la demostracion es la misma). Continuamos definiendo
a a; como el representante de A\{a1,as,...,a;,-1} hasta s = 2012. Sean b y c los
elementos que no fueron a;.

Demostraremos ahora que si a; es el de menor indice en un conjunto con a lo més
2015 — ¢ elementos, tiene que ser su representante. Para esto, consideremos un con-
junto con 2014 — 4 elementos. Este tiene que ser de la forma A;\{z} donde A; =

{ai, @it1, ..., a2014,b,c} yx € A;. Siz = a; con j < 2010, tenemos que
Al\{ZC} = {ai,ai+1,...,aj,l,ajJrl,...,aQOlg}U{b}U{c}
= {ai,ait1,...,a5-1,a541,...,a2010,b, c} U{ago11} U {azo2}

de donde vemos que a; tiene que ser el representante de A;\{z}. Si z = ag011, ¢ =
as012, ¢ = b o x = ¢, se pueden encontrar particiones andlogas para llegar al mismo
resultado. Esto se puede hacer para i < 2009, por lo que falta ver para asp10, @2011,
a2012, by c. Considerando las particiones

{a2010, a2011} U {a2012} U {b} = {a2010, a2012} U {a2011} U {b}
= {a2010, b} U {az011} U {a2012}

vemos que agg1¢ tiene que ser el representante de {a2010, @2011, 42012, b}-

Ahora, notamos que agg11 es el representante de {as011, a2012, b, ¢}; az012 es el repre-
sentante de {ag012,b, ¢}, y que azo11 es el representante de {as011, a2012}» {@2011,b}
y {as011, c}. Pero, por otro lado, notamos que los representantes de {as011, a2012, b},
{a2011, a2012, ¢} y {a2011, b, ¢} no importan, de la misma manera que los representan-
tes de {az2012,b}, {a2012, ¢} y {b, ¢} tampoco importan.

Luego, basta contar el nimero de maneras de elegir los valores a1, aso, ..., as12, 10
cual se puede hacer de %M! formas y de elegir los representantes de los seis conjuntos
que no importan, lo cual se puede hacer de 323 maneras. Luego, el niimero buscado
es 2233 .2014!.
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Problema 3. Encuentre todos los enteros positivos n tales que para cualquier entero k,
existe un entero a tal que, a® + a — k es divisible entre n.

Solucién de Juan Carlos Ortiz Rhoton. Sea p > 5 un niimero primo y sea e un entero
positivo. Demostraremos por induccién sobre e que existen enteros a y b tales que p®
divide a 1 4+ a2 + ab + b2 y no divide a a — b.

Para la base de induccién, supongamos lo contrario. Esto es, que siempre que p divida
al+ a®+ ab+ b? implica que p divide aa — b. Si * = a — b # 0 tenemos que
2?2 4+ 3a(a — x) + 1 = 0 (mod p) no tiene solucién. Es decir, 3a% — 3za + 2% + 1 =
0 (mod p) no tiene solucién. Luego, su discriminante —3 (22 + 4) no puede ser residuo
cuadratico. Considerando a = 0 notamos que p no divide a b2 + 1, por lo que —1 no
puede ser residuo cuadrdtico y 3(x? + 4) si es residuo cuadrético. Consideremos ahora
dos casos.

= 3 es residuo cuadrético. Tenemos que z2 + 4 es residuo cuadrético para toda .
Luego, tomando = = 1 tenemos que 5 es residuo cuadritico. Considerando 22 =
5, concluimos que 5 + 4 = 9 también es residuo cuadrético. Como (4,p) = 1,
tenemos que con este proceso pasaremos por todos los residuos médulo p, lo
cual es una contradiccion.

= 3 no es un residuo cuadritico. Tenemos que 22 + 4 tampoco es un residuo
cuadrdtico para toda z. Consideramos la funcién f(y) = y + 4 y sean A y
B los conjuntos de residos cuadriticos y no residuos cuadraticos (sin considerar
a 0). Tenemos que f : A — B. Como f es una funcién biyectiva, tenemos que
f: B — AU{0}. Luego, para todo = # 0 tenemos que x2 + 8 es un residuo

cuadrético.
De aqui, —8(1), —8(2), ..., —8(Z*) son residuos cuadrdticos, mientras que
8(1),8(2),..., 8(’)—;1) son no residuos cuadréticos. Como p > 5, tenemos que

2 < p—;l, por lo que 8(2) = 16 = 42 no es residuo cudritico, lo cual es una

contradiccién. Esto concluye la base de induccién.

Ahora, supongamos que existen enteros a, b tales que p° divide a 1 4 a? 4 ab + b y
p® no divide a a — b. A partir de esto, tenemos que demostrarlo para e + 1.
Eligiendo a’ = a + p°x, b’ = b + p°y, queremos que p¢*! divida a

1+ (a+p°x)? 4+ (a+p°z) (b+py)+(b+py)? = 14+a*+ab+b*+p°(2az+ay-+br+2by).

Luego, basta con que 2ax + ay + bx + 2by tome todos los valores médulo p. Si 2a+b #
0, acabamos al variar z. Si 2b + a # 0, acabamos al variar . Si 2a + b = 2b+ a =
0, como p > 5, concluimos que p divide a a y a b, por lo que para que p divida a
1+ a® + ab + b2, p tiene que dividir a 1, lo cual es una contradiccién y acabamos la
induccién.

Sea n un entero positivo. Si tiene un factor primo p > 5, consideramos a p® como
la méxima potencia de p que divide a n. Sabemos que existen enteros a y b tales que
p® divide a 1 4+ a? + ab + b2 y p°® no divide a @ — b. Elegimos a1 y b; tales que
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a1 = a (mod p°), by = b (mod p®) y a1 = by (mod ;) (existen por el teorema chino
del residuo). Se tiene que n divide a (a? 4 a1) — (b3 + by) pero n no divide a a; — by.
Luego, f(x) = 2® + z no es inyectiva, por lo que debe existir un residuo k tal que no
es de la forma 23 + z. Por lo tanto n no cumple.

Resta revisar los casos n = 2¥3Y para ciertos z, y > 0.

Si & > 3, vamos a ver que n tampoco cumple. Veamos que existe un entero b tal que
27 divide a 2 + b2 4 b. Lo haremos por induccién sobre z.

Parax = 2y x = 3 podemos tomar b = 2. Supongamos que 2% divide a 2 + b + b
y tenemos que verlo para z + 1. Si 2*! divide a 2 + b% + b, ya acabamos. Si no,
2+ b% + b = 2% (mod 2%*1). En este caso

(2" —1—b)°+(2"—1—b)+2 = b*+14+204+2"—1—b—2 = 2°+24b°+b = 0 (mod 2°11),

lo cual concluye la induccidn.

Ahora, eligiendo a = 1y este valor de b, tenemos que 2% divide a 2 + b2 + b, por lo
que 2% divide a (@ — b)(1 + b + ab + b?) y 2% no divide a — b (si 2% dividea a — b
tenemos que b = 1 (mod 2%), de donde 2% divide a 2 + b* + b = 4, por lo que = < 2).
Con estos valores, podemos hacer lo mismo con el teorema chino del residuo y llegar
a una contradiccién. Luego, quedan los valores 3%, 2 - 3* 0 4 - 3*.
Sin=4-3%elijoa=1yb=1+2-3% Comob—a=2-3% nnolodivide. Por
otro lado, como 1 + a? + ab + b? es par, n sf divide a (a — b)(1 + a® + ab + b?).
Sin=2-3%c¢elijoa=1yb=3"+1.Como b — a = 3%, n no lo divide. Por otro
lado, 2 - 3 divide a (a — b)(1 + a® + ab + b?), por lo tanto n no cumple.

Ahora veremos que n = 3% si cumple.

Supongamos que para cierto entero positivo x, se tiene que f(y) = y> + y no es
inyectiva en Zs=. Luego, existen a y b tales que a Z b (mod 3%) y que 3% divide a
(a — b)(1 4+ a® + ab + b?). Si 3 divide a a — b, tenemos que 1 + a? + ab + b? =
1+ 3a? =1 (mod 3), por lo que x = 1y 3% divide a a — b, contradiccién.

Luego, 3 no divide a @ — by 3% tiene que dividir a 1 + a + ab + b2. Sia = 0 (mod 3)
tenemos que 3 divide a b2 + 1, lo cual es imposible. Si a = 1 (mod 3), 3 tiene que
dividir a 2 + b 4 b, lo cual es imposible, pues si b = 0,2+ b% +b = 2,sib = 1,
2+b°+b=1ysib=2,2+0b%+b=2. Finalmente, si a = 2 (mod 3), tenemos que
3 divide a 2 + b? — by se llega a una contradicci6n similar.

Problema 4. Sean n y b enteros positivos. Diremos que n es b-perspicaz si existe un
conjunto de n enteros positivos diferentes, menores que b, de manera que no tenga dos
subconjuntos diferentes U y V' tales que la suma de todos los elementos de U sea igual
a la suma de todos los elementos de V.

(a) Muestre que 8 es un entero 100 — perspicaz.

(b) Muestre que 9 no es un entero 100 — perspicaz.

Solucién de Kevin William Beuchot Castellanos. Para demostrar que 8 es 100-pers-
picaz, usaremos el conjunto {3, 6, 12,24, 28 96,97, 98}. Veamos que cumple con las
condiciones. Si elijo nimeros entre 3, 3- 2, 3 - 25 no habra dos sumas iguales, pues ig-
norando el factor 3 de cada nimero, estariamos obteniendo dos expresiones en binario
para un mismo nimero. Si elijo el 97 o el 98, como son los tinicos que no son multiplos
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de 3, tendria que elegir ambos y como 97 # 98 (mod 3), ambos tienen que estar en el
mismo conjunto. Pero como

97 +98 >3+ 6+ 12 + 24 + 48 4 96,

no se podran tener dos conjuntos con la misma suma.

Para la segunda parte, supongamos que 9 si es 100-perspicaz. Entonces existe un con-
junto S = {s1,82,...,89F con0 < s1 < 82 < -+ < 89 < 100 que no contiene dos
subconjuntos ajenos cuya suma de elementos sea la misma.

Sea X el conjunto de subconjuntos de S con al menos 3 y a lo mas 6 elementos y sea Y’
el conjunto de todos los subconjuntos de S con exactamente 2, 3 0 4 elemenos mayores
que s3. El conjunto X consiste de

9 9 9 9
<3) + <4> + (5> + <6) =84+ 126 + 126 4 84 = 420

subconjuntos de S. El conjunto en X con mayor suma de elementos es {s4, s5, ..., Sg}
y el conjunto con suma minima es {s1, 2, $3}. Luego, la suma de elementos de cada
conjunto en X es al menos s; + s2 + 3y alomds s4 + 55+ - - - + sg, por lo que puede
tomar (s4+ 85+ - -+ S9) — (81 + s2 + s3) + 1 valores. Por el principio de las casillas
tenemos que (s4 + S5+ - - + S9) — (81 + s2 + s3) + 1 > 420, 0 sea,

(844 85+ -+ 59) — (51 + 52 + s3) > 419. )

Ahora, veamos cudntos elementos tiene Y. Notamos que {sq4, S5, ..., Sg} tiene (g)
subconjuntos con dos elementos, (g) subconjuntos con tres elementos y (Z) subconjun-
tos con cuatro elementos, mientras que {s1, s2, $3} tiene exactamente 8 subconjuntos.

Luego, el nimero de elementos en Y es igual a

J(EROR) Rt

El conjunto en Y con la mayor suma de elementos es {s1, s2, 3, Sg, S7, S8, 89} y €l
de menor suma es {sy4, $5}. Nuevamente, por el principio de las casillas tenemos que
(s14+ 82+ 83+ 86+ 7+ 88+ 89) — (84 + 85) + 1 > 400, o sea,

(81+82+S3+86+S7+88+89)—(84-‘1-85)2399. @

Sumando (3) y (4) obtenemos que 2(s¢ + s7 + sg + sg) > 818, por lo que sg + 98 +
97 + 96 > sg + sg + s7 + sg > 409, de donde sg9 > 118, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto 9 no es 100-perspicaz.

Problema 5. Las circunferencias w y €2 se cortan en los puntos A y B. Sea M el punto
medio del arco AB de la circunferencia w (con M dentro de €2). Una cuerda M P de
la circunferencia w corta a 2 en Q) (con @ dentro de w). Sea lp la recta tangente a w
en P,y sea lg la recta tangente a {2 en (). Muestre que el circuncirculo del tridngulo
formado por las rectas {p, [g y AB, es tangente a (2.
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Solucién. Sea X la interseccion de AB con [, Y la interseccion de ABy lg y Z la
interseccién de [, y lg. Sin pérdida de generalidad, tenemos que AX < BX. Sea F'
la interseccion de M P y AB. Sean R el segundo punto de intersecciéon de PQ y €2;
S el punto sobre 2 tal que SR es paralelaa AB; y T el punto sobre €2 tal que RT es
paralelaa [,,.

Como M es el punto medio del arco AB, la recta [); tangente a w en M es para-
lela a AB, por lo que Z(AB,PM) = Z(PM,l,). Luego, tenemos que ZPRT =
LMPX = /PFX = ZPRS. Luego, () es el punto medio del arco 7Q)S de €2, por
lo que ST es paralela a lg. Luego, los lados correspondientes de los tridngulos RST'y
XY Z son paralelos y existe una homotecia h que llega RST a XY Z.

Sea D el segundo punto de interseccién de X Ry 2. Demostraremos que D es el centro
de la homotecia h. Como D estd en €2, esto implicaria que los circuncirculos de los
triangulos RST y XY Z son tangentes, como necesitdbamos. Luego, basta demostrar
esto. Y para ello, basta demostrar que D estd en SY'.

Como /PFX = /XPF tenemos que FX? = XP? = XA-XB = XD - XR.
Luego, % = %, por lo que los tridngulos X DF'y X I'R son semejantes, de donde
/DFX = Z/XRF = ZDRQ = ZDQY, por lo que los puntos D, Y, Q y F estin
sobre una circunferencia. De aqui se sigue que /Y DQ = LY FQ = ZSRQ = 180°—

Z5DQ), lo que implica que los puntos Y, D y S son colineales, con D entre S'y Y.
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III Olimpiada Europea Femenil de Matematicas

Del 9 al 16 de abril pasado se celebré en Antalya, Turquia, la 3* EGMO con la partici-
pacién de 110 alumnas provenientes de 28 paises: 22 paises europeos y 6 paises invita-
dos. Hubo dos equipos de Turquia. Los paises invitados fueron: Indonesia, Reptiblica
Isldmica de Irdn, Jap6n, Arabia Saudita, Estados Unidos y México.

La delegacién que presenté a México estuvo integrada por las alumnas: Nayeli Reyes
Moreno (Baja California), Maria Cecilia Rojas Cuadra (Puebla), Olga Medrano Martin
del Campo (Jalisco) y Sandra Berenice Mendoza Pefiufiuri (Sonora). Las profesoras
que acompanaron a la delegacién fueron Ana Rechtman (lider) y Radmila Bulajich
(colider). Nayeli, Cecilia y Olga obtuvieron medalla de bronce y México ocup¢ el lu-
gar nimero 17.

A continuacién presentamos los problemas con soluciones, de la ITII Olimpiada Europea
Femenil de Matematicas. Las alumnas tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para
resolverlos.

Problema 1. Determina todos los ntimeros reales ¢ tales que si a, b, ¢ son las longitudes
de los lados de un tridngulo no degenerado, entonces a? + bet, b2 + cat, c? + abt son
también las longitudes de los lados de un tridngulo no degenerado.

Solucién. La respuesta es el intervalo [%, 2] . Tenemos que verificar si los valores b? +
cat, ¢ + abt y a® + bet cumplen la desigualdad del triangulo.

Sit < %, tomamos un tridngulo con ladosc =b =1y a = 2 — . Con esto
(b? 4 cat) + (2 + abt) — (a® + bet) =3t — 2+ (4 — 2t — ),

lo cual es menor que 0 para ¢ suficientemente pequefio, por ejemplo, para 0 < ¢ <
2-3¢

4—2¢ ) )

Por otro lado, si ¢t > 2, tomamos un tridngulo con lados b = ¢ = 1y a = €. Con esto

(b® + cat) + (¢ + abt) — (a* + bet) =2 —t + (2t — ¢),
lo cual es menor que 0 para ¢ suficientemente pequefio, por ejemplo para 0 < € < %
Ahora, supongamos que % <t <2yqueb+c > a. Usando que (b + c)? > 4bc
tenemos que

(b% + cat) + (2 + abt) — (a® + bet) = (b+ ) + at(b+c) — (2 + t)bc — a®

> (b+c)* +at(b+c) — £(2+t)(b+c)2 —a?
1

= Z(2 —t)(b+c)* +at(b+c) — a*.

Como 2 —t > 0yt > 0, esta tltima expresion es una funcidn creciente de b + c 'y
como b + ¢ > a tenemos que

1 2
(b? + cat) + (c* + abt) — (a® + bet) > Z(2—1t)a2+a2t—a2 = % (t— §) a® >0,
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puest > % Las otras dos desigualdades se obtienen de manera similar.

Problema 2. Sean D y F puntos en los lados AB y AC de un tridngulo ABC, respec-
tivamente, y tales que DB = BC = C'E. Sean F el punto de interseccion de las rectas
CDy BE, I el incentro del tridngulo ABC, H el ortocentro del tridngulo DEF 'y M
el punto medio del arco BAC del circuncirculo del tridngulo ABC'. Demuestra que 1,
H y M son colineales.

Solucién. Como DB = BC = C'E tenemos que BI 1. CDy CI 1 BE, de donde I
es el ortocentro del tridngulo BF'C'. Sea K el punto de interseccion de las lineas Bl y
CD,y sea L el punto de interseccion de las lineas C'I y BFE. Por potencia de un punto
tenemos que IB - [K = IC - IL. Sean U y V los pies de las perpendiculares de D
sobre E'F'y de E sobre DF', respectivamente. Por potencia de un punto tenemos que
DH-HU =FEH-HV.

A

Sean w; y wa los circulos con didmetros BD y C'E, respectivamente. Por las relaciones
de potencia de un punto podemos concluir que I H es el eje radical de los circulos w;
Yy wa.

Sean O1 y Os los centros de wy y ws, respectivamente. Tenemos que M B = MC,
BO, = CO3y LM BO; = £ZMCOs, de donde los tridngulos M BO, y M COs5 son
congruentes. Luego, MO; = MO;. Como los radios de w; y wo son iguales, esto
implica que M estd en el eje radical de wy y wo. Por lo tanto, M, H e I son colineales.

Problema 3. Denotamos por d(m) el nimero de divisores positivos de un entero po-
sitivo m, y por w(m) el ndmero de primos distintos que dividen a m. Sea k un entero
positivo. Demuestra que hay una infinidad de enteros positivos n tales que w(n) = k'y
d(n) no divide a d(a® + b?) para todos a y b enteros positivos tales que a + b = n.

Solucién. Demostraremos que cualquier nimero de la forma n = 2P~ 1m donde m es
q q
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un entero positivo que tiene exactamente k — 1 factores primos todos ellos mayores que
3y p es un primo tal que (2)P~1/2 > m, satisface la condicién.

Supongamos que a y b son enteros positivos tales que a + b = n 'y d(n) | d(a® + b?).
Como n = 2P~ 1'm y 2 t m, tenemos que d(n) = pd(m) y asi p | d(a® + b?). Luego,
a? +b? = ¢°»~'r donde g es un primo, ¢ es un entero positivo y r es un entero positivo
no divisible entre g. Si ¢ > 5, tenemos que

22p—2m2 _ n2 — (a_|_ b)2 > CL2 +b2 — qcp—l,,, Z qp—l Z 5;0—17

lo cual nos da una contradiccién. Luego, ¢ = 2 0 3.

Si ¢ = 3, tenemos que a? + b? es divisible entre 3, lo cual implica que tanto a como b
son divisibles entre 3. Luego, n = a+b es divisible entre 3, lo cual es una contradiccién
y q tiene que ser 2.

Tenemos que a + b = 2P~ m y a? + b? = 2°P~1r, Si las mdximas potencias de 2
que dividen a a y a b son diferentes, @ + b = 2P~ 'm implicarfa que la minima de
esas dos potencias sea 2P~ ! lo cual hace a 22P~2 la mdxima potencia de 2 que divide
aa? + b? = 2°°~1r, o equivalentemente, cp — 1 = 2p — 2, de donde p | 1 lo cual es
imposible. Entonces, a = 2%ag y b = 2tb, para algin entero ¢ < p—1y enteros impares
ao y bo. Luego, a3 + b3 = 2¢°~1=2tr El lado izquierdo de esta igualdad es congruente
a 2 médulo 4, por lo que cp — 1 — 2t debe ser 1. Perocomo 0 <t < (§)p=t+1<p
tenemos que (§)p es un miltiplo no cero de p menor que p, lo cual no es posible.

Problema 4. Encuentra todos los enteros n > 2 para los cuales existen enteros z1,
Za,...,Tn_1 que satisfacen la siguiente condicién: si0 < i < n,0 < j <nconi # j
y 21 + j es divisible entre n, entonces x; < ;.

Solucion. La respuesta es n = 28 conk >10n=3-2%donde k > 0.

Supongamos que n toma una de estas dos formas. Para un entero ¢, sea z; el mayor
entero tal que 2%+ divide a i. Ahora, supnongamosque 0 < i <n,0<j<n,i# j,n
divide a 2¢ + j y x; > x;. Entonces, la mayor potencia de 2 que divide a 2¢ + j es 2%J
y de aqui que j < x; y 2% < j. Como 0 < j < n, esto es posible solo sin = 3 - 2k y
j =2% 02+ Enel primercasoi # jy z; > 2; lo cual implica i = 2k+1 Jlegando a
la contradiccién 3 - 28 = n | 2i 4 j = 5 - 2. El segundo caso no es posible pues i # j
y #; > x; ahora implican que i > 2842 > n,

Ahora supongamos que n no toma ninguna de las formas 'y z;, 2, ..., T,_; existeny
satisfacen las condiciones. Para cada entero positivo m, sea a,, el residuo de la divisién
de (—2)™ entre n. Entonces ninguno de 1os a,,, es 0, pues n no es una potencia de 2.
Ademas, a,, # a;,+1 para cualquier m > 1, pues a,, = a,41 implicaria que n divide
a 3 - 2™. También n divide a 2a,, + ay,41. Por lo que debemos tener x4, < x4, <
ZTag < --- locual no es posible, pues los a,, solo pueden tomar una cantidad finita de
valores.

Problema 5. Sea n un entero positivo. Se tienen n cajas y cada caja contiene un nimero
no negativo de fichas. Un movimiento consiste en tomar dos fichas de una de las cajas,
dejar una fuera de las cajas y poner la otra en otra caja. Decimos que una configuracién
de las fichas es resoluble si es posible aplicar un nimero finito de movimientos (que
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puede ser igual a cero) para obtener una configuracién en la que no haya cajas vacias.
Determinar todas las configuraciones iniciales de fichas que no son resolubles y se
vuelven resolubles al agregar una ficha en cualquiera de las cajas (sin importar en cual
caja se pone la ficha).

Solucién de Nayeli Reyes Moreno. Para una caja en particular, definiremos la cantidad
de donaciones que puede hacer como la cantidad de fichas que esta caja puede dar sin
quedarse vacia. Este niimero estd dado por [””T_lj donde z es el nimero de fichas de la
caja. También definimos la cantidad total de donaciones como la suma de las cantidades
de donaciones de las cajas.

Primero notamos que al pasar fichas a una caja que ya tenia fichas, como solo aumen-
tamos en 1 el nimero de fichas en esa caja, el nimero total de donaciones se quedd
igual o disminuyé en 1, pues la caja de donde vienen las fichas puede donar una ficha
menos y la caja que recibi6 la ficha o puede donar la misma cantidad o puede donar
una ficha més. Luego, el donar fichas a una caja no vacia no aumenta la cantidad total
de donaciones.

Asf, para que una configuracién sea soluble, debe cumplir que la cantidad total de
donaciones sea mayor que el nimero de cajas vacias.

Notemos ahora que entre las configuraciones que estamos buscando, no puede haber
alguna caja con un nimero impar de fichas, ya que la nueva ficha podria ir a esa caja'y
no aumentaria la cantidad total de donaciones, por lo que la configuracién, que origi-
nalmente era no soluble, continuaria siendo no soluble. Asi, todas las cajas deben tener
una cantidad par de fichas.

Ademads, en una configuracién como las que buscamos, se debe cumplir que la cantidad
total de donaciones es 1 menos que la cantidad de cajas vacias. Esto es claro, pues esta
configuracion seria no soluble y al agregar una moneda, la cantidad total de donaciones
aumentaria en 1 y la configuracién se volveria soluble.

Digamos que f1, fo,. .., fn—k son las cantidades de fichas en las primeras n — k cajas,
las cuales son no vacfas y las otras k estan vacias. Como todos los f; son pares, sabemos
que la cantidad total de donaciones es fl*lﬂ'rl;r”*f”’“l . Al haber k cajas vacias
(con k un entero positivo), este nimero debe ser igual a k — 1. Despejando obtenemos
que

fitfot -t fop=2n-2,

por lo que podemos concluir que las configuraciones buscadas son aquellas que tienen
exactamente 2n — 2 fichas y cada caja tiene una cantidad par de fichas.

Problema 6. Determina todas las funciones f : R — R que satisfacen la siguiente
condicién
F* +22f(y) + f(2)°) = (y + f(@) (= + f(y)

para todos x, y nimeros reales.

Solucién. La respuesta es las funciones f(z) =z, f(z) = —zy f(z) = 1 — =
Podemos facilmente verificar que las funciones f(z) =z, f(z) = —zy f(z) = ; —=
cumplen la condicién. Demostraremos que son las dnicas. Poniendo y = — f(z) en la
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condicién original para obtener

ff(@)? +22f(—f(x) =0

para toda x. En particular, 0 es un valor de f. Supongamos que u y v son tales que
f(u) = f(v) = 0. Poniendo 2z = wovyy = u o v en la condicién, obtenemos que
f(u?) =u?, f(u?®) = uwvy f(v?) = v2, de donde concluimos que u? = uv = v?2, de
donde u = v y solo hay un valor a tal que f(a) = 0. Ademas,

a

f@) +af(=f@) =3 )

para toda x.
Supongamos que f(x1) = f(z2) # 0 para ciertos valores 1, z2. Usando la ecuacion
(5) obtenemos que x1 f(—f(z1)) = zaf (—f(22)) = x2f (—f(x1)) por lo que 21 =

x2 0 f(xr1) = f(xa) = —a. En este segundo caso, ponemos z = a, y = 1 en
la condicién original y obtenemos que f(z3 — 2a?) = 0, de donde 2% — 2a% = a.
Andlogamente obtenemos que a:% — 24?2 =q, porloque x1 = x2 0 T1 = —X2.

Usando la simetria de la ecuacié original tenemos que

FUF@?+y* +22f () = (@ + fW)(y + f(2) = F(fy)* + 2%+ 2yf(z)) (6)

)
para todos z e y. Supongamos que f(x)% +y? + 2z f(y) # f(y)? + 22 + 2y f(z) para
algunos z e y. Por las anteriores observaciones, tenemos que (z+ f(y))(y+ f(x)) # 0
y f(2)? +y? +22f(y) = —(f(y)? + 22 + 2y f(z)). Pero esto es una contradiccién
pues se puede escribir como (f(z) +y)? + (f(y) +x)? = 0.

Luego, por la ecuacién (6) tenemos que

f@)? +9* +25f(y) = f(y)* + 2* + 2y f (x) ©)

para todos z e y. En particular, cuando y = 0 obtenemos que f(z)?> = (f(0) — x)?
para toda z. Sea f(z) = s(x)(f(0) — x), donde s : R — {1, —1}. Poniendo esto en la
ecuacion (7) obtenemos que

z(ys(y) + f(0)(1 = 5(y))) = y(@s(x) + F(0)(1 = s(x)))

para todos x e y. Por lo tanto, s(x) + M debe ser constante para x #~ 0.

Si £(0) = 0 se sigue que s(z) es constante para x # 0, por lo que f(z) = z para toda

x o f(x) = —ux para toda . Supongamos que f(0) # 0. Si s(x) = —1 para todos
2f(0)

los = # 0, tenemos que —1 + === debe ser constante para toda z # 0, lo cual no es

posible. Por otro lado, si existen ndimeros z e y diferentes de 0 tales que s(x) = —1y
s(y) = 1, luego —1 + %(0) = 1. Esto implica que s6lo existe un nimero x que debe
serigual a f(0), y entonces f(x) = f(0) — x para toda z. Poniendo esto en la ecuacién
original tenemos que 2(0)? = f(0), de donde f(0) = 5. Con esto terminamos.

XVI Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Ca-
ribe

Del 6 al 3 de junio se celebr6 en San José de Costa Rica la XVI Olimpiada Matematica
de Centroamérica y el Caribe con la participacion de 12 paises: Colombia, Costa Rica,
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El Salvador, Guatemala, Honduras, Jamaica, México, Nicaragua, Panama4, Puerto Rico,
Republica Dominicana y Venezuela. El nimero de participantes fue 36 y se premié6 a
la mitad de ellos con 3 medallas de oro, 6 de plata y 9 de bronce.

La delegacién que represent6 a México estuvo integrada por los alumnos Olga Medrano
Martin del Campo (Jalisco), Karol José Gutiérrez Sudrez (Colima) y Antonio Lépez
Guzmén (Chihuahua). Los tres alumnos obtuvieron medalla de oro. Los profesores
que acompafiaron a la delegacion fueron Julio Rodriguez Herndndez y Maria Eugenia
Guzmén Flores.

A continuacién presentamos los problemas y soluciones de la XVI Olimpiada Mate-
mitica de Centroamérica y el Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas
cada una para resolverlos.

Problema 1. Un entero positivo se denomina fico si es el producto de tres niimeros
primos diferentes que suman 74. Verifique que 2014 es tico. ;Cudl es el préximo afio
tico? ;cudl serd el dltimo afio tico de la historia?

Solucién de Olga Medrano Martin del Campo. Primero notamos que la factorizacién
en primos de 2014 es 2 - 19 - 53. Como 53 + 19 + 2 = 74, el 2014 s{ es tico.

Tenemos que los nimeros ticos son de la forma pqr con p, g, r primos distintos que
suman 74. Si los tres primos fueran impares, su suma serfa también impar y no podria
ser 74. Por lo tanto, alguno de ellos, digamos p, tiene que ser par, por lo que tiene que
ser 2. Los otros dos primos ¢ y 7 tienen que sumar 72.

Como los primos son diferentes podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
g < 7. Como suman 72, tenemos que ¢ < 36. Al ser g un primo impar sus posibles
valores son 3,5, 7,11, 13,17, 19, 23,29 0 31. Como r = 72— gq, los respectivos valores
de r son 69, 67, 65, 61, 59, 55, 53, 49, 43 y 41. De estos valores hay algunos que no
son primos: 69, 65, 55 y 49. Nos quedan seis posibles valores para g y . Veamos cada
caso:

m g =05,7r =67.Tenemos que pgr =2-5-67 = 670.

m ¢ =11, = 61. Tenemos que pqr = 2 - 11 - 61 = 1342.
» ¢ =13,r = 59. Tenemos que pgr = 2-13 - 59 = 1534.
m ¢ =19, = 53. Tenemos que pqr = 2 -19 - 53 = 2014.
m g =29,r = 43. Tenemos que pqr = 2 - 29 - 43 = 2494.
» g =31,r =41. Tenemos que pgr = 2 - 31 - 41 = 2542.

De esta lista vemos que el primer tico mayor a 2014 es 2494 y el dltimo afio tico de
toda la historia serd el 2542.

Problema 2. Sea ABC'D un trapecio de bases AB y C'D inscrito en una circunferencia
de centro O. Sea P la interseccion de las rectas BC'y AD. Una circunferencia por O
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y P corta a los segmentos BC'y AD en los puntos F'y G, respectivamente. Muestre
que BF = DG.

Solucién de Olga Medrano Martin del Campo. Como AB y C'D son paralelas, te-
nemos que por dngulos alternos internos ZABD = ZBDC'y como los cuatro vértices

estdn sobre la misma circunferencia, concluimos que los arcos AD y BC son iguales
(con LZAOD = ZCOB), de donde los segmentos AD y BC son iguales.

Por ser radios, tenemos que OA = OB = OC = OD. Por el criterio LLL, tenemos
que los tridngulos AOD y COB son congruentes. Si 20 = ZAOD = ZCOB, como
la suma de los dngulos internos del tridngulo isésceles AOD, tenemos que ZOAD =
ZODA = 90° — z. De la misma manera, podemos concluir que ZOBC = ZOCB =
90° — z. Luego, ZODG = ZOBF.

Ahora, sea y la medida del dngulo ZOGD. Al ser ZOGP complementario a éste,
tenemos que ZOGP = 180° — y. Como OGPF es ciclico,

ZOFP =180° - ZOGP = 180° — (180° —y) =y

de donde los dngulos ZOGD y ZOF P tienen la misma medida y. Ahora, los tridngu-
los OGD y OF B tienen dos pares de angulos iguales, por lo que son semejantes por
el criterio AA. Pero mds ailn, son congruentes, pues tienen un par de lados correspon-
dientes iguales: OD = OB. Por lo tanto DG = BF, como queriamos demostrar.

Problema 3. Sean a, b, ¢ y d niimeros reales todos distintos entre si, tales que

a b ¢ d
_+E+_+

5 p 524 y ac=bd.
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d
Determine el mdximo valor posible de 4 + -+ ¢ + —.

c d a b
Solucién de Antonio Lépez Guzman. Multiplicando la condicién por ac = bd obte-

nemos que
b d a c
dac=4bd =ac( 2+ 2 +bd(g +3) —ab+de+ad+ch = (a+c)(b+d).
c a
Y el valor que queremos maximizar se puede ver como:

b d 2 2 b2 d2 2 b2 2 d2
a, et _ZOL—i—c+ +ad a4+ 04+ 7
c a d b ac bd T

donde x = ac = bd.
Veamos qué pasa si todos los niimeros son positivos. Por la desigualdad entre la media
aritmética y la media geométrica tenemos que

= () (5 2 -
y de aqui concluimos que se tienen que dar las igualdades: a = cy b = d, pero esto
seria una contradiccidn, pues los nimeros deben ser diferentes entre si.

Si los cuatro ndmeros son negativos, llamemos p = —a, ¢ = —b,r = —cy s = —d.
Los ndmeros p, ¢, 7 y s cumplen las condiciones del problema y son positivos, por lo
que llegarfamos nuevamente aque p = ry g = s, de donde a = cy b = d, lo cual
vuelve a ser una contradiccion.

Asi que tiene que haber positivos y negativos. Si hay tres positivos y uno negativo
tendriamos que la condicién ac = bd no podria darse, pues un lado serfa positivo y
el otro negativo. De la misma manera, podemos ver que tampoco es posible que uno
sea positivo y tres sean negativos. Por lo tanto, entre a, b, ¢ y d tiene que haber dos
positivos y dos negativos.

Si tanto @ como c fueran negativos, tendriamos que b y d serfan positvos y la expresién
7+ g +3+ g seria negativa, lo cual es imposible. De la misma manera descartamos
la opcidén de que los negativos sean b y d. Luego, la tnica opcién que queda es que
entre a y ¢ haya uno positivo y uno negativo y lo mismo suceda con b y d. Tenemos
que x = ac = bd < 0.

Veamos con esto que la expresiéon buscada no puede ser mayor que —12. Queremos
que

a? +b% + ¢ + d?
x
multiplicando por el ndmero negativo x, vemos que esta desigualdad es equivalente a

<12

3

a? + b2+ +d* > 12z,
la cual a su vez es equivalente a a® + b? + ¢ + d? + 12z > 0. Como = = ac = bd =
ermosque
a® +b*+ 2 +d? + 120 = a® + 2ac + & + b? + 2bd + d* + 8z
=(a+c)?+b+d)?+2(a+c)(b+d)
= (a+b+c+d)?
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lo cual es efectivamente mayor o igual que 0, por lo que M < —12. Para
demostrar que este es el maximo valor, tenemos que dar un ejemplo donde se alcance
y para eso, basta encontrar valores de a, b, ¢ y d que cumplan las condiciones del
problema y tales que a + b + ¢ + d = 0. No es dificil ver que un ejemplo de estos
valoresson a = 2 — 2v/2,b = 2v/2 — 2, ¢ = 2+ 2\/2y d = —2 — 21/2. Para estos

valores se tiene que % = -1, % = 3 — 22, g =1y g = 3 + 2v/2, de donde
g44bycyd :4ycom0a—|—b+c—|—d:Otenemosquew = —12, como
se buscaba.

Problema 4. Con cuadrados de lado 1 se forma en cada etapa una figura en forma de
escalera, siguiendo el patrén del dibujo.

L1 O |

Por ejemplo, la primera etapa utiliza 1 cuadrado, la segunda utiliza 5, etc. Determine la
ultima etapa para la cual la figura correspondiente utiliza menos de 2014 cuadrados.

Solucién de Karol José Gutiérrez Suarez. Siguiendo el patrén vemos que el renglén
central de cada figura tiene un ndmero impar de cuadraditos. La primera figura tiene
un cuadradito (que es el primer impar), la segunda tiente tres cuadraditos (que es el
segundo impar) y asi, de modo que la figura n tiene 2n — 1 cuadraditos en el renglén
central (2n — 1 es el n-ésimo impar).

Y vemos que hacia arriba cada renglén superior tiene dos menos que el anterior, pues
se le quita un cuadradito a la izquierda y uno a la derecha. Como la figura es simétrica
con respecto al rengldn central, tenemos que el nimero de cuadraditos hacia arriba es
el mismo que el nimero de cuadraditos hacia abajo.

La suma de todos los cuadraditos arriba del renglén central es igual a

143454+ (2n—-3) = (n—1)2
por lo que el nimero de cuadraditos de la figura completa es igual a
2(n —1)* + (2n — 1).

También podemos observar que cada etapa estd contenida en la siguiente, por lo que el
nimero de cuadraditos es creciente.
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—

| 2n‘—7 |

| 2n — 5 |
| 2n — 3 |
| 2n — 1 |
| 2n—3 |
| 2n—35 |
| 2n—7 |

Queremos encontrar el mayor entero positivo n tal que
2(n —1)% +2n — 1 < 2014,
lo cual es equivalente a 2(n — 1) 4 2n < 2015. Sustituyendo n = 32 tenemos que
2(n —1)? +2n =2(32 — 1)2 + 2(32) = 2- 317 + 64 = 1922 + 64 = 1986 < 2015.
Mientras que sustituyendo n = 33 tenemos que
2(n —1)* 4+ 2n = 2(33 — 1)* + 2(33) = 2- 32% + 66 = 2(1048) + 66 > 2015,

por lo que la tltima etapa para la cual la figura correspondiente utiliza menos de 2014
cuadraditos es la etapa 32, la cual tiene 1985 cuadraditos.

Problema 5. Se marcan los puntos A, B, C'y D sobre una recta, en ese orden, con AB
y C'D mayores a BC. Se construyen los tridngulos equilateros APB, BCQ y CDR,
con P, @y R en el mismo lado respecto a AD. Si ZPQR = 120°, pruebe que

RS
AB CD BC’

Solucién de Karol José Gutiérrez Suarez. Sean a« = AB, b = CDy c = BC.
Como los tridngulos ABP y C'DR son equildteros tenemos que BP = ay CR = b.
Ademds, como ZPBA = ZCB(@Q = 60° tenemos que ZQBP = 60°. Andlogamente
ZRCQ = 60°.
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Como ZRQP = 120° y /BQC = 60° tenemos que ZCQR + Z/PQB = 180°.
Ademis, QC = QB = BC = c. Entonces, si rotamos el tridngulo Q RC sobre el
vértice ) hasta que coincidan los puntos C'y B tendremos la siguiente figura. En la

figura se tiene que el vértice R fue rotado hasta el punto R’ y el vértice C hasta el punto
C' =B.

P Q R

Como /BQR' + ZPQB = 180° tenemos que los puntos P, @ y R’ son colineales.
En esta figura queremos demostrar que é + % = % Seal = PR’. Como /PBQ =
ZQBR' = 60°, por el teorema de la bisectriz, tenemos que g = 9% Sumando 1 a

:
; +b _ 1 I ;
esta igualdad, tenemos que > = 70 de donde PQ = .

Consideremos ahora el circuncirculo del tridngulo PBR’ y sea S la otra intersecién de
BQ con ese circuncirculo. Tenemos que el cuadrildtero PBR'S es ciclicoy ZR'SP =
180° — ZPBR' = 180° — 120° = 60°. Como /PBS = ZSBR’ tenemos que los
arcos SR/ y SP son igualesy SR’ = SP. Como ZR'SP = 60°, podemos concluir
que el tridgngulo R’ PS es equildtero.



Soluciones de Olimpiadas Internacionales 53

S
También tenemos que /BR'P = /BSP, por lo que los tridngulos BR'Q y PSQ son

. ! . .
semejantes y % = %. Sustituyendo los valores conocidos, tenemos que

b c

Ui(an)

de donde b = <9tV o qp = c(a + b). Luego, % = c(a1+b) y

a

a+b
ab

= % Por lo tanto

14+ 1 =1 como querfamos demostrar.

Problema 6. Un entero positivo es divertido si para todo d divisor positivo de n, d 4 2
es un nimero primo. Encuentre todos los nimeros divertidos que tengan la mayor
cantidad posible de divisores.

Solucion de Antonio Lopez Guzman. Primero encontraremos cudl es el mdximo
numero de divisores y luego veremos qué enteros cumplen.

Como n es un divisor de n, tenemos que n + 2 tiene que ser primo. Como todo primo
mayor que 3 es congruente con 1 o0 5 médulo 6, tenemos que n tiene que ser congruente
con 3 o 5 médulo 6. De la misma manera podemos concluir que todo divisor mayor
que 1 de n tiene que ser congruente con 3 o 5 médulo 6.

Consideremos el caso en el que n es producto de dos divisores mayores que 1 (el otro
caso implica que n es primo, el cual solo tiene dos divisores y quedard descartado al
encontrar enteros que cumplen con més de dos divisores). Tenemos que n = ab con a
y b congruentes con 3 o 5 médulo 6. Por lo que n es congruentea 3 -3 =3,3-5 =3
05 -5 = 1 médulo 6. Como n tiene que ser a su vez congruente con 3 o 5 médulo 6,
solo nos queda la opcién de que n = 3 (mod 6), por lo que 3 divide a n.

Sean p; < pa < -+ < py los divisores primos de n. Sabemos que cada uno tiene que
ser 30 5 (mod 6), pero por ser primos impares, solo pueden ser congruentes a 1 0 a
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5 (mod 6) (salvo el primo 3). Luego, salvo el primo 3, los divisores primos de n tienen
que ser congruentes con 5 (mod 6).

Por otro lado, notamos que 3* es la maxima potencia de 3 que puede dividir a n, pues
3° = 243 no lo puede dividir al no ser 245 un nimero primo. Ademds, notamos que si
el tinico primo que divide a n es 3, tendremos a lo mds 5 divisores.

Consideremos la descomposicién candénica de n:

— X1 2 (e%
n_pl p2 ...pT"‘.

Sabemos que p; = 3. Si para algin ¢ con 2 < ¢ < r se tiene que o; > 2, tendremos
que p? serfa divisor de n. Pero como p? +2 = 52 +2 = 3 (mod 6) no puede ser primo,
esto es imposible. Luego, o; = 1 para: = 2,3, ..., r. De aqui, n es de la forma:

n = 3"pap3 - - pp.

Ahora, si n tiene al menos tres divisores primos, tendremos que p2ps3 serd un divisor
de n, pero esto es imposible, pues pap3 +2 = 5242 = 3 (mod 6) no puede ser primo.
Luego, r < 2.

Si r = 2 tendremos que n = 3%'p el cual tendrd 2(a; + 1) divisores. Como ya
habfamos visto que «; < 4, tenemos que n tendrd a lo més 2(4 + 1) = 10 divisores.
Veamos que no es posible que n tenga 10 divisores.

Para que tenga 10 divisores, n tiene que ser de la forma 3*p con p primo. Veamos los
casos dependiendo el residuo de p médulo 10.

= Sip =1 (mod 10). Tenemos que 3p dividlean yque3p+2=3-1+4+2 =
5 (mod 10). Como 3p+2 > 5, no puede ser primo y tenemos una contradiccion.

= Sip = 3 (mod 10). Tenemos que p es divisor de n y que p + 2 = 5 (mod 10),
llegando a la misma contradiccion.

= Sip =7 (mod 10). Tenemos que 9p dividean y 9p+2 = 9-74+2 = 5 (mod 10),
lo cual no puede ser primo.

m Sip =9 (mod 10). Tenemos que 27p divideany 27p+2 =7-9+ 2 =
5 (mod 10), lo cual tampoco puede ser primo.

= Sip =5 (mod 10). Tenemos que p = 5y n = 405. Como 407 = 11 - 37,
también llegamos a una contradiccion.

Luego, no es posible que n tenga 10 divisores y en el caso en el que r = 2, se tiene
que a1 < 3. Considerando el mismo andlisis, para no llegar a una contradiccion, ne-
cesitamos que p = 5 (mod 10) (o sea, p = 5) obteniendo el nimero n = 325 = 135.
Los divisores de este nimero son: 1, 3, 5, 9, 15, 27, 45 y 135. Al sumarles 2 a cada uno
obtengo los nimeros 3, 5, 7, 11, 17, 29, 47 y 137, los cuales son todos primos. Luego,
n = 135 cumple y es el tinico con la mayor cantidad posible de divisores, que resultd
igual a 8.
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Criterios 1 (Criterios de divisibilidad). Un niimero entero es divisible,
m entre 2, si el digito de las unidades es un niimero par.
w entre 3, si la suma de sus digitos es divisible entre 3.

» entre 4, si el niimero formado por los dos iiltimos digitos (el de las unidades y el
de las decenas) es divisible entre 4.

= entre 5, si el digito de las unidades es 5 o 0.

= entre 6, si es divisible entre 2y 3.

= entre 8, si el niimero formado por sus ultimos tres digitos es divisible entre 8.
w entre 9, si la suma de sus digitos es divisible entre 9.

Definicién 2 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que b divide a o que a es
multiplo de b, si a = bq para algiin entero q, y se denota por b | a.

Definicion 3 (Congruencias). Dados dos enteros a, b y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 4 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.
1. Sia = c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).
2. Sia=c(modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = c (mod m), entonces a™ = ¢" (mod m) para todo entero positivo n.

4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod W) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema S (Pequefio teorema de Fermat). Si p es un niimero primo y a es un entero
primo relativo con p, entonces a?~1 = 1 (mod p).
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Teorema 6 (Induccion). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > kg, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 7 (Principio de las casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos. En particular, si n + 1 objetos
son colocados en n casillas, entonces al menos una casilla contiene dos o mds objetos.

Teorema 8 (Desigualdad media aritmética - media geométrica). Si zi, x2, ..., T, son
niimeros reales positivos, entonces

Tr+Toa+ -+ Ty
n

> Yr1x2 Ty,

v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = xo = -+ = Ty,

Teorema 9 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para cualesquiera niimeros reales x1,
ey Xy YL, - - - Yn S€ cumple que,

n 2 n n
2 2
D wyi ) < (D el )| v
i=1 i=1 i=1
La igualdad se verifica si 'y solo si existe un niimero real ) tal que x; = \y; para todo
i=1,...,n

Teorema 10 (Suma de los angulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 11 (Teorema de Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 12 (Puntos y rectas notables de un tridngulo).
1. Mediana. Recta que une un vértice y el punto medio del lado opuesto.

2. Centroide. Punto donde concurren las medianas. También se le llama gravicen-
tro o baricentro.

3. Mediatriz. Recta perpendicular a un lado que pasa por su punto medio.

4. Circuncentro. Punto donde concurren las mediatrices. Es el centro de la circun-
ferencia circunscrita al tridngulo.
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5. Bisectriz interna. Recta que divide a un dngulo interior de un tridngulo en dos
dngulos de la misma medida.

6. Incentro. Punto donde concurren las bisectrices internas. Es el centro de la cir-
cunferencia inscrita al tridngulo.

7. Altura. Recta trazada desde un vértice que es perpendicular al lado opuesto de
dicho vértice.

8. Ortocentro. Punto donde concurren las alturas.

Definicion 13 (Congruencia de trigngulos). Los tridngulos ABC y A’ B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 14 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 15 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo y lo denotamos como ALA.

Definicion 16 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son seme-
Jantes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir,

LABC = LA'B'C'
ZACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’

y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es

AB BC CA

A'B' B'C' AT

Criterio 17 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.

Criterio 18 (Criterio de semejanza LAL). Si dos tridngulos tienen dos lados corres-
pondientes proporcionales'y el dngulo entre dichos lados igual, entonces los tridngulos
son semejantes. A este criterio de semejanza se le conoce como lado-dngulo-lado y lo
denotamos por LAL.

Teorema 19 (Teorema de Thales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre

los lados AB y C A, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos
si 'y solo si ﬁ—g = ﬁ—g.
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Teorema 20 (Desigualdad del tridngulo). Los niimeros positivos a, by c son las medi-
das de los lados de un tridngulo si y solo si se cumplen las siguientes relaciones,

a+b > ¢
a+c > b
b+c > a.

Teorema 21 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados, es decir, la
mitad del dngulo central que subtiende el mismo arco.

Teorema 22 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 23 (Cuadrilétero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 24 (Cuadrilitero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir,

/DAB + /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.

Teorema 25 (Teorema de Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensio-
nes) BC,CA y AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y CN
son concurrentes si'y solo si f—é . % . % =1

Teorema 26 (Teorema de Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos
sobre los lados BC, C Ay AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L,
M y N son colineales si y sélo si f—é . % . % = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.

Definicion 27 (Excirculo). Decimos que una circunferencia C estd exinscrita en el
tridngulo ABC' respecto al dngulo Z/BCA, si C es tangente a los lados del dngu-
lo ZBCA y al lado AB por fuera del tridngulo dado. También se dice que C es el
excirculo del tridngulo ABC respecto al dngulo Z/BC A.
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