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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemdtica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrarés,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un puiblico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucion de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2015, Numero 4

El equipo editorial de la revista Tzaloa te da la bienvenida a su cuarto y dltimo nimero
del afio 2015. En esta edicién de tu revista encontrards el articulo Sobre el Problema 4
del Concurso Nacional de la OMM 2013, escrito por Marfa Luisa Pérez Segui. En él,
la autora hace un andlisis del Problema 4 del concurso nacional de la OMM del afio
2013, comenzando por la motivacidn que di6 origen al problema y desarrollando varias
soluciones distintas del problema, algunas de las cuales hacen uso de conceptos sobre
teoria de grdficas.

Asimismo y como cada fin de afio, al final de la revista encontrards un interesante
articulo autobiogréfico. En esta ocasion, tenemos el orgullo de poder presentar parte
de la biografia del primer matemadtico brasilefio ganador de la medalla fields en el afio
2014, y que también fuera medallista de oro de la olimpiada internacional de matemati-
cas de 1995.

Vocablo néhuatl cuyo significado en espaiiol es aprender.



Presentacion Y

En la seccién Concursos Estatales encontrards el examen de la cuarta eliminatoria de
la olimpiada de matematicas en Guanajuato del afio 2015. Queremos expresar nuestro
agradecimiento a Maria Fernanda de la Torre Robles, delegada estatal de Guanajuato,
por compartirnos el material y a la vez invitamos al resto de los delegados estatales a
que nos envien sus exdmenes selectivos para publicarlos en la revista y de esta manera
enriquecer el intercambio de material entre todos.

En la seccién internacional hallards los resultados y los exdmenes con soluciones de
la XVII Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe donde México ocupd,
como ya es costumbre, el primer lugar de la competencia; asi como los resultados
y los exdmenes con soluciones de la 56 Olimpiada Internacional de Matemadticas,
donde México obtuvo su tercera medalla de oro y una de sus mejores participaciones
quedando en el top de los 20 mejores paises de la competencia. En esta seccién también
hemos incluido los problemas de la 2% Olimpiada Irani de Geometria en la que México
participd por primera vez.

Como siempre, hemos preparado una cuidadosa seleccién de Problemas de Prdctica
y de Entrenamiento, mismas que esperamos sean Utiles para tu preparacién rumbo al
concurso nacional de la olimpiada mexicana de matematicas. Por dltimo, no olvidamos
incluir los datos actualizados del Comité Olimpico Nacional.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacidon de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracidon de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jovenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.
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292 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccidn y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 29 Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 1996. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2015-2016y, para el 1° de julio de 2016, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 29 Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
22 al 27 de noviembre de 2015 en Guadalajara, Jalisco. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2015 y hasta
la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XX VIII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los in-
tegrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 57% Olimpiada Internacional
de Matemdticas (Hong Kong, julio de 2016) y a la XXXI Olimpiada Iberoamericana
de Matemadticas (septiembre de 2016).

De entre los concursantes nacidos en 1999 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacién que representard a México en la X VIII Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (junio de 2016).

De entre los mds jovenes se seleccionard la delegacién mexicana que nos representard
en la Competencia Internacional de Matemadticas (IMC).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
México en la V Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO)? a celebrarse en
el mes de abril de 2016.

2La Olimpiada Europea Femenil de Matematicas nace en 2012 como una manera de estimular la par-
ticipacion femenil en olimpiadas de matematicas, siguiendo el ejemplo de China que ya contaba con una
olimpiada exclusiva para mujeres. El modelo de competencia de esta olimpiada es el mismo que el de la
IMO, con la diferencia de que las delegaciones nacionales son de cuatro participantes en lugar de seis. A
pesar de que la olimpiada es europea, es posible la participacion de equipos no europeos por invitacion.



Sobre el Problema 4 del
Concurso Nacional de la OMM
2013

Por Maria Luisa Pérez Segui

Nivel Avanzado

Durante la coordinacién del problema 4 del Concurso Nacional de 2013 surgieron al-
gunas preguntas y observaciones que me parecieron interesantes y que describo a con-
tinuacién. El problema del Concurso decfia:

Problema (. Un cubo de n x n x n esta construido con cubitos de 1 x 1 x 1, algunos
grises y otros blancos, de manera que en cada uno de los subprismas de n x 1 x 1,
del xn x1lydel x 1 x n hay exactamente dos cubitos grises y entre ellos hay
un nimero par (posiblemente 0) de cubitos blancos intermedios; por ejemplo, en la
ilustracién, n = 6 y se muestra una posible rebanada del cubo de 6 x 6 x 1 (formada
por 6 subprismas de 1 x 6 x 1).
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Probar que es posible sustituir la mitad de los cubitos grises por cubitos blancos para
que en cada subprismaden x 1 x 1,de 1 x n x 1 yde 1 x 1 x n haya exactamente un
cubito gris.

Empezaremos con un problema en el plano, como motivacidn para la creacion del pro-
blema, en donde no es necesaria la condicidn de la separacién entre los cubitos grises.

Problema 1. En una cuadricula de n x n algunos cuadraditos son grises y otros son
blancos, de manera que en cada renglén y en cada columna hay exactamente dos cua-
draditos grises. Probar que es posible sustituir la mitad de los cuadraditos grises por
blancos para que en cada renglén y en cada columna haya exactamente un cuadradito
gris.

Solucién 1a. Pongamos un punto en cada cuadradito gris y pongamos una linea entre
una pareja de estos puntos si estdn en el mismo renglén o en la misma columna. Como
las lineas alternan horizontal con vertical, la configuracién formada es una unién de
ciclos de longitud par, de manera que los puntos pueden pintarse de blanco y negro en
forma alternada, lo cual corresponde a la seleccion buscada. La siguiente figura muestra
uno de los ciclos que se forman (en dicha figura se tienen dos ciclos pero solo se estd
dibujando uno).

La solucién anterior puede reescribirse en términos de las llamadas graficas y, aunque
no es necesario, lo que expondremos después se expresa de manera mds sencilla con
el lenguaje de grificas, por lo que a continuacion incluimos un pequefio resumen de lo
que necesitaremos de este tema.

Graficas

Una gréfica consta de dos conjuntos: uno de vértices y otro que consta de pares no
ordenados de vértices, a los cuales se les llama aristas. El conjunto de vértices se suele
representar por puntos y las aristas por lineas que unen los dos vértices que las forman.
Un ejemplo es el siguiente:
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la cual consta de 6 vértices y 6 aristas. Las gréficas sirven para representar muchas
cosas, por ejemplo:

= Los vértices pueden ser personas y una arista entre dos de ellas indica que son
amigos.

= Los vértices pueden ser paises y una arista entre dos de ellos indica que tienen
frontera.

= Los vértices pueden ser islas y una arista entre dos de ellas indica que hay un
puente que las conecta.

Si una arista a consta de los vértices u y v, escribimos a = uv. En este caso decimos
que v es vecinode u (y, a su vez, u es vecino de v). El grado de un vértice v es el nime-
ro 6(v) de aristas que lo contienen. Por ejemplo, en la grafica anterior, el conjunto de
vértices es {r, s,t,u,v,w} y las aristas son rs, rt, rv, st, tv y tu; los grados de los
vértices son: §(r) = 3,0(s) =2,d(t) =4,0(u) =1,6(v) =2y d(w) =0.

Un ciclo en una grafica es una sucesion de aristas que comienza en un vértice, recorre
algunos vértices y llega al que iniciaron. Si k es el nimero de aristas se dice que el
ciclo tiene longitud k. Por ejemplo, en la grafica de arriba hay dos ciclos de longitud
3, a saber, (rs, st,tr) y (rt,tv,vr), y uno de longitud 4: (rv,vt, ts, sr). No es dificil
demostrar que cuando una gréafica tiene todos sus vértices de grado 2, entonces es la
unién de ciclos ajenos.

Decimos que una grafica G es bipartita si el conjunto de vértices se puede partir en dos
subconjuntos no vacios U y V' de manera que entre los vértices de cada conjunto no
haya aristas. En este caso escribimos G = (U, V). El siguiente es un ejemplo de una
gréfica bipartita.
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Tenemos la siguiente caracterizacion de graficas bipartitas.
Proposicion. Una gréfica es bipartita si, y solo si, no tiene ciclos de longitud impar.

Demostracién. (=) Consideramos una gréfica bipartita. Coloreamos los vértices de
uno de los conjuntos de rojo y los del otro, de azul. Dado que no hay aristas entre
vértices del mismo conjunto, en cualquier ciclo, los vértices estardn alternando estos
dos colores y no es posible que haya ciclos de longitud impar.

(<) Supongamos que cierta grafica no tiene ningtin ciclo de longitud impar. Tomemos
un vértice cualquiera v y pintémoslo de azul. Ahora, pintemos todos los vértices ve-
cinos de v de rojo; posteriormente, pintemos de azul a todos los vértices vecinos de
estos rojos, y asi sucesivamente. Si en algiin momento un vértice debe ser pintado de
dos colores distintos, eso quiere decir que hemos llegado hasta €l por dos caminos de
distinta paridad, y por lo tanto forman un ciclo de longitud impar, lo cual es imposible.
Por lo tanto, los vértices de color azul y los vértices de color rojo forman una particién
del conjunto de vértices de la gréfica, lo que significa que la grafica es bipartita.

En el lenguaje de graficas la solucién del problema 1 se puede reescribir como sigue:

Solucién 1b. Construyamos la gréfica en que los vértices son los cuadraditos grises y
se pone una arista entre dos vértices si, y solo si, los cuadraditos que representan estan
en el mismo renglén o en la misma columna. Cada vértice tiene grado 2, asi que es
unién de ciclos ajenos. Como las aristas se alternan entre horizontal y vertical, no hay
ciclos de longitud impar, asi que se pueden pintar de blanco vértices alternados en cada
ciclo.

Una segunda solucién del problema 1, la cual motivara la solucién del problema 4, esta
basada en el lenguaje de graficas bipartitas. Esta requiere algo de practica en gréficas,
pues los vértices terminardn siendo renglones o columnas de nuestra cuadricula.

Solucién 1c. Construyamos la gréfica bipartita (U, V') en que los elementos de U son
los renglones, los de V' son las columnas y hay aristade v € U av € V si, y solo si, el
cuadradito en posicién (u,v) es gris.
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Como cada vértice tiene grado 2 y es bipartita, la gréfica es unién de ciclos de longitud
par, asi que resolvemos el problema escogiendo alternadamente aristas de cada ciclo y
repintamos de blanco los cuadraditos representados por esas aristas.

Ahora veamos que la hipétesis de separacion de los cuadraditos grises es necesaria en
el cubo.

Problema 2. Prueba que es falso el resultado del problema anterior en dimensién 3,
es decir, que existe un cubo de n X n X n construido con cubitos de 1 x 1 x 1, algu-
nos grises y otros blancos, en el que en cada uno de los subprismas de n x 1 x 1, de
1 xnx1lydel x 1 x n hay exactamente dos cubitos grises, pero en el que no se
pueden sustituir algunos cubitos grises por blancos de manera que quede exactamente
uno por cada subprisma.

Solucién 2. Bastara construir un ejemplo en el que algtin ciclo en la grafica correspon-
diente tenga longitud impar. En la siguiente figura se muestran las cuatro rebanadas de
un cubo de 4 x 4 x 4y se sefialan los vértices que forman el ciclo.

D g

Procedamos ahora a resolver el problema del Concurso Nacional (problema 0) de dos
maneras distintas: la primera (y mds dificil) serd usando un procedimiento similar al
que vimos en el plano.

Solucién 0a. Indiquemos con tres coordenadas las posiciones relativas de los cubitos
dentro del cubo grande y construyamos una grafica como sigue:

Reemplazamos cada cubito negro por un vértice y ponemos una arista entre todas las
parejas de vértices que tengan exactamente dos coordenadas iguales (es decir, que los
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cubitos que representen estén en un mismo subprisma de P).
La gréfica construida satisface las siguientes dos condiciones:

1. Cada vértice estd en un ciclo. En efecto, si algin vértice no estuviera en ningtn
ciclo, necesariamente habria vértices que estdn al final de algiin camino y esos
vértices tendrian grado 1, lo que contradice la condicién del problema.

2. La grafica no tiene ciclos de longitud impar. Para ver esto podemos proceder de
cualquiera de las siguientes formas:

= La condicién de que los cubitos negros estdn separados a distancia impar
nos dice que cada arista une dos puntos cuya suma de coordenadas tiene
distinta paridad, y por tanto el ciclo se tiene que cerrar con una cantidad
par de aristas y asi poder terminar con la misma suma inicial.

= Al caminar sobre las aristas, lo que se mueve en el camino en un sentido
(horizontal, vertical o hacia el fondo), tiene que regresar en sentido inverso
y, como todas las longitudes son impares, la inica forma de lograrlo es que
la paridad del nimero de segmentos en cada una de las tres direciones sea
par.

a=b+c+d

Tenemos entonces que los vértices se pueden pintar con rojo y con azul de manera
alternada en los ciclos. Los cubitos de cada prisma de P estdn representados uno por
un vértice azul y el otro por un vértice rojo.

La separacién de los cuadraditos grises en la hipétesis del problema O hace que haya
una solucién mucho més sencilla usando el procedimiento conocido como coloracion,
que consiste en partir un conjunto en subconjuntos a manera de distinguir los de cada
conjunto de los demds de una manera eficiente; en este caso, se distinguen algunos cu-
bitos grises de otros como veremos a continuacion.

Solucién 0Ob. Indiquemos con tres coordenadas la posiciones relativas de los cubitos
dentro del cubo grande. En cada subprisma hay un cubito gris con suma de coordenadas
par y otro con suma de coordenadas impar asi que basta con escoger todos los de una de
estas dos categorias. (Una manera equivalente de decir lo mismo es colorear todos los
cubitos del cubo con los colores rojo y azul en forma alternada, como si fuera ajedrez
en tercera dimension; precisamente uno de los colores coincidird con los cubos que
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estdn en una posicién con suma de coordenadas par y el otro color a los que tienen
suma de coordenadas impar).

Algunos participantes en el Concurso Nacional intentaron demostrar que el tamafio de
la cuadricula debia ser par. Aunque no lo lograron y no era necesario probar esto para
resolver el problema, quedé la incégnita. La intuicién que tuvieron esos estudiantes fue
buena pues la respuesta es afirmativa como veremos a continuacion.

Problema 3. Determinar para qué enteros positivos n es posible construir cubos que
cumplan las hipétesis del problema del concurso nacional (Problema 0).

Solucién 3. Vamos a ver que es posible si, y solo si, n es par.

Primero, si n es impar, digamos, n = 2k + 1 no es posible porque al colorear como
tablero de ajedrez con rojo y azul de manera que las esquinas sean azules, en cada uno
de los 2k 41 renglones hay que escoger un lugar rojo para poner un cubito blanco, pero

cada rengl6n impar (hay k + 1 de estos) tiene £ rojos (uno en cada columna par, de las
cuales hay solo k). Por el principio de las casillas, se repite la eleccioén de la columna.

<3
<3

<3

<3

Abhora, si n es par basta repetir el cubo gris de 2 x 2 moviéndolo sobre las diagonales
paralelas a la principal, por capas, como se ilustra en la figura a continuacién en el caso

e

#IIIW

Es decir, la primera capa de n x 2 se construye poniendo el cubo gris de 2 X 2 en
la diagonal; en las siguientes dos capas se ponen cubos de 2 x 2 grises encima de la
diagonal principal y en la esquina inferior izquierda, etc.

Un problema muy bonito que usa ideas similares a la segunda solucién del problema
1 requiere de un teorema de Teoria de Gréficas que expondremos abajo. Necesitamos
algunas definiciones y el Teorema de Hall, el cual enunciaremos y demostraremos al
final de este articulo.
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Un apareamiento en una grafica es cualquier conjunto de aristas ajenas entre si. De-
cimos que un determinado apareamiento satura algiin conjunto de vértices W si cada
vértice de W estd en alguna de las aristas del apareamiento. En el siguiente dibujo
mostramos algunos apareamientos. Los segmentos del apareamiento aparecerdn mds
gruesos que los otros.

Teorema de Hall. Sea G una grifica bipartita, G = (U, V) con particién (U, V). En-
tonces es posible escoger un apareamiento que satura a U si, y solo si, paratodo S C U
se tiene que el conjunto N (S) que consta de los vértices de V' vecinos de al menos un
vértice de S tiene por lo menos tantos elementos como S (es decir, |S| < |[N(S))).

Un arreglo cuadrado de enteros no negativos tal que la suma de los elementos de cada
renglon y de cada columna es la misma constante k£ € N se llama cuadrado mégico de
suma k.

Un ejemplo sorprendente de la aplicacion del Teorema de Hall nos dice exactamente
como son los cuadrados magicos.

Problema 4. Un arreglo cuadrado de nimeros es cuadrado mégico si, y solo si, es la su-
ma de cuadrados magicos de suma 1 (estos tltimos llamados matrices de permutacion).

Solucién 4. Es claro que si C' es suma de cuadrados mégicos de suma 1, entonces C' es
cuadrado magico, como se ilustra en el ejemplo siguiente:

1000 [00 10 [00071] [01 00 111 1
000 1] looo 1] loo1o0l loo1o0o |0o022
o100/t 00 o |t oo o™ 1 oo0o 3100
o010 o100 o100 looo1 02 1 1

Reciprocamente, sea C' un cuadrado magico de suma k. Procedemos por induccion
sobre k. Para k = 1 no hay nada que demostrar. Supongamos que k£ > 1y sea n el
numero de renglones de C. Construyamos la gréfica bipartita (U, V') en que U es el
conjunto de renglones, V' es el conjunto de columnas, y hay una aristade u € U a
v € V si, y solo si, en la posicién (u,v) de C' hay un elemento distinto de 0. Por
ejemplo, la grafica que se construiria a partir del cuadrado magico de arriba seria la
siguiente (y se ha sefialado el apareamiento que corresponderia al primer cuadrado
madgico de suma 1).
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1 1
2 2
3 3
4 4

Veamos que esta gréfica satisface las hipdtesis del Teorema de Hall. Sea S C U y di-
gamos que |S| = r. Sea [ el nimero de columnas que tienen elementos distintos de 0
en estos renglones (es decir, | = |N(5)|). Sumemos de dos formas distintas todos los
elementos de los renglones de S. Por renglones, la suma de ellos es rk; por columnas,
su suma es menor o igual que [k. Entonces rk < [k de donde r < [, como queriamos.
Aplicando el Teorema de Hall, tenemos que hay un apareamiento de U a V' que satura
U. Sea (' el arreglo rectangular de nimeros que tiene 1 en cada una de las posiciones
de C determinadas por el apareamiento y sea Cy = C' — C7; entonces C es un cua-
drado mégico de suma 1 y Cs es un cuadrado magico de suma k£ — 1, de donde, por
hipétesis de induccidn, tenemos el resultado.

Demostracion del Teorema de Hall. La implicacién (=) es clara. Supongamos en-
tonces que para todo S C U se tiene que |S| < |N(S)|. Procedemos por induccién
sobre |U|. Para |U| = 1 la conclusién es obvia. Tomemos una grafica bipartita (U, V')
enlaque |U| > 1y |S] < |N(S)| paratodo S C U,y supongamos que el resultado
es cierto para cualquier gréfica bipartita (U’, V") que cumpla la hipétesis y en la que
|U’| < |U|. Tenemos dos casos:

1. Para todo subconjunto propio S de U se tiene que |S| < |N(S)|. Tomemos un
elemento ug de U y sea vg vecino de ug. Sean U’ = U \ {ug}y V' =V \ {vo}.
Veamos que la grafica bipartita G’ = (U’, V') satisface las hipétesis del teorema:
Sea S C U’; entonces el conjunto de sus vecinos en G’ es el mismo que en G
salvo tal vez un elemento menos (vgp), pero como estamos suponiendo que la
desigualdad es estricta en G, entonces en G’ se tiene la desigualdad (no necesa-
riamente estricta) requerida. Al completar el apareamiento que nos da la hipdtesis
de induccién con la arista ugvg tenemos el apareamiento buscado.

2. Existe un subconjunto propio Sy de U tal que |Sp| = |N(Sp)|. Tomemos dicho
So y usemos la hipétesis de induccion para encontrar un apareamiento entre Sy
y N(Sp). Sean U' = U\ Sopy V! = V \ N(Sp). Bastard encontrar aparea-
miento de U’ a V. Para ello, por hipétesis de induccién, debemos ver que la
grifica G’ = (U’, V') satisface la hipétesis. Sea T C U’; usando la hipétesis de
la proposicién, nuestra suposicion sobre Sy y que el nimero de elementos de una
unién ajena de conjuntos es la suma del nimero de elementos de los conjuntos
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tenemos
|T'| + [So| = |T'U Sp| < |[Ng(T'U Sp)
= |[Ng(T') U Ng(So)| = |Ng:(T') U Ng(So)|
= |Ng/(T)| + [Ng(So)| = |Ng/ (T)| + |Sol,

de donde, cancelando |Sy|, tenemos |T'| < |Ng/(T')], que es lo que necesitdba-
mos.

Ejercicios

1.

Si v es un vértice de una grifica, su grado es el nimero de aristas de las que v
es un extremo. Sea GG una grifica en la que todos los vértices tienen el mismo
grado. Si G tiene 28 aristas, jcuantos vértices puede tener?

. Probar que el nimero de personas en el mundo que tienen un nimero impar de

hermanos es par.

. Dados u, v vértices en una grafica, un camino C de u a v es una sucesion de

vértices alternados con aristas C = (u = v, a1,v1,02,...,0n, U, = v) tal
que paracadat = 1,...,n, la arista a; tiene por extremos a los vértices distintos
v;—1y v;. Una grafica G es conexa si dados cualesquiera dos vértices u y v existe
un uwv-camino. Probar que si G es una gréfica, entonces ella o su complemento
G es conexa. (Nota: G es la grifica que tiene los mismos vértices de G pero dos
vértices en G forman arista si, y solo si, no la forman en G.)

. ¢Cuadl es el mdximo nimero de aristas que puede tener una grafica no conexa con

n vértices? (Sugerencia: Recordar que () =1+2+---+ (r — 1))

. Hay un tesoro en cada cubo de 1 x 1 x 1 de los 343 que forman un cubo de

7 x 7 x 7. Un duende se encuentra en el cubo central; en cada momento puede
pasar de un cubo a cualquier otro que comparta un cuadrado con el cubo donde
estd. Resulta que si regresa a un cubo por el que ya pasd, entonces un monstruo
le quita todos los tesoros que ha obtenido hasta el momento. Las salidas estidn en
las 8 esquinas del cubo. ;Es posible que el duende salga del cubo con todos los
343 tesoros?

. En una fiesta ninglin hombre bail6 con todas las mujeres, pero cada mujer baild

con al menos un hombre. Probar que hay dos parejas (m, h) y (m’, h’) tales que
m y h bailaron entre si, m’ y h’ bailaron entre si, pero m no bailé con k' ni
tampoco lo hicieron m’ y h. (Sugerencia: Considerar un arreglo rectangular de
0’s y 1’s que represente el problema poniendo 1 en el lugar (i, j) si el i-ésimo
hombre bail6 con la j-ésima mujer y O si no. Tomar un renglén ¢ con maximo
ndmero de 1’s.)

. Demostrar, con un disefio constructivo, que dado un niimero par 2n de equipos

de volibol, es posible organizar un torneo de manera que en cada ronda haya n
juegos y después de 2n — 1 rondas cada equipo haya competido exactamente una
vez con cada uno de los demads.
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8. En un torneo, cada participante debe competir exactamente una vez contra cada
uno de los demds. Hay 2n participantes y ya se jugaron dos rondas. Probar que
todavia se pueden partir los equipos en dos grupos de n jugadores de manera que
los participantes de un mismo grupo no hayan competido todavia entre ellos.

9. En un cuarto hay n nifios y n juguetes. Cada nifio escoge r de los juguetes y
resulta que cada juguete es escogido por r nifios. Probar que se pueden organizar
r rondas de juego de manera que en cada ronda cada nifio juegue con alguno de
los juguetes que eligio sin repetir.
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Problemas de practica

Como ya es costumbre, presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados es-
pecialmente para este cuarto y tltimo nimero del afio 2015. Hay que recordar que el
nivel de dificultad de estos problemas va en aumento conforme va transcurriendo el
afio, comenzando con niveles bdsicos en el primer nimero para acabar con problemas
del nivel del concurso nacional en el cuarto. Esto, para ayudarte a preparar mejor para
este concurso. Procuramos tener problemas de todas las dreas y con las ideas que mas
aparecen en la Olimpiada Mexicana de Matemadticas. Esperamos que los disfrutes.

Por dltimo, te invitamos a contribuir al enriquecimiento de esta seccioén de la revista
envidndonos problemas que te hayan parecido interesantes y retadores, cuya solucién
desees compartir con la comunidad olimpica mexicana. Para ello ponemos a tu dispo-
sicion la direccién electrénica revistaomm@gmail . com, donde con gusto recibi-
remos todas tus propuestas.

Problema 1. A un tablero de 11 x 11 se le ha quitado la casilla central. ;Sera posible
cubrir el tablero con fichas de 8 X 1y 1 X 8 sin que se traslapen piezas ni se salgan del
tablero?

Problema 2. Sea ABC' un tridngulo isdsceles de base AC. Considera un punto M
dentro del tridngulo que esté del mismo lado de C' con respecto a la mediatriz de AC'
y que cumpla que LZAMC = 2/ABC. Sea N un puntos sobre el segmento AM que
cumple que ZBNM = ZABC'. Demuestra que BN = CM + MN.

Problema 3. Sea a1, as, as, . . . una sucesion de nimeros reales tales que a; = 1y para
n > 2setienequea; +ag + -+ a, = n’a,,. Encuentra el valor de asg15.

Problema 4. Determina todos los enteros positivos N tales que al borrar el digito de la
izquierda, N es 2015 veces el nimero obtenido.

Problema 5.

(a) (Para qué enteros positivos n existen enteros z e y tales que su maximo comun
divisor sea 1998 y su minimo comtin mdltiplo sea n!?
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(b) (Para cudles de estos n el nimero de parejas (z,y) con z < y y que cumplen lo
anterior es menor que 1998?

Problema 6. Un pais tiene 200 aeropuertos conectados con algunos vuelos directos.
Para cualesquiera tres aeropuertos, hay dos de ellos que no estdn conectados con un
vuelo directo. ;Cudl es la médxima cantidad de vuelos directos que puede haber?

Problema 7. En un tablero de 2015 x 2015 van a jugar por turnos un par de jugadores
A'y B siendo A el primero en tirar. En cada turno cada uno de ellos selecciona un
subtablero de n x n con 1 < n < 2015 y borra todos los cuadraditos de una de las dos
diagonales. Ademds, no es posible seleccionar un subtablero con cuadraditos borrados.
Gana la persona que borra el tltimo cuadradito. Demuestra que alguno de los jugadores
tiene estategia ganadora y describela.

Problema 8. Encuentra todos los enteros I, m, n tales que sean primos relativos por

. . 1 1 1
parejas y tales que el ndmero (I + m + n) 7 + — + — | sea entero.
m n

Problema 9. En el tridngulo acutdngulo ABC, el pie de la perpendicular desde B a C'A
es F. Sea [ la recta tangente al circuncirculo de ABC en B. El pie de la perpendicular
desde C ales F. Demuestra que EF es paralela a AB.

Problema 10. Demuestra que todo entero positivo n satisface la desigualdad
(n—1)""(n+1)""1 < n?n,

Problema 11. Encuentra un entero positivo de seis digitos que sea cuadrado perfecto
y tal que el nimero formado por sus tultimos tres digitos sea el sucesor del nimero
formado por los tres primeros.

Problema 12. Sean M y N puntos sobre los lados AB y AC' del tridngulo ABC,

BM CN
respectivamente. Si —— + —— = 1, demuestra que M N pasa por el centroide del

i MA NA
triangulo ABC'.

Problema 13. Determina todas las parejas de enteros positivos (m,n) que satisfacen
la ecuacién 3 - 2™ + 1 = n?,

Problema 14. Sea A un subconjunto de n elementos del conjunto {1,2,...,2015} con
la propiedad de que la diferencia entre cualesquiera dos niimeros de A no es un nimero
primo. Determina el mayor valor posible de n. (Nota: el nimero 1 no se considera
primo.)

Problema 15. Sean a, b, ¢ y d niimeros reales positivos tales que 2(a+b—+c+d) > abed.
Demuestra que a? + b2 + ¢ + d? > abcd.
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Problema 16. Demuestra que si puedes dividir un poligono convexo de n? lados en n
pentdgonos convexos, entonces 1. = 3.

Problema 17. Sea ABC D un paralelogramo. Un circulo dentro de ABC D es tangente
alos lados ABy AD e interseca al segmento BD en E'y F'. Demuestra que existe un
circulo que pasa por E'y F'y es tangente a las lineas CB y CD.

Problema 18. Para cada entero positivo n, se denota por ¢(n) al nimero de enteros
positivos menores o iguales que n que son primos relativos con n. Determina todos los

.. n .
enteros positivos n tales que ——— Sea un numero entero.

p(n)
Problema 19. Determina todas las funciones f : R — R tales que
F(f@+y) = fle+y) + f(2)f(y) —xy

para todos los nimeros reales z, y.

Problema 20. Determina todos los enteros positivos &k para los cuales existen enteros

b+1 a+1
+ 5 =k.

positivos a y b tales que



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de préctica elegidos para
este nimero de la revista. Antes de leer estas soluciones, te recomendamos hacer tu
propia solucién a los problemas o al menos, haberle dedicado un tiempo considerable
a cada uno de ellos.

Es muy comun en matemadticas que cada problema tenga mas de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las tinicas. Aunque hayas
resuelto el problema y estés muy seguro de que tu solucidn es correcta, te invitamos a
leer estas soluciones y discutirlas con tus compafieros. Si logras encontrar una solucién
diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas en tus soluciones, te invitamos a
compartirla con nosotros en la direccién electrénica revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Veamos que es imposible cubrir el tablero con dichas condi-
ciones. Coloreemos de negro las casillas que estdn en la misma fila o misma columna
que la casilla central y de blanco el resto de las casillas. Notemos que al colocar una
ficha de las permitidas siempre se cubre exactamente una casilla negra y siete casillas
blancas, entonces como hay 20 casillas negras al menos se requeririan 20 fichas. Sin
embargo, 20 - 8 = 160 que es mayor a 120 el niimero de casillas que se desean cubrir,
por lo tanto dicho acomodo no existe.

Solucion del problema 2. Sea L la interseccién de la recta AM con el circuncirculo
del triangulo ABC'. En el cuadrilatero ciclico ABLC se tiene que Z/CLA = ZCBA
y por dngulos externos en el tridngulo C' LM se tiene que

LMCL=2£4CMA—-/ZCLM =2/CBA - ZCBA = ZCBA.
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Por lo tanto, el tridngulo C'M L es isdsceles, de donde se tiene que CM = LM.
Por otro lado, con el mismo ciclico se tiene que LZALB = ZACB y por hipétesis
/ZBNL = ZCBA, entonces los tridngulos BC'A 'y N LB son semejantes de donde se
tiene que el tridngulo N LB es is6scelescon BN = NL=NM+ML=NM+MC
como se queria probar.

Solucién del problema 3. De las condiciones del problema se tiene que

2
a1 +az+az+---+ap, =n"ap,

a1t as+az+ -+ anp1 = (n+1) a0

Restando la primera igualdad de la segunda se obtiene que a,+1 = (n + 1)%a,41 —
n2a,, de donde

n
Apt1 = an.
T +2
Entonces, usando esta identidad hasta llegar a a;, obtenemos que
~ 2014 2013 2012 2 1 2
92015 = 5016 2015 2014 4 3“1 T 2016-2015°

Solucién del problema 4. Supongamos que los digitos del nimero N son: a1azas - - - ax.
Si borramos el digito de la izquierda obtenemos el nimero M = asas - .. ag. La con-
dicién del problema establece entonces que N = 2015M.

Por otra parte podemos expresar

N =a1 - 10" + azaz ap = a1 - 10F71 + M = 2015M.

De aqui, a; - 10*~! = 2014M. Esta igualdad es imposible, pues 19 es un divisor de
2014 pero no lo es de a; - 10*~! (pues 19 es primo y no es divisor de a; que es un
digito, ni de 10¥~1). Por lo tanto, no existen enteros con la propiedad pedida.
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Solucién del problema 5. Denotaremos por (m, n) y [m, n] al médximo comun divisor
y al minimo comun miltiplo, respectivamente, de los enteros m y n.

(a) Sean z = 1998a y y = 1998b con (a,b) = 1. Por esto, tenemos que [z,y] =
1998ab = 2-33-37ab = n!, y como 37 es primo, se tiene que n > 37. Paran > 37,
simplemente tenemos que elegir a y b primos relativos tales que ab = #58 el cual
siempre es un entero.

(b) Tenemos que n > 37. Sea k = %. Como (a,b) = 1 tenemos que cada factor
primo de k tiene que aparecer en @ o en b (en uno solo). En k tenemos al menos
11 factores primos: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 y 31. Para cada uno de ellos,
tenemos dos opciones: que aparezca en a o que aparezca en b. Esto da un total de
21 = 2048 maneras, pero solo la mitad de ellas cumplen que z < y. Luego, si
solo estdn esos 11 factores primos tendremos 1024 parejas. Si tuviéramos al menos
un primo mds, por el mismo argumento habria al menos 2048 parejas. Por lo tanto,
el 41 no puede aparecer en k 'y 37 < n < 40 son los enteros que cumplen.

Solucién del problema 6. La respuesta es 1002 = 10000 vuelos directos. Demostra-
remos un caso mas general: si se tienen 2n aeropuertos, la maxima cantidad de vuelos
serd n2. Esto lo demostraremos por induccién sobre n y consideremos una grafica
donde los vértices son los aeropuertos y las aristas entre dos vértices indican vuelos
directos.

Para n = 1 se tienen dos aeropuertos y la mdxima cantidad de vuelos es 1, el cual
coincide con 12, por lo que la base de induccién queda demostrada. Supongamos que
el resultado es valido para cierto n = k.

Sin = k+ 1, tendremos 2k + 2 aeropuertos. Consideremos dos de ellos que tengan un
vuelo directo entre ellos, digamos a1 y as y de momento borramos ese vuelo directo.
Sean d; y da los grados de estos vértices (el grado de un vértice se define como el
nimero de aristas que parten de él). Si dy + do > 2k, por el principio de las casillas,
habra un aeropuerto que estd conectado con a; y as, lo cual es imposible y d; + dy <
2k. Sin considerar a a; y a ag, ni a los vuelos directos que de ellos salgan, lo que
queda es una gréfica con los 2k aeropuertos restantes. Por la hipétesis de induccion,
en ella hay a lo més k? vuelos directos. Luego, el total de vuelos directos es a 1o mds
k?+dy +dy+1<k?>+2k+1=(k+1)2 lo cual termina la induccién.

Nota. Es posible demostrar que para que haya k2 vuelos directos la configuracion tiene
que ser la siguiente: se parten los aeropuertos en dos conjuntos A y B, cada uno de ellos
con k aeropuertos. Los vuelos directos serdan todos los que conecten un aeropuerto de
A conuno de B.

Solucién del problema 7. Veamos que A tiene estrategia ganadora. En su primer turno
A escoge el tablero de 2015 x 2015 y borra todos los cuadraditos de una de las diagona-
les. Cuando B tira, A solo tendré que reflejar ese tiro tomando como eje de reflexion la
diagonal borrada en su primer turno. Después de cada turno de A, todo serd simétrico
respecto a la diagonal que A borré en el primer turno. Por lo tanto, si B puede hacer
su tiro, A también podré hacerlo. Como A puede borrar cuadraditos siempre y cuan-
do B haya borrado en el turno anterior, se sigue que el primero en no poder borrar
cuadraditos es B. Entonces, A tiene estrategia ganadora.
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Solucién del problema 8. El niimero es igual a (l+m+")(m"+"l+lm), por lo que Imn

tiene que dividira (I+m-+n)(mn+nl+Ilm), en partlculaénﬁ divide a (I+m+n)(mn+
nl + Im). Desarrollando, vemos que esto sucede si y solo si [ divide a mn(m + n) y
como es primo relativo con mn, [ tiene que dividir a m + n. Andlogamente, m divide
al+nyndivideal+m.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que [ > m > n. Tenemos que mf” < # =
2, por lo que m+" es 1 0 2. Si es igual a 2, los tres nimeros tienen que ser iguales y
para que sean prlmos relativos por parejas, tienen que ser igualesa 1. Sim +n = [,
tenemos que m > £ 5, porlo que -~ L <oy ”“ < 3. Ademds, como [ > m esta fraccién
no puede valer 1. Sl ”T“ 2, tenemos que m+n =1lyn+1 = 2m, de donde
obtenemos que | = 3n y m = 2n. Como [ y m deben ser primos relativos, la tnica
posibilidad es n = 1, por lo que la terna (I,m,n) es (3,2, 1). Si ZtL = 3, tenemos que
m+n=1yn-+1=3m,dedonde! = 2n y m = n. Nuevamente debemos tener que
n = 1 por lo que la terna (I, m,n) es (3,1, 1).

Por lo tanto, las ternas (I, m,n) que cumplen son (1,1,1), (3,2,1), (3,1,1) y cual-
quiera de sus permutaciones.

Solucién del problema 9. Como los angulos ZFBC' y ZBAC abarcan el mismo

arco I?E’, tenemos que son iguales. Por otro lado, como los angulos ZCFBy /BEC
son rectos, el cuadrilatero FFCEB es ciclicoy ZFBC = ZFEC. Luego, ZFEC =
ZBAC, de donde F'E es paralelaa BA.

l B

Solucion del problema 10. Si n = 1 obtenemos que 0 < 1. Supongamos que n > 1.
Entonces, 0 < n —1 <n 4+ 1y por lo tanto

(n—1D)""Mn+D)" < (n-1)"n+1)"=n*-1)"< @H)" =n*"

Solucién del problema 11. Sea N el nimero formado por los primeros tres digitos
del niimero buscado. Como N + 1 es el nimero formado por los tres tdltimos digitos
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tenemos que el nimero buscado serd 1000N + (N + 1) = 1001N + 1 para cierto N
entre 100 y 998.

Igualando este nimero a un cuadrado tenemos que 1001 N +1 = x2. Queremos ver para
qué valores de N se obtiene un z entero. Pasando el 1 al lado derecho y factorizando,
tenemos que 1001N = (z + 1)(z — 1). Luego, tenemos que factorizar a 1001 N como
el producto de dos niimeros que difieran en 2. Por otro lado, como z? tiene seis digitos,
tenemos que z < 1000.

La factorizacién en primos de 1001 es 7 x 11 x 13. Cada uno de estos factores primos
puede estaren z + 1 oen x — 1. Una opcidén es que 7 x 11 dividaa z + 1 y que 13
dividaa x — 1. Para que 7 x 11 dividaa « 4+ 1, = + 1 tiene que ser de la forma 773,
dedonde x = 77t — 1y x — 1 = 77¢ — 2. Queremos encontrar un 7 tal que 777 — 2
sea miiltiplo de 13. Como 13 divide a 787, para que divida a 77z — 2, tiene que dividir
a78i — (77i — 2) = i + 2. El primer ¢ que cumple esto es 11. Con este valor, tenemos
quexr =T77(11) — 1 = 846 y 2% = 715716.

Solucion del problema 12. Sea D el punto medio de AC. Como % < 1, el punto N
estd en el segmento C'D. Sea G el punto de interseccion de BD y M N.

C
N,

A M B

Aplicando el teorema de Menelao® en el tridngulo ABD con la recta M N, tenemos

DG  BM . AN __
que GB  MA ND — 1.Lueg0,

BG DM AN _(,_ CN) AN
GD MA ND NA/ ND
NA—-CN (2CD-CN)-CN

ND ND
OND

—— =2.
ND

Por lo tanto, G es el centroide del tridngulo ABC, pues el centroide divide cada me-
dianaenrazén 2 : 1.

Solucién del problema 13. Tenemos que n? = 1 (mod 3). Luego,n = 3k+10 3k+2
para algiin entero no negativo k.
1.n = 3k + 1. Después de simplificar, obtenemos que 2™ = 3k2 + 2k = k(3k + 2).

3Ver en el apéndice el teorema 11.
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Luego, k£ y 3k + 2 son ambos potencias de 2. Es claro que £k = 2 es una solucidn,
mientras que k = 1 noloes. Si k = 2P con p > 2, entonces 3k +2 = 2(3-2P"1 + 1)
no es potencia de 2 ya que 3 - 2P~! 4 1 es impar. Por lo tanto, la tinica solucién en este
casoesn =7Tym =4,conk = 2.

2.n = 3k + 2. Simplificando obtenemos que 2™ = 3k? + 4k +1 = (3k + 1)(k + 1)
de donde k£ 4+ 1 y 3k 4+ 1 son ambos potencias de 2. Si k& = 0, entonces 2™ = 1y
por lo tanto m = 0, lo cual no puede ser. Si k& = 1, obtenemos 2" = 8 de donde
m = 3.Si k > 1, tenemos que 3k + 1 = 2k + (k+ 1) > 2k + 2 y por lo tanto
4(k+1) >3k +1 > 2(k+1). Luego, si k + 1 = 2P para algiin entero no negativo p,
entonces 2P2 > 3k + 1 > 2P*L o que significa que 3k + 1 no puede ser potencia de
2. Por lo tanto, la tnica solucién en este casoes m = 3y n = 5.

Por lo tanto, las parejas (m, n) buscadas son (4,7) y (3,5).

Solucion del problema 14. Si n € A, entoncesn + i ¢ A parai = 2,3,5,7. De
entre los nimeros n + 1, n + 4 y n + 6 a lo més uno puede estar en A. Luego, entre
cualesquiera 8 enteros consecutivos, a lo mds 2 pueden estar en A. Por lo tanto, |A| <
2[2015/8] = 504 (donde [z] denota el menor entero que es mayor o igual que x).
Un ejemplo es el conjunto {4k + 1 | £k = 0,1,...,503}. Es claro que este conjunto
satisface las condiciones del problema, pues la diferencia entre cualesquiera dos de sus
elementos es multiplo de 4. Luego, la respuesta es 504.

Solucion del problema 15. Consideraremos dos casos.
Caso 1. abed > 16. Tenemos que,

2abed < 2(2a+2b+2c+2d) < (4 +a®) + (4 +b*) + 4+ ) + 4+ d*)
=16+ a®>+b% 4+ 2 + d® < abed + a® + b* + 2 + d2,
de donde a? + b% + ¢ + d? > abed.

Caso 2. abcd < 16. Por la desigualdad media aritmética-media geométrica, tenemos
que,

a? + b2+ 2+ d? > 4Va2b22d? = V16abed > Va2b2c2d? = abed.

Solucién del problema 16. Sabemos que la suma de los dngulos internos de un penté-
gono es igual a 3 - 180°, por lo que si se tienen n pentdgonos, entonces la suma de sus
angulos internos es igual a 3n - 180°.

Por otro lado, el poligono completo tiene una suma de dngulos que es igual a (n? —2) -
180°. La suma de los dngulos de los pentdgonos es mayor que la suma de los dngulos
del poligono (porque en el poligono s6lo se suman los dngulos de los pentdgonos que
quedan en la orilla). Asi, tenemos que 3n - 180° > (n? — 2)180° y por tanto 0 >
n? — 3n — 2. Bsta desigualdad es equivalente a la desigualdad 2 > n(n — 3) la cual
es cierta si n < 3. Como n > 3, la unica posibilidad es n = 3. El siguiente ejemplo
muestra que es posible hacer la divisién con n = 3.



Soluciones a los problemas de practica 21

Solucion del problema 17. Sean k; el circulo dado, P su centro, y T7 y T los pies de
las perpendiculares desde P a ABy a AD, respectivamente. Sean a = AB = CD,
b = BC = DA. Por ser tangentes, sea © = ATy = ATs. Sea T un punto en el
rayo CB tal que BT5 = BT} pero tal que T3 no estd en el segmento CB. Sea ) la
interseccion de la perpendicular a C'B por 13 y la bisectriz de ZBCD.

C

Demostraremos que el circulo ko con centro () y radio QT3 satisface la condicién
requerida.

Como (@ esta en la bisectrizde ZBC D y QT5 es perpendicular a C'B, ks es tangente a
CByaCD,porlo que solo tenemos que demostrar que intersecaa BD en E'y F. Sea
T, el punto de tangenciade k3 y C'D. Tenemos que BT3 = BT} = AB— AT, = a—uz.
Por tangentes, CTy = CT3 = CB 4+ B13 = b+ a — . Como a > z, tenemos que
CTy, > CDy Destaentre C'y Ty. Luego

DT, =CTy—CD=(b+a—z)—a=b—x= DT

Luego, tenemos que BTy = B3y D1y = DT,. Como BT) y BT3 son tangentes
desde B a k; y a ko, B tiene la misma potencia respecto a los dos circulos. De manera
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andloga, D también y BD tiene que ser el eje radical de k; y k2. Luego, como k;
interseca a BD en E y F, también lo hard ko.

Solucion del problema 18. Un resultado conocido de la funcién p(n) establece que si
la factorizacion en primos de n es p]'p5? - - - p%~ entonces
-1 -1 —
p(n) = (p1 = pt" ™ (p2 = Dpg” "+ (pr — "
Supondremos adicionalmente que p; < p2 < --- < p,, es decir, que los primos
aparecen ordenados.
La condicién ¢(n) | n equivale a:

ay;—1 a,—1

Pepst - pi = [(p1 — p$* 2 — Dp3* - (pr — Dpn e

para algiin entero ¢, y después de cancelar obtenemos,

pip2-pr = [(p1 — D(p2 — 1) -+ (pr — 1)]e.

Pero cualquier primo que divida a p; — 1 es estrictamente menor que p; y por tanto
no puede dividir al lado izquierdo. La tnica forma de evitar la contradiccion es que
p1 — 1 =1, es decir, p; = 2. Notemos ademds que 2 solo aparece una vez en el lado
izquierdo, por lo que solo debe aparecer una vez en el lado derecho. Como pa, . .., p,
son primos impares, al restar 1 aparecerdn otros factores 2 lo cual serd una contradic-
cién a menos que r < 2 (y que el Unico posible factor primo que aparezca en el lado
izquierdo provenga de po — 1). Si r = 2, tenemos que 2ps = (p2 — 1)c. Como pgy — 1
es primo relativo con py tenemos que debe dividir a 2, por lo que po — 1 = 2 y por lo
tanto po = 3. Luego, los enteros que cumplen son de la forma 2% y 2% - 3* cona y b
enteros positivos.

Solucién del problema 19. Haciendo y = 0, obtenemos f(f(z)) = (1 + f(0))f(x).
Reemplazando x por = + y en esta relacién obtenemos,

(T4 £0) f(z+y) = f(flx+y))
= flx+y)+ f(2)f(y) — xy,

de donde

FO) (@ +y) = f(x)f(y) — zy. 0]
Sustituyendo y = 1 en esta relacién obtenemos

FOf(x+1) = f(x)f(1) — =, 2)
y sustituyendo y = —1 y reemplazando = por z 4+ 1 nuevamente en la relacién (1)

obtenemos

FO)f(x) = fle+1)f(=1) + 2+ 1. 3)
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Multiplicando la relacién (3) por f(0) y usando la relacién (2) obtenemos
((f(0)* = F)F(=1))f(2) = (f(0) = f(=1))z + f(0).
Si (£(0))? — f(1)f(=1) # 0, entonces f(z) es lineal. Si (f(0))? — f(1)f(-1) = 0,

entonces haciendo 2z = 0 en la dltima relacién obtenemos que f(0) = 0y por lo tanto
f(x)f(y) = zy. Luego, f(z)f(1) = x para todo nimero real x, de modo que f(1) # 0
y f(z) = F{ es lineal.

Finalmente, sustituyendo f(z) = az + b en la relacién original y simplificando, obte-
nemos que (a® — a — ab)(z +y) = (a® — 1)zy + b(b — a) para todo nimero real x, y.
Siz =1,y = 0, obtenemos que a? — a = b%; ysiz = y = 0, tenemos que b = 0 o
b=a.

Si b = 0, entonces a® —a = 0, de donde a = 0 0 a = 1. Si a = 0 obtenemos que
f(z) = 0y al sustituir en la relacién original obtendriamos que 0 = zy para todo
ntmero real z, y, 1o cual no es posible. Por lo tanto, @ = 1 y de esta manera f(x) = x.
Si b = a, entonces a? — a = a?, de donde @ = 0. Luego,b = a =0y f(z) = 01lo cual
vimos antes que no es posible.

Finalmente, es fécil verificar que f(x) = x satisface la relacién original y por lo tanto
es la tnica solucion.

2

Solucién del problema 20. Fijemos un entero positivo &k que satisface las condiciones
del problema. De entre todas las parejas de enteros positivos (a, b) que satisfacen la
igualdad b'le + “%{1 = k, consideremos una pareja de suma minima. Demostraremos
que tal pareja satisface que a = b. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a >
b. Consideremos la ecuacion HTl + m%{l = k, la cual es equivalente a la ecuacién
22 — x(kb — 1) + b*> + b = 0. Una raiz de esta ecuacién es 1 = a, y la otra es
To =kb—1—a = % (si z1 y @2 son las raices de la ecuacién x2 + bz + ¢ = 0,
entonces r1 + x2 = by x1x2 = ¢) la cual es un entero positivo. Por la minimalidad de
a+btenemos que T2 +b > a+b, de donde % > a.Luego, b®>+b > a? > (b+1)? =
b2 + 2b + 1, 1o cual es imposible. Por lo tanto, debemos tenera = by k = 2 + % De
aqui,a = 2 0a = 1, y en consecuencia k = 3 o k = 4, respectivamente. Por lo tanto,
los enteros que satisfacen la condicién del problema son 3 y 4.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2015 No. 4.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que los problemas en esta seccién no tienen solucién, por lo
que te invitamos a que los resuelvas y nos envies tus soluciones.

Las soluciones de los problemas de esta seccion se escogerdn de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Considera la lista

1

1
1.2’

1 1
2-373-477777 2014-2015°

Halla todos los grupos de términos consecutivos de la lista cuya suma sea igual a %.

Problema 2. Considera una cuadricula de 12 x 12 en la que estdn escritos nimeros
enteros positivos. Tienes dos operaciones que puedes aplicar tantas veces como quieras
y en el orden que quieras.

1. Puedes multiplicar todos los nimeros de una fila por 2.

2. Puedes restar 1 de todos los nimeros de una columna.
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Demuestra que sin importar cudles nimeros estan originalmente en la cuadricula, siem-
pre puedes lograr que todos se conviertan en ceros.

Problema 3. Sea n un entero positivo y sea M el promedio de los divisores positivos
de n. Demuestra que M > /n.

Problema 4. Sea n un entero positivo con n > 2. Demuestra que

1 <1+1+ + 1 )>i(l+l+ +i>
n—+1 3 2n—1 n\2 4 on/

Problema 5. En cada vértice de un dodecdgono regular se pone una ficha con un lado
blanco y un lado negro. En cada movimiento es posible elegir una ficha negra y darle
la vuelta a sus dos vecinos. Encuentra todas las configuraciones iniciales desde las
cuales, después de alguna secuencia de movimientos, se puede llegar a que todas las
fichas, excepto una, estén en su lado blanco.

Problema 6. Sea AB un segmento con punto medio M. Dos circunferencias C; y Co
tienen como cuerdas los segmentos AM y M B, respectivamente. El segundo punto de
interseccién de C; y Cs es C'. La bisectriz del angulo ZC'M A intersecaa C; en Py la
bisectriz del dngulo ZC M B interseca a Cy en ). Muestra que P(Q) es perpendicular a
MC.

Problema 7. Lalo y César juegan volados. Lanzan n veces una moneda. César gana si
la cantidad de dguilas obtenidas es multiplo de 4, y Lalo en otro caso. Encuentra todos
1

los valores de n para los cuales la probabilidad de que gane César sea 7.

Problema 8. Sea xp = z; = 1y paran > 1 definimos

2
n

Tp—1+ 2:En .

X
Tp+1 =

Encuentra una férmula cerrada para la secuencia zg, 1, T2, . . ..

Problema 9. Se tiene un papel cuadriculado de 102 x 102 y una figura de 101 cuadra-
dos conectados por aristas, cuya forma desconocemos. /Cudl es la menor cantidad de
copias de la figura que podemos cortar del papel?

Problema 10. Determina todos los enteros positivos a tales que para cualquier entero
positivo n > 5 se cumple que 2" — n? es divisor de a™ — n®.
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2015 No. 1.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 1, afio 2015. Queremos agradecer en esta ocasién a Leonardo Jesus
Méndez Villamil por habernos enviado su solucién al problema 1 y aprovechamos para
invitar a todos los lectores a participar envidndonos sus trabajos para que puedan salir
publicados en los niimeros posteriores de la revista. Recuerda que en el siguiente nime-
ro de la revista aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos
en Tzaloa 2, afio 2015, por lo que atin tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Sean p, ¢ y r tres nimeros primos mayores que 3 que estin en progresion
aritmética con razén d. Muestra que d es multiplo de 6.

Solucién de Leonardo Jestis Méndez Villamil. Como 6 = 2 X 3, tenemos que de-
mostrar que d es multiplo de 2 y de 3. Supongamosque g =p +dyr = p+ 2d.
Como p, q y r son primos mayores que 3, cada uno es un primo impar, por lo que d
tiene que ser par.

Si d no fuera mdltiplo de 3, tiene que ser de la forma 3a & 1 con a un entero positivo.
Como p es un primo mayor a 3 no puede ser miltiplo de 3, asi que p es de la forma
3b % 1 con b un entero positivo. Veamos cada caso.

l.p=3b—1yd=3a—1.Tenemosquer =p+2d = (3b—1)+2(3a—1) =
3(2a + b — 1), el cual es miiltiplo de 3.

2. p=3b—1yd = 3a+1.Tenemos que ¢ = p+d = (3b—1)+(3a+1) = 2(b+a),
el cual es maltiplo de 3.

3. p=3b+1yd = 3a—1.Tenemos que ¢ = p+d = (3b+1)+(3a—1) = 2(b+a),
el cual es maltiplo de 3.

4. p=3b+1yd=3a+1.Tenemosquer =p+2d = (3b+1)+2(3a+1) =
3(2a + b+ 1), el cual es miiltiplo de 3.

Luego, en cada caso llegamos a una contradiccion, pues el tnico primo multiplo de 3
es justo el 3. Por lo tanto d es miltiplo de 3, que es lo que faltaba demostrar.

Nota. Un resultado muy relacionado es el siguiente: todo nimero primo p mayor que
3 es de la forma 6k £ 1 para cierto entero positivo k.

Problema 2. Demuestra que un nimero de 9 digitos que tenga exactamente una vez
los digitos del 1 al 9 y que termina en 5, no puede ser un cuadrado perfecto.

Solucién. Supongamos que si es posible y sea D = A2 un niimero que cumple. Como
D termina en 5, A también termina en 5. Luego, A = 10a + 5 para cierto entero
positivo a. Sustituyendo, tenemos que

D = A? = (10a + 5)* = 100a” + 100a + 25 = 100a(a + 1) + 25.
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De aqui podemos concluir que el penultimo digito del ndimero es igual a 2. Ademas,
podemos concluir que el antepeniiltimo digito serd el dltimo digito de a(a + 1). Revi-
sando con cada uno de los 10 digitos en los que puede terminar a, notamos que este
digito solo puede ser 0, 2 0 6. Como 0 no puede ser considerado y 2 y estd en el nimero,
concluimos que el digito es el 6 y D tiene que terminar en 625.

Como 52 divide a cualquier niimero que termina con tres ceros y también divide a 625,
tenemos que 5% divide a D. Pero como D es un cuadrado perfecto, 5% divide a D.
Ademds, como 5% = 625, tenemos que 5% divide a D — 625 y este niimero termina en
3 ceros. Luego, el siguiente digito tiene que ser 0 0 5 (pues de otro modo, 5 no puede
dividir a D — 625). Como no puede ser ni 0, ni 5, llegamos a una contradiccién y el
nimero no puede ser un cuadrado perfecto.

Problema 3. Sea PQR.S un cuadrildtero ciclico con ZPSR = 90° y sean H y K los
pies de las perpendiculares desde () hacia los lados PR y PS. Demuestra que H K
biseca al segmento )S.

Solucién. Sea M el punto de intersecciéon de HK y Q.S. Como KQ y SR son perpen-
diculares a K'S tenemos que son paralelas entre si y ZQKH = ZQSR. Ademas, el
cuadrilatero PQRS es ciclico, por lo que ZQSR = ZQPR. Pero como LZQKP =
ZPHQ@ = 90°, el cuadrilitero KQHP es ciclicoy ZQPH = ZQKH. Luego,
podemos concluir que ZSQK = ZQKM Yy el tridngulo KQM es isdsceles con
MK = MQ.

En un tridngulo rectdngulo, sabemos que el circuncentro es el punto medio de la hipo-
tenusa. En el tridngulo rectangulo S K (), como M estd tanto en la hipotenusa como en
la mediatriz de K@), concluimos que M es el circuncentro del tridngulo SK Q) y por lo
tanto, es el punto medio de ()S.

Solucién alternativa. Sea L el pie de la perpendicular desde @) a RS. Por el teorema
de Simson?, los puntos H, K y L estan alineados. Por otro lado, el cuadrilatero KQLS

4Ver en el apéndice el teorema 12.
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es un rectdngulo, y por lo tanto, su diagonal K H biseca a la otra diagonal ().S, como
queriamos demostrar.

Problema 4. Antonio escribe una lista de fracciones de acuerdo con la siguiente regla:
si la dltima fraccién escrita x es menor o igual que %, entonces el siguiente nimero
en la lista es 2z. De lo contrario el siguiente nimero que escribe serd 2(1 — x). Si el
primer nimero de la lista es (cudl es el nimero que escribe en la posicién 20147

11’
Solucwn Reahcemos la lista con los primeros casos: Como % < % el siguiente es
5y _ 10

2. Como & > 1 entonges el 51%u1ente es 2( ?) 2(ﬁ)4— 19. Dado que P >
el 31gu1ente serd 2(1 — ﬁ) = Como 2 17 < 5 contindia 77 y después 5 8 Y como
8 6

11 > 3. ¢l siguiente en la hsta sera 21— L£) =2(3&) = &, por lo que la lista se
cicla.

Tenemos entonces
3 6 10 2 4 8 6 10

17117117 117117117 117 11
La posicién 2014 corresponde a la posicién 2013 de la sucesién peridédica

6 10 2 4 8 6 10

117117117117 117 117 11
que se repite cada 5 términos. Esto quiere decir que en esta lista la posicién 2011 es
161 ,1a 2012 es 10 7 ¥ la 2013 es 5. Por lo tanto, la posicion 2014 en la lista original es
también =

Problema 5. Si Antonio escribe otra lista con la misma regla que el problema anterior,
y en la cuarta posicion le toca escribir el nimero 1, ;cudl es el mayor nimero que pudo
iniciar la lista?

Solucién. El 1 lo podriamos obtener de dos formas: 2z = 1y 2(1 — z) = 1. Enel
primer caso tenemos que el término anterior (el tercer término de la sucesion) es % y
en el segundo también es % Pero el segundo caso llevaria a una contradiccién porque
solo se puede aplicar cuando x es mayor que 3 L

Concluimos entonces que el tercer termmo necesarlamente debe ser igual a 2 Plantea-
mos de nuevo las posibilidades: 2:c = 2 y2(1l—2) = 1 . En el primer caso tenemos

T = y enel segundo (1 — z) = 4 y por tanto x = %, ambas p051b111dades vdlidas.
Caso 1 La sucesion tiene la forma a, 4, 271 Al considerar 2a = y 2(1—a) = i
obtenemos las posibilidades: a = = y a = %

Caso 2. La sucesi6n tiene la forma a,3,1,1. Planteamos 2a = 2 y 2(1 —a) = 2,
obteniendo a = % ya= %.

. og oqe . , [
Concluimos entonces que las posibilidades para el primer nimero son 1, T, % y 5- De

estos, el mayor es el g.

Nota. ;Puedes demostrar que en general, para que en la posicidn k aparezca 1 es nece-

sario que la sucesion inicie con un niimero de la forma g’,;fll donde 27 + 1 es cualquier

impar entre 1y 2712
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Problema 6. Sean a;,as,as,a4 y a5 nimeros reales tales que cualesquiera dos de
ellos difieren por al menos 1. Supongamos que para algin nimero real k£ se cumple
que a1 + az + az + as + as = 2k y a? + a3 + a3 + a3 + a? = 2k?. Demuestra que
k2 > 2.

=3

Solucion. Sin pérdida de generalidad supongamos que a5 > a4 > asz > a2 > aj.
Como a;+1 —a; > 1 debemos tener que a; —a; > i — jparatodo¢ > j,1 <4, < 5.
Entonces, (a; — a;)? > (i — j)?. Sumando sobre todos los indices i, j obtenemos que

> (ai—a;)? >4 x 17 +3x 22 +2x 3%+ 4% =50.
1<4,5<5
Esto es,
5
42@? -2 Z a;a; > 50.
i=1 1<j<i<5

Por otro lado, sabemos que

5 5 2
af +2 a;a; = a; | = 4k>.
i=1

1<j<i<5 i=1

Sumando ambas relaciones obtenemos que

5
10k =5 a7 > 50+ 4k”

=1

de donde k? > 22.

Problema 7. Sean ¢ y s enteros diferentes de 0 y sea (x,y) una pareja de enteros. Un
movimiento cambia la pareja (z,y) por la pareja (z — ¢,y — s). Una pareja es buena
si después de cierta cantidad de movimientos (posiblemente cero) se llega a una pareja
de enteros primos relativos (podrian ser negativos).

= Demuestra que la pareja (s, t) es buena.

= Demuestra que existe una pareja (z, y) que no es buena.

Solucién.

= Supongamos que (s,t) no es buena. Después de un movimiento llegamos a
(s — t,t — s). Para que sean primos relativos tiene que darse, sin pérdida de
generalidad, s —t =1yt —s=—1.

Demostraremos que hay un primo p que divide al nimero s + ¢. Para ello, hay

que demostrar que dicho nimero es diferente de —1, 0y 1. Como s — ¢ es impar,

s + t no puede ser igual a 0. Ademas se cumplen las igualdades,
s+t=(s—t)+2t#(s—t)+0=1,
s+t=(t—8)+2s#(t—s5)+0=—-1.



30 Problemas de Entrenamiento

Luego, existe un primo p que divide a s+ ¢. Después de p movimientos, la pareja
(s,t) pasaa (s—(p—1)t,t—(p—1)s). Cadauno de estos niimeros es congruente
a s+t modulo p, por lo que no son primos relativos, lo que es una contradiccién.

= Si m es el mdximo comun divisor de s y ¢, tenemos que s = ms’ y t = mt’.
Sean z e y enteros tales que sz — ty = m. Demostraremos que la pareja (z, y)
no es buena. Dividiendo entre m, tenemos que s’z — 'y = 1, de donde x e y
son primos relativos. Supongamos que después de k£ movimientos hay un primo
pquedivideax — kt y ay — ks. Se tiene que

0=s(zx—kt) —tly — ks) = sz — ty =m (mod p),
de donde p divide a m, el cual divide a s y a t. Pero como p divide a x — kt y

ay — ks, se tiene que p divide a = y a y, lo cual es una contradiccion. Luego,
(z,y) no es buena, como queriamos.

Problema 8. Determina todas las ternas de enteros mayores que 1, (m, n, k), tales que
420+ +ml=nk

Solucion. Sea S(m) = 1! + 2! + - - - + m!. Entonces

5(2) =3,

S(3) =9 =3 (que es solucién),
S(4) =33 =3x11,

S(5) =153 = 3% x 17,

S(6) = 873 = 3% x 97,

S(7) = 5913 = 3% x 73,

S(8) = 46233 = 3% x 11 x 467.

Como 9! = 0 (mod 3%), para m > 8 tenemos que S(m) = S(8) = 0 (mod 3%) y
S(m) = S(8) # 0 (mod 3%). Esto implica que si S(m) = n¥ y k > 1, entonces
k = 2. Como S(4) = 33 = 3 (mod 5), tenemos que S(m) = 3 (mod 5) para todo
m > 4. Ahora, n?> = 0,1 0 4 (mod 5). Luego, S(m) # n?. Por lo tanto, la dnica
solucién es (m,n, k) = (3,3,2).

Problema9. Sean a;, as, . . ., a, y k nimeros reales positivos tales que a; +as+- - -+
an =3k, a3+ a3+ - +a2 =3k>ya} + a3 +---+ a2 > 3k® + k. Demuestra que

se pueden elegir dos de los ndmeros a1, as, . . ., a, tales que la diferencia entre ellos es
mayor que 1.

Solucién. Multiplicando la igualdad

a1 +ag+---+a, =3k (@)
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por la desigualdad
ai +a3+---+ad >3k +k
obtenemos la desigualdad
ai+ay+ - +ad+alay +arad +adaz + aray + - 5)
cee af’l_lan + an,laf1 > 9k* + 3k2.
Abhora, elevando al cuadrado la igualdad
a%+a§+-~-—|—ai:3k2, (6)
obtenemos la igualdad
cfl1 + a% 4+t ai + 2a§a§ + 2a%a§ + -+ 2@,21_1a3I = 9k*. @)
Restando la igualdad (7) de la desigualdad (5) obtenemos,
(a?ag - 2a%a% + alag) +- 4 (ai_lan — 2ai_1ai + an,laf’l) > 3k?,
que es equivalente a la desigualdad
aras(a; — az)? 4+ arasz(ay —az)® + -+ an_1an(an_1 — a,)?® > 3k> (8)

Abhora, si la diferencia entre cualesquiera dos de los niimeros a1, as, .. ., a, €s menor
o igual que 1, tenemos que

ar1a2+a1a3+- -+ an_1an > a1a2(a1 —a2)’ +araz(ar —az)’ +- 4 an_1an(an_1—an)?,
y por la desigualdad (8) tenemos que
aras 4+ araz + -+ an_1a, > 3k>. 9)

Por otra parte, si elevamos al cuadrado la igualdad (4) y luego restamos la igualdad (6)
obtenemos que 2ajaz + 2a1a3 + - - - + 2ap—10, = 6k2, lo que contradice la desigual-
dad (9). Por lo tanto, se pueden elegir dos de los nimeros a, as, . .., a, tales que la
diferencia entre ellos es mayor que 1.

Problema 10. Cada entero positivo se va a pintar con uno de 10 colores distintos dis-
ponibles respetando la siguiente condicién: “Si un entero positivo n es la suma de tres
enteros positivos distintos, entonces al nimero n se le pinta del mismo color del menor
de sus sumandos o del mismo color del mayor de sus sumandos”. Por ejemplo, como
40 = 25 4 10 + 5, entonces al niimero 40 se le debe pintar con el mismo color que se
ha pintado al 25 o con el mismo color que se ha pintado al 5. ;De cudntas maneras se
puede realizar el coloreado respetando la condicién mencionada?

Solucion. Resolveremos este problema para una cantidad n > 1 de colores disponi-
bles. Sea A el conjunto de los n colores y sea f una funcién que asigna a cada entero
positivo un color de A respetando las condiciones del problema. Entonces, el problema
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se reduce a contar el ndmero de funciones f que hay con las condiciones pedidas. Co-
mo el menor entero positivo que puede escribirse como suma de tres enteros positivos
distintos es el 6 = 1+2+ 3, tenemos que f(6) = f(1) o f(6) = f(3). Consideraremos
tres casos.

Caso 1. f(1) = f(3) = f(6).Como1+2+6=9,1+3+6=10,1+4+6=11
y 145+ 6 = 12, tenemos que f(1) = f(6) = f(9) = f(10) = f(11) = f(12).
Supongamos que existe un entero positivo & > 12 tal que f(1) = f(¢) para9 <t < k.
Comok+1=1+2+ (k—2),entonces f(k+ 1) = f(1).Porlo tanto, f(t) = f(1)
para todo entero ¢t > 9. Solo falta analizar el pintado de los nimeros 2,4,5,7y 8.

= Todos tienen el mismo color que el 1. Entonces, el nimero de funciones en este
subcaso es igual a n.

= Sélo uno de ellos tiene color diferente al 1. Basta que este niimero no pueda ser
escrito como suma de tres ndmeros diferentes (pues si pudiera escribirse como
suma de tres ndmeros distintos, tendria que ser del color del 1). Luego, este
nimero puede ser el 2, 4 0 5. Asi, tenemos 3n(n — 1) funciones en este subcaso.

= Hay al menos dos nimeros, digamos 7 < j tales que su color es diferente al del
1. Si no son consecutivos, tenemos que i + (i + 1) +j > 2+ 3+ 4 =9, 1o que
es una contradiccion. Luego, siempre que se tengan dos con color diferente al 1,
deben ser consecutivos. Esto demuestra que solo hay dos nimeros que pueden
ser diferentes del 1 y estos tienen que ser consecutivos, dejandonos las opciones
4,507,8.Como 8 =1+ 3+ 4, nopueden ser 7y 8. Luego, deben ser 4y 5, y
no importan sus colores. Por lo tanto, en este subcaso hay n(n — 1)? funciones
(n opciones para el color del 1, n — 1 para el color del 4 y n — 1 par a el color
del 5).

Asi, en este caso el nimero de funciones es igual a n + 3n(n — 1) + n(n — 1)? =
n3 +n? —n.

Caso 2. f(1) # f(6). Entonces, f(3) = f(6). Observemos que los nimeros 3+4+6 =
13y 3+ 5+ 6 = 14 tienen el mismo color que el 3. Ademds, 1 + 2 + 10 = 13,
1+2+11=14,1+24+7=10,1+2+8=11,14+3+9=13,1+2+5=38,
1+2+4=7y3+4+ 5 = 12. Esto muestra que hasta este momento todos los
nimeros desde el 4 hasta el 14 son pintados con el color del 3. Supongamos que existe
un entero k > 14 tal que todos los nimeros desde el 4 hasta k son pintados con el
color del 3. Luego,como k + 1 =3+4+ (k—6)y f(3) = f(k — 6), tenemos que
f(k+1) = f(3). Por lo tanto, f(t) = f(3) para todo entero t > 4. Asi, en este caso
hay n?(n — 1) = n3 — n? funciones (n opciones para el color del 3, n para el color del
2y n — 1 parael color del 1).

Caso 3. f(3) # f(6). Entonces, f(1) = f(6). Notemos que todos los nimeros desde
14+2+6=9hastal+ 5+ 6 = 12 son del mismo color que 1. También notemos que
34+4+5=12yporlo tanto f(5) = f(1). Luego,como 14+2+5=8,1+5+8 =14,
1+4+8=13y3+ 4+ 7 = 14, tenemos hasta el momento que todos los nimeros



Problemas de Entrenamiento 33

desde el 5 hasta el 14 son pintados con el mismo color que 1. Supongamos que existe
un entero k > 14 tal que todos los enteros desde 5 hasta k son pintados del mismo
color que 1. Luego,como k+1 =1+2+ (k—2)y f(1) = f(k — 2), entonces
f(k+1) = f(1). Por lo tanto, para todo entero ¢ > 5 tenemos que f(¢) = f(1). Como
243+ 4 =9, tenemos que f(2) = f(1) o f(4) = f(1). Analicemos los siguientes
subcasos.

= Si f(2) = f(4) = f(1), el nimero de funciones es igual a n(n — 1).

= Si f(2) # f(1), entonces f(4) = f(1) y el nimero de funciones es igual a
n(n —1)>2.

= Si f(4) # f(1), entonces f(2) = f(1) y el nimero de funciones es igual a
n(n —1)=%

Luego, en este caso el nimero de funciones es igual a n(n — 1) + 2n(n — 1)? =
2n3 — 3n? 4+ n.

Por lo tanto, el nimero total de funciones que cumplen las condiciones del problema
esigual a

(n® +n% —n) + (n® —n?) + (2n® — 3n% + n) = 4n® — 3n? = n?(4n — 3).

Para el caso n = 10, tenemos que el nimero de formas en que se puede hacer el
coloreado respetando la condicién del problema es igual a 100(37) = 3, 700.
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Olimpiada de Matematicas en Guanajuato, 2015

La Olimpiada de Matematicas en Guanajuato (OMMGto) consta de 5 etapas. Cada
afio la convocatoria de la OMMGto se lanza en el mes de febrero. El primer examen
selectivo consta casi siempre de 20 preguntas de opcién miltiple y de 5 problemas
sin opciones con respuesta numérica. La aplicacion de este examen se lleva a cabo en
distintas sedes del estado y aproximadamente 17 sedes participan cada afio. De esta
manera se abarca la mayor extension del territorio para invitar a participantes de casi
todo el estado. De esta primera etapa se eligen aproximadamente a las mejores 300
puntuaciones.

El segundo examen selectivo se realiza en la Preparatoria Oficial en la ciudad de Gua-
najuato, y lo conforman 5 problemas sin opciones y en este examen los participantes
ya tienen que explicar sus soluciones. Los 30 mejores contindan en el proceso.

Hay dos entrenamientos de todo el fin de semana en la ciudad de Guanajuato, a los
cuales se les invita a los 30 participantes elegidos de la etapa anterior, y en el dltimo
entrenamiento se aplica un tercer examen para elegir a 24 muchachos.

Hay dos entrenamientos largos (de una semana) durante las vacaciones y después puros
entrenamientos de fin de semana. El cuarto examen selectivo se aplica a finales de
agosto, y es un examen de dos dias con formato parecido al del concurso nacional. De
ahi se elige a la preseleccion estatal de 12 participantes.

El proceso contindia con mds entrenamientos de fin de semana y a cada entrenador
del Comité se le asigna un participante para trabajar de manera individual. El dltimo
examen selectivo es una simulacién del concurso nacional. Para los participantes es
muy parecido al cuarto examen selectivo, pero con el fin de entrenarlos como defenso-
res de puntos, se hace una simulacién con coordinadores y profesores. Los exdmenes
se califican y luego se deliberan las calificaciones de una manera muy parecida a las
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coordinaciones del concurso nacional, con firma y todo. Cuando ya se tiene a la dele-
gacion de 6 participantes, se continia con mds entrenamientos de fin de semana y un
entrenamiento un poco mds largo cercano al concurso nacional.

A continuacién presentamos los problemas del cuarto examen selectivo de la OMMGto
aplicado el pasado 29 y 30 de agosto. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas
cada una para resolver los problemas.

Problema 1. Una comisién de gatos y perros se retinen para negociar. Los gatos y los
perros se sientan formando un circulo. Se sabe que 5 perros tienen a su derecha a un
perro y 15 perros tienen a su derecha a un gato. Ademds 3 de cada 4 gatos tienen a su
derecha a un perro. ;Cudntos animales estdn reunidos?

Problema 2. Una sucesion de enteros positivos ai,as,as,... es tal que para cua-
lesquiera cuatro enteros positivos k, [, m,n que cumplen que kI = mn se tiene que
ay + a; = a;y, + a,. Demuestra que si p divide a g, entonces a, < aq.

Problema 3. Sea O el circuncentro del tridngulo ABC, y sea [ la linea que pasa por el
punto medio de BC'y es perpendicular a la bisectriz del dngulo BAC'. Sup6n que el
punto medio del segmento AO estd sobre [. Encuentra el valor del dngulo BAC.

Problema 4. Sea ABC un tridngulo acutidngulo y sea O su circuncentro. Un circulo
que pasa por By O interseca de nuevo a BC'y BAen Py (), respectivamente. Prueba
que las alturas del tridngulo O P() se intersecan sobre la recta AC.

Problema 5. Sean a, b y ¢ enteros positivos distintos. Demuestra que,

a+b+c

mecd(ab+ 1,ac+ 1,bc+ 1) < 3

Problema 6. Se tiene un tablero de n x n y en cada casilla se escribe un nimero natural
de forma que no hay 2 filas iguales en el tablero. Demuestra que se puede eliminar una
columna del tablero de modo que sigue sin haber 2 filas iguales en él.

Nota: Dos filas son iguales si todos los niimeros en una estdn en la otra y estdn exacta-
mente en la misma posicion.
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XVII Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Ca-
ribe

La XVII Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el Caribe se realizé por tercera
ocasién en nuestro pafs, del 19 al 26 de junio de 2015 en Cuernavaca, Morelos. El equi-
po mexicano estuvo integrado por Leonardo Ariel Garcia Moradn (Jalisco), Victor Hu-
go Almendra Herndndez (Distrito Federal) y Enrique Dominguez Lucero (Chihuahua).
Leonardo Ariel y Victor Hugo ganaron medalla de oro y Enrique gané una medalla de
plata. México ocup6 el primer lugar entre los 13 paises participantes. Los profesores
que acompafiaron a la delegacién fueron David Guadalupe Torres Flores (jefe de la
delegacion) y Julio César Diaz Calderén (tutor).

A continuacién presentamos los problemas y las soluciones de la XVII Olimpiada Ma-
temdtica de Centroamérica y el Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas
cada una para resolverlos.

Problema 1. Se desea escribir n niimeros reales diferentes con n > 3, alrededor de
una circunferencia, de modo que cada uno de ellos sea igual al producto de su vecino
de la derecha por su vecino de la izquierda. Determine todos los valores de n para los
cuales lo anterior es posible.

Solucion de Amanda Isabel Vanegas Ledesma (Venezuela). Llamemos a los niime-
ros ai, as, ..., an, de manera que estén en ese orden sobre la circunferencia.

Si algtin a; es 0, su vecino también serd 0 y habria nimeros repetidos, lo que no puede
suceder. Luego, todos los a; son distintos de cero. Sabemos que ajas = asg, por lo
que ag = Z—f Ademads, axay = az = Z—f, de donde a4 = % De una manera similar,
podemos demostrar que aj, = akl—,g, paracada k > 4.
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a1
an az

Ap—1 as

Aplicando esto, tenemos que az = aln y Qp_3 = aln, por lo que a3 = a,—3. Esto
implica que n < 6, pues si n > 6 tendriamos que a,,—3 y a3 son dos nimeros iguales
en diferentes vértices, lo que es una contradiccién. Luego, basta ver los casos n = 3,
4,5y 6.

= n = 3. Tenemos que ajay = a3, porloque a; = “—3 Ademés COmo asaz = ap
tenemos que agaz = a; = , de donde ay = — S Yyax = = 1. Sustituyendo,
tenemos que a1 (1) = as, de donde a1 = as, lo cual es una contradiccion.

= n = 4. Tenemos que a; = aza4 = a3 lo cual es una contradiccién.

= n = 5. Tenemos que ay = al—l yas = a% Como a1 = asas = a—12(a2) =1 lle-

gamos a que a4 = a—ll = % = 1 = ay, lo cual es nuevamente una contradiccion.

= 1 = 6. Un posible arreglo es:

(S
[N}

N[—=
ot

[NJ[S
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Por lo tanto, el tnico valor posible de n es 6.

Problema 2. Una sucesién {a,} de nimeros reales estd definida por ag = 1, a; =
2015, y para todo entero n > 1 como

n—1 n—2
@ —
n+1 " n24n

ap41 = Gp—1-

Calcule el valor de

a1 ag as Q4 a2013 2014
+ + -+

a2 as Gy as 2014 2015

Solucién de Victor Hugo Almendra Hernzndez (México). Notemos que az = 5 (a1)—

(—3)ao = 3 y que az = +(az) —1% (a1) = %. Demostraren'los por induccién fuertle

que para todo entero n > 2, a, = 7. Ya tenemos la base de induccion, pues az = 5;
1 : .

yas = 37

Supongamos que aj, = % paratodo k£ con 2 < k < m. Tenemos que

~m—1 m—2
Am+1 = m+ lam m2 +mam—17
pero por la hipétesis de induccidn se tiene que a.,,, = % Y Q-1 = ﬁ, asi que
m—1 ( 1 ) m— 2 ( 1 )
amy1 = ——(— ) — ;
T 1 \ml m2+m \(m—1)!
m—1 m—2
Am = - )
T+ Dm! - m(m+ 1)(m — 1)
m—1—(m—2)
Omy1 = ——F—————,
1 (m—+1)!
1
Am41 = T
T+ 1)
lo cual concluye la induccién.
Sim > 2 tenemos que a,, = % Y Qg1 = m,porloque #’il = W =
m + 1 paratodo m > 2. Ademds, Z—; = 2015 — 9. 2015, por lo que
2
§=2-2015-3+4—-5+6—---+2014 — 2015.
Como -3+4—-5+6—---+2014 =1+1+---41 = 1006 tenemos que S =
—_———

1006
4030 + 1006 — 2015 = 3021.

Nota. En este problema la base de induccién fue con los dos primeros nimeros. Esto es
porque para pasar de saber que el resultado es cierto para 2, 3, ..., m a que sea cierto
para m + 1, se necesitaron los dos valores precedentes. Por ejemplo, como el resultado
es cierto para 2 y 3, lo serd cierto para 4; por ser cierto para 3 y 4, serd cierto para 5;
etc.
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Problema 3. Sea ABCD un cuadrilétero ciclico con AB < CD, y sea P el punto
de interseccion de las rectas AD y BC. El circuncirculo del tridngulo PC'D corta a la
recta AB en los puntos Q y R. Sean S y T los puntos donde las tangentes desde P al
circuncirculo de ABC'D tocan a dicha circunferencia.

(a) Pruebe que PQ = PR.

(b) Muestre que QRST es un cuadrilatero ciclico.

Solucién de Diego Flores Menjivar (El Salvador). Sin pérdida de generalidad los
vértices son nombrados en el dibujo. Sea § = ZPDC. Como ABCD es ciclico y la
recta QR es la prolongacioén del lado AB por ambos lados, ZRBC = ZPDC = 6.

P

Sea X un punto en la prolongacién del rayo ﬁ Como PRC'D es un cuadrilatero
ciclico tenemos que Z/CRX = /PDC = 6. Luego, ZRBC = 6§ = ZCRX, por
lo que PR es tangente al circuncirculo del tridngulo RBC'. Si a = ZPCR, por esta
tangencia se tiene que ZQRP = «. Por otro lado, como PRC() es un cuadrilate-
ro ciclico, se tiene que ZPQR = ZPCR = «. Por lo tanto, el tridngulo PQR es
isdsceles con P() = PR, que era lo que se buscaba probar.

Como los angulos ZQDP y ZPCR corresponden a los segmentos PQ) y PR, son
iguales, por lo que ZQDP = «. Luego, tenemos que () P es tangente al circuncirculo
de QDA. Por potencia del punto P a este circuncirculo tenemos que PQ? = PA -
PD. Anslogamente tenemos que PR?> = PB - PC. Por potencia del punto P al
circuncirculo del cuadrildtero ABC D se tiene que PS? = PT? = PA-PD = PB -
PC,porloque PS? = PA-PD = QP?dedonde PS = PQy PT? = PB- PC =
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PR2?, y asi PT = PR. Por todo lo anterior, se tiene que PQQ = PS = PT = PR, por
lo que los puntos ), S, T'y R equidistan de P y el cuadrilatero QRST es ciclico.

Problema 4. Anselmo y Bonifacio inician un juego donde alternadamente van sustitu-
yendo el nimero escrito en la pizarra. En cada turno, el jugador debe sustituir el nimero
escrito, ya sea por la cantidad de divisores del nimero escrito o por la diferencia entre
el ndmero escrito y su cantidad de divisores. Anselmo es el primero en jugar, y aquel
jugador que escriba el 0 gana. Dado que el nimero inicial es 1036, determine cudl de
los jugadores tiene una estrategia ganadora y describa dicha estrategia.

Nota. Por ejemplo, la cantidad de divisores del 14 es 4, pues sus divisores son 1, 2, 7
y 14.

Solucién de Enrique Dominguez Lucero (México). Llamemos a Anselmo el jugador
A'y a Bonifacio el jugador B. Veamos que A en su primer turno tiene las opciones de
escribir 12 (que es el nimero de divisores de 1036) 0 1036 — 12 = 1024. Si escribe 12,
el juego puede seguir solo alguna de las siguientes opciones:

Y en este caso B tiene estrategia ganadora, pues pasa a 6 y si A pone 2 gana B,
entonces pone 4, B pone entonces el 3 y ya estd forzado para ganar B puesel 2yel 1
son posiciones perdedoras para A.

Por lo anterior, si A escribe 12 entonces B tiene estrategia ganadora. Si A escribe
1024 = 20 entonces B escribe 11 de donde el juego puede seguir de la siguiente

manera:

11 9 3 2 0

.

2——0

Si A en ese turno escribe 2 le da la victoria a B, entonces tendria que escribir 9 y de
alli B escribe 3 el cual le da la victoria en el siguiente turno que tire. Por lo tanto, B
tiene estrategia ganadora.

Problema 5. Sea ABC' un triangulo tal que AC' = 2AB. Sea D el punto de intersec-
cién de la bisectriz del angulo CAB con BC. Sea F el punto de interseccion de la
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paralela a AB por C' con la perpendicular a AD por A. Muestre que F'D pasa por el
punto medio de AC.

Solucion de Jonathan Rodriguez Figueroa (Puerto Rico). Llamemos o« = ZABD,
v=ZLACD Yy =£BAD = £ZDAC (porque AD es una bisectriz). Sean Py E las
intersecciones de AD con F'C'y de AC con DF, respectivamente.

P

F

Por el teorema de la bisectriz se tiene que

AB AC

BD CD’
Entonces, % = 264—5 y por lo tanto CD = 2BD. Por otro lado como AB || C'F se
tiene que LBAF + ZAFC = 180° y como ZDAF = 90° se tiene que 90° + 3 +
ZAFC = 180°. Luego, ZAFC = 90° — 3. Por suma de dngulos en el tridngulo F'AP
se tendria que ZAPC = (. Por angulos alternos internos ZABC' = /BCP = ay
/ZADB = ZCDP, de donde ABD ~ PCD por el criterio AAA.
Ya que CD = 2BD, sabemos que PD = 2ADy PC = 2AB = AC. Luego, PCA
es isosceles. Por dngulos alternos internos ZBAC = LZACF = 23. Como LFAD =
90° y LCAP = 3 se tiene que LFAC = 90° — 8 = ZC'FA de donde se tiene
que FCA es isosceles con FC' = CA = CP = 2AB. Ademds, /DAC = Z/DPF,
PD=2ADyFP=FC+CP=CA+ CA=2CA.Luego, DAC ~ DPF porel
criterio LAL, y en particular ZACD = ZPFD = ~.
Por suma de dngulo externo tenemos que LZADF = /DFP + /FPD =~v+ fy
LBDA=/DAC+ LACD =  + 7.
Entonces /BAD = /DAFE, /BDA = ZADE y AD = AD. Por lo tanto, los
triangulos BAD y EAD son congruentes por el criterio ALA, lo cual quiere decir que
% = AB = AF de donde se tiene que F es el punto medio de AC.
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Problema 6. En una olimpiada de matematicas participaron 39 alumnos. El examen
consistié en 6 problemas y cada uno se calific6 con 1 punto si estaba correcto o con 0
si estaba incorrecto. Para cualesquiera tres alumnos, hay a lo mds un problema que no
fue resuelto por ninguno de los tres. Sea B la suma de los puntos que obtuvieron los
39 alumnos. Encuentre el menor valor posible para B.

Solucion de Leonardo Ariel Garcia Moran (México). Veamos que en total se otor-
garon 39 x 6 = 234 calificaciones. Ya que cada calificacién es 0 o 1, la suma total de
los puntos que obtuvieron los 39 alumnos es igual a la cantidad de unos que se otorga-
ron, por lo que B es la cantidad de unos que se obtuvieron. Ya que en total hubo 234
calificaciones (unos o ceros) tenemos B = 234 — A, donde A es la cantidad de ceros
que se otorgaron.

Le asignamos a cada alumno una clave. Esta es un entero positivo de la lista 1, 2,
3,...,39. Se asignan estos 39 enteros como claves de manera que no haya dos alumnos
con la misma clave.

Sean S; el conjunto de enteros & tales que el alumno con clave k no resolvi6 el proble-
ma ¢ (donde se numeran los problemas del 1 al 6) para: = 1,2, 3,4, 5,6.

La condicién de que no haya 3 alumnos tales que hubo dos problemas que ninguno de
los tres resolvié implica que |\S; N.S;| < 2 para todos ¢,j con 1 < ¢ < j < 6. Pues
si hubiera i < j con |S; NS j| > 3 cualesquiera tres alumnos del conjunto S; N S; no
cumplirfan las condiciones del problema (pues todos tendrian O en los problemas i y
7). Ahora tenemos que A = [S1| 4 [S2| + --- + [Se| y ya que buscamos minimizar
B =234 — A, esto equivale a maximizar A.

Consideremos una familia {57, S2, ..., Se} que maximiza A sujeto a las condiciones
del problema. Supongamos que existe un i € {1,2,3,...,39} tal que i & S; U Sy U
... U Sg. Entonces cambiar el conjunto S; por S; = S U {i} no afecta la condicién
|S; N'S;| < 2 pues ¢ no estd en ninguna pareja de conjuntos (dinicamente en S). Por
otro lado, tenemos que |S7| = |S1|+1 > [S1], luego |S1| +|S2| +- - - +1S6| < |ST]+
|Sa|+ - - - +]S6|, contradiciendo el hecho de que {51, Sa, . . ., S¢} adquiere el mdximo
valor posible de A. Luego todo i € {1,2,3,...,39} pertenece a .51 U S U...U Sg,
y{1,2,3,...,39} C S; US2 U...U Sg pero como S; C {1,2,3,...,39} entonces
S1USyU...USg C {1, 2,3,..., 39}.Porlotanto, S1USU. . .USg = {1, 2,3,..., 39}
y|51USQU...USG|=39.

Por el principio de inclusién-exclusion,

39:|51U52U...U56|

6
:|51|+|52|+...+|56|+Z< > |Sa1msazm...msai|> (-1)"!

=2 1<a;<as<--<a; <6

Notamos que A = |S1]+|S2| + - - - +]S6], y que la condicién |S; N S| < 2 para todos
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i < jimplica” ;i [SiN S| <20 cijc62 = 2(3) = 30. Luego,

A=39+ Y [SnS;—

[SiNS; NSk +---+[|S1NSan...NSg|

1<i<j<6 1<i<j<k<6
<69— > 18NS NSk 4 +]S1NSyn...N S
1<i<j<k<6

Veamos que si Y C X, entonces | X| > |Y| que es equivalente a [Y| — | X| < 0.

Tenemos que S1NSaN...NSg C S1NS3N...N S5, entonces |[S1NSaN...NSg|—

[S1NS2N...N S5 <0y entonces
1S1NSan...N S| — > 1SiN8; NSk NS,mNS, <0

1<i<j<k<m<n<6

pues todo conjunto tiene cardinalidad mayor o igual que 0.
Ahora, para a < b < csea Ngpe = S NSy NS, yparai < j < k < m sea
Mijkm = S; N S; N Sk N Sy,. Tenemos que,

Luego, existen 15 conjuntos distintos (en términos de a, b, ¢) de la forma N, tal que

Mia34 C Niog
Mi245 C Nigs
Mi345 C Nizg
Miys6 C Nase
Mass6 C Noags

Mia35 C Ni2s
Mi246 C Nigs
Mi346 C Niss
Mos4s5 C Nazy
Mays6 C Nays

Mi236 C Ni2g
Mi256 C Nise
Miss6 C Niss
Maz46 C Nazg
M3456 C N3us

cada uno contiene a uno de los 15 conjuntos de la forma M; ., . Asi,

>

1<i<j<k<m<6

o, alternativamente:

Entonces:

> 1SiNS;N SN S| -

1<i<j<k<m<6

A <69+ >

+

1<i<j<k<m<6

|Slﬁ52ﬁ---05’6|—

<69+ 0+ 0=69.

| Mijhm| —

|S; NS; NSLN S| —

>

1<i<j<k<m<n<6

>

1<i<j<k<6

2.

1<i<j<k<6

2.

1<i<j<k<6

|Niji| <0,

|SiﬁSjﬁSk| <0.

[S; NS; NSk NSy, NSyl

|Sl ﬁSj ﬁSk|
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Ahora veamos que A = 69 es alcanzable. Con los conjuntos:

S1=411,2,3,4,5,6,7,8,9,10},

Sy =4{1,2,11,12,13,14, 15,16, 17,18},

S3 ={3,4,11,12,19, 20, 21, 22, 23,24},

Sy ={5,6,13,14, 19, 20, 25, 26, 27, 28},

S5 ={7,8,15,16,21, 22,25, 26, 29, 30},

Se =99,10,17,18,23,24, 27,28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39},

tenemos que A = 69, y no es dificil verificar que la condicién |S; N S;| < 2 se
cumple. Entonces el valor mdximo de A es 69, y por lo tanto el valor minimo de B es
234 — 69 = 165.

562 Olimpiada Internacional de Matematicas

La 56* Olimpiada Internacional de Matematicas se llevé a cabo del 4 al 16 de julio
de 2015 en Chiang Mai, Tailandia. La delegacién mexicana estuvo integrada por Juan
Carlos Ortiz Rhoton y Leonardo Ariel Garcia Mordn, de Jalisco; Kevin William Beu-
chot Castellanos, de Nuevo Ledn; Luis Xavier Ramos Tormo, de Yucatan; Pablo Meré
Hidalgo, de Querétaro; y Antonio Lépez Guzman, de Chihuahua. Juan Carlos obtuvo
una medalla de oro, la cual es la tercera medalla de oro para México en esta olimpiada;
Kevin William y Luis Xavier obtuvieron medalla de plata; y Leonardo Ariel, Pablo y
Antonio obtuvieron medalla de bronce. México ocup6 el lugar 19 de 104 paises parti-
cipantes, siendo esta una de las mejores participaciones de nuestro pais. Los profesores
que acompafiaron a la delegacion fueron Leonardo Ignacio Martinez Sandoval (lider),
Rogelio Valdez Delgado (tutor) y Luis Eduardo Garcia Herndndez (observador).

A continuacién presentamos los problemas y las soluciones de la 56 Olimpiada In-
ternacional de Matemadticas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una
para resolverlos.

Problema 1. Decimos que un conjunto finito S de puntos del plano es equilibrado si
para cada dos puntos distintos A y B de S hay un punto C en S tal que AC = BC.
Decimos que S es libre de centros si para cada tres puntos distintos A, B, C en S no
existe ningtin punto P en S tal que PA = PB = PC.

(a) Demostrar que para todo n > 3 existe un conjunto de n puntos equilibrado.

(b) Determinar todos los enteros n > 3 para los que existe un conjunto de n puntos
equilibrado y libre de centros.

(Problema sugerido por Paises Bajos)
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Solucién de Leonardo Ariel Garcia Moran.

(a) Sin esimpar, sea A1 As ... A, un n-dgono regular. Veamos que el conjunto S =

(b)

{A1, As, ..., A} es balanceado. Si elegimos dos puntos diferentes, A; A;, como
el n-dgono tiene una cantidad impar de vértices, la mediatriz del segmento A;A4;
pasard por otro vértice, A, de S. Por lo que Ay A; = ApA;. Ademds, como el
circuncentro de cualesquiera tres vértices de .S es justo el centro del n-dgono, el
cual no estd en .S, tenemos que S es libre de centros.

Cuando n es par, se encontrard el conjunto por induccién y este serd de la forma

{0,A1,As,..., A1} con OA; = OAs = --- = OA,,. Para n = 4 considera-
mos la siguiente configuracién, donde todos los segmentos dibujados son iguales.
Ay
A2 AB
0]

El conjunto {O, A1, As, As} es equilibrado, pues si tomamos A; y A; se tiene
que OA; = OA; y si tomamos O y un A;, hay un A; tal que OA4;A; es un
tridngulo equildtero, por lo que OA; = A; A;. Eso demuestra la base de induccion.
Suponemos que para cierto par n > 4 existe un conjunto {O, Ay, Aa, ..., An_1}
y a partir de este construiremos uno con dos puntos mas.

Elegimos un punto A,, en el circulo con centro O y radio OA; que sea diferente
a los demds A;. Consideraremos otro punto A, 1 en ese circulo de manera que
/A, OA, 11 = 60°. Si A, coinciden con algin punto A;, movemos A,, hasta
que eso no suceda. Asi, obtendremos el conjunto {O, Ay, Ag, ..., Ay41} conn+2
puntos.

Si elegimos dos puntos A; y A4;, tenemos que OA; = OA;, por construccion. Si
elegimos O y A;, también por construccién, siempre existe un A; tal que OA; A;
es un tridngulo equildtero. Luego, A;O = A;A;. Por lo tanto, este conjunto es
equilibrado y la induccién estd completa.

En el inciso anterior se mostré un ejemplo de un conjunto equilibrado libre de
centros para todo n impar. Demostraremos que si n es par, esto no puede suceder.
Para ello, supongamos lo contrario, es decir, supondremos que existe un nimero
par, digamos n = 2k de manera que existe un conjunto S equilibrado y libre de
centros con n elementos. Sea T el ndmero de ternas (A4, B, C') de puntos distintos
de S tales que C' esté en la mediatriz de AB (las ternas (4, B,C) y (B, A,C) se
consideran iguales). Al ser S equilibrado, por cada pareja de puntos (A4, B) hay un

punto C' en su mediatriz, por lo que 7" > (22k) = wgq) =k(2k —1).

Como C' puede ser cualquiera de los 2k vértices, por el principio de las casillas
T

tenemos que existe un vértice P que aparece como C' en al menos [ﬂ1 veces, por
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lo que aparece en al menos

] [« [ -

tercias. Es decir, P estd en la mediatriz de al menos k£ segmentos. Si estos k seg-
mentos no tuvieran ningun vértice en comun, tendrfamos al menos 2k + 1 puntos
en S (pues P no puede ser vértice de estos segmentos), lo cual es una contradiccion
y debe haber un punto de S que sea vértice de al menos dos de estos segmentos.
Luego, existen puntos A;, As y Az en S tales que P estd en las mediatrices de
A1 Ay y Ay As. Esto implica que P es el circuncentro del tridngulo A1 A2 Az y S
no es libre de centros, lo cual es una contradiccion.

Luego, podemos concluir que existe un conjunto equilibrado de n puntos y libre
de centros, si y solo si, n es impar.

Problema 2. Determinar todas las ternas (a, b, ¢) de enteros positivos tales que cada
uno de los ndmeros
ca—b

ab—c, bc—a,

es una potencia de 2.
(Una potencia de 2 es un entero de la forma 2", donde n es un entero no negativo).
(Problema sugerido por Serbia)

Solucién Luis Xavier Ramos Tormo. Existen o, 8 y v enteros tales que ab — ¢ =
2% ac — b = 27 y bc — a = 27. Ahora analicemos los posibles casos con base en la
paridadde a, by c.

Caso 1. Los nimeros a, b y ¢ son todos impares.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a > b > ¢. Como ac —b | ac — by
ac—b | (ab— c) se tiene que ac — b | (ab — c)a + (ac — b) = b(a? — 1), sin embargo
al ser b impar se tiene que b y ac — b (que es una potencia de 2) son primos relativos,
por lo tanto ac — b | a® — 1.

Si b = ¢, entonces 2% = b(a — 1) y como b es impar se tendria que b = 1 de donde
¢ — ay a — ¢ son potencias de 2 pero (¢ — a) + (a — ¢) = 0 lo cual es absurdo, por lo
tanto b # c. En particular, tenemos que ¢ > 3y b > 5.

Como a®> — 1 = (a + 1)(a — 1) existen enteros A y B tales que A- B = ac — b
yA|la+1lyB|a—1lvegoa = —1 (méd A) y a = 1 (méd B), entonces
0=ac—b=—-c—0b (mbéd A)y de forma analoga0 = b — ¢ (mé6d B), por lo tanto
ac—b=A-B| (b+c)(b—c)=b*>— c2 Puesto que un divisor comin de b + c y
b — c debe dividir a (b + ¢) — (b — ¢) = 2b con b impar se tiene que 4 no puede dividir
simultdneamente a estos dos nimeros, entonces la maxima potencia de 2 que divide a
alguno de estos dos es 2!, luego al otro lo tiene que dividir 2°~*, en cualquiera de los
dos casos se tiene que 2°~ < b+ c.

Andlogamente bc — a | ¢2 =1 = (¢ — 1)(c+ 1) por lo que 27! divideac+ 1 oa
¢ — 1. Como estos nimeros difieren en 2, alguno solo aporta un factor 2 y tenemos que
27~1 divide al otro. En cualquier caso tenemos que 27! < ¢ + 1. Luego

2(c+1)>2"=bc—a
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de donde se tiene que
a > bc—2c—2. (10

Por otro lado, ya se tenfa que b + ¢ > 25~ entonces 2(b + ¢) > 2% = ac — b que
se reescribe como 3b + 2¢ > ac combinando esta con (10) se concluye que 3b + 2¢ >
ac > (be — 2¢ — 2)¢, de donde

0> bc? — 2¢% — 4¢ — 3b. (11)
Como ¢ > 3 se cumple que 4c < 2 + 3, sustituyendo en (11) se tiene que

0>bc® -2~ —3-3b=bc> —3c>—3b—3=(b—3)(c* —3) - 12
= 12> (b—3)(c* — 3) > 2(c* - 3)

donde la dltima desigualdad se sigue de que b es al menos 5. Luego, ¢ < 9y ¢ = 3.
Sustituyendo en la dltima desigualdad tenemos que 12 > (b — 3)(3% — 3) = 6, de
donde b tiene que ser igual a 5. Falta determinar el valor de a. Como bc —a = 15 —a
tiene que ser una potencia de 2, a solo puede valer 7, 11 0 13. Como 3 - 11 — 5 = 28 y
313 — 5 = 34, a tiene que ser 7, el cual si cumple y tenemos la terna (3,5, 7).

Caso 2. Hay un par exactamente entre a, by c.

Si solo uno es par entonces ab — ¢, ac — by bc — a son todos impares y potencias de
2, por lo tanto todos son 1, sin embargo eso implicaria que ab — ¢ = ac — b de donde
bla+ 1) = c(a+ 1) y b = c andlogamente a = b pero dos de ellos son impares y el
otro par, lo cual es una contradiccion.

Caso 3. Hay dos pares exactamente entre a, b y c.

Sin pérdida de generalidad a y b son pares, entonces ab — ¢ = 1 de donde ab — 1 = ¢,
porlo tanto be—a = b(ab—1) —a = b*’a—a—byac—b=a(ab—1)—b=a’b—a—b
son potencias de 2. Seaa = 2%a; y b = 2Yb; conx > y > 1y a1, by nimeros impares,
entonces

b2a —a—b= 22y+mb%a1 — 2””@1 — 2yb1 = 2y(21+yb%a1 — 217‘7!&1 — bl),

lo cual implica que 22 T¥b?a; — 2%~Ya; — by es potencia de 2.

Si x > y el nimero 2**¥b3a; — 2*~Ya; — by es impar y potencia de 2, por lo tanto es
igual a 1, pero 2*"¥b%a; — 2° Ya; — by > 2 pues 2° Y 1h2a; > 227Yay, by, lo cual
es una contradicciéony x = y.

También sin pérdida de generalidad a; > b;. Con lo anterior se tiene que

2296@%1)1 —ay — bl y 22Ib§a1 —ay — bl

son potencias de 2 con el de la izquierda mayor o igual que el de la derecha, por lo
tanto 22%b%a; — a1 — by | 2%%a2b; — a; — by de donde

221b%a1 —ay — b1 | 22ma§b1 —ay — b1 — (22mb%a1 —ay — bl)

= 221a1b1 (al — bl)
al ser a1, b; impares se debe cumplir que

22°p2a; —ay — by | 2% (ay — by) < 2%ay. (12)
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Sia; = by entoncesa =byc=a?—1.Ademdscb—a = a(a®*—1)—a = a®—2a =
a(a? — 2) es potencia de 2, luego a = 2% y por lo tanto 22* — 2 es potencia de 2, lo
cual sélo ocurre con = 1 de donde se obtiene la solucione (2,2, 3).

Veamos qué pasa si a; > b;. Tenemos que 22%(a; — by) > 0y de (12) se tendria que

22117%0,1 —a1—b1 < 22$CL1.

Si by > 3, entonces 22%b%a; > 3 - 22%a1by y como 2%%a1b; > ay, 2%Taiby > by se
tendria que
221}a 22mb2 _ —b 2x
1 < 161 — a1 1 < 2%%aq

lo cual es absurdo, por lo tanto b; = 1 (y a; > 3) de donde b = 2”.

Ahora 2%7b2a; — a; — by = 2%"a; —a; — 1 = 2 y 22%¢? — gy — 1 = 2™ para
ciertos enteros m > k. Luego 2™ — 2% = 22%q;(a; — 1), si a; > 3 se tendria que
22%q2 > 3. 2%%q,. Al combinar lo anterior con el hecho de que 2**a; > ay,1 se
concluye que 2™ = 22%q? — a; — 1 > 2%% de donde 2%* | 2™ = 22%q? — a; — 1y por
lo tanto 22% | a1 + 1, luego 2 | a1 — 1 exactamente (es decir, 22 no dividea a; — 1) y
por lo tanto 22*+1 | 222g, (a; — 1) es una divisibilidad exacta, entonces k = 2x + 1.

Con esto se tiene que
221011 —a — 1= 22:6+1
que en el caso de a; = 3 se reduce a 2273 —4 = 227+ que es equivalente a 22¢ —4 = (
de donde = = 1 y obtenemos la solucién (6,2, 11).
Sia; > 5 se tiene que

2%&1—@1—1>22I+1<:>22I(a1—2)—a1—1>O
s (2% —1)(a1 —2)-3>0

lo cual es cierto pues 22 — 1 > 3 (pues = es al menos 1) y a; — 2 > 3, por lo tanto no
hay soluciones con a; > 5. Esto concluye este caso.

Caso 4. Los tres numeros a, by ¢ son pares.

Sean a = 2%a;, b = 2Yby y ¢ = 2%cy con x > y > z sin pérdida de generalidad y
aj, by, c; impares. Entonces ab — ¢ = 27(2*T¥~%a1b; — ¢;) es potencia de 2, por lo
tanto 2°TY~2q1b; — c; es potencia de 2, pero es niimero impar, entonces

21+y*za1b1 — C1 = 1

de donde by | ¢1 + 1, andlogamente ¢; | b1 + 1. Porlo tanto, by — 1 < ¢q < by + 1.

Como c; es impar y b; — 1, b1 + 1 son pares, lo anterior implica que ¢c; = by, entonces
c1 | e + 1, porlo tanto ¢; = 1.

Por lo tanto 2*T¥~?a; — 1 = 1, luego 2°+Y=?q; = 2dedondea; = lyz+y—2z =1,
andlogamente z + z — y = 1 lo cual implicaque x = 1y y = z. Ademds bc — a =
22Y —2 = 2(22Y=1 — 1) es potencia de 2 y por lo tanto 22Y~! — 1 = 1 de donde yy = 1.
Luego, en este caso la tnica solucién es (2, 2, 2).

Luego, podemos concluir que las soluciones son (2,2, 2), (2,6,11)y (3,5,7).
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Problema 3. Sea ABC un tridngulo acutdngulo con AB > AC. Sea I su circunfe-
rencia circunscrita, H su ortocentro, y F' el pie de la altura desde A. Sea M el punto
medio del segmento BC'. Sea () el punto de I tal que ZHQA = 90° y sea K el punto
de I' tal que ZHKQ = 90°. Supongamos que los puntos A, B, C, K y @ son todos
distintos y estdn sobre I" en este orden. Demostrar que la circunferencia circunscrita al
triangulo K Q H es tangente a la circunferencia circunscrita al tridngulo F'K M.
(Problema sugerido por Ucrania)

Solucién de Kevin William Beuchot Castellanos. Sean w y € la circunferencia de
didmetro H(Q y el circuncirculo del tridngulo BHC, respectivamente. Sea Z la in-
terseccion de las lineas BC' y AQ. Por construccion, el punto K estd sobre w. Es
bien conocido que los puntos H, M, Q y A’ estdn en la misma linea, con A’ el
punto diametralmente opuesto a A en I'. Por el cuadrilétero ciclico AA’C'Q tenemos
LA'QC = ZMQCy LA AC = 90° — £B puesto que AA’ es didmetro de I". Enton-
ces LZMQC =90° — LB = LZHCM, esto implica que los tridngulos M HC'y MCQ
son semejantes, por lo tanto - = %8 o de forma equivalente MC? = M H - MQ.
Ademds, como los dngulos ZHQZ y /Z F H son iguales a 90°, el cuadilitero QH F Z
es ciclicoy MC? = MH - MQ = MF - MZ. De esto se sigue que la inversién por
M yradio MCenviaH aQyFaZ.

VA

Puesto que la circunferencia w pasa a través de H y () y estos son puntos correspon-
dientes en la inversion, esta circunferencia es fija bajo la inversion. También la circun-
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ferencia I' después de la inversion es enviada a una circunferencia por B, C'y H la
cual es Q. Si K’ es el inverso de K entonces K’ estd sobre w y 2, el circuncirculo de
MFK es enviado a una linea a través de K’ y Z. Entonces el problema es equivalente
aver que ZK' es tangente a w.

Sean G y J (distinto de H) las intersecciones de ZH con AM y w, respectivamente.
En el tridngulo AM Z las lineas AF'y M (@) son alturas, luego H es el ortocentroy ZG
es perpendicular a AM. Por otro lado, ZQJH = 90° puesto que QH es didmetro de
w. Luego, AM es paralelaa QJ.

Como 2y I son circunferencias reflejadas por M, el segundo punto de interseccion X
de AM y Q cumple que AM = M X, entonces el haz Q(AX; M J) es arménico. Sea
X' lainterseccion del rayo QK con 2. El dngulo /HK'X' = 90° yaque ZQK'H =
90°, entonces X' es el punto diametralmente opuesto a H en  y la reflexién de H a
través de M es A’, puesto que H, M y A’ son puntos colineales y €2, I" son reflejadas
por M la una de la otra. Por lo tanto X’ y A son puntos simétricos con respecto a M
de donde A, M y X’ son colinealesy X = X'.

Proyectando el haz Q(AX; M J) sobre w, el cuadrilitero QHK’J es arménico. La
linea (QZ es tangente a w en () (pues QZ es perpendicular al didmetro H (@ de w), y la
diagonal HJ interseca a esta recta en Z, por ser QH K'J arménico se debe tener que
Z K' es la otra tangente desde Z a w.

Problema 4. El tridngulo ABC tiene circunferencia circunscrita 2 y circuncentro O.
Una circunferencia I' de centro A corta al segmento BC' en los puntos D y E tales que
B, D, E'y C son todos diferentes y estdn en la recta BC' en este orden. Sean F'y G los
puntos de interseccion de I' y €Q, tales que A, F, B, C'y GG estdn sobre € en este orden.
Sea K el segundo punto de interseccion de la circunferencia circunscrita al tridngulo
BDF 'y el segmento AB. Sea L el segundo punto de interseccion de la circunferencia
circunscrita al tridngulo CGE y el segmento C'A. Supongamos que las rectas F'K 'y
G L son distintas y se cortan en el punto X. Demostrar que X estd en la recta AO.
(Problema sugerido por Grecia)

Solucién de Juan Carlos Ortiz Rhoton. Demostremos que ZEGC = ZBFD. Con
esto se tendria que /BGE = LA — LEGC = LA — £ZBFD = ZDFC'y como

/BGA=4/BCA=/ECL = /ZEGL,
/CFA=/CBA=/DBK = /ZDFK,

se concluiria que

LAGL = /BGE = Z/DFC = LAFK.

Entonces LZAGX = ZAF X pero AF = AG, OF = OG, asi que AO es mediatriz de
FG.
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Si reflejamos GX por AO, de la simetria de AG con AF'y la igualdad de dngulos, se
refleja en F'X por lo tanto X estaria en el eje de reflexion que es AO.

Sean Y la interseccion de F'D con GE, P la interseccion de EG con Qy @ lade F'D
con (). Por potenciadesde Y aI' se tieneque YD - YF = YFE - Y, y por potencia
desde el mismo puntoa 2 setieneque YF - YQ =Y P - YG. Asi,

YD _YG_YQ
YE YF YP’
de donde DE || PQ. Con esto se tiene que ZEGC = PC = BQ = /BFD.

Problema 5. Sea R el conjunto de los niimeros reales. Determinar todas las funciones
f : R — R que satisfacen la ecuacién

fla+fx+y)+ flzy) =z + f(x +y) +yf(z)

para todos los nimeros reales z, y.
(Problema sugerido por Albania)

Solucién. Denotaremos por P(m,n) a la sustitucién de los nimeros © = m, y = n
en la igualdad del problema. P(0,0) implica que f(f(0)) = 0. Luego, si a = f(0)
tenemos que f(a) = 0. P(0,a) implica que a> = 2a, porloque a = 20 a = 0.
Veamos cada caso.
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» o =2. P(z,1) implicaque f(z+ f(x+ 1)) =z + f(z+ 1),y P(0, y) implica

que f(f(y)) = f(y)+2y—2.Sien estahacemos la sustitucién y = z+ f(x+1)
tenemos que x + f(z 4+ 1) = 1, de donde podemos concluir que f(z) =2 — z
para todo x. Sustituyendo en la ecuacion funcional, vemos que si cumple.

a = 0. P(0,y) implicaque f(f(y)) = f(y), P(x,0) implicaque f(z+ f(z)) =
x + f(x). Sustituyendo = = f(y) tenemos que f(2f(y)) = 2f(y). P(-1,1
implica que f(—1) = —1y P(1,—1) implica que f(1) = 1.

o P(ly—1) implicaque  f(f(y) +1) +f(y—1) = f(y) +v.

o P(1,f(y)—1) implicaque 2f(y) = f(f(y) +1) + f(f(y) — 1)

o P(-1,y+1) implicaque f(f(y)-1)+f(-y—1)=fly)—y—-2.
Sumando estas tres igualdades tenemos que f(y — 1) = —f(—y — 1) — 2, por
lo que f(y —2) = —f(—y) — 2 para todo y. Haciendo y = 0 obtenemos que

f2)=-2.
P(-2,y) implica que

F(fly—2)=2)+ f(-2y) = f(y —2) —2 -2y,
—f(=fly=2)) =2+ f(-2y) = fly—2) -2 -2y,
—f(f(=y) +2)+ f(-2y) = = f(~y) —2 - 2y.

Cambiando y por —y obtenemos que

f(fy) +2)+2y = f(2y) + fly) + 2. (13)

Cambiando este y por f(y) tenemos que f(f(y) +2) + 2f(y) = f(2f(y)) +
f(y) + 2, de donde f(f(y) + 2) = f(y) + 2. Finalmente, sustituyendo este
valor para f(f(y) + 2) en la relacién (13), llegamos a que f(y) + 2 + 2y =

fQy)+ f(y) +2,0sea f(2y) = 2y para toda y, por lo que f(y) = y para toda
y. Es fécil ver que esta cumple la ecuacion funcional.

Por lo tanto, las soluciones son f(z) =z 'y f(x) = 2 — x para toda z.

Problema 6. La sucesion de enteros a1, as, . . . satisface las siguientes condiciones:

(a) 1 <a; <2015 paratodo j > 1;

() k+ar #1+ a;paratodo 1 < k < [.

Demostrar que existen dos enteros positivos by N tales que

n

> (a; - b)| < 1007

j=m+1

para todos los enteros m y n que satisfacen n > m > N.

(Problema sugerido por Australia)
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Solucién. Supongamos que los niimeros a,, van apareciendo uno por uno. Luego, po-
demos visualizar el proceso como sigue: el nimero a,, aparece en el n-ésimo paso,
luego, en cada paso decrecerd en 1 hasta que se vuelva 0 (y desaparece). Bajo esta
manera de verlo, la condicién de que cada a,, + n es diferente significa que todos los
nimeros son distintos en cada momento.

Este modo de verlo puede ser formalizado como sigue. Para cada n > 1 se define el
conjunto

D,={a;—(n—14)]i=1,2,...,n}N{1,2,...,2015}.

Notamos que para una n fija, todos los nimeros de la formaa; — (n —i) = a; +i—n
son diferentes. Esto implica que Dy, 41 = ((D,, —1)\{0})U{an+1}, porlo que |D,,| <
|Dpt1| < |Dy| + 1y lasucesion |D,| es no decreciente. Ademds, estd acotada por
2015, por lo que eventualmente es constante, esto es, existe un entero positivo [V tal
que |[Dy—1| = |Dn| = |Dn41| = - - - = b. Demostraremos que estos valores de N y
b satisfacen la condicién requerida.

De la definicién, tenemos que si S; es la suma de los elementos de D, entonces S; =
Sj—1 —b+a; paratodo j > N. Luego, sumando esta expresion para j = m+1,m+

2,...,n, obtenemos
n

> (a;—b) = Sn— S

j=m+1

Notamos que |D;| = |D;41]| implica que 1 € D;. Como cada D; conj > N — 1
consiste en b ndmeros de {1,2,...,2015} y 1 € D;, tenemos que

14+24--+b<S5; <1+(2015—(b—2))+ (2015 — (b—3)) + - - -+ 2014 + 2015,

esto es,
bb+1) _ 5 <14 (b— 1)(4032_17)7
2 2
por lo que,
1Sn — Sm| <1+ (b-1)[032-b) _bb+1) _ (b —1)(2015 — b) < 10072,

2 2

por la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica.

22 Olimpiada Irani de Geometria

La Olimpiada Irani de Geometria (IGO) naci6 en el afio 2014 como una competencia
nacional para desarrollar la educacién en geometria en Irdn.

En el afio 2015 se invita a diversos paises, incluyendo a México, a participar en la
segunda edicién en una modalidad a distancia con un sistema por correspondencia.

El 3 de septiembre de 2015 en diversos estados de la reptblica mexicana se aplicé
el examen de la IGO en sus tres niveles: elemental, medio y avanzado. De todos los
alumnos participantes, se seleccionaron los mejores 12 exdmenes para representar la
participacién mexicana.
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Se obtuvieron 4 medallas de plata y 4 de bronce. En el nivel elemental Alfredo Herndn-
dez Estrada, de San Luis Potosi, obtuvo medalla de plata; Ana Paula Jiménez, del D.F,,
y Katia Garcia Orozco, de Chihuahua, obtuvieron medalla de bronce. En el nivel medio
Maximiliano Sdnchez Garza, de Nuevo Ledn, y Oriol Sole Pi, del D.E., obtuvieron
medalla de plata, e Isaac Jair Jiménez Uribe, de Sinaloa, obtuvo medalla de bronce. En
el nivel avanzado Kevin William Beuchot Castellanos, de Nuevo Ledn, obtuvo medalla
de plata; y Ariel Leonardo Garcia Morén, de Jalisco, obtuvo medalla de bronce.

A continuacién presentamos los problemas de la 2% Olimpiada Irani de Geometria. Los
alumnos tuvieron, en cada nivel, 4.5 horas para resolver los problemas. Cada problema
vale 8 puntos.

Nivel Elemental

Problema 1. Se tienen 4 tridngulos de madera de lados 3,4 y 5 centimetros. ;Cuantos
poligonos convexos diferentes se pueden formar utilizando todos los tridngulos? (Di-
buja solamente los poligonos, no es necesaria una demostracion).

Este poligono no es convexo Este poligono es convexo

Problema 2. Sea ABC un tridngulo con ZA = 60°. Los puntos M, N, K estdn sobre
BC, AC, AB, respectivamente, y son tales que BK = KM = MN = NC. Si
AN = 2AK, encuentra los valores de los dngulos /By ZC.

Problema 3. En la figura siguiente, se conoce que AB = CDy BC = 2AD. Muestra
que ZBAD = 30°.

B oC
302
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Problema 4. En el rectingulo ABCD, los puntos M, N, P, estan sobre los la-
dos AB, BC,CD, DA, respectivamente, de manera que las dreas de los tridngulos
AQM,BMN,CN P, DPQ son iguales. Muestra que el cuadrilatero M N PQ es un
paralelogramo.

Problema 5. ;Existirdn 6 circunferencias en el plano de manera que cada circunferen-
cia pase por los centros de exactamente otras 3 circunferencias?

Nivel Medio

Problema 1. En la figura de abajo, los puntos P, A, B estdn sobre la circunferencia.
El punto @ se encuentra dentro de la circunferencia y satisface que ZPAQ = 90° y

PQ = BQ. Muestra que el valor de ZAQB — ZPQA es igual al del arco AB.

Problema 2. En un tridngulo acutdngulo ABC, sea BH la altura desde el vértice
B. Los puntos D y F son los puntos medios de AB y AC, respectivamente. Sup6n
que F' es la reflexién de H con respecto a ED. Muestra que la recta BF' pasa por el
circuncentro de ABC.

Problema 3. En el tridngulo ABC, los puntos M, N, K son los puntos medios de
BC,CA, AB, respectivamente. Sean wp y w¢ las dos semicircunferencias con didme-
tros AC'y AB, respectivamente, fuera del tridngulo ABC'. Suponga que M Ky M N
intersecan a wc y wp en X e Y, respectivamente. Las tangentes a wc y awp en X e
Y, respectivamente, se intersecan en Z. Muestra que AZ es perpendicular a BC'.

Problema 4. Sea ABC' un tridngulo equilatero con circuncirculo w y circuncentro O.

Sea P un punto en el arco BC (en el arco que no contiene al punto A). La tangente a
w en P interseca a las extensiones de AB y AC en K y L, respectivamente. Muestra
que ZKOL > 90°.
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Problema 5.

a) ¢Existirdn 5 circunferencias en el plano de manera que cada circunferencia pase por
los centros de exactamente otras 3 circunferencias?

b) ¢Existirdn 6 circunferencias en el plano de manera que cada circunferencia pase por
los centros de exactamente otras 3 circunferencias?

Nivel Avanzado

Problema 1. Dos circunferencias w; y ws (con centros O; y Os, respectivamente) se
intersecan en A y B. Sea X un punto sobre wy. Sea Y un punto sobre w; tal que
/X BY = 90°. Sea X' el segundo punto de interseccién de la recta O1 X y wo, y sea
K el segundo punto de intersecciéon de X'Y y ws. Muestra que X es el punto medio
del arco AK.

Problema 2. Sea ABC' un tridngulo equilatero con circuncirculo w y circuncentro O.
Sea P un punto en el arco BC' (en el arco que no contiene al punto A). La tangente a

w en P interseca a las extensiones de AB y AC en K y L, respectivamente. Muestra
que ZKOL > 90°.

Problema 3. Sea H el ortocentro del tridngulo ABC'. Sean [; y [ dos rectas que pasan
por H y perpendiculares entre ellas. La recta [; interseca a BC'y a la extensién de AB
en Dy Z, respectivamente. La recta [ interseca a BC'y a la extensionde AC' en F'y
X, respectivamente. Sea Y un punto tal que Y’ D es paralelaa AC'y Y FE es paralela a
AB. Muestra que X, Y, Z son colineales.

Problema 4. En un tridngulo ABC, se dibuja la circunferencia con centro en A y
radio AB. Esta circunferencia interseca a AC' en dos puntos. Se dibuja también la
circunferencia con centro A y radio AC'y esta circunferencia interseca a AB en dos
puntos. Denota estos cuatro puntos por Aj, Ay, As, Ay. Los puntos By, Bo, B3, By
y C1,Cy,C3,Cy se construyen de manera andloga. Sup6n que esos 12 puntos estan
distribuidos sobre dos circunferencias. Muestra que el tridngulo ABC' es isdsceles.

Problema 5. Los rectingulos ABA; Ba, BC B1Cs, C'AC A, estan fuera del tridngulo
ABC. Sea C' el punto tal que C’ A; es perpendiculara A;Cy y C’ B es perpendicular
a BoC1. Los puntos A’ y B’ se definen de manera anéloga. Muestra que las rectas AA’,
BB’, CC’ concurren.



El nino prodigio brasileno que
calma el caos

La solucién de Artur Avila® a problemas ubicuos en la teoria del caos, le han
hecho ganarse la primera medalla Fields para Brasil.

Por Thomas Lin y Erica Klarreich

Llueve torrencialmente en un dia de primavera y Artur Avila estd abandonado en la
Universidad de Paris, campus Jussieu, salvo por la chaqueta malpuesta antes de abordar
su vuelo nocturno desde Chicago. “Esperemos”, dice el matemadtico Brasilefio arras-
trando las palabras por su falta de suefio. Su camiseta ajustada revela el fisico aproxi-
mado de un robusto mediocampista. “No quiero enfermarme”. En los asuntos de dia a
dia, Avila se aleja de las complicaciones y el riesgo. Temiendo que su mente vire entre
sefiales de trafico y el trdnsito que viene a un “mapa unimodal” o a “operadores de
Shrodinger cuasi periddicos”, él no maneja ni usa bicicleta. “Hay demasiados carros
en Paris”, dice él. “Temo que un autobus loco me mate”.

Répidamente, la conversacién da un giro a un asunto menos complicado para Avila - el
recuerdo publico de que la aparente falta de logros intelectuales hace que los estudian-
tes se alejen de las carreras de investigacion en ciencias o matemadticas. En el camino
al Mundial de Futbol del 2014, canales populares de noticias en internet y en television
como “Buenos dias, Brasil” se hacen la pregunta: “;cémo es que la séptima economia
del mundo, que ha logrado 5 campeonatos mundiales de futbol continte sin un Premio
Nobel?” (la tenue coneccion a Brasil del bidlogo britdnico Peter Medawar - nacido en
Brasil, pero criado en Inglaterra, la tierra de su madre - merece a lo mds un asterisco).
Incluso Argentina, ese amargo rival en futbol con un quinto de la poblacién de Brasil,

S Artur Avila fue medallista de oro en la Olimpiada Internacional de Matematicas celebrada en Toronto,
Canadd, en 1995, y ganador de la medalla Fields en 2014, junto con Maryam Mirzajani de Irdn, también
ganadora de medalla de oro en la Olimpiada Internacional.
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ha logrado 5 premios Nobel.

Para Avila, el criticismo pica. “No es bueno para la imagen misma de Brasil”, dice.
Incluso en esas fechas, en mayo, el hijo de Rio de Janeiro tenia un arma secreta, un
fuerte argumento de que Brasil pertenece a las naciones importantes como los Estados
Unidos, Francia o Rusia. Pero €l no se lo podia decir a nadie — hasta ahora. La Unién
Matematica Internacional ha hecho de Avila el primer Brasilefio ganador de la medalla
Fields, ddndole a Avila, de 35 afios, lo que muchos consideran el equivalente al premio
Nobel en matemadticas por sus “profundas contribuciones a la teoria de los sistemas
dindmicos” que “le ha hecho un gran cambio a ese campo”, palabras del comité de
seleccién de la medalla.

“El es uno de los mejores analistas en el mundo” dice Jean-Christophe Yoccoz, un re-
nombrado matematico del College de France y también ganador de la medalla Fields
en 1994. De todos los investigadores en el posdoctorado que ha guiado Yoccoz, “Artur
estd solo en su clase”. La mayoria de los matemdticos se enfocan en una subdiscipli-
na y tienen una tasa muy baja de éxitos, explica Yoccoz, pero Avila “ataca muchos
problemas importantes y resuelve muchos de ellos”.

Su trabajo no puede ser reducido a “un gran teorema” pues Artur tiene muchos resulta-
dos fuertes en muy diferentes temas, dice Marcelo Viana, quien trabajé con Avila para
resolver un viejo problema acerca del comportamiento cadtico de las bolas de billar.
Entre los dos probaron una férmula que predice el lado de la mesa en la que la bola
mds seguramente golpeard — y qué lado probablemente golpeard después de mil o un
millén de golpes, con el mismo margen de error. En contraste, Viana observa, si tra-
tas de predecir el clima, “serdn muy buenas tus predicciones para mafiana, pero nada
buenas para pasado mafana y completamente incorrectas en 15 dfas”.

Meses antes del anuncio en la pagina web del IMU, el Brasilefio, investigador de siste-
mas dindmicos Welington de Melo predijo que su antiguo estudiante doctoral ganaria
el mayor premio en matemadticas. “Va a ser extremadamente importante para Brasil”,
dijo. “Nunca antes habfamos ganado tal premio. Es especialmente importante, pues
Artur fue estudiante en Brasil todo el tiempo™.

Matematicas en la playa

Hay dos cosas que Avila teme mds que los autobuses errdticos con las presentaciones
en power point y los formatos de impuestos. La presidn por presentar una conferencia
plenaria para los miles que asistieron al Congreso Internacional de Matemadticas en
Hydebarad, India, lo indujo a una especie de pardlisis mental, dice él. Después de dar
una lectura en el Instituto de Tecnologia de California en 2008, prefirié no cobrar mas
de 2,000 dédlares en honorarios por evitar el papeleo necesario.

“Seria despedido rdpidamente de casi cualquier trabajo”, dice él, agregando que duer-
me bien después de mediodia y no es bueno gestionando sus tiempos.

Pero en matemdticas, Avila tiene una reputacién para bucear dentro de aguas poco fa-
miliares y resolver rdpidamente una balsa de preguntas abiertas ambiciosa. Sus colegas
describen su manera de trabajar como altamente colaborativa y muy répida, y Avila la
describe diciendo que tiene una muy buena intuicién para simplificar profundas com-
plicaciones.
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“Tiene una visién geométrica”, dice Raphael Krikorian, un investigador de sistemas
dindmicos armeno-francés de la Universidad Pierre y Marie Curie en Paris. “El te dice
lo que tienes que ver, lo que tienes que hacer. Luego, claro, tienes que trabajar”.

Avila tiene las nacionalidades brasilefia y francesa y recorre el mundo, pasando la mitad
del afio como investigador director en el CNRS, la institucién publica de investigacién
cientifica mds grande de Francia, y la otra mitad en Rio como investigador visitante en
el IMPA, el Instituto de Matemadtica Pura y Aplicada. (La coneccién entre Brasil y Fran-
cia no es mera coincidencia, en los setentas y ochentas, varios excelentes matematicos
jévenes, como Etienne Ghys y Yoccoz cumplieron su servicio militar obligatorio con
una alternativa social: dirigir investigacion en el IMPA).

En el alocado Rio durante los meses de verano e invierno, Avila reflexiona sobre pro-
blemas mientras estd en una cama o erra en la playa Leblon a una cuadra de su depar-
tamento. Ahi, tiene mds tiempo y libertad para pensar profundamente sobre su trabajo
y para dejar que sus ideas fluyan libremente. “No creo que baste con golpear mi cabeza
contra una pared para que llegue una solucién”, le gusta decir. El a veces invita a cola-
boradores a Rio, uno a la vez, para lo que se puede describir como una experiencia de
trabajo poco convencional.

“La dltima vez que estuve en Rio, elegi especificamente un hotel cercano a la playa pa-
ra poder trabajar con é1”, dice Amie Wilkinson, una matemadtica de la Universidad de
Chicago. Después de buscar a Avila en una playa que estd “apifiada de cariocas obse-
sionados con el sexo” y volver al hotel a tratar de llamarlo, Wilkinson eventualmente lo
encuentra “literalmente parado sobre el agua”, dice ella. “Nos reunimos y trabajamos
con el agua hasta mis rodillas. Fue muy loco”.

“Si trabajas con Artur”, dice Wilkinson, “tienes que meterte en un traje de bafio”.
Avila naci6 de padres que no veian a su hijo crecer para convertirse en un matematico
puro — ellos nunca habian oido hablar de uno — y querian que él estudiara una carre-
ra como burdcrata. La educacion formal de su padre creciendo en una zona rural del
Amazonas no comenzd hasta sus afios de adolescencia, pero, para el tiempo en el que
nacidé Artur, su padre se habia convertido en un contador en una empresa de seguros,
con lo cual le daba a su familia una vida de clase media en Rio y para comprar libros
de matematicas para asf tranquilizar a su hijo, quien desde temprana edad, estaba mds
interesado en leer que en imitar el tiro de bicicleta de Pelé. Cuando Avila tenia 6 afios,
su mamd — quien aun llena sus formatos de impuestos — lo inscribi6 en el Colégio de
Sdo Bento, una escuela catélica conservadora conocida por sus académicos y por el
monasterio Sao Bento del siglo XVI. Dos afios después sus padres se separaron. Mien-
tras los afios pasaban, Artur se enfocaba cada vez mds en matematicas excluyendo casi
todo lo demds — €l frecuentemente tenia malas calificaciones en otras materias y fue ex-
pulsado después del octavo grado por oponerse a resolver los exdmenes obligatorios de
religién. El dice que “dejo la escuela completamente no preparado para una interaccién
social normal”.

Avila tuvo su primera prueba de una comunidad matemdtica enorme justo antes de su
expulsién en 1992 cuando Luiz Fabiano Pinheiro, un maestro en Sdo Bento conocido
afectuosamente como “Fabiano”, alent6 al prodigio de 13 afos a participar en la divi-
si6n infantil de la prestigiosa Olimpiada Internacional de Matemadticas. Avila se emo-
cionaba mucho con problemas que nunca habia visto pero se sentfa deplorablemente
preparado. “Por vez primera, senti que no podia hacer nada”, dice. El afio siguiente,
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después de que Fabiano le ayudé a entrar a una nueva escuela, Avila gan6 los mejores
premios del nivel estatal. Dos afios después, gané una medalla de oro en la Olimpiada
Internacional de Matemadticas en Toronto.

“La primera vez que estuve con Artur, supe que seria muy bueno”, Fabiano dice en
portugués mientras su ex-esposa, Eliana Vianna, traduce. “Artur fue el mejor de todos
mis estudiantes”, dice el maestro retirado de 72 afios que ensefid por 5 décadas.

A través de las olimpiadas, Avila descubrié el IMPA, donde Brasil hace las premia-
ciones de la olimpiada afio con afio. Ahf, él conocié grandes matematicos como Carlos
Gustavo Moreira y Nicolau Corciiao Saldanha y, mientras atn estaba en la preparatoria,
comenzo con cursos universitarios.

Sistemas dinamicos

En Brasil, Avila pudo saborear las matematicas sin las presiones a las que se hubiera
enfrentado en los Estados Unidos. “Fue mejor para mi estudiar en el IMPA que en
Princeton o Harvard”, dice. “Crecer y haber sido educado en Brasil fue muy positivo
para mi”.

Uno de los temas de investigacién mas importantes en el IMPA son los sistemas dindmi-
cos, la rama de las matematicas que estudia sistemas que evolucionan conforme pasa
el tiempo de acuerdo con ciertas reglas — una coleccién de planetas alrededor de una
estrella, por ejemplo, o una bola de billar recorriendo una mesa o una poblacién de
organismos que puede crecer o decrecer.

Unarazén por la cual muchos jévenes matematicos estudian sistemas dindmicos, segin
varios investigadores, es que es una rama relativamente nueva, en contraste con la anti-
gua rama de teoria de nimeros. Ademds, no requiere un gran conjunto de conocimien-
tos para comenzar a resolver problemas. Los sistemas dindmicos aparecen en todos
lados en las matematicas y en la naturaleza. “Es como el pegamento que conecta todos
los demds objetos”, dice Krikorian. De las “dos culturas de matemadticas” descritas por
Timothy Gowers, matemdtico de la Universidad de Cambridge y ganador de la medalla
Fields en 1998, hay creadores de la teoria que son los que crean nuevas matematicas
y hay los resolvedores de problemas que analizan las preguntas existentes. La mayoria
de los que trabajan en sistemas dindmicos, dice Yoccoz, incluido Avila y él mismo, son
resolvedores de problemas. “Ambos son necesarios”, dice.

En las décadas precedentes al trabajo de Avila, los matemadticos realizaron un descu-
brimiento profundo: para producir un comportamiento complejo, no es necesario co-
menzar con reglas complejas. Incluso reglas simples, repetidas una y otra vez, pueden
crear caos: cosas que parecen estar al azar, comportamiento no predecible, en los cuales
pequefios cambios en las condiciones iniciales pueden producir escenarios dramatica-
mente diferentes. Uno de los primeros sistemas simples conocidos en los cuales se
empez0 a ver comportamiento cadtico es el llamado modelo “logistico” del crecimien-
to de la poblacién, que da una formulacién precisa con la cual la poblacién cambia afo
con afio. Avila llegé en el momento justo a poner un punto final a esta historia.

En la naturaleza, una poblacion pequena frecuentemente crece rapidamente porque hay
una abundancia de recursos; una poblacién grande crecerd en menor medida o incluso
decrecerd, pues habrad pocos recursos. En 1838, el matemadtico belga Pierre Verhulst
capturd esta intuicién en la ecuacion logistica para el crecimiento de la poblacién. La
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gréfica de la ecuacidn logistica es simplemente una pardbola hacia abajo que crece
rapidamente si la poblacién es pequefia y decrece muy rapido si la poblacién es mayor
a lo que el ecosistema puede sostener. Mientras pasa el tiempo, la poblacién se movera
sobre la pardbola — una poblacidn pequeiia podrd volverse grande al siguiente afio para
volver a ser pequefia nuevamente.

No todas las poblaciones siguen esta descripcion, claro. La ecuacidn logistica codifica
esta diversidad con un pardmetro r que varia entre 1 y 4 y controla los cambios de la
pardbola: mayores valores de r corresponden a poblaciones que reaccionan de manera
mds extrema a pequefios cambios. Poblaciones con valor bajo de r corresponen a po-
blaciones que buscan un punto de equilibro o quizas rebotar entre algunos valores afio
con afio. Pero para ciertos valores de r mayores que 3.56995 - valor conocido como “la
constante del caos” - el sistema se vuelve completamente no predecible.

“Es solo una pardbola — cuya gréfica saben dibujar los nifios en las escuelas”, observa
Wilkinson. “Pero esta simple imagen tiene esta parte llena de locura”.

Investigadores saben desde hace décadas que mads alla de la llegada del caos, hay “islas
de estabilidad” - valores de r mayores que 3.56995 para los cuales la poblacién ten-
derd, por ejemplo, a un ciclo de tres afios o a uno de siete. A finales de los noventas,
Mikhail Lyubich de la Universidad de Stony Brook en Long Island dilucidé qué pasa
fuera de estas islas: para casi cualquier otro pardmetro mads alld de la llegada del caos,
el comportamiento de la ecuacién es “estocdstico”, exhibiendo la no predictibilidad
alrededor de lo que es el sello del caos.

Lyubich apenas habia terminado este trabajo sobre la ecuacion logistica cuando viajé
al IMPA en 1998. Mientras estuvo ahi, conocié a Avila y en un instante puso cémodo al
timido estudiante de 19 afos. “Como estudiante, estaba temeroso de cometer errores”,
dice Avila. “El era muy gentil y no daba nada de miedo”.

Lyubich, de Melo y Avila decidieron intentar extender el andlisis de Lyubich sobre el
comportamiento después de la llegada del caos a un caso mds general. A mediados de
los setentas los matemadticos descubrieron que el conjunto particular de ciclos y caos
que muestra la ecuacién logistica parece ser una propiedad universal de cada familia de
ecuaciones con las misma forma bdsica que la pardbola hacia abajo (Ilamados mapas
unimodales). Los cientificos encontraron esta misma combinacion de ciclos y caos en
una gran variedad de sistemas de dindmica de fluidos, quimica y otras dreas de la cien-
cia. Los investigadores trabajaron mucho para llevar estas observaciones a matematicas
formales.

Los tres matemadticos investigaron qué sucede a una familia de mapas unimodales des-
pués de la llegada del caos. Ellos llevaron el problema a una pregunta particular, que
luego Avila resolvié. Su construccién, Lyubich escribié en una resefia del trabajo de
Avila en 2012, “es delicada y, a primera vista, muy buena para ser verdad — pero fun-
ciond y complet6 el argumento.”

La demostracién mostré que una gran clase de familias de mapas unimodales se com-
porta justamente como la familia logistica: después de la llegada del caos, hay islas de
estabilidad, rodeadas de cerca enteramente por pardmetros que las llevan a un compor-
tamiento estocdstico.
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Martillo y clavos

En primavera y en otofio, cuando estd trabajando en el CNRS en Parfs, Avila es un
electrén matemdticamente libre moviéndose de instituto en instituto en busca de pro-
blemas “atractivos”. “En ocasiones la belleza se encuentra en la redaccién matemdtica
del problema y a veces en el uso de las herramientas matematicas”, dice él. “Me gusta
trabajar cuando estas se combinan una manera no esperada.”

Muchos matemadticos son atraidos por Avila principalmente porque “demistifica” ideas
complicadas, haciéndolas parecer triviales, dice Bassam Fayad, un colega del CNRS.
“Si trabajas con €l, esta experiencia cambia tu actitud hacia las matemadticas. Aprendes
a hacer matematicas sin dolor.”

Cierto dia, mientras erraba por las calles de Paris con Artur, Jairo Bochi le mencioné
que estaba tratando de usar esferas para terminar una prueba en la que estaba trabajando
por dos meses. “A las personas les toma mucho tiempo para entender tu problema”,
dice Bochi, un matemadtico del sur de Brasil que compartié un departamento con Avila
cuando estudiaban en el IMPA. “El inmediatamente vio lo que yo queria decir y me
dijo: las esferas no funcionardn, trata con un cilindro.” Eso resolvi6 el problema y en
el 2006, publicaron su resultado.

Cuando arriba a una nueva rama de las matemadticas, Avila prefiere aprenderlas plati-
cando con las personas en vez de leer los articulos mds recientes. “En ocasiones ataco
agresivamente un problema sin tener el conocimiento necesario”, dice Avila. “Quizds,
como yo no sé qué han hecho las otras personas, evito los caminos sin salida. Cuando
obtengo un buen resultado, me siento mds motivado a aprender acerca del tema, para
entender lo que estoy demostrando.”

Algo que fue central en la demostracién sobre los mapas unimodales fue una poderosa
técnica llamada renormalizacién que a veces convierte un sistema dindmico en otro
haciendo un acercamiento a una parte que se comporta de manera similar al sistema
completo. Avila se convirtié en un experto en esta técnica. “El contribuy6 de una gran
manera a entender este fenémeno”, dice Lyubich.

La renormalizacién fue el martillo de Avila y él empezd a darse cuenta de que los
clavos aparecian en todas las direcciones en las que miraba. Comenz6 una serie de
colaboraciones en sistemas dindmicos unimodales, los cuales, Lyubich escribi6 en el
resumen, “‘efectivamente cerraron el campo”. Pero eso fue solo el inicio. Avila comenz6
anavegar en otras areas de sistemas dindmicos, usando la renormalizacién para resolver
un problema importante después de otro.

“Una parte de la fuerza de Avila es que €l es capaz de trabajar en todas esas dreas y,
en cierto sentido, unificarlas”, dice Lyubich. “El elige una drea que parece interesante,
encuentra el problema fundamental para trabajar para comenzar a atacarlo sin que nada
lo detenga.”

Avila también estudié la evolucién de los estados cudnticos en los sistemas fisicos que
siguen “operadores de Shrodinger cuasi-periddicos,” los cuales son modelos crudos pa-
ra cuasicristales, estructuras que tienen mds orden que un liquido, pero menos que un
cristal. Para estos operadores de Shrodinger cuasi-periédicos, Avila — trabajando con
Svetlana Jitomirskaya de la Universidad de California en Irvine, y David Damanik de la
Universidad Rice en Houston - “solo pasé y limpié todo”, dice Wilkinson. “El respon-
di6 una tonelada de preguntas acerca de ellos.” Una de estas preguntas, concernientes a
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los estados de energfa que los electrones pueden tomar en un modelo particular para un
cuasicristal, se conoce informalmente como el problema de los “diez martinis” porque,
al ser tan dificil, el matemadtico polaco Mark Kac prometié 10 martinis a cualquiera
que pueda resolverlo. Avila recientemente ha extendido su entendimiento a una familia
entera de operadores de Shrédinger cuasi-periddicos.

Avila ha trabajado con Wilkinson y Sylvain Crovisier de la Universidad de Paris-Sur en
Orsay, Francia, estudiando una famosa hipétesis del siglo XIX del fisico austriaco Lud-
wig Boltzmann. Boltzmann propuso que un gas encerrado en una caja es “ergddico”,
lo que quiere decir que los dtomos de gas pasardn rdpidamente por todos los arreglos
posibles, contrario a, por ejemplo, que se queden en periddos en regiones particulares
dentro de la caja. En un trabajo reciente, Avila, Crovisier y Wilkinson han demostrado
que, en el caso de modelos matemadticos cuyo comportamiento es al menos moderada-
mente suave, la hip6tesis de ergodicidad de Boltzmann es cierta, excepto posiblemente
en el caso de ciertos sistemas que son altamente predecibles, parecido a una bola de
billar rebotando sobre una mesa.

A pesar de que la mayoria de sus publicaciones han tenido colaboradores, hace afios
que el asesor doctoral de Avila no trabaja con él. “Creo que es muy rdapido para mi”,
dice de Melo, de 67 afios. “Tienes que trabajar mucho para estar a la par con él. El
estaria muy feliz de hacer casi todo, pero quisiera estar seguro de estar contribuyendo”.

Super estrella brasileiia

Agotado por el viaje y con una barba de tres dias después de un vuelo trasatlantico en
mayo, Avila parecia mds un estudiante de posdoctorado que un maestro en sistemas
dindmicos. Desde los 19 afios ha hecho grandes contribuciones a su campo (obtuvo
su doctorado a los 21), por lo que ha desafiado mucho las expectativas. Cuando de
matemdticas se trata, mientras no haya transito de coches o formas de impuestos por
llenar, las ansiedades timidas son reemplazadas por una confidencia relajada y una
determinacién inquebrantable.

Fayad, quien conoce a Avila desde que llegd a Parfs en 2001, habla sobre su creciente
empuje y su profesionalismo, mientras trabaja con grandes problemas matemdticos o
busca en internet nuevas técnicas de ejercicio. “No es muy amateur en cosas,” dice
Fayad. “Sup6n que €l quiere comer chocolate. Se volveria un profesional comedor de
chocolates”.

Por todos sus logros a tan temprana edad, Avila insiste en que él no se pone metas,
prefiriendo que su trabajo fluya naturalmente. “La mayoria del tiempo en el que logro
algo, no es porque eso era mi meta, sino porque estaba haciendo lo que queria,” dice
él. “Solo quiero seguir disfrutando el hacer matemadticas”.

El espera que su pais natal comparta su entusiasmo. Agregado a la medalla Fields
ganada por Avila, Brasil serd sede de la Olimpiada Internacional de Matematicas en el
2017 y del Congreso Internacional de Matemdticos en el 2018, donde se anunciardn
a los siguientes ganadores de la medalla Fields. “Estos cuatro afos serdn sin duda de
mucho crecimiento de las matematicas en Brasil”, Avila dice.

El espera que esto sea apenas el comienzo de un movimiento transformador que elevaré
las expectativas acerca de las promesas intelectuales del pats.
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El afio pasado, en un pequefio bar en Parfs en el que se estaba tocando musica brasilefia,
Avila not6 que un matematico francés le dijo a otro que en Brasil “realmente no tienen
una escuela de matemdticas”. Cuando Avila objetd, el otro matemaético le dejé en claro
que conocia el IMPA.

“Estaba un poco enojado y le insisti6é que en Brasil hay grandes matemdticos,” Avila le
dijo, a lo cual el matemadtico francés respondié que si, como aquél brasilefio superes-
trella - Avila o algo. “Creo que €l esperaba que Avila fuera alguien mayor”.



Apéndice

Definicion 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicion 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.
1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).
2. Sia=c(modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).

n

3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢" (mod m) para todo entero positivo n.

4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod (bm—m)) donde (b,m) denota el
mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 4 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m> - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 5 (Binomio). Para a 'y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+0d)" = Z <Z> akpnr,

k=0

Teorema 6 (Principio de las casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos. En particular, si n + 1 objetos
son colocados en n casillas, entonces al menos una casilla contiene dos o mds objetos.

Teorema 7 (Desigualdad media aritmética - media geométrica). Si zi, x2, ..., T, son
niimeros reales positivos, entonces

T1+ X2+ + T
n

2 {/r1Ty T,
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = 2o = -+ = Ty,

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo y lo denotamos como ALA.

Definicién 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A’B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ZABC = L/A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B’ T B'C’ T C'A’"
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Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.

Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y C A, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC son paralelos si y sélo si
AB AC

AD — AE"

Teorema 11 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los

lados BC, C Ay AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y

N son colineales si y solo si % . % . % = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.

Teorema 12 (Simson). Las proyecciones de un punto sobre los lados de un tridngulo
son colineales si 'y solo si el punto se encuentra sobre el circuncirculo del tridngulo.

Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo semi-inscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 13 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 14 (Medida del dngulo semi-inscrito). La medida de un dngulo semi-inscrito
en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 15 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 16 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir,

/DAB+ /BCD = /ZABC + ZCDA = 180°.
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