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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemdtica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrarés,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un puiblico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucion de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2016, Numero 2

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, es lograr una publicaciéon
verdaderamente ttil. De esta forma, en cada uno de los nimeros buscamos proveer al
lector de material e informacién que puede no ser facil encontrar en otros medios. En
particular, el articulo de matematicas, que se incluye al inicio de la revista, suele ser
elaborado por destacados miembros de la comunidad olimpica mexicana y sus con-
tenidos son reflejo de una vasta experiencia y participacion en diversos concursos y
certdmenes de todos los niveles. En este sentido, el articulo Las simedianas y el punto
de Lemoine, escrito por Mauricio Adridn Che Moguel y Luis Mauricio Montes de Oca
Mena, no es la excepcion. A través de sus paginas el lector conocera el poder de las
simedianas en la solucién de problemas de geometria. De su estudio se derivan muchos
resultados interesantes que son de gran utilidad en diversos problemas de geometria

Vocablo néhuatl cuyo significado en espaiiol es aprender.
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euclidiana. Por la utilidad para el tratamiento de multiples problemas, estamos seguros
de que serd un buen aporte para incrementar tus competencias.

De especial interés para todos, en este segundo niimero del afio 2016 incluimos los
exdamenes con soluciones, de la XX VIII Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifi-
co y de la 5 Olimpiada Europea Femenil de Matematicas, asi como los problemas de
la 8* Romanian Master of Mathematics. Todos, certdimenes donde México participd en
el primer trimestre de este afio 2016.

Enla seccion de Concursos Estatales hemos publicado el examen estatal de la Olimpia-
da de Matemadticas en Chihuahua del afio 2015. Agradecemos a Héctor Daniel Garcia
Lara (delegado de Chihuahua) por habernos proporcionado el material, y aprovecha-
mos invitar a los delegados estatales a que nos envien sus propuestas de exdmenes que
han utilizado para seleccionar a sus delegaciones rumbo al concurso nacional de la
OMM.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
exdmenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemadtica de
nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jovenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.
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302 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccidn y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 30* Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 1997. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2016-2017 y, para el 1° de julio de 2017, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 30* Olimpiada Mexicana de Matemadticas se realizara del
6 al 11 de noviembre de 2016 en Acapulco, Guerrero. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2016 y hasta
la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXIX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempeifio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 58 Olimpiada Internacio-
nal de Matematicas (Brasil, julio de 2017) y a la XXXII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (Argentina, septiembre de 2017).

De entre los concursantes nacidos en 2000 o después y premiados en el Concurso
Nacional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XIX Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (Panamd, junio de 2017).

De entre los mds jovenes se seleccionard la delegacién mexicana que nos representard
en la Competencia Internacional de Matemadticas (IMC) a realizarse en la India en julio
de 2017.

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
México en la VI Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO) a celebrarse en
Zurich, Suiza, en el mes de abril de 2017.



Las simedianas y el punto de
Lemoine

Por Mauricio Adrian Che Moguel y Luis Mauricio Montes de Oca Mena

Nivel Avanzado

Al igual que las bisectrices, las medianas, las alturas y las mediatrices de un tridngulo,
las simedianas también juegan un papel importante en la geometria del tridngulo, y sin
embargo son menos conocidas por la comunidad matemdtica olimpica. De su estudio
se derivan muchos resultados interesantes que son de gran ayuda en diversos proble-
mas de geometria euclidiana, e inclusive en problemas de Olimpiadas de Matematicas.
Existen varios enfoques para estudiar diversos resultados relativos a las simedianas de
un tridngulo, tanto geométricos como analiticos. En este articulo desarrollamos en su
mayoria técnicas y propiedades mas analiticas, aunque también presentamos algunos
resultados geométricos.

El estudio de las simedianas se atribuye al gemetra matematico Emile Lemoine, cu-
yo trabajo se refleja en diversas dreas de las matemdticas, por ejemplo en geometria y
teorfa de nimeros —tal es el caso de la conjetura de Lemoine. Como veremos mds ade-
lante, varias propiedades geométricas llevan su nombre —como el punto de Lemoine
y la circunferencia de Lemoine. Antes de adentrarnos a los resultados aqui propuestos,
aconsejamos al lector tener presente conocimientos generales de trigonometria, por
ejemplo, el teorema de la bisectriz generelizada que serd utilizado en el texto. Tam-
bién, al final del articulo dejamos algunos ejercicios relacionados con el contenido de
este. Sin mds predmbulos, presentamos la definicién de simediana.

Definicion 1 (Simediana). Sean ABC un tridngulo, D el punto en BC de tal manera
que AD es bisectriz del dngulo Z/BAC' y M el punto medio del lado BC. Denotemos
por M' al punto en BC (M y M’ en distintos semiplanos con respecto a AD) que
satisface /M'AD = /DAM. Decimos que el segmento AM' (o en ocasiones la
recta AM') es la simediana del tridngulo ABC trazada desde A.
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En algunos casos y dependiendo del contexto, las simedianas también se definen co-
mo las rectas isogonales a las medianas, es decir, las rectas que son simétricas a las
medianas con respecto a sus respectivas bisectrices internas. Como es natural en ma-
temadticas, el estudio de conceptos bdsicos se facilita cuando se tienen caracterizaciones
necesarias y suficientes de ellos. Las siguientes dos proposiciones caracterizan a las si-
medianas de manera analitica y nos permitirdn probar muchos resultados de forma mas
simple.

Proposicion 1. Sea ABC un tridngulo, M el punto medio del lado BC'y M' un punto
sobre el lado BC. Denotemos AC = by AB = c. Entonces AM' es simediana del
tridngulo ABC trazada desde A si'y solo si

BM' c?
M'C T b2’

Demostracion. Denotemos por D al punto en BC' tal que AD es bisectriz de /BAC.
Supongamos que AM’ es simediana y sin pérdida de generalidad podemos suponer
que M’ estd en el segmento BD y M estd en el segmento DC'. Del hecho que AM’ es
simediana se tiene que ZM'AD = /DAMy /BAM' = /M AC, asi que denotemos
a=/MAD = /DAM y 8 = /BAM’' = /M AC. Aplicando el teorema de la
bisectriz generalizada® en el tridngulo ABC' obtenemos

BM ¢ sen(f +2a)

MC b sen(f)

_ . sen(8)  _
pero como BM = M, se tiene que sen(A+2a) —

de la bisectriz generalizada se llega a que

%. Utilizando de nuevo el teorema

BM' ¢ sen(8)

M'C b sen(B+2a) b2’
. ’ 2
es decir 0L = &
Finalmente, como hay un tnico punto en el segmento BC' que lo divide en una razén

. L . .. 2 2
dada, se sigue que M’ es el tnico punto en el segmento BC que lo divide en razén fz.
En conclusién, AM' es simediana.

0

Proposicion 2. Sea ABC' un tridngulo y M’ un punto en BC. Entonces AM’ es
simediana del tridngulo ABC si'y solo si

sen(/BAM’) AB

sen(ZCAM') ~ AC’
Demostracion. Utilizando el teorema de la bisectriz se llega a que

BM'  AB sen(£ZBAM’)
M'C AC sen(ZCAM')

2Ver en el apéndice el teorema 12.



Las simedianas y el punto de Lemoine 3

ey . . . . ! 2 . .
Por la Proposicién 1, AM’ es simediana si y solo si % = % si y solo si % =

sen(/BAM’) 0
sen(LCAM')"

De manera similar a los puntos especiales de un tridngulo —como son el ortocentro,
incentro, circuncentro y gravicentro, que son los puntos donde concurren las alturas,
las bisectrices, las mediatrices y las medianas, respectivamente— en el caso de las
simedianas también existe un punto particularmente importante. Este punto es donde
las simedianas concurren y se conoce con el nombre de punto de Lemoine o punto
simediano.

Teorema 1. Las tres simedianas de un tridngulo son concurrentes.

Demostracion. Sea ABC' dicho tridngulo. Denotemos por BC = a, CA=by AB =
c¢. Consideremos los puntos D, E'y F sobre los lados BC, C Ay AB, respectivamente,
de tal forma que AD, BE y C'F son las simedianas del tridngulo ABC'. Utilizando la
Proposicidn 1 se tendran las igualdades

AF_b2 BD_c2 CE_a2

FB a2 DC b2 EA ¢

AF BD _CE _ b &  d® _ o :
por lo tanto ﬁs- DC " Fa = a7 " 5= - e = 1. Es una consecuencia inmediata del
teorema de Ceva” que las rectas AD, BE y C'F son concurrentes. ]

Los siguientes dos resultados muestran una manera muy Uutil de construir geométri-
camente las simedianas de un tridngulo. De hecho, la forma en que estas se constru-
yen utilizan elementos y propiedades que frecuentemente aparecen en problemas de
olimpiadas de matematicas. Algunos ejemplos de estos son el circuncirculo y rectas
tangentes a este en los vértices del tridngulo.

Proposicion 3. Sean ABC un tridngulo y Q) su circuncirculo. Sea P el punto donde las
rectas tangentes a ), en By C, se intersecan. Entonces, la recta AP es la simediana
del tridngulo ABC trazada desde A.

Demostracién. Denotemos por M’ el punto donde AP interseca a BC, y por Q el
punto donde AP interseca al arco BC (arco que no contiene a A). Ademds sean o =
/BAM', 8 =/M'AC, AB = cy AC = b. Debido a la Proposicion 2 bastard probar
que Z:ggg = £. Del cuadrilatero ciclico ABQC se tiene ZBCQ = ay ZQBC = .
Ademds, de la tangencia de las rectas PB y PC con ) se obtienen las siguientes
igualdades de dangulos ZPBQ = ay ZPCQ = p. De esta manera, aplicando el

teorema de la bisectriz generalizada en los tridngulos PBM'y PC M’ obtenemos que,

PQ  BP sen(a) PQ  CP sen(p)
QM ~ BM' sen(B) ° QM CM sen(a)

Igualando estas dos tltimas ecuaciones y usando el hecho de que CP = BP (debido

BM' _ (scn(a)

a la tangencia de los segmentos) se llega a que 775 = sen(8)

2
) . Por iltimo notemos

3Ver en el apéndice el teorema 15.
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que por el teorema de la bisectriz generalizada en el tridngulo ABC se tiene la igualdad

BM' ¢ sen(a)
M'C b sen(B)’

y en conclusién :zgggg = £, que es lo que se queria probar. O
C
)
P
a
A B

Como observacion adicional, la Proposicion 3 nos permite probar, de manera alterna a
la demostracién del Teorema 1, que las simedianas de un tridngulo son concurrentes. A
saber, las rectas tangentes al circuncirculo del tridngulo ABC' por los vértices, forman
un tridngulo cuyo punto de Gergonne® es el punto de Lemoine del tridngulo ABC.

Proposicion 4. Sea ABC' un tridngulo con circuncirculo ). La recta tangente a §) en
A interseca a la recta BC en D. Desde D se traza otra recta tangente a ), ademds
de AD, la cual interseca a Q) en E. Entonces, AE es la simediana del tridngulo ABC
trazada desde A.

Demostracién. Denotemos por F' al punto donde AE y BC se intersecan. Por el re-

sultado anterior, la recta BD es la simediana de los tridngulos BAE y C'AFE trazada

Lot : : : BE* _ EF _ CE?
desde los vértices By C, respectivamente. Esto implica que 23z = 55 = &4z de

4En un tridgngulo ABC, sean D, E y F los puntos de tangencia del incirculo con los lados BC', CA 'y
A B, respectivamente. Por el teorema de Ceva, las rectas AD, BE 'y C'F concurren. El punto de interseccién
se conoce como punto de Gergonne.
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donde % = g—ﬁ. Por otro lado, debido a la semejanza de los tridngulos AFC'y BF E,

asi como a la de los tridngulos AF'B y CFE se tiene que
BF BE CF CE
AF ~ AC Y AF T AB

respectivamente. As{

AF -BE
ﬁ_i_(A_B) (@>_<A_B> (A_B)_A_BQ
CF AF-CE \AC/\CE/ \AC/)\AC/) AC?
AB
por lo que AFE es simediana. O
A
Q

F

D B C
E

Otro resultado de importancia para nosotros es el siguiente.

Proposicion 5. Sea ABC un tridngulo. Se escogen puntos D y E sobre las rectas AB
y AC, respectivamente (los puntos son distintos de B 'y C). Entonces la simediana del
tridngulo ABC trazada desde A biseca al segmento DE si y solo si los puntos D, B,
C'y E son conciclicos.

Demostracion. Se demostrard el caso cuando D y F son puntos que estdn en el interior

de los lados AB y AC, respectivamente, pues en otro caso se puede trazar una recta

paralela a la original que interseque a los segmentos AB y AC' interiormente. Deno-

temos por M al punto en BC tal que AM es simediana y sea L el punto donde AM

interseca a DF. También, sean AB = ¢, AC = b,a = LBAM y 8 = ZMAC. De-
sen(a) __

bido a que AM es simediana se tiene son(B) 7- Utilizando el teorema de la bisectriz
generalizada en el tridngulo ADE se tiene que

EL _ AE sen(B) AE b
LD AD sen(a) AD ¢’
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es decir

EL AE AC

ID _AD AB’ 0

Supongamos que los puntos D, B, C'y E son conciclicos. De la potencia desde A hacia

el circuncirculo del cuadrildtero D BC'E se obtiene % = % = ¢ y sustituyendo en
la ecuacién (1) se tiene que EL = LD. Por otro lado, si L es punto medio de DFE,
de la ecuacién (1) se tiene que ﬁ—g = ¢, lo que implica que el cuadrildtero DBCE es
ciclico. U

En la Proposicién 5, cuando los puntos D, B, C'y E son conciclicos también se dice
que DFE es antiparalela a BC. De hecho, dado un punto P fuera del lado BC' exis-
te una Unica antiparalela al lado BC' que pase por P. Esto se hace construyendo el
circuncirculo del tridngulo BPC'y de esta forma considerar los puntos D" y E’ que
resultan de intersecar el circuncirculo con los lados AB y AC, respectivamente. Ast,
la antiparalela a BC por P se construye trazando la paralela a D’ E’ que pasa por P.

Un caso especial de la Proposicion 5 es el siguiente.

Proposicion 6. Sean ABC un tridngulo y M un punto sobre el segmento BC. Se
escoge un punto D sobre la recta AB tal que el circuncirculo del tridngulo BC'D es
tangente a AC. Entonces, AM es la simediana del tridngulo ACD siy solo si M es
el punto medio de BC.

Demostracion. Es claro que D estd del mismo lado que B con respecto a A y podemos
suponer sin pérdida de generalidad que AB < AD. El hecho de que el circuncirculo
del tridngulo BC' D sea tangente a AC' implica que ZCDA = ZACB y como los
tridngulos ABC'y AC' D comparten el dngulo en A, se sigue que son semejantes. Ahora
bien, sea M’ el punto en DC tal que /ZDAM' = /M AC. Debido a la semejanza
anterior, se tiene que

CM' BM
M'D "~ MC’

de modo que M es punto medio de BC' si y solo si M’ es punto medio de C'D. Sin
embargo, como AM’' y AM son isogonales con respecto a la bisectriz interna del
angulo en el vértice A, M’ es punto medio de CD si y solo si AM es simediana del
triangulo AC'D. Por lo tanto, M es el punto medio de BC'si y solo si AM es simediana
del tridngulo AC'D. 0
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Algunos problemas cldsicos de geometria estdn vinculados con minimizar o maximizar
cierta cantidad, en algunas ocasiones es el perimetro, el drea o simplemente alguna
distancia en particular. Nuestro objetivo serd minimizar la suma de los cuadrados de
las distancias de un punto a los lados de un tridngulo. Para ello primero tenemos las
siguientes dos proposiciones.

Proposicion 7. Sean ABC' un tridngulo y L un punto en su interior (posiblemente
sobre los lados). Denotemos por D'y E a las proyecciones de L sobre los lados AB 'y
AC, respectivamente. Entonces L estd sobre la simediana del tridngulo ABC' trazada
desde A si y solo si

LD AB

LE  AC’
Demostracién. Denotemos por o = LZDALy § = ZLAE. Debido a que los tridngu-
los ADL y AEL son tridngulos rectangulos, tenemos que

LD
sen(a)  Ar, LD

sen(3) LE ~ LE’

AL
es decir Zzﬁggg = LD De esta dltima igualdad, la equivalencia es inmediata de la
Proposicion 2. O

Proposicion 8. Sea L el punto de Lemoine de un tridngulo ABC. Sida, dg y dc son
las distancias desde L hacia los lados a = BC, b = C Ay c = AB, respectivamente,

entonces
da dp _dc  2(ABC)

a b ¢ aZ+b2+c2’
donde (ABC) denota el drea del tridngulo ABC.
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Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 7 que

da dp dc

a b c

para alguna k. Entonces

k(a® 4+ b? + c?) = ka® + kb® + kc® = ada + bdp + cdc

ada+bdp+cdo

yasi b = S50

. Por dltimo notemos que

(ABC) = (ALB) + (BLC) + (CLA) = CdTC + adTA + deB _ adat bgB tede

ada+tbdptcdc _ 2(ABC)
de donde k = #5420 = 5o =

Teorema 2. Sean ABC' un tridngulo y L un punto en su interior. Si da, dg y dc son
las distancias desde L hacia los lados BC, C A y AB, respectivamente, entonces la
suma de cuadrados

d4 +dE + d2,

es minima si'y solo si L es el punto de Lemoine del tridngulo ABC.

Demostracion. Sean BC' = a, CA = by AB = c. Para un punto P en el interior del
tridngulo ABC, denotemos por P4, Pp y P alas proyecciones de P sobre los lados
BC, CA'y AB, respectivamente. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a los
conjuntos de nimeros { PP4, PPg, PPc}y {a,b, c} obtenemos que

(PP3 + PPE + PPZ)(a* + b* + ¢*) > (aPPs + bPPp + cPPc)?
= [2(PAB) + 2(PBC) + 2(PCA))?

= 4(ABC)?,
es decir PP5 + PP} + PPZ > (fz(fbiﬁi);) Ademds, la igualdad se da si y solo
si £ P PPy _ P fB =L fc Como es usual, primero veamos que el punto de Lemoine

minimiza dlcha suma de cuadrados. Sea L el punto de Lemoine del tridngulo ABC.
Usando la Proposicién 8 se tiene que

da +dg +de =

2a(ABC) ] 2

2b(ABC) ]2 { 2¢(ABC) ]2: 4(ABC)?
a? + b% + 2

a2 + b2 + 2 a2 + b2 + ¢? a? + b2 + ¢’

de donde el punto de Lemoine minimiza la suma de cuadrados. Ahora veamos que L
es el Unico punto que minimiza esta suma. Supongamos que P es tal que la suma de
cuadrados

PP2 4+ PP%+ PP?

es la minima posible, es decir que PP% + PP% + PP2 = (4(ABC)2

@21 c2)’
PPA = PP — PPc De g primeraigualdad £24 =
b b a

lo cual implica

que se tienen las 1gualdades PPp

b
se tiene 52 = 7 yusando la Proposicién 7 se tendrd necesariamente que P estd sobre
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la simediana trazada desde C. De manera similar, P estd sobre la simedianas trazadas
desde B y A. En conclusién, P es el punto de Lemoine del tridngulo ABC. O

Dentro de los principales objetivos de este articulo estd el de introducir a concursantes
de diferentes olimpiadas de matemadticas al estudio de las simedianas y las propiedades
que de ellas se derivan. Es por ello que ahora mostramos un problema de geometria
que fue parte del examen de la XX VIII Olimpiada Iberoamericana de Matemadticas que
se llevé a cabo en la Ciudad de Panamd, en septiembre del afio 2013. Este aparecid
como Problema 2 y como veremos a continuacion, se resuelve facilmente utilizando
simedianas.

Problema (OIM, 2013/2). Sean X,Y los extremos de un didmetro de una circunfe-
rencia I' y N el punto medio de uno de los arcos XY deT. Sean A y B dos puntos
en el segmento XY. Las rectas NA y N B cortan nuevamente a I en los puntos C'y
D, respectivamente. Las tangentes a I" en C'y D se cortan en P. Sea M el punto de
interseccion del segmento XY con el segmento N P. Demostrar que M es el punto
medio del segmento AB.

Solucién. Observemos que N P es la simediana del tridngulo C'N D trazada desde N.
Como consecuencia de la Proposicién 5 bastard probar que el cuadrilatero CDBA es
ciclico. Para ello notemos que
CX+NY CX+XN CN
LNAB = —; = —; szécDN,

de donde se sigue que el cuadrilatero C' D B A es ciclico. O

)
N
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Una observacion interesante en la solucion anterior es que en ella no se utiliza la hip6te-
sis de que XY es un didmetro de I'. De hecho el problema sigue siendo cierto si XY
es una cuerda arbitraria de I" y bajo la unica restriccion que los puntos C'y D no sean
antipodales (para garantizar que las tangentes en C'y D se corten).

A continuacién veremos otra aplicacion de las simedianas en un problema que aparecid
en la ronda final de Polonia en el afio 2000.

Problema. Sea ABC' un tridngulo con AC = BC, y sea P un punto dentro del
tridngulo tal que /PAB = /PBC. Si M es el punto medio de AB, demuestra que
LAPM + ZBPC = 180°.

Solucién. Como / PAB = /PBC, la circunferencia circunscrita del tridngulo AP B
es tangente a BC' en B. Ademas, como AC = BC, entonces ZABC = ZBAC'y se
sigue que LZPBA = ZPAC. Asi, la circunferencia circunscrita de AP B también es
tangente a AC' en A. Finalmente, como estas tangentes se intersecan en C, tenemos
que la recta C'P es la simediana de PAB correspondiente al vértice A, de modo que
LAPM = /BPN, donde N es la interseccion de la recta C' P con AB. No obstante,
ZBPN + ZBPC = 180° por ser C, P y N puntos colineales, de donde concluimos
que ZAPM + ZBPC = 180°.

Para concluir este articulo, y antes de sugerir algunos ejercicios para el lector, se tiene
el siguiente resultado relacionado con el punto de Lemoine de un tridngulo, mismo que
estd relacionado con un problema de puntos conciclicos.

Teorema 3 (Primera Circunferencia de Lemoine). Las antiparalelas a los lados de un
tridngulo trazadas por su punto de Lemoine generan seis puntos de interseccion con los
lados del tridngulo. Entonces, los seis puntos estdn sobre una misma circunferencia.

Demostracion. Sean ABC un tridngulo y L su punto de Lemoine. Sea D F la antipa-
ralela a BC por L, con D sobre AB y F sobre C'A. Andlogamente, sean GF'y HI las
antiparalelas a AB y C'A, respectivamente, con G y H sobre BC,y F' e I sobre AB.
Utilizando la Proposicién 5 se tendrd que L es punto medio de DE, GF y HI. Por
otro lado, como los cuadrilateros ATHC'y BD EC son ciclicos se tiene que

/BIH = /ACB = /ADE,

de donde el tridngulo I LD es isdsceles. Andlogamente los tridngulos FLE y HIG
son is6sceles. De aqui que LD = LE = LF = LG = LH = LI y por tanto, los
puntos D, E, F, G, H e I estan sobre una circunferencia con centro en L. O

Ejercicios

A continuacién dejamos unos ejercicios para el lector. Aconsejamos al lector intentar
dichos ejercicios con ldpiz y papel en mano.

1. Sea L el punto de Lemoine de un tridngulo ABC'y M el punto en BC tal que
AM contiene a L. Demostrar que
AL  BA?+ AC?
LM BC?
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2. Sea ABC' un tridngulo. Denotemos por wp a la circunferencia que pasa por A,
By es tangente a AC'. De forma similar, sea w¢ a la circunferencia que pasa por
los puntos A, C'y es tangente a AB. Por ultimo, sea X el punto de interseccién
de wp y we, que no es A. Probar que AX es la simediana del tridngulo ABC
trazada desde A.

3. En un tridngulo ABC, m4 es la longitud de la mediana trazada desde A, L es
el punto de Lemoine del tridngulo ABC, Lp y L¢ son las proyecciones de L
sobre los lados AC'y AB, respectivamente. Probar que

4mA(ABC)
AB? + BC? + C A%’

LpLc =

donde (ABC) denota el drea del tridngulo ABC.

4. Las bisectrices interna y externa del dngulo ZBAC de un tridngulo ABC, inter-
secan a la recta BC' en E' y D, respectivamente. El circuncirculo del tridngulo
DFE A interseca al circuncirculo del tridngulo ABC en X . Probar que AX es la
simediana del tridngulo ABC trazada desde A.

5. Segunda Circunferencia de Lemoine. Las rectas paralelas a los lados de un
tridngulo que pasan por su punto de Lemoine generan seis puntos de interseccién
con los lados del tridngulo. Demostrar que dichos seis puntos estdn sobre una
misma circunferencia, esta se conoce como segunda circunferencia de Lemoine
o simplemente circunferencia de Lemoine.

6. En un tridngulo ABC el incirculo toca a los lados BC, CA 'y AB en los puntos
D, E y F, respectivamente. Por F' se traza una paralela a BC, la cual interseca
a DFE en N. Finalmente, AN interseca a BC en P. Probar que D es el punto
medio de BP.

7. Dos circunferencias se intersecan en dos puntos. Sea A uno de los puntos de
interseccién. Desde un punto arbitrario que se halla en la prolongacién de la
cuerda comun de las circunferencias dadas, estan trazadas hacia una de éstas dos
tangentes que tienen contacto con ésta en los puntos M y N. Sean Py @ los
puntos de interseccion de las rectas M A 'y N A, respectivamente, con la segunda
circunferencia. Demostrar que la recta M N corta al segmento PQ en su punto
medio.

8. Consideremos un tridngulo cualquiera ABC'. Llamemos Py @ los pies de las
alturas trazadas desde By C respectivamente. Consideremos también M la recta
por los puntos medios de BC'y C'A, y L la simediana trazada desde B. Probar
que las rectas PQ), My L concurren.

9. Sea ABC' un tridngulo con circuncirculo €2 y sea w una circunferencia que es
tangente a los lados AB, AC'y tangente internamente a €. Si I es el incentro de
ABC, T es el punto de contacto de w con ) y J es la segunda interseccion de
T1 con (Q, probar que BJ = JC.
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10. Sea ABC un tridngulo, £ su punto de Lemoine y sea A; el punto en BC' tal
que las rectas AB, BC, CAy A;L son los lados de un cuadrildtero ciclico.
Andlogamente se definen B; y C; en los lados CA y AB, respectivamente.
Demostrar que los puntos Ay, B y C1 son colineales.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de practica seleccionados especialmente
para este segundo nimero del afio 2016. Como seguramente ya habras observado, el
nivel de dificultad de los problemas que contiene esta seccioén varia conforme va trans-
curriendo el afio. Es asi, que el material seleccionado para el primer nimero es en su
mayoria de nivel principiante y a partir de ahi, paulatinamente se incrementa el nivel,
de manera que la seleccién para el cuarto (dltimo) niimero del afio es la que incorpora
la mayor proporcién de problemas avanzados. De cualquier manera, en cada nimero
siempre buscamos que la seleccién sea diversa, que incluya retos interesantes y a la
medida de todos.

Aprovechamos para invitarte a que contribuyas a enriquecer esta seccion de la revista.
Estamos seguros que conoces problemas interesantes que quieres compartir y por €so
ponemos a tu disposicién la direccién revistaomm@gmail . com, donde con gusto
recibiremos tus propuestas.

Problema 1. ;Cudntos nimeros multiplos de 11 y de seis digitos se pueden formar
reordenando los digitos 1, 2, 3,4, 5y 6?

Problema 2. Sea a > 0. Encuentra todas las raices reales del polinomio
27 — 2%+ 2%a® — 2*a® + 23a* — 220’ + 2a8 — a”.
Problema 3. Un nimero de 3 digitos es ajustado si no tiene ceros y su digito de las

centenas es igual a la suma de los otros dos digitos (por ejemplo, el 523 es ajustado).
(Cudntos nimeros ajustados hay?

Problema 4. Determina todos los enteros p > 0 tales que los nimeros 1/2016p — 2016
y v/2016p + 2016 son enteros.

Problema 5. Dado un tridngulo ABC, sean M y E los puntos medios de los lados AC'
y BA, respectivamente. Sea [N un punto arbitrario en el segmento AM . Denotemos



14 Problemas de practica

por Q a la intersecciéon de EM y BN. La paralelaa BA por N intersecaa BM en P
y la paralela a AQ por N intersecaa BC' en S. Prueba que PS'y AC' son paralelas.

Problema 6. En una clase de matematicas hay 2n alumnos. ;De cudntas formas los
puedes repartir en n parejas distintas?

Problema 7. Sea M = {1,2,4,5,7,8, ...} el conjunto de enteros positivos no divisi-
bles por 3. Para un entero positivo n se sabe que la suma de 2n nimeros consecutivos
en M es 300. Encuentra todos los posibles valores de n.

Problema 8. Demuestra que 2016 divide al ndmero 20152015 4 20172017,

Problema 9. ;Cudntos niimeros de 4 digitos de la forma a12b son multiplos de 36?
(pueden repetirse los digitos).

Problema 10. Sea S el punto de interseccion de las diagonales de un cuadrado ABC'D
y sea P el punto medio de AB. Sean M el punto de intersecciéon de AC'y PD,y N el
punto de interseccion de BD y PC'. Una circunferencia estd inscrita en el cuadrilatero
PMSN. Demuestra que el radio de esta circunferenciaes M P — M S.

Problema 11. Encuentra todos los niimeros irracionales z tales que 2 + 2z y 2° — 62
sean ambos nldmeros racionales.

2741
2v—1

Problema 12. Sean a y b enteros positivos tales que a > b > 2. Demuestra que
no es un entero.

Problema 13. Observa que 3,4, 5, 8,9 es una lista creciente de cinco nimeros de un
solo digito y que la suma de ellos es 29. ;Cudntas listas crecientes de cinco nimeros
de un solo digito tienen suma igual a 337

Problema 14. Sea a1, as, a3, . .. una sucesioén de nimeros reales tales que para n > 0
se cumple que |ap+1 — an| < 1. Considera la sucesioén by, ba, b3, . . ., dada por

ar+az+ - +an
- .

b, =

Demuestra que |b,,+1 — by, | < %

Problema 15. Determina todos los valores enteros no negativos n para los que n + 8,
2n + 1y 4n + 1 son cubos perfectos.

Problema 16. Sea ABCD un cuadrilatero ciclico. Considera [4, Ig, Ic € Ip los
incentros de los tridngulos BCD, CDA, DAB y ABC, respectivamente. Demuestra
que [4Iplc1p es un rectdngulo.

Problema 17. Determina todos los nimeros primos de la forma a® + b® tales que a y b
sean primos también.
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Problema 18. Sean z1, . . ., 749 niimeros reales tales que z3 + 223 + - - - + 4927, = 1.
Determina el valor maximo de la suma x1 + 2o + - - - + 49x49.

Problema 19. Determina todos los enteros positivos n para los cuales el siguiente siste-
ma de ecuaciones tiene soluciones en los enteros positivos x1, T2, . . ., Ty, y €ncuentra
todas las soluciones para dichos valores de n.

1 +z2+ -+ 1z, = 16,
1 1 1

—+ =+ +—=1
X i) Tn

Problema 20. Sea ABC un tridngulo tal que ZCAB = 120°. Si AD es la bisectriz
interna del dngulo ZC' AB, demuestra que

U S
AD  AB  AC’



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de la seccién anterior.
Sin embargo, no te recomendamos consultarlas antes de tener tu propia solucién o por
lo menos no sin haberle dedicado bastante tiempo a cada problema. Ten en cuenta que
la clave para mejorar tus capacidades estd en la perseverancia y el esfuerzo.

Es muy comiin en matemdticas que cada problema tenga mds de una solucién. Las
soluciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Unicas, tan solo
son ejemplos que muestran el tipo de razonamiento que busca estimular la olimpiada.
Si logras encontrar una solucién diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas
en tus soluciones, te invitamos a compartirla con nosotros en la direccion electrénica
revistaomm@gmail.com.

Solucién del problema 1. Por el criterio de divisibilidad del 11, es necesario que la
suma de los digitos en posicién par sea la misma que la suma de los digitos en la
posicién impar. Tenemos entonces que dividir a los nimeros del 1 al 6 en dos conjuntos
que tengan la misma suma y que ademads tengan la misma cantidad de elementos. Sin
embargo, la suma de esos nimeros es 21, que al ser impar, no podrd ser dividida en dos
partes iguales. Por lo tanto, la respuesta es 0.

Solucién del problema 2. Veamos que si multiplicamos el polinomio dado por z + a,
obtenemos el polinomio z® —a®, el cual se factoriza como (z—a)(x+a)(x? +a?)(z* +
a*). Entonces, el polinomio original se factoriza como (x — a)(z? + a?)(z* + a?). La
Unica raiz real de este polinomio es a.

Solucién del problema 3. Procedamos por casos. Cuando el digito de las centenas es
1, las formas de sumar 1 serfan 1 + 0 0 0 + 1, pero como nos dicen que no hay digitos
cero, no podemos obtener algiin nimero ajustado. Cuando el digito de las centenas es
2, los otros dos pueden ser tnicamente 11. Cuando el digito de las centenas es 3, los
otros dos pueden ser 21, 12. Cuando el digito de las centenas es 4, los otros pueden ser
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13,22, 31y en general cuando el digito de las centenas es k, hay k — 1 formas para los
otros dos digitos sin usar el cero. Concluimos entonces que el nimero total de nimeros
ajustadosesigualal +2+3+44+54+6+ 7+ 8 = 36.

Solucién del problema 4. Observemos que 1/2016p — 2016 = /9 - 16 - (14p — 14) =
3-4-4/14p — 14. Entonces, 1/2016p — 2016 es entero si y solo si /14p — 14 es entero.
Adlogamente, 1/2016p + 2016 es entero si y solo si 1/14p + 14 es entero. Suponga-
mos que /14dp + 14 = z y +/14dp — 14 = y, con x e y enteros positivos. Entonces,

—y% = 2(14). Es decir, (z +y)(x —y) = 4-7.Como x +y y  — y tienen la misma

parldad entonces ambos niimeros son pares. Por lo tanto, ££¥ - £-¥ = 7. Como 7 es

primoy £t > I_Y entonces £ = 7y LY = 1. Esto qulere decirque z = 8y
y = 6.Si despejamosp en /14p + 14 =8, obtenemos quep = %, que no es entero.
Por lo tanto, no existen enteros positivos p con la propiedad que tanto /2016p — 2016,
como /2016p + 2016 son enteros.

Solucién del problema 5. Sean D la interseccionde PN y M E, y R la interseccién de
PN y AQ. Demostraremos que R = P. Como N Py BA son paralelas, los tridngulos
AMB y NM P son semejantes. Pero E es el punto medio de BA, entonces D es el
punto medio de N P. Por las paralelas NP y BA, sabemos que los tridngulos N DQ
y BE(Q son semejantes, asi como también lo son los tridngulos RQD y AQF con la
misma razén D@ : QFE. Esto quiere decir que gg = %. Pero BE = E A, entonces
ND = DR. Con lo que concluimos que P = R.

Ahora, sean T'y U las intersecciones de NS y AS con EM, respectivamente. Como
EU y SB son paralelas, entonces % = UA = 1. Ademds, como AQ y ST son
paralelas, tenemos que los tridngulos AUQ y SUT son semejantes, asi{ como también
lo son los tridngulos NT' D'y PQD. Pero, SU = AUy PD = N D, entonces AQ =
STy QP = TN.Por lo tanto, AP = SN. Para concluir, recordemos que AP y SN

son paralelas, lo que implica que AN S P es un paralelogramo, es decir, que PS'y AC
son paralelas.
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Solucién del problema 6. El problema equivale a repartir los 2n alumnos en n parejas
de la forma (x1,y1), (22,¥2), ..., (s, yn), donde el orden de las parejas y el orden
de los elementos en las parejas no importan. Podemos escoger los n alumnos que co-
rresponderdn a las entradas x1, zo, ..., T, de (27?) formas donde el orden no importe.
Ahora, hay n! formas para asignarle a cada x; su correspondiente ;. Sin embargo, en
la dltima operacién contamos como asignaciones diferentes a (x;, y;) y a (y;, x;), esto
es, contamos doble a cada pareja. Luego, debemos dividir el resultado entre 27, un 2

nl. 2n
por cada pareja. Por lo tanto, el resultado es #

Solucion del problema 7. Consideraremos dos casos.

= Losndmerosson3k+1,3k+2,...,3(k+n—1)+1,3(k+n—1)+2.Entonces,
la suma es

6kn+3(1+3+5+---+2n—1) = 6kn + 3n* = 300.

Luego, n(2k + n) = 100 y como ambos factores tienen la misma paridad se
tiene que n =2 on = 10.

= Los nimeros son 3k + 2,3k +4,...,3(k+n—1) +2,3(k+n) + 1. En este
caso la suma es mayor que la del caso anterior por 3n, entonces se tiene que

6kn + 3n? + 3n = 300,
de donde n(2k+n+1) = 100. En este caso las paridades son distintas y tenemos

que los tnicos valores posiblesde n son 1,4y 5.

Solucién del problema 8. Observemos que

2015%°15 1 = (2015 4 1)(201520M — 20152013 4 ... — 2015+ 1)

=2016(20152°'* — 2015%°13 4 ... — 2015 + 1)
Yy que
20172917 — 1 = (2017 — 1)(2017%°%6 + 20172015 4 ... + 2017 + 1)
=2016(20172916 420172915 ... + 2017 + 1).
Entonces,
20152915 4 20172017 = 20152915 4 1 4 20172017 —1
= 2016(20152%14 — 20152013 ... — 2015 4 1) 4 2016(20172016 4 20172915 ... 4 2017 + 1)
= 2016(2015%° — 20152013 ... — 2015 4+ 1 + 20172916 1 20172015 ... 4 2017 + 1).

Por lo tanto, 2016 divide al nimero 20152015 4 20172017,

Solucién del problema 9. Como 36 es multiplo de 4, necesitamos que a12b sea mlti-
plo de 4, lo cual sucederd tnicamente si b = 0, 4, 8 por el criterio de divisibilidad por
4.
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También necesitamos que el nimero sea divisible por 9. Si b = 0 esto serd cuando
a + 3 lo sea, es decir, cuando a = 6 y el tnico que funciona es 6120. Cuando b = 4,
necesitamos que a4+ 7 sea multiplo de 9, en cuyo caso solo a = 2 funciona y obtenemos
2124. Finalmente, cuando b = 8, necesitamos que a + 11 sea miltiplo de 9, que solo
es posible cuando a = 7y se obtiene 7128. Concluimos que solo hay 3 niimeros con la
forma pedida.

Solucién del problema 10. Sean O el centro y r el radio de la circunferencia inscrita en
el cuadrilatero PM SN. Sean X, Y los puntos de tangencia con los lados PM y M S,
respectivamente. Como OY y M .S son perpendiculares, y /Y SO = LASP = 45°,
tenemos que SY = YO = r. También, ZOPX = ZPDA (yaque OP y DA son
paralelas) y ZOX P = ZPAD = 90°. Por lo tanto, los tridngulos OX Py PAD son
semejantes. Luego, &% = £4 — % De aqui que PX = 2r. Por lo tanto, PM —M S =

> XP ~— AD
2r+MX — MY —r=r.
D C
S
Y
O N
A P B

Solucién del problema 11. Sean m = 22 +22 y n = 2% — 6. Notemos que n = x> +
222 —22% —4x — 22 = x(m—2) —2m, lo cual implica que x(m —2) = n+2m, donde
2 no es racional pero n y m si lo son. Por lo tanto, m — 2 = 0. Luego, 2242 —-2=0,
de donde, z = 1++v3 02 = 1 —+/3, los cuales cumplen las condiciones del problema.

Solucion del problema 12. Escribamos ¢ = bm + r con m, r enteros y 0 < r < b.
Entonces,

2041 20 —-27 2" 41

»_1 2_1 Tw_1
Notemos que 2% — 2" = 27(207" — 1) = 27(2™ — 1)y 2b™ — 1 = (2™ — 1 =
(2° — 1)[(2%)™ =1 + (2°)™~2 + .-+ + 1]. Por lo tanto, Z;=% es un entero.
Por otro lado, si b > 2, entonces 20 — 2b-1 = 2b_1(2 — 1) > 2, y en consecuencia
2" +1 < 201 41 < 20 — 1, de donde %L no es entero. Luego, si 2,1 fuera

201 201
entero, entonces gbﬂ seria también entero, ya que % es entero. Pero esto es una
contradiccién. Por lo tanto, % noesenterosia > b > 2.

Solucién del problema 13. Si el nimero mds grande de la lista fuera distinto de 9, lo
mds que podrian sumar los nimeros serfa 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 30, es decir, no llegaria
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a sumar los 33 que se piden. Por tanto, el nimero mayor de la lista tiene que ser el 9:
(%, %, %, %,9).

Pero si el nimero mds grande es igual a 9, quiere decir que los otros cuatro niimeros
tienen que sumar 33 — 9 = 24. Si el penultimo nimero no fuera 8, lo mas que podrian
sumar serfa 4 + 5 + 6 + 7 = 22, que nuevamente no alcanzaria lo que se necesita.
Entonces, el pendltimo nimero forzosamente tiene que ser igual a 8: (x,*,%,8,9) vy,
por tanto, los tres primeros nimeros tienen que sumar 16.

Si el nimero de en medio fuera diferente de 7, lo mds que podrian sumar los tres
primeros niimeros seria 4 + 5 + 6 = 15, que no llega a los 16 necesarios. Por tanto, en
medio de la lista tiene que ir siempre el 7 y los dos primeros niimeros tienen que sumar
9: (x,%,7,8,9). Pero las posibilidades para que los dos primeros nimeros sumen 9 y
la lista siga siendo creciente son: 3+ 6 y 4 + 5. Por tanto, las tinicas listas posibles son:
(3,6,7,8,9)y (4,5,7,8,9).

Solucién del problema 14. Puesto que |a,+1 — a,| < 1, se concluye al aplicar varias
veces la desigualdad del tridngulo que |a,, — a,| < |m — n|. Entonces,

ait+az+ -+ aptany1 a1+ a2+ -+ an

b1 = bnl = n+1 n
. Nnap4+1 — a1 — a2 — -+ — ap
B n(n+1)
. Ap41 — Q1+ Apg1 — Q2+ -+ Apy1 — An
B nin+1)
< a1 —ar| + |ang1 —as[ + - + |ant1 — an|
- n(n+1)
_ntm-D+---4241 1
- nn+1) 2

Solucién del problema 15. Se demostrara que la tinica solucién posible es n = 0. Dado
que n + 8, 2n + 1y 4n + 1 son cubos perfectos, entonces (n + 8)(2n + 1)(4dn + 1) =
8n3 + 70n? + 49n + 8 también es un cubo perfecto.

El propésito serd acotar los posibles valores de 8n3 + 70n? + 49n + 8. Para ello
observamos que si n > 1, entonces, (2n + 3)% = 8n3 + 36n? + 5dn + 27 < 8n3 +
3612 + 49n + 5n? + 8 + 19n? < 8n3 + 70n? + 49n + 8 < 8n3 + 72n? + 216n +
216 = (2n + 6)3. Asi, podemos reducir el problema a los siguientes casos y resolver
la ecuacidén cuadratica que plantean:

a) Si 8n® + 70n? + 49n + 8 = (2n + 2)3, entonces n = 0.

b) Si 8n3 + 70n2 + 49n + 8 = (2n + 3)2, entonces 34n? — 5n — 19 = 0. Es decir,
n(34n — 5) = 19. Es facil ver que esta ecuacién no tiene soluciones en los enteros
positivos al considerar los distintos valores posibles de n entre los divisores de 19.

c) Si 8n® + 70n% + 49n + 8 = (2n + 4)3, entonces 22n? — 47n — 56 = 0. Es decir,
n(22n — 47) = 56 = 2(23), que no tiene soluciones en los enteros positivos.

d) Si 8n3 + 70n? +49n + 8 = (2n + 5)3, entonces 10n? — 101n — 117 = 0. Es decir,
n(10n — 101) = 117 = 9(13), que no tiene soluciones en los enteros positivos.

Por tltimo, observemos que la solucién n = 0 cumple con el problema.
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Solucién del problema 16. Denotemos por /DAB = ay /BCD = .
A

D
Por ser ciclico el cuadrilatero ABC'D se tiene que ZDAC = ZDBC. Por otro lado,

por ser Ip e I incentros se tiene que

/DAB ZDBC

£ZDIgC =90° + y 4DI,C =90°+ 5

Entonces /DIgC = £DI4C, de donde se tiene que el cuadrilitero I4IgCD es
ciclico. Andlogamente, el cuadrildtero /I DA es ciclico. Luego, si P es un punto
sobre DIp con Ip entre D y P, por estos ciclicos se tiene que ZI4IpP = ZI,CD =
3y £PIglc = ZDAlc = §. Por lo tanto,
180°
LIalgle = ZIalgP + /PIglc = & ;’ T — = 90°,

donde la dltima igualdad es cierta por ser ciclico ABC'D. De manera similar se de-
muestra que los demds angulos son de 90° y entonces el cuadrilatero /4 IpIcIp es un
rectangulo.

Solucién del problema 17. Si a y b son ambos primos impares, entonces p es par y
p > 4, 1o que contradice la condicién de que p es primo. Luego,a =2 0b = 2.
Supongamos que @ = 2. Entonces, b # 2, ya que de lo contrario, p = 8 que no es
primo. De este modo, b es un primo impar. Sea b = 2k + 1, donde k es un entero mayor
que 1. Entonces,

p=2"1 L 2k 4+1)2=2-4" + 2k +1)%

Demostraremos que k = 1.
Supongamos que k > 2. Si k = 1 (mod 3), entonces b > 3y b =2k+1 =0 (mod 3),
lo que contradice la condicién de que b es primo. Si k Z 1 (mod 3), entonces

p=2-4"+ 2k +1)2=2+4k* + 4k + 1 =4k(k + 1) =0 (mod 3),

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, K = 1 y b = 3. Luego, la tnica solucién es
p=23432=8+49=17.

Solucién del problema 18. Observemos que

xl+2x2+"'+49$49:1-I1+\/§'\/§$2+"'+\/49'\/491749.
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Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz’, tenemos que

(.CC1—|—2ZC2—|—"'—|—49£C49)2:(1'I1+\/§'\/§ZCQ+"'+V49'V49I49)2
<142+ +49) (2 + 2235 + - -+ +4923,)

49 - 50
= — " .1=35%
2
con laigualdadsiysolosiz; = -+ = 249 = :I:%.

Por lo tanto, el valor mdximo pedido es 35.

Solucién del problema 19. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que z; <
2 < --- < my,. Sixzp = 1, entonces de la segunda ecuacién, tenemos que n = 1
y la primera ecuacién no se satisface. Luego, ;1 > 2. Si zo = 2, entonces n = 2
y nuevamente no se satisface la primera ecuacién. Por lo tanto, x2 > 3. De manera
similar, tenemos que x3 > 4, x4 > 5y x5 > 6. Asi, de la primera ecuacién deducimos
quezry+---+x, <Tconzy >5yxs > 6. Estoimplicaque n < 4.

1. Sin = 1, no hay solucién.

2. Sin = 2, 1a unica solucién de i + ;—2 = 1lesx; = ro = 2, la cual no satisface
la primera ecuacién. Luego, no hay soluciones en este caso.

3. Sin = 3, las soluciones de -+ -+ = Lson (1,22, 3) = (2,3,6),(2,4,4)
y (3,3,3). Ninguna de ellas satisface la primera ecuacién. Asi que tampoco hay
soluciones en este caso.

4. Si n = 4, de acuerdo con lo discutido en el primer parrafo, las soluciones de
x1 + T2 + x3 + x4 = 16 son:
(Ila xr2,T3, CC4) = (25 37 45 7)7 (25 37 57 6)7 (25 47 45 6)7 (25 47 57 5)7
(37 37 47 6)7 (37 37 57 5)7 (37 47 47 5)7 (47 47 47 4)

De todas ellas, la dnica que satisface la segunda ecuacién es (4,4, 4,4).

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones tiene solucion solo cuando n = 4 y para este
valor de n, la dnica solucién es 1 = 2o = 3 = x4 = 4.

Solucién del problema 20. Sean b = AC,c= AB,d = AD,p=CDyq= DB.

Nos piden demostrar que é = % + % = bte 1o cual equivale a demostrar

be

bd + cd = be.

Por tanto, nuestra estrategia serd lograr hallar relaciones que involucren esos términos.
Por la ley de los cosenos® en el tridangulo C' AD tenemos que,

p? = b* + d* — 2bd cos(60°) = b* + d* — bd,

SVer en el apéndice el teorema 7.
SVer en el apéndice el teorema 13.
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esto es,
bd = b% + d* — p°.

Un argumento similar en el tridngulo D A B nos arroja
ced=c+d* — ¢,

y por tanto
bd + cd = 2d* + b* 4 ¢* — p* — ¢*.

Completando el trinomio cuadrado perfecto, obtenemos que
—p° =" = —(0* +2pq + ¢*) + 2pg = —(p + 9)° + 2pg.
Al sustituir resulta que,
bd + cd = 2d* + b* 4 ¢* — (p + q)* + 2pq.
Ahora, para que aparezca bc, aplicamos la ley de los cosenos en el tridngulo ABC"
(p+ q)* = b* 4+ ¢ — 2bccos(120°) = b + ¢* + be.
Sustituimos (p + ¢)* y obtenemos,
be+ cd = 2d* + b% + 2 — (b® + ¢® 4 be) + 2pg = 2d* — be + 2pg.

De modo que solo basta probar que bc = 2d? — be + 2pq, esto es, bc = d? + pq. Esta
dltima ecuacidn la obtendremos por medio de dos resultados geométricos conocidos:
el teorema de Stewart’ y el teorema de la bisectriz®.

Por el teorema de la bisectriz, tenemos que % = (—IZ Sia = p + ¢, tendremos que
a=p+L5 = %. Por un argumento simétrico, a = @, por lo que
B ab _ac
P=3 +c’ 1= +c

Si sustituimos estos valores en el teorema de Stewart que establece
bq+c*p = a(d® + py),

entonces se reduce la expresion a: bc = d? + pq.

7Ver en el apéndice el teorema 17.
8Ver en el apéndice el teorema 11.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2016 No. 2.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que los problemas en esta seccién no tienen solucién, por lo
que te invitamos a que los resuelvas y nos envies tus soluciones.

Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogeran de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. jTe invitamos a intentarlo!

Problema 1. Si A es el nimero positivo

A—9+99+999+ +999...9
~ 10 102 108 102016
en donde el tltimo numerador tiene 2016 nueves, ;cudntos digitos iguales a 8 hay en
la representacion decimal de A?

Problema 2. Drini escribe en una pizarra 2016 veces la letra A, 2017 veces la letra B
y 2018 veces la letra C. A continuacion efectda la siguiente operacion: puede escoger
dos letras diferentes, borrarlas, y afiadir una mds de la tercera letra (por ejemplo, si
borra A y C, afiade una letra B). Repite este proceso hasta que solo queda una letra en
la pizarra. ;Qué letras pueden quedar al final?
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Problema 3. Demuestra que (36m + n)(m + 36n) nunca es una potencia de dos, para
cualquier par de enteros positivos m y n.

Problema 4. Demuestra que si a, by ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo,

entonces
/ a n b n / c >3
—a+b+c a—b+ec at+b—c

Problema 5. Sea A un conjunto convexo en el plano (es decir, un conjunto que cumple
que para cualesquiera dos puntos p,q € A el segmento entre p y ¢ estd contenido en
A). Muestra que existe un punto O tal que para cualesquiera dos puntos X, X’ en la
frontera de A se satisface que

XO

<
=Sx0°=

N | =

Problema 6. En un sal6n hay 16 personas, donde cada persona conoce a exactamente
3 personas (la relacién es mutua). ;Serd posible repartir siempre a las 16 personas en 8
parejas de tal forma que las personas en cada pareja se conozcan?

Problema 7. Sea ABC' un tridngulo y P un punto en su interior. Se consideran G 4,
Gp y G los gravicentros de los tridngulos BPC, APB y C'PA, respectivamente.
Sean M, Ny L los puntos medios de AP, BP y C P, respectivamente. Demuestra que
GaM,GpN y G¢L concurren.

Problema 8. Sean b y c nimeros reales positivos fijos tales que b > 2c. ;Cudntos
tridngulos ABC, no congruentes y no degenerados, satisfacen que |[AB| = ¢, |[CA| = b
y ZABC = 2/BCA?

Problema 9. Sean ABC' un tridngulo y H su ortocentro. Si Oy, Oz y O3 son los
circuncentros de los tridngulos BHC, CH Ay AH B, respectivamente, demuestra que

AO;, BOy y COs3 concurren.

Problema 10. Sea p un nimero primo impar. Demuestra que

—2
1P=2 L 9p=2 4 3p-2 4 . (p;l)p 2-2
2

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2015 No. 3.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 3, aflo 2015. Aprovechamos para invitar a todos los lectores a par-
ticipar envidndonos sus trabajos para que puedan salir publicados en los nimeros pos-
teriores de la revista. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista apareceran las
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soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa 4, afio 2015, por
lo que aun tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Una sucesion estd definida de la siguiente forma: a; = 1, as = 143y
Ont1 = 5(%) para todo n > 2. Demuestra que a,, €s un entero para todo
n > 1.

Solucién. Tenemos que ag = 5 - 72 = 360 que es un ndmero entero. Supongamos que
n > 4. Entonces,
a1+ -+ ap—1 ar+---+ap—2
p=5—————""— 'y Gp1=H —.
n—2

Despejando la suma aq + - - - 4+ a,,—2 de la expresion para a,,—1 y sustituyéndola en la
expresion para a,, obtenemos que

5 (n—2 ) n+3
an = Ap—1+an-1) = n—1-

a
n—1 5 n—1
Por lo tanto, para cadan > 4, tenemos que
n+3 n+3 n+2 (n+3)(n+2)---7
Ay = Ap—1 = (=02 = - = as
n—1 n—1 n—2 (n—=1)n-2)---3
B (n—|—3)(n+2)(n+1)na B (n—|—3)(n+2)(n—|—1)n360
B 6-5-4-3 5 6-5-4-3

=n+3)(n+2)(n+1)n,

que es un entero.

Problema 2. Sea ABC' un tridangulo acutdngulo y sea AD una altura. Denotemos por
[ ala recta que pasa por D y es paralela a AB, y por ¢ a la tangente del circuncirculo
del triangulo ABC en el punto A. Si E es la interseccion de [ y ¢, demuestra que CE
y t son perpendiculares entre si.

Solucién. El angulo semi-inscrito £ E AC mide lo mismo que el dngulo inscrito ZABC
y, por el paralelismo entre [ y AB, también mide lo mismo que el déngulo ZEDC.
Pero /EAC = ZEDC implica que EADC' es un cuadrilétero ciclico y, por tanto,
que ZCDA+ ZCEA = 180°. Sin embargo, como ZC' DA = 90°, necesariamente se
cumplird que ZCF A = 90°, como queriamos demostrar.

E
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Problema 3. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que ab + bc + ca = 1.
Demuestra que
1 1 1 ab be ca

- + >3+ + + :
a+b b4+c c+a a+b b+c c+a

Solucién. Utilizando la identidad ab + bc + ca = 1 se concluye que

1 ab
a+b a+b

De manera similar se obtienen expresiones para a y b. Entonces,

ab 1 be 1 ca

b = — — _ )
atbte a+b a+b+b+c b+c+c—|—a c+a

Por otro lado, tenemos que (a + b + ¢)? = a? + b* + ¢? + 2(ab + be + cd) > 3(ab +
bc + ¢d) = 3. Por lo tanto, a + b+ ¢ > v/3, de donde se sigue la desigualdad.

Problema 4. Determina todos los enteros positivos n que no sean cuadrados perfectos,
tales que | /7 |? sea divisor de n?. (Nota. Si 2 es un ndmero real, | x| denota el mayor
entero que es menor o igual que x).

Solucién. Supongamos que n? = a - | /1|3, para algin entero a 'y n # m? para todo
entero positivo m. Entonces, para algtin entero k tenemos que k2 < n < (k+1)2, esto
es,n = k% + s, donde 0 < s < 2k + 1. Como |/n] = k, la condicién del problema
se convierte en (k2 + 5)2 = ak3,con 0 < s < 2k + 1, esto es, k* + 2sk? + 52 = ak?.
De aqui tenemos que s es divisible entre &, pero, por las condiciones sobre s, s = k o
s = 2k.

Si s = k, entonces (k2 + k)2 = ak?, esto es, k* + 2k3 + k2 = ak?® o, de manera
equivalente, k? = k®(a — k — 2). De aqui que k2 es divisible entre k3. Por lo tanto,
k=1lyn=2.

Si s = 2k, entonces (k? + 2k)? = ak3, esto es, k* + 4k3 + 4k? = ak?, de donde 4k?
es divisible entre k3. Por lo tanto, k = 1,2 0 4. Luego, los valores posibles de n son 3,
8 y 24, respectivamente.

Por lo tanto, los enteros positivos n que satisfacen el problema son 2, 3,8 y 24.

Problema 5. Sean ABC un tridngulo y D un punto en su interior. Sean w; y ws dos cir-
cunferencias que pasan por B, D y C, D, respectivamente, tales que el segundo punto
de interseccion de ellas estd sobre AD. Las circunferencias w; y we intersecan al lado
BC en los puntos E'y F|, respectivamente. Sean X la interseccion de AB con F D,y
Y la interseccién de AC con ED. Demuestra que XY y BC son paralelas.

Solucién. Sean G'y H las intersecciones de €21 con AB y de €25 con AC. Por estar A
en el eje radical de 2; y €9, se tiene que el cuadrildtero GHCB es ciclico. Entonces,
LHGA = LACB. Ademds por ser ciclico HDFC se tiene que ZHDX = ZHCB
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y por lo tanto ZHGA = ZH DX, entonces el cuadrilatero HG X D es ciclico. Anélo-
gamente se tiene que HGDY es ciclico y, por lo tanto, HGXY es ciclico. Por ulti-
mo, como LZHGA = ZAC B, de este tltimo cuadrildtero se concluye que ZACB =
LHGA = ZHY X, lo cual implica el paralelismo.

B__—"% Fa —__—"c

Problema 6. Determina la mayor cantidad de puntos que se pueden escoger de la si-
guiente punticula de manera que no haya tres de ellos formando un tridngulo isésceles.

Solucién. Si se eligen los seis puntos que estdn en la misma fila o en la misma columna
que un punto de una esquina, pero sin dicho punto, no se forman tridngulos isdsceles.
Supongamos que se pueden elegir al menos 7 puntos. Notamos que los 12 vértices de la
orilla forman 4 cuadrados, dos de los cuales pueden verse en la figura de la izquierda.
Como de cada uno de ellos podemos tomar a lo més dos puntos, tendremos que elegir
al menos uno de los 4 puntos centrales. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
elegimos el punto P.

Consideremos ahora los puntos en la cuarta columna y en el cuarto renglén. Forman
con P dos tridngulos isésceles, mostrados en la figura de la derecha, y un cuadrado (no
mostrado). De cada poligono podemos elegir a 1o mas dos puntos, por lo que, aparte de
P, solo podemos elegir tres puntos.
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Asf que, del cuadrado formado por los tres primeros renglones y las tres primeras
columnas, tenemos que elegir tres puntos. Los cudtro vértices de este cuadrado y los
cuatro puntos medios forman cuadrados, por lo que, de uno de ellos tendremos que
elegir dos puntos, y del otro un punto. Ademds, los dos elegidos del mismo cuadrado
tienen que estar alineados con P. De aqui, es facil ver que no es posible elegir el otro
punto. Por lo tanto, el mdximo nimero de puntos que se pueden elegir es 6.

Problema 7. En una sucesion finita y estrictamente creciente de enteros positivos, cada
término en una posicién impar es impar y cada término en una posicién par es par.
El nimero de dichas sucesiones tales que ninguno de sus términos superaa 4 es 7'y
estas son: {1}, {3}, {1,2}, {1,4}, {3,4}, {1,2,3} y {1,2,3,4}. {Cuéntas de estas
sucesiones hay tales que ninguno de sus términos supera a 20?

Solucién. Sea a,, el nimero de sucesiones que satisfacen las hipétesis y que el mayor
nimero que aparece es 1. Notamos que a; = as = 1 (por las sucesiones {1} y {1,2}).
Demostraremos que a,, = an—1 + an—2 paracadan > 3.

Consideremos una sucesion que se cuenta en a,,. Si el segundo término mds grande es
n — 1, entonces podemos quitar el 7 y obtener una sucesién que se cuenta en a,,—j. Si
el segundo término mds grande no es n — 1, entonces tampoco puede ser igual a n — 2.
Luego, podemos cambiar el n por un n — 2 y obtener una sucesién que se cuenta en
an—2. Como todas las sucesiones fueron consideradas, se tiene que a,, = ap—1+an—2,
como queriamos ver. Por lo tanto, a, coincide con el n-ésimo término de la sucesién
de Fibonacci’, esto es, a,, = F), paran > 1. Por lo tanto, el nimero buscado es igual a

i+ P+ Fy=F+ (Fs— 1)+ (Fy— F2) + -+ (Fa1 — Fho)
= Foy + Fy9g — F} = Foy — F7 = 17710.

Problema 8. Sea ABC DEF un hexdgono convexo. Se sabe que /FAE = Z/BDC,
y que cada uno de los cuadrildteros ABDF y ACDE es ciclico. Demuestra que las
rectas BF'y C'E son paralelas.

Solucién. Sea K el punto de interseccién de AE y BF'. Como los cuadrildteros ABDF
y ACDE son ciclicos, tenemos que ZAFB = ZADBy ZADC = ZAEC. De esto

9La sucesién de Fibonacci estd definida por Fy = Fp =1y Fp, = F,_1 + Fy,_o paran > 2.
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yde que ZFAE = ZBDC, concluimos que

LAKB = /AFB+ /FAE = ZADB + /BDC = LZADC = LAEC,

de donde se sigue que BF'y C'E son paralelas.
A

Problema 9. Un maestro elige dos enteros m y n con 2 < m < n. A Pedro le dice
el producto y a Esteban la suma. Pedro dice “no puedo deducir el valor de m + n”,
luego Esteban dice “sabiendo eso, sigo sin poder saber el valor de mn”, Pedro vuelve
a decir “sabiendo eso, sigo sin poder saber el valor de m + n” y finalmente, Esteban
dice “ahora puedo deducir el valor de mn”. Suponiendo que su lgica no tiene errores,
(cudles son los valores de m y de n?

Solucién. Cuando Pedro dice la primera vez que no puede deducir el valor de m + n,
podemos deducir que mn no es el producto de dos primos, ni el cuadrado o cubo de un
primo. Los primeros posibles valores estdn en la siguiente tabla.
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mn | m n| m+n
12 3 4 7
2 6 8
16 4 4 8
2 8 10
18 3 6 9
29 11
20 4 5 9
2 10 12
24 4 6 10
3 8 11
2 12 14
28 4 7 11
2 14 16
30 5 6 11
3 10 13
2 15 17

Esteban solamente podria haber deducido el valor de mn en su primera oportunidad si
el valor de m + n hubiese sido tnico, es decir, 7. Como no pudo, el casom = 3, n =4
queda descartado.

Pedro podria haber deducido el valor de m + n en su segunda oportunidad si el valor
de mn hubiese sido tnico, es decir, 12. Como no pundo, el caso m = 2, n = 6 queda
descartado.

Como Esteban si pudo deducir el valor de mn en su segunda oportunidad, el valor de
m + n debe ser ahora Unico, es decir, 8. Por lo tanto m = n = 4.

Problema 10. Sean m y n enteros positivos. Denotemos por (m, n) al mdximo comdn
divisor de m y n.

1. Demuestra que

m—1
k
(m,n) =2 L—nJ—i—m—i—n—mn.
k=0 ="

2. Demuestra que para todos los enteros positivos m > 2y n > 2, se cumple que

) o[22 [ ] o] 0

Nota. Si  es un ndmero real, | 2| denota el mayor entero que es menor o igual que x.
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Solucién.

1. En el plano cartesiano consideremos los puntos A, B,C'y D, de coordenadas
(0,0), (m,0), (m,n)y (0,n), respectivamente. Consideremos el tridngulo

AABDz{(:C,y)ERQ|xZO,yZO,y§ —ﬁx—i-n}.
m

Sea M el conjunto de los puntos de coordenadas enteras en el interior o el borde
del triangulo ABD. Tenemos entonces que

|M|=m_1 L—k——i—nJ —i—(m—i—n—i—l):m_l L(m—k)—J +(m+n+1)
k=0 k=0
ey
:m71 V{—HJ +(m+n+1).

Por otra parte, hay d + 1 puntos de coordenadas enteras sobre la hipotenusa BD,
donde d denota al maximo comun divisor de m y n. En efecto, si yp, = — %xk +
n, el conjunto de los enteros xj, entre 0 y m tales que y;, también es un entero es

{0, L 277”, e (diil)m ,m}.Luego, el nimero de puntos de coordenadas enteras

en el rectdngulo ABCD es igual a
(m+1)(n+1)=2|M|—(d+1). 2)
Combinando (1) y (2), se sigue el resultado.

2. De acuerdo con el inciso anterior, tenemos que
(mn)*QZLk—nJ—i—m—i—n—mn 3)
) - m .
Intercambiando los roles de m y n en la relacién anterior, obtenemos que
n—1 km
P o -] - .
(m,n) kz_o - +m+n—mn 4)

Finalmente, de (3) y (4) se sigue el resultado.
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Olimpiada de Matematicas en Chihuahua, 2015

El proceso de la olimpiada de mateméticas en Chihuahua en el afio 2015 comenzé a
mediados de abril para terminar en el concurso nacional en el mes de noviembre.

Dicho proceso consistié de varias etapas. La etapa regional se llevé a cabo el sdbado
9 de mayo en las sedes de Ciudad Judrez, Chihuahua y Cuauhtémoc. De esta etapa,
se seleccionaron cerca de 150 alumnos de todo el estado para participar en la etapa
estatal, que se llevé a cabo el sdbado 6 de junio. De la etapa estatal se seleccionaron a
32 alumnos, los cuales recibieron entrenamiento en sus localidades de manera gratuita
durante el verano.

El primer entrenamiento general se llevo a cabo del 26 al 29 de junio con duracién de
8 horas diarias, en Chihuahua, al cual asistieron los 32 alumnos seleccionados de la
etapa estatal. Al final se aplicaron dos exdmenes selectivos. El segundo entrenamiento
general fue intensivo y se llevé a cabo del 24 de julio al 2 de agosto con duracién de
9 horas diarias. Al segundo entrenamiento asistieron los 32 alumnos que asistieron al
primer entrenamiento, y al final se aplicaron dos exdmenes selectivos, con los cuales se
realizé un corte. De estos exdmenes selectivos se eligieron a los mejores 19 alumnos.

Los 19 alumnos seleccionados tuvieron un tercer entrenamiento intensivo del 4 al 7
de septiembre con duracién de 9 horas diarias. Al final se aplicaron dos exdmenes
selectivos, con los cuales se eligieron a los mejores 13 alumnos. Estos 13 alumnos
tuvieron un cuarto entrenamiento intensivo del 1 al 11 de octubre con duracién de 9
horas diarias de lunes a viernes. Al final se aplicaron tres exdmenes selectivos con los
cuales se selecciond a la delegacion estatal.

Previo al concurso nacional, la delegacidn estatal formada de 6 alumnos, tuvo un quinto
entrenamiento intensivo del 14 al 21 de noviembre en Cuernavaca, Morelos. El entre-
namiento se hizo en conjunto con la delegacién del Estado de Morelos.
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En el concurso nacional llevado a cabo del 22 al 28 de noviembre en la Ciudad de
Guadalajara, el Estado de Chihuahua obtuvo el primer lugar por estados, por tercera
vez consecutiva, obteniendo 3 medallas de oro y 3 medallas de plata.

A continuacion presentamos el examen de la etapa estatal de la olimpiada de matemati-
cas en Chihuahua en el afio 2015. Los alumnos tuvieron 4.5 horas para resolverlo.

Problema 1. Se tiene un circulo de radio 2. Se dibuja un cuadrado y un tridngulo
equilétero de tal forma que comparten un vértice como se ve en la figura. Encontrar el
drea sombreada.

Problema 2. En una cuadricula que se llena de nimeros con el patrén que se muestra
en la figura, hasta llegar al 1991, encuentra la suma de los nimeros en el renglén donde
estdel 1991.

14] 20

12( 18
1117

Problema 3. Se tienen dos tridngulos equildteros ABC'y CDFE de lados 1y 2, res-
pectivamente. Si M es el punto medio del segmento C'D, demuestra que el tridngulo
AME es equildtero.

E
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Problema 4. Se tiene una cuadricula de 9 x 9, en cada cuadrito se pone una letra. Si
en el primer renglén estd la palabra OLIMPIADA y en el ultimo renglén la palabra
CHIHUAHUA, ;de cudntas maneras se puede llenar la cuadricula de 9 x 9 si se sabe
que entre cada renglén consecutivo la palabra difiere exactamente en una letra?

OLIT|M P[I|A[D|A

Problema 5. El equipo mexicano para la Olimpiada Centroamericana de Matematicas
conformado por Ariel, Victor y Enrique va a viajar en una avioneta que tiene 10 filas y
cada fila tiene 3 asientos. ;De cudntas maneras se pueden acomodar los alumnos si la
diferencia del niimero de fila entre dos alumnos cualquiera es a lo mas 1?

Problema 6. Encuentra el dltimo digito de la siguiente suma:

S = 12915 4 20152 4 3201° 4 2015 + 52015 4 20155 + 72915 1 20155 4 - ..
oo 410012915 1+ 20151902 4 10032015 4 20151004 ...
S+ 4+ 2015%91% 4 2013%91% + 2015791 + 2015%01°,



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

8% Romanian Master of Mathematics

Del 24 al 29 de febrero de 2016 se llevo a cabo en la ciudad de Bucarest, Rumania, la
8 Romanian Master of Mathematics, una competencia de matemdticas a la que solo
se invita a un selecto grupo de paises de entre los mas destacados en Matematicas en el
mundo.

Cada pafs puede participar con equipos de maximo 6 estudiantes, exceptuando al pais
anfitrién que participé con dos equipos, asi como dos equipos de la escuela anfitriona,
la Escuela Nacional de Informatica Tudor Vianu, donde se realiz6 el evento. Los otros
15 paises invitados fueron Bulgaria, Brasil, China, Francia, Croacia, Hungria, Italia,
Republica de Korea, Pert, Polonia, Rusia, Serbia, Ucrania, Reino Unido y Estados
Unidos. Junto con México y los cuatro equipos anfitriones hubo un total de 20 equipos
y 113 estudiantes.

La delegacion mexicana estuvo compuesta por Kevin William Beuchot Castellanos
(Nuevo Leén), Ariel Leonardo Garcia Moran (Jalisco), Antonio Lépez Guzman (Chi-
huahua), Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco), José Ramén Tuirdn Rangel (Hi-
dalgo) y Alfredo Alef Pineda Reyes (Estado de México). Los profesores que acom-
pafiaron a la delegacién fueron Julio Brau Avila (lider) y David Guadalupe Torres
Flores (colider). Esta fue apenas la segunda participacion de México en esta competen-
cia, y la primera con equipo completo. Nuestros estudiantes fueron premiados con una
medalla de plata para Ariel, asi como medallas de bronce para Kevin, Antonio y Olga.
Alfredo obtuvo una mencién honorifica por haber resuelto completamente un problema
pero no haber obtenido puntaje suficiente para una medalla.

Los estudiantes presentaron dos pruebas, contando cada una con 3 problemas para
resolver en un médximo de cuatro horas y media. Cada problema fue calificado con un
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numero del 0 al 7, para un mdximo de 42 puntos. El puntaje mas alto obtenido por un
concursante fue de 29 puntos, obtenidos por uno de los norteamericanos.

En esta competencia existe una clasificacién oficial por equipos que toma en cuenta
solo los tres puntajes mas altos de cada equipo. En esta ocasién, México quedé ubicado
en la 10® posicién, empatando con Peru. El equipo estadounidense obtuvo el primer
lugar de acuerdo a dicha clasificacion, con Reino Unido en segunda posicién y Polonia
en la tercera.

A continuacién presentamos los problemas de 1la 8 Romanian Master of Mathematics.

Problema 1. Sea ABC un tridngulo y sea D un punto en el segmento BC, D # B
y D # C. La circunferencia ABD interseca nuevamente al segmento AC' en el punto
interior F. La circunferencia AC' D interseca nuevamente al segmento AB en el punto
interior F'. Sea A’ el simétrico de A con respecto a la recta BC'. Las rectas A'C'y DE
se intersecan en P, y las rectas A’B y DF se intersecan en Q. Pruebe que las rectas
AD, BP y C(Q son concurrentes (o todas paralelas).

(Problema sugerido por Serbia)

Problema 2. Dados los enteros positivos m y n > m, determine el mayor niimero de
fichas de dominé (rectdngulos de 1 x 2 o de 2 x 1) que pueden ser colocadas en un
tablero cuadriculado rectangular de m filas y 2n columnas, tales que:

(i) cada ficha cubre exactamente dos casillas adyacentes del tablero;
(ii) no hay dos fichas que se sobrepongan;
(iii) no hay dos fichas que formen un cuadradode 2 x 2 ;y
(iv) la fila inferior del tablero esta completamente cubierta por n fichas.
(Problema sugerido por Rusia)

Problema 3. Una sucesion ciibica es una sucesién de niimeros enteros dada por a,, =
n® 4+ bn? 4+ cn+d, donde b, ¢ y d son constantes enteras y n recorre todos los enteros,
incluyendo a los enteros negativos.

(a) Pruebe que existe una sucesion ctibica tal que los tinicos términos de la sucesion
que son cuadrados de enteros son asg15 Y 42016-
(b) Determine los posibles valores de asg15 - a2016 para una sucesion ciibica que
satisface la condicién de la parte (a).
(Problema sugerido por Reino Unido)

Problema 4. Sean z y y reales positivos tales que z+y2°% > 1. Pruebe que 22°16 5 >
1—1/100.

(Problema sugerido por Rusia)
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Problema 5. Un hexdgono convexo A By A3 By AsBs estd inscrito en una circunfe-
rencia §) de radio R. Las diagonales A;Bs, A3B3 y AsB; concurren en X. Para
i = 1,2,3, sea w; la circunferencia tangente a los segmentos X A; y X B;, y al ar-
co A; B; de Q) que no contiene otros vértices del hexdgono; sea r; el radio de w;.

(a) Pruebe que R > ry +ro + 13.

(b) Si R = r1 + 72 + 73, pruebe que los seis puntos de tangencia de las circunfe-
rencias w; con las diagonales A; By, A3 Bs, A3 By son conciclicos.
(Problema sugerido por Rusia)

Problema 6. Un conjunto de n puntos en el espacio euclidiano tridimensional, que
no contiene cuatro puntos coplanares, es particionado en dos subconjuntos A y B. Un
AB-drbol es una configuracion de n — 1 segmentos, cada uno de los cuales tiene un
extremo en .4 y el otro en 15, tal que no existe un subconjunto de segmentos que formen
un ciclo. Un AB-drbol es transformado en otro de la siguiente forma: escogemos tres
segmentos distintos A1 By, B1 Ay y A3 By en el AB-drbol tales que A; esti en Ay
A1B1 4+ A2 By > A1 By + AsBi, y quitamos el segmento Ay By para reemplazarlo por
el segmento A; Bs. Dado cualquier AB-drbol, pruebe que toda secuencia de transfor-
maciones sucesivas termina (ninguna transformacion adicional es posible) después de
un ndmero finito de pasos.

(Problema sugerido por Rusia)

XXVIII Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

Desde 1990, México ha participado en la Olimpiada Matemética de la Cuenca del
Pacifico (APMO, por sus siglas en inglés). Este concurso, a diferencia de las demds
olimpiadas internacionales en las que México participa, es bajo la modalidad por co-
rrespondencia.

Durante el mes de marzo de 2016 se aplic6 el examen de la XXVIII Olimpiada Ma-
temdtica de la Cuenca del Pacifico a los alumnos preseleccionados para las competen-
cias internacionales y se enviaron los resultados de los diez mejores exdmenes al comité
organizador de dicho concurso, para su revision. En esta ocasion, el pais organizador
es México.

En esta competencia, México obtuvo un total de 7 medallas distribuidas de la siguiente
manera: 1 de oro, 1 de plata 'y 5 de bronce. Ademds, se obtuvieron 3 menciones ho-
norificas. En total, México obtuvo 141 puntos quedando en el lugar nimero 14 de 36
paises participantes.

A continuacién hacemos mencioén de los 10 alumnos que nos representaron en esta
competencia y sus resultados.
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= Kevin William Beuchot Castellanos (Nuevo Ledn): Medalla de oro.

= Leonardo Ariel Garcia Mordn (Jalisco) : Medalla de plata.

» Karol José Gutiérrez Sudrez (Colima): Medalla de bronce.

= Alfredo Alef Pineda Reyes (Estado de México): Medalla de bronce.

= Arturo Arenas Esparza (Chihuahua): Medalla de bronce.

= Antonio Lépez Guzman (Chihuahua): Medalla de bronce.

» Maximiliano Sdnchez Garza (Nuevo Ledn): Medalla de bronce.

= Victor Hugo Almendra Herndndez (Distrito Federal): Mencién honorifica.
» [saac Jair Jiménez Uribe (Sinaloa): Mencién honorifica.

= José Ramoén Tuirdn Rangel (Hidalgo): Menci6n honorifica.

Finalmente, presentamos los 5 problemas de la XXVIII Olimpiada Matemadtica de la
Cuenca del Pacifico. Los alumnos tuvieron 4 horas para resolverlos.

Problema 1. Decimos que un tridngulo ABC' es increible si lo siguiente se cumple:
para cada punto D en el lado BC, si Py @ son los pies de las perpendiculares desde
D alas lineas AB y AC, respectivamente, entonces la reflexiéon de D sobre la linea
PQ esté sobre el circuncirculo del tridngulo ABC.

Demuestra que un tridngulo ABC es increible siy solo si ZA =90°y AB = AC.

Problema 2. Un entero positivo es llamado lujoso si puede ser expresado en la forma
2¢11 + 2112 + - 4 211100

donde a1, as,..., ajgp SON enteros no negativos y no son necesariamente diferentes.
Encuentra el menor entero positivo n tal que ninguno de los mdltiplos de n es lujoso.

Problema 3. Sean AB y AC' dos rayos distintos que no estdn en la misma linea y sea
w un circulo con centro O que es tangente al rayo AC en E'y al rayo AB en F. Sea R
un punto en el segmento E'F. La linea por O paralela a E'F intersecta la linea AB en
P. Sea N la interseccién de las lineas PRy AC, y sea M la intersecci6n de la linea
AB y lalinea por R paralela a AC. Demuestra que la linea M N es tangente a w.

Problema 4. El pais Sueiiilandia consiste en 2016 ciudades. La linea aerea Estrellados
quiere abrir algunos vuelos sencillos entre pares de ciudades de manera que en cada
ciudad haya exactamente un vuelo saliendo de ella. Encuentra el menor entero positivo
k tal que no importa cémo Estrellados elija sus vuelos, las ciudades pueden ser partidas
en k grupos tal que desde cada ciudad no es posible llegar a otra ciudad en el mismo
grupo usando a lo més 28 vuelos.
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Problema 5. Encuentra todas las funciones f : RT — R™ tales que

(z+Df(x+y) = f@f(z) +y) + fyf(z) + ),

para todos los nimeros reales positivos z, v, z.

5% Olimpiada Europea Femenil de Matematicas

Una delegacién de cuatro dedicadas e inteligentes estudiantes mexicanas rompen los
estereotipos de género y prejuicios acerca de que las mujeres no son tan buenas como
los hombres para las matemadticas y otras ciencias exactas, y demuestran que en México
hay talento para esta disciplina.

Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco), Alka Xavier Earathu (Morelos), Jacqueline
Lira Chavez (Morelos) y Marcela Cruz Larios (Campeche) participaron del 10 al 16 de
abril de 2016 en la quinta edicién de la Olimpiada Europea Femenil de Matemadticas
(EGMO por sus siglas en inglés) que se llevd a cabo en la ciudad de Busteni, Ruma-
nia. Los profesores que acompafiaron a la delegacién mexicana fueron Isabel Hubard
Escalera (lider) y Julio César Diaz Calderén (tutor).

Los resultados fueron muy satisfactorios. Olga Medrano obtuvo medalla de oro — la
primera presea dorada desde que México participa en la EGMO — mientras que Alka
Xavier Earathu obtuvo una medalla de plata. Ademads en el puntaje por paises, México
ocupé el lugar 13 de 39 paises participantes. Cabe resaltar, que el Problema 3 fue
propuesto por México.

Aunque este concurso es europeo, se invitan a paises de otros continentes. México ha
sido invitado desde 2014 y esta es la tercera ocasidn en que participa.

Usualmente la participacion de las mujeres en las olimpiadas internacionales de ma-
tematicas es de entre el 10y el 20 por ciento del total de participantes. Conscientes de la
necesidad de enriquecer la formacidn de las nifias en esta drea del conocimiento, algu-
nos paises europeos como Inglaterra, Turquia y Luxemburgo, impulsaron la European
Girl’s Mathematical Olympiad (EGMO). En este concurso pueden competir mujeres
de hasta 20 afios de edad que hayan sido seleccionadas en las olimpiadas nacionales de
cada pais.

A continuacién presentamos los problemas de la 5¢ Olimpiada Europea Femenil de
Matematicas. Las alumnas tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Sean: n un entero positivo impar, y x1, . . ., &, nimeros reales no negati-
vos. Demostrar que

I{n’n’n {a? + 27,4} < j:rllléxn{2:17j:cj+1},

i=1,...,n -~ = TS T g=1,...,
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donde z,, 41 = ;.

Problema 2. Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico, y X la interseccion de las diagonales
AC'y BD. Sean C1, D1 y M los puntos medios de los segmentos CX, DX y CD,
respectivamente. Las rectas AD; y BC] se intersecan en Y, la recta MY interseca a
las diagonales AC'y BD en dos puntos distintos, que llamamos respectivamente 'y
F'. Demostrar que la recta XY es tangente a la circunferencia que pasa por £, F'y X.

Problema 3. Sea m un entero positivo. Se considera un tablero de 4m x 4m casillas
cuadradas. Dos casillas diferentes estdn relacionadas si pertenecen ya sea a la misma
fila 0 a 1a misma columna. Ninguna casilla estd relacionada con ella misma. Algunas
casillas se colorean de azul de tal manera que cada casilla estd relacionada con al menos
dos casillas azules. Determinar el minimo nimero de casillas azules.

Problema 4. Dos circunferencias w; y wo del mismo radio se intersecan en dos puntos
distintos X; y X5. Se considera una circunferencia w tangente exteriormente a w; en
un punto 77, y tangente interiormente a ws en un punto 7. Demostrar que las rectas
X111 y X5T5 se intersecan en un punto que pertenece a w.

Problema 5. Sean k y n enteros tales que k > 2y k < n < 2k — 1. Se ponen piezas
rectangulares, cada una de tamafio 1 X k£ o k X 1, en un tablero de n x n casillas
cuadradas, de forma que cada pieza cubra exactamente k casillas del tablero y que no
haya dos piezas superpuestas. Se hace esto hasta que no se puedan colocar mds piezas.
Para cada n y k que cumplen las condiciones anteriores, determinar el minimo nimero
de piezas que puede contener dicho tablero.

Problema 6. Sea S el conjunto de todos los enteros positivos n tales que n* tiene un
divisor en el conjunto {n? + 1,n2 + 2,...,n? + 2n}. Demostrar que hay infinitos
elementos en S de cada una de las formas 7m, 7m+1,7m +2,7m + 5y Tm + 6, pero
S no contiene elementos de la forma 7m + 3y 7m + 4, siendo m un entero.
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XXVIII Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

A continuacién presentamos las soluciones de la XXVIII Olimpiada Matemadtica de la
Cuenca del Pacifico.

Solucion del problema 1. (Solucién de Karol José Gutiérrez Sudrez). Supongamos
primero que el tridngulo ABC es increible. Veremos primero que el dngulo en el vértice
A es recto. Consideremos el caso en que D es el punto sobre BC' tal que AD es la
bisectriz de ZC' AB. Sean Py @ los pies de las perpendiculares desde D sobre AB 'y
AC respectivamente.

A

B D e
Una propiedad conocida del lugar geométrico de la bisectriz establece que D) = DP
y por tanto D estd sobre la mediatriz de PQ), de manera que al reflejar D sobre PQ,
la reflexion R también estard en AD. Pero el enunciado del problema establece que
A, B, C, R son puntos concliclicos, de manera que la tinica posibilidad es que R = A,
en cuyo caso el tridngulo AQ P es una reflexién del tridngulo DQP y al ser APDQ
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un cuadrilatero ciclico (ya que tiene dos dngulos rectos), ZA + ZD = 180° implica
que ZA = 90°.

Nos falta verificar que AB = AC. Tomemos ahora a D como el punto medio de BC.
Dado que ZA = 90° = ZDPB = ZCQD, se tendrd DP || AC'y DQ || AB. Por
tanto, Py () son los puntos medios de AB y AC, respectivamente. Adicionalmente, si
X esel pie de la altura desde A sobre BC, la semejanza en razén 1 : 2 permite concluir
que AX mide lo mismo que RD, de manera que ARy BC son paralelas.

A
' R

P ¢

Como ARBC es ciclico, por hipétesis del problema, de AR || C'B concluimos que
AC = BR y aplicando el teorema de Pitdgoras en los tridngulos ACX y RBD,
concluimos que C'X = BD. Mas atin, como D es punto medio de BC, necesariamente
BD = CD y por tanto CX = CD, es decir, X = D. Como la mediana AD resulta
ser entonces altura, el tridngulo ABC' es isdsceles y por tanto AB = AC.
Supongamos ahora que el tridngulo ABC' es rectdngulo e isdsceles, y tomemos D en
la hipotenusa C'B. Sean P, () como se describen en el enunciado del problemay sea R
la reflexién de D sobre PQ).

R

_—

P

B " - C
D

El cuadrilatero APDC es ciclico, pues ZDQA + ZDPQ@Q = 90° + 90° = 180°
y ademds, QP es didmetro de su circuncirculo. Al ser R reflexién de D sobre PQ,
tenemos que los tridngulos QRP y QQ D P son congruentes y por lo tanto, ZQRP =
90°. Esto quiere decir que R estd sobre una circunferencia con didmetro @) P, por lo
que QRAPD es ciclico.
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Observemos que el tridngulo QC'D también es rectingulo isdsceles, de manera que
QC = @D. Dado que R es reflexion de D sobre ()P, adicionalmente tendremos
QD = QR. Esto quiere decir que los tridngulos CRQ y D R( son isdsceles. Deno-
temos por o = ZQRD = ZQDR y por § = ZQRC = ZQCR. Dado qe QRAPD
es ciclico, tendremos o = ZQRD = ZQAD y al ser APDQ rectangulo, también
ZADP medird «. Por otro lado, ZRQA = 20 al ser dngulo externo del tridngulo
RQC'y por el pentdgono ciclico, ZRDA = 25.

De esta manera 90° = ZQDP = o + 25 + « por lo que o + 5 = 45°. De este
modo ZCRD = 4 a = 45° y como ZDRA = 90° por subtender un didmetro del
pentdgono ciclico, ZCRA = 135°. Finalmente, como ZCRA + LZABC = 135° +
45° = 180°, concluimos que ABCR es un cuadrildtero ciclico y por tanto R estd en
el circuncirculo del tridngulo ABC' tal como queriamos demostrar.

Solucion del problema 2. (Solucién de Karol José Gutiérrez Suarez). Considerare-
mos los nimeros en base binaria. Si m es un entero positivo, denotaremos por s(m)
a la cantidad de unos en su expansion binaria. Como s(a) + s(b) > s(a + b) para
cualquier par de enteros a y b.

Si m es lujoso, entonces m = 2% + 292 4 ... 4 29100 y por tanto

$(290) 4 5(2%2) + -+ + 5(27190) > §(2% 4 292 4 ... 4 20100) = ().

Mas atin, como s(2*) = 1, concluimos que 100 > s(m).
El menor niimero tal que s(m) > 101 es m = 111...15 (compuesto de 101 unos) que
puede expresarse también como

m=111...1, =2"" — 1.
Ningiin niimero n menor que 2'°* — 1 puede satisfacer las condiciones del problema,
pues el miltiplo 1 - » tiene una suma de digitos binarios (bits) menor o igual que 100 y
por tanto serd lujoso. Demostraremos que m satisface las condiciones del problema y
por tanto serd el menor posible.

Supongamos que existen multiplos lujosos de m y consideremos el menor de ellos.
Observando que 2'°! = 1 (mod n), podemos construir el siguiente criterio de divisi-
bilidad por m en base 2: dividimos un nimero en binario en bloques de tamafio 101,
cada uno de los bloques lo consideramos como un niimero binario y hacemos la suma
de todos ellos; si el resultado es multiplo de m, entonces el nimero original también lo
es. Por ejemplo, 22 — 1 divide a 1001115 si y solo si divide a 1005 + 1115 (lo cual es
cierto).

Si w es el menor multiplo de m que es lujoso, necesariamente tendrd mds de 101
bits, por lo que es posible separarlo en bloques (b1 |ba] . . . |bx ). Entonces, el criterio de
divisibilidad establece que m debe dividir a by + by + - - - + bi (considerados como
numeros binarios). Mas atin, como

S(b1 +by+ -+ bk) < S(bl) + S(bz) + -+ S(bk) = S(U)) < 101,

donde la dltima desigualdad se obtiene pues w es lujoso, necesariamente by +ba+- - -+
by, serd un nimero cuya suma de digitos es menor que 101, que ademads es multiplo de
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m, y estrictamente menor que w, lo cual contradice que w es el menor multiplo con
esas caracteristicas.
Por tanto, el menor niimero con las propiedades buscadas es m = 210! — 1.

Solucién del problema 3. (Solucién de Leonardo Ariel Garcia Morén). Sea M’ la
interseccion de AF con la tangente a w por N. Mostremos que M = M.

A-

Para esto basta probar que M’'R y AFE son paralelas, o de manera equivalente, que

PR PM
RN  M'A’

Denotemos por M'N = a, NA = b, AM' = ¢, s = “2te y /FAO = o Al aplicar
el teorema de Menelao'? en el tridngulo APN se tiene que

NE AF ., PR _FP FP
RN EA FP RN NE s-—b

vaque AFF = AFy NE =s—b.

Por otro lado tenemos que AF = s de donde se tiene que OF' = s tan « por lo tanto, de

la semejanza de los tridngulos OF Ay PFO se tiene que FP = OF tan a = stan® a.
PR  stan’a

Luego, —

N s Adicionalmente,

M'A M'A c

PM'  PF+FM'  stan®a+ (s—c)

Por lo tanto, basta probar que

stan?a  stan’a+ (s —c)
s—b c '

10Ver en el apéndice el teorema 16.
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Esta igualdad es equivalente a

cstan? o = s(s — b) tan® o + (s — b) (s — ¢)
— slc—(s—b))tan’a = (s —b)(s —¢c)
— s(s—a)tan’a = (s —b)(s —c)
s tanla= BZDE—9
s(s—a)
Pero esta tltima igualdad es la ley de las tangentes''.

Solucion del problema 4. (Solucion de Kevin William Beuchot Castellanos). Vea-
mos que al menos son necesarios 57 grupos. Tomemos 57 ciudades numeradas del 1 al
57y supongamos que hay un vuelode laciudad 1 ala2,dela2ala3,deladalady
asf sucesivamente, hasta que hay un vuelo de la 56 a la 57 y por dltimo de la 57 ala 1.
Ademads, supongamos que ningtn vuelo del resto de las ciudades llega a estas 57 ciu-
dades. En este ciclo, cualquier par de ciudades estd a distancia de a lo mds 28 vuelos,
entonces ninguna ciudad podria estar en el mismo grupo y por lo tanto se necesita al
menos un grupo por ciudad, es decir 57 grupos.

Mostremos ahora que con 57 es posible hacer dicha particion sin importar la confi-
guracién de vuelos. Consideremos la digrédfica asociada al problema pensando a cada
ciudad como vértice y con arista dirigida a — b si hay un vuelo de a hacia b. Anali-
cemos cada componente conexa y veamos que en cada una de ellas se puede partir en
a lo mds 57 grupos (como las componentes son ajenas si logramos basta dividir cada
componente en 57 grupos). Para ello probemos el siguiente lema.

Lema. Cada componente C de la digrdfica contiene un tinico ciclo.

Demostracion. Supongamos que no hay ciclos. Como C es conexay sin ciclos, entonces
es un arbol. Sea V; el conjunto de vértices hojas (los értices de grado 1). Como C es
una digrafica y de cada vértice sale una arista, se tiene que de cada vértice de V; sale
una arista que llega a otro vértice. Sea V5 el conjunto de vértices que se conectan con
V1 de esta forma. De manera inductiva se define V1 como el conjunto de los vértices
que se conectan con Vj con aristas que salen de Vj, a Vj41. Como C no tienes ciclos,
todos los V; son ajenos y la digrifica es finita, entonces debe existir un valor m tal que
V. no es vacio pero V,,,+1 si lo es. En esta situacién entonces se debe cumplir que
los vértices de V;, no tienen aristas que salgan de ellos, lo cual es absurdo pues por
hipdtesis siempre hay aristas que salen.

Con lo anterior se tiene que debe existir un ciclo. Sea vy, vs, ..., v, un ciclo en C
como en la siguiente figura.

Ver en el apéndice el teorema 14. Dado un tridngulo de lados a, b, ¢, drea A, semiperimetro s e inradio

r, se puede demostrar que r = % =4/ M, donde A = \/s(s—a)(s—b)(s—c)esla

férmula de Herdn para el drea de un tridngulo. Luego, si « es el dngulo opuesto al lado a, es facil demostrar

que tan($) = ——. Sustituyendo la expresién anterior para r en esta dltima relacién, se obtiene la ley de
2 s—a

las tangentes.
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Vg

7 Vg

Consideremos C; los vértices tales que sale una arista hacia algtin v; y que no son del
ciclo. Claramente, C; es ajena a los vértices del ciclo. De forma recursiva se define Cy,1
como el conjunto de los vértices tales que hay arista hacia un vértice de Ci. Veamos
que las familias Cy, y {v1,v2,vs3, ..., v, } son ajenas.

Demostremos esto por induccién sobre k. Si & = 1 es obvio. Supongamos que es cierto
para todo £ < n. Sea c un vértice en C,,. Si este pertenece a algin C, con r < n o al
ciclo, entonces seria un vértice que le sale arista hacia C,,_; y a otro vértice distinto,
ya sea en el ciclo o en C,_; lo cual es un absurdo, pues de cada vértice solo sale una
arista.

Con lo anterior el lema estd probado y se tiene que cada componente conexa es de la
forma

(ird Ve

Veamos que con esto podemos etiquetar cada vértice en la componente con un ndmero
del 1 al 57 para clasificar en 57 grupos con la propiedad requerida.

Al vértice v; lo etiquetamos con 1, al v, con 2, v, con el 3 y asi sucesivamente
con la condicién de que si el ciclo tiene a lo mds 57 vértices solo se usan de manera 57
etiquetas y si hay mds de 57 se usan 29 etiquetas de forma ciclica hasta que en el dltimo
bloque se usan las etiquetas del 30 al 57. Para cada uno de los vértices v de las ramas
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nos fijamos en la etiqueta ¢ del vértice al que llega la arista que sale de v y le ponemos
la etiqueta ¢+ 1 médulo 57. Este acomodo cumple lo requerido, pues si hay dos vértices
en distintas ramas es imposible llegar de uno de ellos al otro o tienen distancia de 57 al
menos, si v estd en una rama y u en el ciclo entonces si la distancia de v al ciclo es r
de forma reducida médulo 57 para llegar a v que tiene la misma etiqueta, al menos se
necesitan 57 — r 0 29 — r vuelos de donde al menos se requieren en cualquier caso 29
vuelos. Por dltimo si estdn en el ciclo, la distancia minima entre dos vértices v;, v; de
la misma etiqueta es min{|j — |, 57 — |j — ¢|} pero por construccién cada uno de estos
nimeros es al menos 29, por lo tanto la particién de grupos cumple.

Como esto es vilido para cada componente y las componentes son ajenas bastan 57
grupos.

Solucién del problema 5. La funcién f(x) = 2 cumple la ecuacién funcional ya que:
(z+D(@+y) = (22 +y) + (yz + ),

para todos los nimeros reales positivos z, y, z.
Demostraremos que es la tnica funcién, usando los siguientes lemas.

Lema 1. f es inyectiva.

Demostracién. Si f(a) = f(b), paraa,b € RT, altomarz =y =1,z = aenla
ecuacién funcional, se obtiene que (a + 1) f(2) = 2f(f(a)+ 1) y alhacerz = y = 1,
z = b se tiene que (b + 1)f(2) = 2f(f(b) + 1), pero si f(a) = f(b), entonces
(a+1)f(2)=(b+1)f(2) porloque a = b. O

Al tomar x = y en la ecuacién funcional, se obtiene que

(z+1)f(22) = 2f (x(f(2) + 1)). (5)
Si z = 1, lainyectividad de f garantiza que 2z = z(f(1) + 1), por lo que f(1) = 1.
Lema 2. f es suprayectiva. »

ez < + 2
Demostracion. Bastard ver que para cada z € R™, f toma los valores 2=y 777 (esto

z+1
2

basta, ya que cualquier y € R™ se puede escribir de la forma y =
de la formay = % sty < 2).

Al tomar x = % en (5), se obtiene que

(1)1 ) =55

siy > %obien

y al tomar x = ﬁ en (5), se tiene que

1) == (i) - =5+

O

Lema 3. La funcién f satisface que f(x)f (%) = 1, para todo nimero real positivo z.



Soluciones de Olimpiadas Internacionales 49

Demostracion. En el lema 2 se obtuvo que:

f(f(2)2+1)22—£1 Y f(f(z)2—|—1):zj-1’

f(f(2)2+1).f(f(z)2+1)zz—;l.zilzl'

Con las mismas ideas del lema 2 se puede garantizar que cualquier niimero real posi-

por lo que

tivo z es de la forma £ (Z2)+1 07 (ZQ) 7 Para algiin ndmero real positivo z, por lo que
f(x)f(2) = 1 para todo ndmero real positivo . O

Tomando % en lugar de 2 en la relacion (5) y usando que f(%) = f(lz) , se tiene que

(3 +1) e =21 (o +1)) =2 (5,

(2 +1) r2m) = L+ 1) = 2pats ) + 1),

y como

se sigue que

RUCESIANIE I
F(PEL) = Lretre + 1) ©

para cualesquiera nimeros reales positivos z, z.

Lema 4. La funcién f satisface que f(f(z)) = z para todo nimero real positivo z.
Demostracién. Al tomar x = ﬁ en la relacién (6) obtenemos que f (%) =

1f(1) = L. Pero, por el Lema 3, f(f(z))f(ﬁ) = 1. Luego, f(f(z))L = 1. Porlo
tanto, f(f(z)) = z para todo nimero real positivo z. O

Lema 5. La funcién f satisface que f(zy) = f(x)f(y) para todos los nimeros reales
positivos z, y.

Demostracién. Al hacer y = z(f(z) + 1) en la relaci6n (6) obtenemos que f (%) =
% f(y) para cualesquiera nimeros reales positivos y, z. Luego, aplicando el Lema 4
Sbienemos que (£) = f(7rtars) = 75 £(y). por lo que £(y) = f(2)f(x) para
cualesquiera nimeros reales positivos z, y. Luego, f(zz) = f(%)f(x) = f(2)f(x)

para cualesquiera niimeros reales positivos x, z.
O

Lema 6. La funcién f satisface que f(z+y) = f(x)+ f(y) para cualesquiera nimeros
reales positivos z, y.
Demostracién. Tomando © = 1, en la ecuacién (5), se tiene que (z + 1)f(2) =

2f(f(2) + 1). Luego, )
@+ =126 4,
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Al aplicar f de ambos lados de esta igualdad, los lemas 4 y 5 garantizan que f(z)+1 =
1/3

FUSE) D) = FF@NFG)f(z+1) =245 f(z +1) = cf(2 + 1). As

flz+1) =c(f(z) +1)

para todo niimero real positivo z, donde ¢ = sz)

Tomando z = £ en la ecuacion anterior, se tiene que f (£ +1) = ¢ (f (£) 4+ 1), por
lo que

fle+y)=c(f@)+fy), ©)

para todos los nimeros reales positivos z, .

Siz =y = 1en (7), se tiene que f(2) = 2¢. Six = 2,y = 1 en (7), se tiene
que f(3) = ¢(f(2) +1) = 2c¢> +c. Six = 3,y = 1en (7), se tiene que f(4) =
c(f(3) +1) = 2¢® + ¢® + c. Por otro lado usando el lema 5, se tiene que f(4) =
f(2)f(2) = 4c?, porlo que 4¢* = 2¢® + ¢? + ¢, de donde ¢ = 0, ¢ = 3 0 ¢ = 1. Pero
¢ = 0 no es posible. Tampoco ¢ = % es posible yaque x = y = 1 en (7) nos lleva a
que f(2) = 1 = f(1), que contradice la inyectividad de f. Luego, debe suceder que
¢ = lyentonces f(x+y) = f(x)+ f(y) para todos los nimeros reales positivos z, y.
En particular se tiene que f es creciente, ya que como f(y) > 0, f(z +y) = f(z) +
f(y) > f(x) para cualesquiera nimeros reales positivos x, y. O

Lema 7.Si f : Rt — R™ es creciente y f(f(x)) = x para todo niimero real positivo
x, entonces f(x) = x para todo ndmero real positivo z.

Demostraciéon. Si x < f(x) para algin nimero real positivo x, se tiene por ser f
creciente que f(z) < f(f(z)) = «, lo que es una contradiccién. De manera andloga,
siz > f(x), para algiin nimero real positivo x, se tiene por ser f creciente que f(x) >
f(f(z)) = x, de nuevo una contradiccion.

Por lo tanto, f(z) = x para todo nimero real positivo x. O

5% Olimpiada Europea Femenil de Matematicas

A continuacién presentamos las soluciones de la 5¢ Olimpiada Europea Femenil de
Matematicas.

Solucién del problema 1. (Solucion de Olga Medrano Martin del Campo). Empe-
cemos por demostrar el siguiente resultado.

Lema. Si0 < a < b < ¢, entonces a® + b < 2be.

Demostracion: Si alguno de los nimeros b o ¢ vale 0, entonces a = b = 0, por lo que
a®? +b?> = 0y 2bc = 0 de modo que se cumple 2bc > a? + b2. Si ninguno de los dos

. 2 2 , . .
nimeros b y c es cero, entonces las fracciones - y 2—C estin bien definidas y cada una
de ellas es menor o igual que 1. Por lo tanto, é(a2 + b?) < 2. Al multiplicar por bc,

obtenemos la desigualdad buscada. g
Abhora, dividamos el problema en tres casos:
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= n = 1. Eneste caso tenemos que min{z?+2? ,} = 2f+a7 y max{2z;x;41} =
2z11; por lo que 223 = min{z? + 27} < méx{2z;2i41} = 2a7.

= n = 3. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z; < zo < 3, ya
que todas las parejas posibles con estos tres nimeros son de la forma (z;, z;4+1).
Por el lema anterior tenemos que min{z? + 27} < zf + 23 < 2zox3 <
max{2x;z;41}.

= 1 > 3. En este caso consideremos una grafica cuyos vértices sean los nimeros
Z1,...,Ty, de manera que los vértices x;, x;41 serdn unidos por una arista.
Cada arista la pintaremos de color azul si x; < x;11, y de rojo en caso contrario.
Como n es impar, siempre tendremos al menos dos aristas adyacentes x;x;41 y
Z;4+1Z;i+2 del mismo color (donde x4 se toma igual a x1). Consideremos dos
casos:

* Ambas aristas son azules. Entonces, z,, < Tym+1 < Typto. Siusamos el
lema, tenemos que 2, + 22, | < 224,11 42. Como min{z? + 22, } <
2 .2 2 2 ; a2 .2
T AT, 1Y T+, o < MAX{22 41 }, tenemos min{x +a7, |} <
max{2x;x;11}.

* Ambas aristas son rojas. En este caso, tenemos que x,, > Tyq1 > T2
y podemos usar nuevamente el lema como en el caso anterior.

Solucion del problema 2. (Solucion de Olga Medrano Martin del Campo). Primero
vemos que como ABC'D es ciclico, XA- XC = X B- XD = m. Luego, por ser C; y
D; puntos medios de C X'y DX, respectivamente, XA - XCy = XB- XDy = 3y,
por lo tanto, ABC1 D1 es ciclico. Luego, como D1, Cy y M son puntos medios de los
lados del tridngulo DX C, D1 M y C1 M son paralelas a AC'y BD, respectivamente,
lo que implica que X D; M C es un paralelogramo. Por estas paralelas y por el ciclico
ABC1 D, vemos que ZM DY = LZCAY = /DBY = ZMCY = «. También
tenemos que L/ XC1M = /X Dy M. Si sumanos los dos dngulos anteriores tenemos
que ZXCY =/ZXDY =p3.
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XC, __ sen o sena __ DY

Luego, &5 = Sn(180-F) = senf — BY Ahora, como X D1 M(C es paralelogra-

mo, entonces XC7; = D, M. Por lo tanto, 1:;{111?\}4 = %1;/. Entonces, 12)1]1\; = %. Esta
ultima igualdad, junto con la ecuaciéon ZM DY = ZXBY = «, nos lleva a que los
tridngulos M D1Y y X BY son semejantes.

Pero como tenemos que Dy M es paralela a AX, los tridngulos YD1 M y Y AFE son
semejantes. Por lo que también son semejantes los tridngulos YAFE y Y BX. De la
igualdad entre los angulos correspondientes /Y FA = /Y X B, se sigue la igualdad

entre sus suplementarios, /Y EX = /Y X F', con lo que concluimos la demostracion.

Solucién del problema 3. El nimero minimo de casillas azules debe ser menor o igual
que 6m, pues esta cantidad se puede lograr al colocar en una diagonal del tablero m
bloques de 4 x 4 de la siguiente forma:
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Aseguramos que 6m es el minimo buscado y para demostrarlo, veremos que cualquier
combinacidn de casillas que satisfaga las condiciones del problema tiene al menos 6m
casillas azules. Consideremos una coloracién arbitraria y denotemos por m{ al nime-
ro de filas que contienen exactamente una casilla azul, por mg al nimero de filas que
contienen exactamente dos casillas azules y por m?{ al nimero de filas que contienen
exactamente tres casillas azules. De manera andloga se definen m{, m5 y m§ para las
columnas.
Iniciemos con la demostracién de que m§ > m{ y de que andlogamente podemos
concluir que mg > m¢. Si una casilla azul estd sola en su fila (columna respectiva),
entonces hay al menos dos casillas azules en su columna (fila respectiva) y la afirma-
cién anterior queda demostrada.
Supongamos que el nimero total de casillas azules es menor que 6m. Probemos que
my > mgz y que m{ > mg, para llegar a la contradiccion: m{ > mé > mi > m§ >
mj.
Probemos la primera desigualdad, la segunda se demuestra de manera andloga. No-
temos que si hubiera una fila vacia, entonces cada columna contendria al menos dos
casillas azules, por lo que el total de casillas azules seria al menos 8m > 6m, una
contradiccién. Por lo tanto, no hay una fila vacia. Si contamos las filas tenemos que
poomi  omi . ) .
my + > + 3 > 4m y si contamos el nimero de casillas azules obtenemos que
m{ + mg + mé < 6m. Al sustituir la dltima ecuacién de la anterior multiplicada por

s
{ — mg > % > 0, con lo que podemos concluir el problema.

3, obtenemos que m
Solucién alternativa. Para probar que una configuracion minima de casillas azules
que satiface las condiciones del problema tiene al menos 6m casillas, consideremos
una gréfica bipartita cuyas particiones tienen como vértices a las filas y a las columnas
del arreglo, respectivamente. Una fila y una columna estardn conectadas por una arista
si y solo si se cruzan en una casilla azul. Entonces, el nimero de casillas azules es igual
al ndmero de aristas de esta grafica. Ademas, las condiciones del problema implican
que por cada fila r y cada columna ¢, d(r) + d(c) — e(r,¢) > 2, donde €(r,c) = 2sir
y ¢ estdn unidos por una arista y €(r, ¢) = 0 de otra forma. Aqui, d(r) y d(c) denotan
los grados de los vértices 7 y c, respectivamente.

Por lo visto en la solucién anterior, observemos que no hay columnas o filas vacias.
Entonces, la gréifica no tiene vértices aislados. Por lo tanto, la cardinalidad de cada
componente conexa en la grifica es al menos 4. Esto quiere decir que hay a lo mds
2. % = 2m componentes conexas. Como resultado, la grafica tiene al menos 8m —
2m = 6m aristas, con lo que terminamos la demostracion.

Solucién del problema 4. (Solucion de Alka Xavier Earathu). Denotemos por Oy,
Oz y O alos centros de wy, wo y w, respectivamente. Si @ es el punto de interseccién
de X7 X5 con 0105, y P es el punto de interseccion de X275 con w, entonces bastard
demostrar que los puntos X1, T} y P son colineales.

Definimos los dngulos 20 = /1101 X9, 28 = L0201y, 2a0 = £X10109, x =
ZTQXlTl, Yy = ZOQXlTQ yz = ZTlTQXl.
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El segmento O 05 es mediatriz de la cuerda X; X» y por tanto, al ser isdsceles el
triangulo X;0 X2, serd también su bisectriz, de modo que 2a = 25 + 20. Asi, o =
B + 0, lo cual implica que £ X201 X, = 4. Mds atin, como los radios de los circulos
son iguales, el tridngulo O; X703 es isdsceles y por lo tanto Z01 02 X; también mide
2c y 4X102X2 = 4a.

Por el teorema del dngulo inscrito, ZT1 X1 X = 0y £ZX2T2X; = 2a, por lo que
Py = 2a— zy LPOTy = 2/PT»T) = 4a — 2z. Luego, como el tridngulo
OT P esis6sceles, ZOT; P = 90° — 2ac+ z. De modo andlogo, /X3 X101 = 90° —«
y L0111 X1 = 90° — 2 + 6. Como O4, T1 y O son colineales, entonces £ X770 =
90° 4+ 2a. — 6.

Por suma de dngulos internos en los tridngulos X101 09 y X171 T3, se tiene que 90° =
20+0+2+yy90° = 2a+2z+y+x—0.Entonces § = zy LZOT1 P = 90° —2a+-0 =
/X1T10. Por lo tanto, X1, T y P son colineales.

Solucion del problema 5. (Solucion de Olga Medrano Martin del Campo). Vamos
a trabajar tres casos:

= n = k. En este caso vamos a tener que poner las k fichas, ya sea vertical u
horizontalmente. Por tanto, el minimo es k.

= n =2k —m,conl < m < k. Primero tomemos el acomodo de la Figura 1,
en el cual se utilizan 2(k — m + 1) fichas. Veamos que ya no se pueden poner
mds fichas ni en A ni en B: A es un cuadradode (k — 1) x (k— 1),y Besun
cuadrado de (k — m) x (k — m) menos su esquina inferior izquierda.

Ahora, vamos a probar un lema:

Lema del sombreado. Si una ficha horizontal se encuentra a distancia menor
a k del borde inferior, cada uno de los niveles de abajo debera tener una ficha
horizontal en él.

Demostracién: Si no fuera asi, alguno de los niveles de abajo tendria un espacio
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de 1 x k libre, en el cual podria ir otra ficha, lo que es una contradiccién. O

Supongamos que se utilizaron menos de 2(k — m + 1) fichas. Por lo tanto, una
de ambas direcciones va a ser utilizada k¥ — m o menos veces. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que es la vertical. Si usamos el lema del sombreado
podemos ver que esas fichas verticales estdn todas pegadas en la parte izquierda y
derecha del tablero (y hay exactamente una en cada columna, yaque n < 2k—1).
Pero como son maximo k — m fichas, hay al menos k hileras en medio, en cada
una de las 2k — m filas debe haber al menos una ficha horizontal. Pero 2k —m >
2(k—m-+1), contradiccién. Por lo tanto, el minimo es 2(k—m+1) = 2(n—k+1)
fichas.

= n = 2k — 1. Tomamos el acomodo de la Figura 2 que utiliza 2k — 1 fichas. Ya no
se pueden poner fichas pues los tinicos espacios libres son los a;, los cuales tienen
dimensiones 1 y k — 1. Supongamos que se pueden usar menos fichas, entonces
sin pérdida de generalidad, hubo k£ — 1 verticales o menos. Usamos el lema del
sombreado para ver que todas nuestras fichas verticales estdn pegadas desde el
borde izquierdo o derecho del tablero, y hay una maximo por columna. Por lo
tanto, después de ponerlas todas, nos quedan k£ columnas libres en medio, las
cuales solo pueden ser cubiertas por fichas horizontales, por lo que necesitamos
al menos 2k — 1 de ellas. Por lo anterior usamos 2k — 1 fichas, lo que es una
contradiccion.

Figura 1 Figura 2

Solucién del problema 6. Demostremos que con el siguiente lema podemos concluir
el problema y, ademads, que nos permite dar una descripcion recursiva de S. La prueba
del lema se da al final de la solucién.

Lema. La cuarta potencia de un entero positivo n tiene un divisor en el rango n? +
1,m24+2,...,n% 4 2n siy solo si al menos uno de los nimeros 2n? 4+ 10 12n2 +9es
un cuadrado perfecto.

Aplicando este lema, un entero n pertenece a S si y solo si m? —2n? = 1 0o m? —
12n? = 9 para algtin entero m. La tltima es una ecuacién de Pell cuyas soluciones son
(m1,n1) = (3,2) y (mgy1,ner1) = (3my + 4ng, 2my + 3nyg), parak = 1,2,3, ...
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En lo subsecuente, las congruencias se consideran médulo 7. Por iteracién, tenemos
que (M43, Ngt3) = (Mg, ng). Dado que (m1,n1) = (3,2), (m2,n2) = (3,-2) y
(ms,n3) = (1,0), se sigue que S contiene infinitos enteros de cada una de las clases
de residuos 0 y +2 médulo 7.

La otra ecuacidn se puede transformar en una ecuacién de Pell, m'? —12n/? = 1, al
notar que m y n son divisibles entre 3 e introducir m = 3m’ y n = 3n’. En este caso
las soluciones son (my,n1) = (21,6) y (mg41,ng+1) = (Tmyg + 24ng, 2my, + Tng),
parak=1,2,3,....

Esta vez la iteracién demuestra que (my44, Ng+a) = (Mg, ng). Dado que (mq,n1) =
(0,-1), (ma,n2) = (=3,0), (mg,n3) = (0,1) y (m4, ng) = (3,0), se sigue que S
contiene infinitos enteros de cada una de las clases de residuos 0 y £1 médulo 7. Por
ultimo, dado que los enteros ny son todos los posibles enteros en .S, no hay un entero
congruente a 3 médulo 7 que pertenezca a S.

Ahora demostremos el lema. Sea n un entero que pertenece a S'y sea d = n? +m

un divisor de n? en el rango n? 4+ 1,n% + 2,...,n2% + 2n (es decir, 1 < m < 2n).
3

. m
Al elevar al cuadrado n? = d — m obtenemos que d divide a m?, entonces i es un

entero. Dado que n? < d < (n + 1)2, se sigue que d no es un cuadrado; en particular,
2

2 2 2 m
= = 1, entonces - > 2. Por otro lado, 1 < m < 2n, entonces "~ = 0 = 2
n<+m
2 m2 9 2
07 = T 3. En estos dos casos obtenemos que 12n* 49 = (2m — 3)* o que
n+m

2n% + 1 = (m — 1), respectivamente.

Al contrario, si 2n? + 1 = m? para algtin entero positivo m, entonces 1 < m? < 4n?.
Por lo tanto, 1 < m < 2nyn* = (n? + m + 1)(n? — m + 1), el primer factor es
el divisor deseado. Anélogamente, si 12n2 + 9 = m? para algin entero positivo m,

. 4 o, m 3 s m 3 .
entonces m esimpar,n > 6yn* = (n +5+§ n —54—5 , €l primer factor

es el divisor deseado.
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Definicién 2 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicion 3 (Congruencias). Dados dos enteros a, by un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.
1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).
2. Sia=c(modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).

n

3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢" (mod m) para todo entero positivo n.

4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod (bm—m)) donde (b,m) denota el
mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 4 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m> - (n —m)lm!’

donde n! denota el producto1-2---n.

Teorema 5 (Binomio). Para a 'y b niimeros cualesquiera 'y n un entero no negativo se

cumple que .
iy =3 ()arrt
k=0

Teorema 6 (Desigualdad media aritmética - media geométrica). Si zi, x2, ..., T, son
niimeros reales positivos, entonces

Ti+ X2+ + T

> w12 T,
n
v la igualdad se cumple siy solo si x1 = xo = --- = Tp.

Teorema 7 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para cualesquiera niimeros reales x1,
ey Xy YL, - - - Yn S€ cumple que,

n 2 n n
2 2
E Ty | < E Z; E Yi
im1 i=1 i—1

La igualdad se verifica si y solo si existe un niimero real \ tal que x; = \y; para todo
1=1,...,n.

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 4 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.
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Definicion 5 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A'B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, ZABC = LA'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC CcA

A’B" 7 B'C" T C'A’"

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.

Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y C A, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC
AD — AE"

Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se

: BD _ BA
tiene que DC — AC:

Teorema 12 (Bisectriz generalizada). Dados un tridngulo ABC'y un punto D sobre

el lado BC, se tiene que
BD  BAsen(/BAD)

DC ~— ACsen(/DAC)’

A

B D C
Teorema 13 (Ley de los cosenos). En un tridngulo de lados a,b y c, se cumple la
relacion a® = b? + c? — 2bc cos a donde « es el dngulo opuesto al lado a.

Teorema 14 (Ley de las tangentes). En un tridngulo de lados a,b 'y c, se cumple la
relacién tan® (%) — (s=b)(s—c)

—a) donde « es el dngulo opuesto al lado a 'y s = %(a +
b+ c).

Teorema 15 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay
AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C' N son concurrentes

siysolosi 7551 N5 = L

Teorema 16 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C' Ay AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si BL . €M . AN — 1" donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.

Teorema 17 (Teorema de Stewart). Sea ABC' un tridngulo y AX una ceviana de
longitud p que divide al segmento BC' en dos segmentos BX y X C de longitudes m y
n, respectivamente. Entonces, a(p* +mn) = b*m + c*n donde a,b y c son los lados
del tridngulo opuestos a los vértices A, B y C, respectivamente.
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Definicion 6 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comin.

2. Angulo semi-inscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comun.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 18 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 19 (Medida del dngulo semi-inscrito). La medida de un dngulo semi-inscrito
en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 20 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y C'D de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, B y T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 7 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 21 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir,

ZDAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
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