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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacioén de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2016, Numero 3

El equipo editorial de la revista Tzaloa te da la bienvenida a su tercer nimero del 2016.
En esta edicién encontrards el articulo Orden de un niimero, escrito por Carlos Jacob
Rubio Barrios y Emerson Lucas Soriano Pérez. En teoria de niimeros, hay varios temas
que no se entrenan a nivel estatal porque no hay materiales en espafiol accesibles para
los entrenadores, de manera que esperamos que este articulo sea uno de los primeros
en cubrir ese tipo de necesidades.

En la seccién Concursos Estatales encontrards el examen de la cuarta etapa de la Olim-
piada de Matematicas de la Ciudad de México de este afio. Queremos expresar nuestro
agradecimiento a Isabel Hubard, delegada de la Ciudad de México, y al “Flamante Co-
mité de la Olimpiada Lechona de Matemdticas” por compartirnos el material y apro-
vechamos para invitar a todos los delegados estatales a que nos envien sus examenes

Vocablo néhuatl cuyo significado en espaiiol es aprender.
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selectivos para publicarlos en la revista y de esta manera enriquecer el intercambio de
materiales entre todos.

En las secciones de concursos internacionales, hallards los resultados de México en la
XVIII Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el Caribe, y en la 57% Olimpiada
Internacional de Matemdticas, asi como los respectivos exdmenes y sus soluciones.

Como siempre, hemos preparado una cuidadosa seleccién de problemas de prdctica
y de entrenamiento, mismos que esperamos sean Utiles para tu preparacién rumbo al
concurso nacional de la OMM.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacidon de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovenes con talento matemético ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

302 Olimpiada Mexicana de Matematicas
El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:
= Concursos Estatales.

= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccién y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 30* Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 1997. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
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2016-2017 y, para el 1° de julio de 2017, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberan inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 30* Olimpiada Mexicana de Matemadticas se realizard del
6 al 11 de noviembre de 2016 en Acapulco, Guerrero. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccién que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2016 y hasta
la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXIX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempeifio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 58 Olimpiada Internacio-
nal de Matematicas (Brasil, julio de 2017) y a la XXXII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (Argentina, septiembre de 2017).

De entre los concursantes nacidos en 2000 o después y premiados en el Concurso
Nacional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XIX Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (Panamd, junio de 2017).

De entre los mas jovenes se seleccionard la delegacién mexicana que nos representard
en la Competencia Internacional de Matemadticas (IMC) a realizarse en la India en julio
de 2017.

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegaciéon que representard a
México en la VI Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO) a celebrarse en
Zurich, Suiza, en el mes de abril de 2017.



Orden de un numero

Por Carlos Jacob Rubio Barrios y Emerson Lucas Soriano Pérez

Nivel Avanzado

Para explicar de manera sencilla la motivacién de este articulo, diremos que un entero
positivo es bueno si todos sus digitos son iguales a 9. Por ejemplo, los nimeros 9; 999
y 9999 son niimeros buenos.

Se observa que 3 posee un miiltiplo bueno, ya que 9 es miiltiplo de 3. El nimero 7
también posee un multiplo bueno, pues 999999 es mdltiplo de 7. En general, si n es
coprimo con 10, entonces, por el teorema de Euler?, tenemos que 10¢(n) =1 (mod n),
lo cual significa que
n]999...99.
———

#(n) veces

Este hecho nos garantiza que cualquier entero positivo n que es coprimo con 10 posee
un multiplo bueno. Ademds, es fécil notar que si n posee un multiplo bueno, entonces
posee infinitos multiplos buenos, pero, ;cudl de todos los multiplos buenos tiene la
menor cantidad de digitos? En este articulo mostraremos cémo calcular la cantidad de
digitos de ese menor multiplo bueno de n.

Para mayor facilidad, mencionaremos algunas notaciones usadas a lo largo de este
escrito.

= a | b significa que a divide a b, a es divisor de b o que b es miiltiplo de a.

= Para cada entero positivo n, ¢(n) denota el nimero de enteros positivos menores
o iguales que n, que son coprimos con n. Por ejemplo, si p es un nimero primo,
es facil demostrar que ¢(p) = p — 1y ¢(p*¥) = p*~*(p — 1) para todo entero
positivo k.

2E] teorema de Euler afirma que si a y n son enteros positivos coprimos, entonces a®(™) = 1 (mod n).
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= Si p es un ndmero primo y a es un entero positivo, entonces v,(a) denota al
mayor entero no negativo tal que p*»(*) | a.

Teoria y Ejemplos

Para cada par a y n de enteros positivos coprimos, sea A(a,n) el conjunto de los
nimeros naturales k tales que a* = 1 (mod n), esto es,

A(a,n) = {keN|a* =1 (modn)}.

Abhora, consideremos la siguiente sucesion de nimeros:

at,a?,a®,... a", a" .
Por el principio de las casillas, existen indices i > j tales que a' = a’ (mod n).
Como a y n son coprimos, se tiene que a7 = 1 (mod n). Por lo tanto, i — j es un
elemento de A(a,n), y en consecuencia, A(a,n) es un conjunto no vacio de nimeros
naturales. Luego, A(a,n) tiene un elemento minimo. A dicho elemento minimo se le
conoce como orden de a mddulo n 'y se denota por ord,,a.

Teorema 1. Si a, n y k son enteros positivos tales que a* = 1 (mod n), entonces

ordna | k.

Demostracion. Sea d = ord,a. Por el algoritmo de la division, existen enteros no
negativos ¢ y r tales que k = dq + 7, donde 0 < r < d. Como a? = 1 (mod n),
tenemos que

=ad" = a%t" = (0?7 . 4" = a" (mod n).

Si r > 0, entonces r es elemento de A(a,n), y como d es el elemento minimo de
A(a,n), tenemos que d < . Pero esto es una contradiccion, pues r < d. Por lo tanto,
r =0, y en consecuencia d | k. O

Teorema 2. Si a y n son enteros positivos coprimos, entonces ord,a | ¢(n).
Demostracién. Si a'y n son coprimos, entonces a®(™) = 1 (mod n) por el teorema de
Euler. Luego, por el Teorema 1, se sigue que ord,a | ¢(n). O
Ejemplo 1. Encontrar el menor miiltiplo de 19 cuyos digitos son todos iguales a 1.

Solucion. Sea N el menor miltiplo de 19 conformado tinicamente por digitos 1 y
sea m la cantidad de digitos de N. Como 19 | 9N y 9N = 10™ — 1, se tiene que
10™ =1 (mod 19). Luego, m = ord1910, pues N es minimo.

Para hallar IV, bdsicamente tenemos que encontrar m, es decir, todo se reduce a calcular
el valor de ordi910. En efecto, por el Teorema 2 tenemos que ordi910 | 18 (pues
¢(19) = 18), y, en consecuencia, ord;910 € {1, 2, 3, 6, 9, 18}. Como

10-1=9=9(mod19),
10 — 1 =99 = 4 (mod 19),
10 — 1 =999 = 11 (mod 19),
10% — 1 =999 999 = 10 (mod 19),
107 — 1 = 999999 999 = —1 (mod 19),
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concluimos que 10™ # 1 (mod 19) param = 1,2, 3,6y 9. Por lo tanto, ord;910 = 18,
yasi N =111...11. |
—

18 veces
Ejemplo 2. Hallar el valor de ordy¢12.
Demostracion. Sea d = ordjg12. Como 101 es primo, tenemos que ¢(101) = 100
y, por el teorema de Euler, 2'°° = 1 (mod 101). Luego, por el Teorema 1 se sigue
que d | 100, esto es, d € {1,2,4,5,10,20,25,50,100}. Como 0 < 2¢ < 101 si

d=1,2,4,5, se sigue que d no puede ser igual a ninguno de estos nimeros. Ademads,
como

219 = 14 (mod 101),
220 = 95 (mod 101),
22° =10 (mod 101),
250 =100 (mod 101),

se sigue que d tampoco puede ser igual a 10, 20, 25 o 50. Por lo tanto, d = 100. |
Ejemplo 3. Encontrar el menor entero positivo n tal que 2%°16 divide a 17™ — 1.

Solucion. El problema equivale a determinar el valor de n = ords2016 17. Por el teore-
ma de Euler y el Teorema 1, tenemos que

n | ¢(22016) — 22015.

Asi, n = 2%, para algin k € {1,2,3,...,2015}. Tenemos que 22016 | 172" — 1.
Notemos lo siguiente:

17" — 1= (17 = D)(AT+ DA +1)--- 177" +1).

Buscaremos el exponente de 2 en cada uno de los factores del producto. Como 17 =
1 (mod 4), tenemos que 172 +1 =1+ 1 = 2 (mod 4) para todo entero i > 0. Asf,
el ndmero 172" + 1 es miltiplo de 2, pero no de 4 para todo entero ¢ > 0. Por lo tanto,
u2(172’c — 1) = k + 4, y en consecuencia, k + 4 > 2016. Luego, se concluye que
n = 22012, O

Ejemplo 4. [Leningrado, 1990] Sea n un entero positivo. Demostrar que n. | ¢p(a™ —1)
para todo entero positivo a > 1.

Demostracion. Sea d = ord(,n»_1ya. Como a y a” — 1 son coprimos, por el teorema
de Euler tenemos que a®(®" 1) = 1 (mod @™ — 1), y por el Teorema 1, d | ¢(a" — 1).
Basta demostrar entonces que d = n.

Como a™ = 1 (mod a™ — 1), el Teorema 1 implica que d | n, y en consecuencia,
d <n.Sid < n,entonces 0 < a? —1 < a™ — 1y por lo tanto a? # 1 (mod a™ — 1),
lo que es una contradiccién. Por lo tanto, d = n. O

Ejemplo 5. [Putnam, 1972] Demostrar que no existe enterom > 1 tal quen | (2™ —1).
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Demostracion. Supongamos lo contrario, esto es, que existe un entero n > 1 tal que
2™ =1 (mod n), y sea k el menor de tales enteros. Es claro que 2 y k son coprimos.
Sea d = ord;2. Como 2¢ = 1 (mod k) y k > 1, se sigue que d > 1.

Por otro lado, como 2¥ = 1 (mod k), se tiene que d | k por el Teorema 1. Luego,
d < k.Como2? =1 (mod k) yd | k, se sigue que 2¢ = 1 (mod d) cond > 1.
Entonces, por definicién de k tenemos que k < d. Concluimos que d = k.

Como 2 y k son coprimos, el Teorema 2 garantiza que d | ¢(k), esto es, k | ¢(k).
Luego, 1 < k < ¢(k), lo cual es una contradiccion, ya que ¢(i) < i — 1 para todo
entero ¢ > 1. Por lo tanto, no existe ningdn enteron > 1 tal que n | (2™ — 1). O

Ejemplo 6. Demostrar que si p es un niimero primo mayor que 3, entonces cualquier
divisor positivo del niimero
2P+ 1
3

es de la forma 2kp + 1, donde k es un entero no negativo.

.z , . . . P
Demostracion. Sea p > 3 un niimero primo arbitrario y sea m = 2—;1 Es claro que

el nimero 1 es un divisor positivo de m y es de la forma 2kp + 1 para algin entero
no negativo k, a saber 1 = 2p - 0 + 1. Como el producto de dos nimeros de la forma
2kp + 1 es de la misma forma, basta demostrar el resultado para los divisores primos
de m.
Como p > 3, tenemos que p = 1 (mod 6) o p = —1 (mod 6). Sip = 1 (mod 6),
entonces 2P = 2 (mod 9), pues 26 = 64 = 1 (mod 9). Asf, 2” + 1 = 3 (mod 9). De
manera andloga, si p = —1 (mod 6), entonces 2P + 1 = —3 (mod 9). Luego, 27 + 1 es
multiplo de 3, pero no de 9. De esta manera, todo divisor primo de m es mayor o igual
que 5.
Sea ¢ un divisor primo de m y sea d = ord,2. Como le = 0 (mod g¢), tenemos
que 22 = —1 (mod ¢) y 2% = 1 (mod ¢). Luego, por el Teorema 1, tenemos que
d | 2p. De aqui que d € {1,2,p,2p}. Como 2! = 2 (mod q), 22 = 4 (mod q),
2P = —1 (mod q) y ¢ > 5, tenemos que d # 1,2y p. Por lo tanto, d = 2p. Aplicando
el Teorema 2, se sigue que 2p | ¢(q) (pues 2 y g son coprimos), esto es, 2p | (¢ — 1),
ya que g es primo. Concluimos que ¢ = 2pk + 1 para algiin entero positivo k.
Por lo tanto, cada divisor positivo de m es de la forma 2pk+1 con k entero no negativo.
O

Ejemplo 7. Demostrar que si p es un niimero primo mayor que 2, entonces cualquier
divisor positivo del niimero 2P — 1 es de la forma 2kp + 1, donde k es un entero no
negativo.

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

Ejemplo 8. [Lista larga, IMO 1985] Sea k > 2 un niimero enteroy seanmni, Nz, . .., N
enteros positivos tales que

ny | (27 1), ng | (2% 1), o | (2 - 1),

Demostrar que ny = ng = --- =nyp = 1.
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Demostracion. Sea ni4+1 = nj. Si existe ¢ tal que n; = 1, entonces necesariamente
ny = ng = --- = ni = 1. Ahora, supongamos que ninguno de los n; es igual a 1.
Paracada 1 < ¢ < K, sea p; el menor primo que divide a n;. Luego, como 2"+! =
1 (mod p;), se tiene que 2 y p; son coprimos, y por el Teorema 1, ordy, 2 | n;41. Note
que ord,, 2 > 1. En consecuencia, p;11 < ordy, 2 (si p;41 > ordy,2, entonces ord,, 2
tendria un divisor primo menor que p;41, y por lo tanto, n;4; tendria un divisor primo
menor que p;+1, lo que contradice la definicién del primo p;4 ;). Por otra parte, por el
teorema pequefio de Fermat® tenemos que 27~ = 1 (mod p;), y por el Teorema 1, se
sigue que ord,,2 | (p; — 1). De aqui que ordp,, 2 < p; — 1 < p;. Por lo tanto, p; 11 < p;
paratodoi = 1,2,..., k. Pero esto es una contradiccion, pues se tendria que

p1>p2 > - > Pk > Pk+1 = P1-

Finalmente, concluimos que ny = ng = --- = ng = 1. O

Ejemplo 9. Encontrar el menor entero n > 1 que no es una potencia de 3 tal que
n| (2" +1).

Solucion. Claramente n es impar. Como n no es una potencia de 3, entonces n tiene
al menos un factor primo distinto de 3. Supongamos que p es el menor de ellos y sea
d = ord,2. Como 2" = —1 (mod n) y p | n, tenemos que 2" = —1 (mod p), de
donde 22" = 1 (mod p). Luego, por el Teorema 1, d | 2n.

Si d es impar, entonces d | n, y como 2¢ = 1 (mod p), concluimos que 2" =
1 (mod p). Pero entonces, —1 = 1 (mod p), lo cual no puede ser porque p > 3.
Esto demuestra que d es par, esto es, d = 2k para algun entero positivo k. Tenemos
entonces que 2k | 2n, lo que implica que &k | n. Como n es impar, k también es impar.
Por otro lado, por el teorema pequefio de Fermat tenemos que 2°~! = 1 (mod p), de
modo que por el Teorema 1, d | (p — 1), esto es, 2k | (p — 1). Como 2% es entero,
concluimos que k divide a %. Si existe un primo ¢ > 5 tal que ¢ | k, entonces ¢ | d
y en consecuencia, ¢ | n. Pero también, ¢ divide a pQ;l. Luego, ¢ < p2;1 <pyq|mn,
lo que contradice la definicién de p. Esto demuestra que & debe ser una potencia de 3.
Analizaremos cuatro casos:

1) Si k = 3, entonces d = 6y 25 = 1 (mod p) de donde p = 7. Esto quiere decir
que n = 217, para algin entero positivo  (pues n es multiplo de p y de k). Como
23 =1 (mod 7), tenemos que —1 = 2" = 2217 = (2%)™" =1 (mod 7), lo cual es
un absurdo. Luego, en este caso no existe tal n.

2) Sik =9, entoncesd = 18y 2! =1 (mod p). Luego, p divide a

288 —1=(22+1)(2° - 1)
=22+ -2+ )22 -1)(25+2°+1)=9-57-7-73
=3%.7-19-73.

3Ver en el apéndice el teorema 2.
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3)

4)

Como p > 3, se sigue que p € {7,19, 73}

Sip = 7,entoncesn = 7-9-r = 63r para algin entero positivo r. Sin embargo,
yaque 2° =1 (mod 7), tenemos que 253" +1 = (23)?1" 41 =141 =2 (mod 7)
para todo entero positivo 7. Esto demuestra que 7 { (253" + 1) para todo entero
positivo r, de modo que no hay valores de n conp = 7.

Sip = 19, veamos que n = 9-19 = 171 si cumple. Tenemos que 2> = —1 (mod 9)
implica que 22 = (-1)3 = -1 (mod 9) y 21 + 1 = (-1)! + 1 = 0 (mod 9),
lo que demuestra que 9 | (2919 + 1). Ademds, como 2° +1 = 513 = 19- 27y
219 411 (2919 4 1), tenemos que 19 | (2919 + 1). Por lo tanto, n = 171 satisface
las condiciones del problema.

No estamos interesados en buscar valores de n en el caso p = 73, pues si existe
algin n que cumpla, este es de la forma n = 9 - 73r, para algtin entero positivo r,
peron =9-73r > 9-73 = 657, es decir, en este caso los n que cumplen (si los
hay) son mayores que 171.

Si k = 27, entonces d = 54y 254 = 1 (mod p). Es claro que p # 2.

Sip = 3, entonces n = 3-27r = 3%r para algiin entero positivo r. Como n no puede
ser potencia de 3, se debe tener que r > 2. Sir = 2, entoncesn = 81-2 = 3(54) y
2304 1 1= (2%)% +1=(-1)>" 41 =2 (mod 9). Esto implica que n = 3(54)
no divide a 2" + 1. Ahora, si r > 2, entonces n > 81 - 3 = 243 > 171, de manera
que en este caso los n que cumplen (si los hay) son mayores que 171.

Sea p = 5. Por el teorema pequefio de Fermat, tenemos que 2* = 1 (mod 5), lo
cual implica que 2°* = (2%)!3 . 22 = 4 (mod 5). Esto es una contradiccién, pues
254 =1 (mod p). Luego, en este caso, no hay soluciones.

Sip > 7,entoncesn > 27-7 =189 > 171.

Sik =3t para algun entero ¢ > 4, entonces k > 34 y p > 5, de modo que por ser
coprimos k y p, y ambos divisores de 7, tenemos que n. > kp > 3*.5 = 405 > 171.

Por lo tanto, concluimos que el menor valor que puede tomarn es 9 - 19 = 171. O

Ejemplo 10. [Selectivo Brasil, Cono Sur 2002] Encontrar el periodo en la representa-
cion decimal de

1
32002°

Solucion. Para cada entero n > 1, sea d,, = ords» 10. Notemos que d,, es impar, pues
. dn ,
si d,, fuera par, entonces como mcd(3,1072 + 1) = 1, se tendria que

10% = 1 (mod3"),

(10%” + 1) (10% — 1) = 0 (mod 3"),
(10% ~1) = 0 (mod3"),

107 = 1 (mod3"),

lo que contradice la minimalidad de d,,.
Es claro que d; = 1. Demostraremos que d,, = 3"~ 2y v3(10% — 1) = n para todo
entero . > 2 por induccién sobre n. En efecto, tenemos que dy = 3° y v5(10% — 1) =
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2. Supongamos que existe un entero k > 2 tal que dj, = 372 y v3(10% — 1) = k.
Observemos que

10%+ =1 (mod 3*7) = 10%+ =1 (mod 3*).

Luego, por el Teorema 1, 3*72 | dy_1; y por el Teorema 2, dj 41 | ¢(35+1), esto es,
drs1 | 2-3F. Como dj 1 es impar, se sigue que dy 11 | 3%, lo que significa que d 1 es
una potencia de 3. Tenemos entonces que 32 < di+1 < 3% con dj+1 una potencia
de 3. Por lo tanto, dj 41 = 3% para algini € {k — 2,k — 1,k}. Pero dy41 = 3* 2 no
puede ocurrir, pues

v3(10% — 1) = 13(10%° " —1) =k < k + 1.

Esto quiere decir que dj,1 > 3%~1.
Ahora, como 103" — 1 = (1031672 — 1) (102'37672 +10%" 77 4 1), tenemos que

3k71 3k72

v3(10%" " = 1) = w3(10%" " — 1) + 15(1023" 7 1 103" 4+ 1)

y por la hipétesis de induccidn, se sigue que 1/3(103]671 —1) = k4 1 (observe que
5(1023°° 11037 +1) = 1 yaque 103" * + 103" ” + 1 es miiltiplo de 3 pero no
de 9).

Por lo tanto, dg 1 = 37! y v3(10%+1 —1) = k+ 1, quedando completa la induccién.
En particular, la respuesta al problema es daggz = 32990, O

Ejemplo 11. Demostrar que el niimero 3™ — 2™ no es divisible por n para todo entero
n > 2.

Demostracion. Supongamos lo contrario, y sea n > 2 el menor entero tal que n divide
a 3" — 2". Es claro que n es coprimo con 2 y 3. Luego, existe un entero a tal que
2a = 1 (mod n), de donde a y n también son coprimos. De aqui que,

3" =2" (mod n) <= (3a)" =1 (mod n).

Sea d = ord,, 3a. Por el Teorema 1, tenemos que d | n.

Por otro lado, el teorema de Euler implica que 3%(™ = 2¢(™) (mod n), esto es,
(3a)?™ = 1 (mod n). Nuevamente por el Teorema 1, tenemos que d | $(n), de
donde d < ¢(n) < n —1 < n (observe que ¢(n) < n —1yaquen > 2).

Como 3% = 2¢ (mod n) (pues (3a)? = 1 (mod n)) y d | n, tenemos que 3¢ =
2¢ (mod d). Notemos que d no puede ser 1, pues de lo contrario se tendrfa que
n|(3—2)yn > 2 Porlotanto,2 < d < ny3% =2 (mod d), lo que contra-
dice la minimalidad de n. En conclusion, no existe tal n. O

Ejemplo 12. Demostrar que
(a) ordsn2 =2-37"1,

(b) Si2™ = —1 (mod 3"™), entonces 3"~ | m.
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Demostracion. Comenzamos demostrando el siguiente lema.

Lema. Para cada entero positivo n, se cumple que 1/3(23n +1)=n+1

Prueba. La prueba la haremos por induccién en n. En efecto, si n = 1 el resultado es
inmediato, pues v3(23" + 1) = v3(9) = 2. Supongamos que v5(23" + 1) = k + 1 para
algin entero positivo k.

Como 28" +1 = (23" +1)(223" — 23" + 1), tenemos que

vs(23 1) = 3(28 1) +05(223" — 23 1 1), (1)
Es facil ver que 223" _ 93" 4 ] g multiplo de 3, pero no es miltiplo de 9, pues
23" — g3 = (mod 9), y en consecuencia,

923F _ 93" L | = (=1)* = (=1) 4+ 1 =3 (mod 9).

Por lo tanto, v3(223" — 23" 4+ 1) = 1, y por la hip6tesis de induccién y la relacién (1)
se tiene que

2T ) = (k+ 1) +1=k+2.

Esto completa la induccién. o

(a) Sea d = ordz»2. Por el Teorema 2 tenemos que d | ¢(3"), esto es, d | 2 - 371,
Luego, existe un entero ¢ talqued =3'od =2-3",con1 <i<n— 1.
Por el lema anterior, tenemos que 23" = —1 (mod 3" *1) para todo entero positivo
n. En particular, 23" = 1 (mod 3%) para1 < i < n—1.Luego, d # 3°. Entonces,
d=2-3"paraalgin1 < i < n — 1,y por lo tanto, 1/3(22'3i —1) > n. Esto es,
v3(2% +1)413(23 —1) > n. Por el lema anterior, tenemos que v3(23 +1) = i+1;
y como 3 no divide a 23" _ 1, tenemos que 1/3(23i — 1) =0.Luego,i+ 1> nde
donde i > n — 1. Concluimos que i = n — 1. Asf, d = 2 - 371,

(b) Si 2™ = —1 (mod 3"), entonces 2°™ = 1 (mod 3"). Luego, el Teorema 1 y el
inciso anterior, implican que ordz»2 = 2-3"~! divide a 2m. Por lo tanto, 3"~ | m.

O

Ejemplo 13. [Bulgaria, 1997) Determinar todos los enteros positivos m > 2yn > 2,
tales que
1+m3" +m*3"
n
es un nimero entero.

Solucion. Claramente n es impar, mcd(m,n) = 1y n > 3. Supongamos que n = 3.
Como m y n son coprimos, tenemos que m = 1 0 —1 (mod 3). Sim = —1 (mod 3),
entonces

1+m® +m?3" =1-141=1 (mod 3),

lo que significa que n = 3 no divide a 1 + m3" + m?3". Luego, m = 1 (mod 3) y
1+m? +m?3" =14+ 1+1 =0 (mod 3). Por lo tanto, las parejas de la forma
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(m,n) = (3k + 1, 3), con k entero positivo, satisfacen la condicién del problema.
Supongamos que n > 3y sea d = ord,,m. Es claro que d > 1. Como

m3" -1
L+m® +m? = ———
ms" —1
y n debe dividira 1+m3" +m?23", se sigue que n divideam®"" —1,estoes, m®" " =
1 (mod n). Luego, por el Teorema 1, tenemos que d | 3" 1. En consecuencia, d = 3
para algtin entero ¢ con 1 < ¢ < n + 1. Si ¢ < n, entonces m3" =1 (mod n), y
en consecuencia 0 = 1 + m3" 4+ m?3” = 3 (mod n), lo cual es imposible ya que
n > 3. Por lo tanto, ¢ = n + 1. Pero por el Teorema 2, tenemos que d = 37+ divide
a ¢(n), lo cual implica que 3"*! < ¢(n) < n — 1. Esto es una contradiccion, ya que
3"+ > n + 3 para todo entero n > 0. Por lo tanto, no existen enteros m y n que
satisfagan las condiciones del problemasi n > 3.

Concluimos que los pares que cumplen son (m,n) = (3k+ 1, 3) con k entero positivo.
O

3nt

Ejemplo 14. Demostrar que si p es un niimero primo, entonces p? — 1 tiene un factor
de la forma pk + 1, donde k es un entero positivo.

Demostracion. Sea g un divisor primo de ppp%ll (tal divisor existe ya que p:%ll es un
entero mayor que 1). Entonces, p? = 1 (mod ¢), y por el Teorema 1, ord,p | p, 1o cual

implica que ordyp = 1 0 p.

p—1
Si ordyp = 1, entonces p = 1 (mod ¢). Luego, Zpi = p (mod q). Pero, como
i=0
p—1 p
; —1
szzp =0 (mod gq),
i=0 p—1

se sigue que p = 0 (mod ¢). Asi, 1 = 0 (mod ¢) lo cual es imposible.
Por lo tanto, ordgp = p, y por el Teorema 2, p divide a ¢(¢) = g — 1, esto es, ¢ =
1 (mod p), de donde se sigue el resultado. O

Ejemplo 15. Para cada entero no negativo n, sea F,, = 22" 4 1,

(a) Demostrar que cualquier divisor positivo de F,, es de la forma 2"k + 1 donde
k es un entero no negativo.

(b) Demostrar que para cada entero n > 1 hay una infinidad de niimeros primos de
la forma 2™k + 1 con k entero positivo.

Demostracion.

(a) Sean n un entero no negativoy p un divisor primo de F},. Como 22" = —1 (mod p),
tenemos que p > 2y 22" =1 (mod p). Luego, por el Teorema 1, ord,,2 | 2"F1,
esto es, existe un entero positivo k tal que ord,2 = 2% conk <n+1.8ik<n,
entonces

2n7k

22" =1 (mod p) = —1=2%" = (22k) =1 (mod p) = p = 2,
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lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, & = n + 1, y por el Teorema 2, ord,,2 |
#(p), esto es, 21 | (p—1). Porlo tanto, p = 2"+ 1k+1 para algdn entero positivo
k

Ahora, sea d un divisor de F,. Sid = 1, tenemos que 1 = 2"+ .0 +1.Sid > 1,
entonces d es producto de nimeros primos de la forma 2"k + 1, donde k es un
entero positivo. Por lo tanto, cualquier divisor positivo de F;, se puede expresar de
la forma pedida.

(b) Sean n un entero positivo fijo y 7 un entero tal que » > n — 1. Tomemos el menor
divisor primo de F)., digamos g,.. Por la parte (a) sabemos que ¢, = 1 (mod 27 1),
y como 7 + 1 > n, en particular tenemos que ¢, = 1 (mod 2™). Es conocido que
sii # j, entonces F; y F; son coprimos*. Luego, cada nimero de la lista infinita

FrFry1, Frga, ...

tiene un divisor primo de la forma 2"k + 1 que no divide a ningin otro nimero de
la lista, de donde se sigue el resultado.

O

Ejemplo 16. [Bulgaria, 1995] Determinar todos los pares de niimeros primos (p, q)
tales que el niimero
Y
pq
es entero.

Solucion. Sean p 'y g niimeros primos tales que 2P 4+ 29 = 0 (mod pq). Supongamos
sin pérdida de generalidad que p < ¢. Si p = 2, entonces 2q | (22 + 29), esto es,
q | (2 +2971). Es claro que ¢ = 2 satisface esta relacién de divisibilidad, y por
consiguiente, el par (p, ¢) = (2,2) es una solucién. Si ¢ > 2, entonces por el teorema
pequefio de Fermat tenemos que 2971 = 1 (mod ¢), lo cual implica que

2+271=241=3(mod q).

Como 2 + 2971 = 0 (mod q), se sique que 3 = 0 (mod ¢), y por lo tanto ¢ = 3. De
aqui que el par (p, ¢) = (2, 3) también es solucién.

Supongamos que p > 2. Sean a = ordy2 y b = ord,2.

Nuevamente, por el teorema pequefio de Fermat, tenemos que

0=2"+27=2"+2 (mod q) = 2P~ = —1 (mod ¢) = 22~ =1 (mod ¢).
Luego, por el Teorema 1, tenemos que a | 2(p — 1), y en consecuencia,
va(a) S1e(2(p—1)) =r2(p—1)+ 1.
4Se puede demostrar por induccidn, que para cada enteron > 1, Fi, = Fp - -+ Fi,—1+2, 1o cual implica
que Fy | (F, —2) parak = 0,1,...,n — 1. De aqui que si p es un divisor primo de F} y F},, entonces
p | 2,y por lo tanto p = 2. Pero esto es una contradiccién, pues Fy, es impar por definicién. Esto muestra

que para cada entero n > 1, Fy, y F}, son coprimos para cada k = 0,1,...,n — 1. De aqui se sigue que si
i # j, entonces F; y F; son coprimos. A los niimeros F7, se les conoce como niimeros de Fermat.
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Sivs(a) < vo(p — 1), entonces la mayor potencia de 2 que divide al entero a, también
divide a p — 1. Ademds, como a | 2(p — 1), la mayor potencia de cada primo impar
que divide al entero a divide también a p — 1, pues tales potencias son coprimos con
2. Luego, a | (p — 1). Esto implica que 2°~! = 1 (mod ¢), de donde ¢ > 2. Esto
contradice que 2! = —1 (mod q), pues tendriamos que 1 = —1 (mod ¢) con ¢ > 2.
Por lo tanto, v2(a) = va(p — 1) + 1. Por el Teorema 2 tenemos que a | (¢ — 1), lo cual
implica que v2(a) < v2(g—1). De esta manera, tenemos que v2(p—1)+1 < va(g—1).
Haciendo un razonamiento andlogo médulo p, obtenemos que v2(g—1)+1 < va(p—1).
Por lo tanto, v2(¢ — 1) + 1 < va(p — 1) < va(q — 1) — 1, que es una contradiccién.
Esto demuestra que no hay soluciones si p > 2.

Concluimos que las soluciones (p, ¢) con p < g son (2,2) y (2, 3). De manera andloga,
las soluciones (p, q) conp > g son (2,2) y (3,2). O

Ejemplo 17. [Vietnam, 1997 Demostrar que para cada entero positivo n existe un
entero positivo k tal que 19% — 97 es miiltiplo de 2".

Demostracion. Sin = 1,203,y k = 2, tenemos que 19?2 — 97 = 264 = 8 - 33 es
multiplo de 2, 22 y 23.
Supongamos que n > 3. Demostraremos que ordg 19 = 27 ~2, Observemos que

27172

192" — 1= (19— 1)(19%° + 1)(19% +1)---(19>" " + 1),

=2%.5.9. (192" +1)(197 +1)---(19%" " +1).

Como 19 = 3 (mod 4), tenemos que 192 =9 =1 (mod 4) y

i—

102 +1=(192% " +1=12 "+1=1+1=2 (mod4).

para todo entero i > 1. Luego, 22 { 192" + 1 para todo entero ¢ > 1. Esto significa
que V2(192n72 — 1) = n para todo entero n > 3. En particular, tenemos que 192" =
1 (mod 2"), y por el Teorema 1, ordg» 19 | 2"~2. De aqui que ordg» 19 = 2" para algtin
entero r < n — 2. Es facil ver que » > 0. Ademas,

192" =1 (mod 2") = 192" =1 (mod 2"),

pues en general, es un ejercicio demostrar que si @ = b (mod 2"), entonces a? =
b2 (mod 2"F1).
Luego,sir <n —3,entoncesr+ 1 <n—2y

19277 =1 (mod 2"t1) = 19" " =1 (mod 2"t1),

lo que contradice que (192"~ — 1) = n. Por lo tanto, r = n — 2 y ordgn19 = 272,
Regresando al problema, procederemos por induccién en n. El caso n = 3 ya se hi-
zo antes. Supongamos que para algin entero n > 3, existe un entero positivo & tal
que 19¥ = 97 (mod 27). Como 192"~ = 1 (mod 2"), se sigue que 19¥+2" =
97 (mod 2™), para todo entero ¢ > n — 2. En particular, parai = n —2ei=n— 1,
tenemos que

2n72

19542" 77 _ 97 =0 (mod 2") y 192" — 97 =0 (mod 2"),
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las cuales implican® que
19542" 77 _ 97 = 002" (mod 2"*1) y 1952 — 97 =0 02" (mod 2"11).

Supongamos que 19¥+2" " — 97 = 19¥+2""" _ 97 = 2" (mod 2"*!). Entonces,
192" =2""" = 1 (mod 2"*1) y por el Teorema 1, ordsn+119 | (2~ —2772) esto e,
2n=1 | (271 —27=2) Pero esto implica que 2"~ | 272, lo cual es una contradicci6n.
Por lo tanto, 19¥72" " = 97 (mod 2"*!) 0 19¥+2""" = 97 (mod 2"*1), lo cual
completa la induccion. O

Ejemplo 18. [Colombia, 2009] Determinar todas las ternas (a,b,n) de enteros posi-
tivos tales que
a® =14+b+b* 4+

Solucion. Si b = 1, entonces a = n + 1. Luego, en este caso las soluciones son las
ternas de la forma (n + 1,1, n), donde n es un entero positivo.

Si b > 2, consideremos el menor nimero primo ¢ que divide a b. Tenemos entonces
que a® = 1 (mod q), lo cual implica que a y ¢ son coprimos. Luego, por el Teorema
2 se sigue que ordga | ¢(q) y por el Teorema 1, tenemos que ordga | b. Como ¢ es el
menor divisor primo de b, resulta que ordya y ¢(q) = ¢— 1 son coprimos. Asi, tenemos
que ordya = 1y, por lo tanto, @ = 1 (mod q).

Por otra parte, podemos escribir b en la forma b = ¢*M con k entero positivo y
mcd(M, q) = 1. Notemos que

a—1=(a-DA+a+a®>+---4+a"H=b1+b+>+---+b"7Y), (2

lo cual implica que v, (a® — 1) = v,(b) = k.

De (2) tenemos también que a® = 1 (mod b), de donde a® = 1 (mod ¢"). Nueva-
mente por el Teorema 2, tenemos que ord,xa | #(q"*) y por el Teorema 1, tenemos
que ordgva | b. Como ordgva y ¢ — 1 son coprimos (pues ordga y ¢ — 1 son copri-
mos), y ¢(q*) = ¢* (g — 1), resulta que ordjsa = ¢™ para algdn entero m con
1<m<k-1.

Entonces,
b m kfmIL{
a’—1 (aq )q -1 m m m k—mpar
_ . . q q 2 . q q M-—1
B T @) e (@)

Como a =1 (mod q), se sigue que

E=14+1+---4+1=¢"™M =0 (mod q),
N—————

gk—mM

puesk —m > 1. Estoes, g | E'y asi, vg(E) > 1.

Como a’—1 = (a?” —1)E, tenemos que v,(a’ — 1) = v,(a?” — 1) +vy(E) > k+1,
lo que es una contradiccién. Esto demuestra que no hay soluciones si b > 2.
Finalmente, se concluye que las soluciones son las ternas de la forma (n + 1,1, n),
donde n es cualquier entero positivo. O

3Si a es un entero tal que a = 0 (mod 27), es ficil demostrar que a = 0 0 2™ (mod 2"+1).
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Ejemplo 19. [APMO, 2016] Un entero positivo se llama alegre si puede expresarse en
la forma 2% + 292 4 ... 4 29100 donde a1, aq, ..., a100 SON enteros no negativos no
necesariamente distintos.

Determinar el menor entero positivo n tal que ningiin miiltiplo de n es un niimero
alegre.

Solucién. En primer lugar probaremos que si n < 20 + 21 +22 ... 4+ 2100 entonces
n es alegre. En efecto, como 2° + 2! 4 22 4 ... 4 2100 ¢g ¢] primer entero positivo
que se puede expresar como la suma de 101 potencias distintas de 2 (incluyendo al 1),
entonces al escribir a n en base 2, tendra a lo mas 100 cifras, esto es, n = 2%1 + 2%2 +
<-4+ 2% donde k <100y x1 < o < --- < x5 < 100.

Si t es un entero positivo, entonces 2! = 2t=1 4 2t=1 esto es, lo podemos escribir
como suma de dos potencias de 2. Consideremos el niimero

n . 2100 _ 910041 4 910042 . | ol00+ay

No es dificil darse cuenta que 2'°°*** o podemos escribir como suma de exactamente
101 — k potencias de 2. Por lo tanto, n - 2100 es alegre.

Demostraremos que 20 4- 21 4-22 4 ... 42100 — 9101 _ 1 eg e] minimo entero positivo
tal que todos sus miltiplos no son alegres. En efecto, como 2! = 1 (mod 2101 —
1), el Teorema 1 implica que ordaio1_12 | 101, de modo que la dnica posibilidad es
ordpio1 12 = 101, ya que 101 es primo.

Es fécil ver que los posibles residuos distintos para una potencia de 2 médulo 219 — 1
son: 20,21 22 . 2100,

Ahora, supongamos que existe un entero positivo k tal que (2!°! — 1)k es alegre, esto
es, existen w < 100y y; < y2 < --- < y,, tales que

(2101 _ 1)/€= YL V2 .. 4 QY

y consideremos que k es tal que 31 + y2 + - - - + ¥, €s minimo. Como 21%1 — 1 divide
a2yt 4 292 4 ... 4 2Y» resulta que 2Y' + 2Y2 + ... + 2¥» > 2101 _ 1 Esto nos
dice que existe un entero j, con 1 < j < w, tal que y; > 100, pues de lo contrario
U1 4 QY2 ... 4 Q¥w L 21 ... 2100 = 9101 _ 9 16 cual es una contradiccién.
Por el algoritmo de la division, paracadat = 1,2, ..., w, existen enteros no negativos
q; y r; tales que y; = 101g; + r;, con 0 < r; < 101. Por lo tanto,

2vi = (2191)% . 2" = 2™ (mod 2'' — 1).
En consecuencia, 2101 —1 | 2714272 4. ..4-2™w 1o cual implica que y1 +y2+- - *+Yuw <

T+ 72+ -+ Ty, pues y1 + Y2 + - - - + Y s minimo. Pero como existe j tal que
y; > 100, entonces

Zys = 101ZQS +er > ZTS7
s=1 s=1 s=1 s=1

lo que es una contradiccion.
Finalmente, se concluye que el minimo niimero buscado es 2'%1 — 1. O
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Ejemplo 20. [APMO, 2015] Una sucesion de niimeros reales ag, a1, ... es llamada
buena si cumple las siguientes tres condiciones:

= Elvalor de ag es un entero positivo.

L . a;
= Para cada entero no negativo i, se tiene a;+1 = 2a; + 10 a;41 = -
a; + 2
= Existe un entero positivo k tal que ay, = 2014.
Determinar el menor entero positivo n tal que existe una sucesion buena ag, ay, . . . de

niimeros reales con la propiedad de que a,, = 2014.

Solucion. Para mayor comodidad y entendimiento, definamos w(%) = a+b para todas
las fracciones irreducibles 7.

Como agp es un entero positivo, ningiin otro término de la sucesién es negativo, 0 o
1. Si el siguiente término de a; es 2a; + 1 diremos que se aplicé el paso (1), y si es
a?jr2 diremos que se aplicé el paso (2). Sea ¢ > 1. Notemos que si a; > 1, entonces
al término a;_1 se le ha tenido que aplicar el paso (1), pues si se hubiera aplicado el
paso (2), a; serfa menor que 1. Si 0 < a; < 1, entonces al término a;_1 se le aplicé
el paso (2), pues si se le hubiera aplicado el paso (1), entonces 2a;,_1 + 1 = a;, y en
consecuencia 2a;—1 = a; — 1 < 0, lo cual no puede ocurrir.

Supongamosque j > 1lya; = %, conmed(p, g) = 1. Sip > ¢, entonces aj_1 = p2_—qq;
y si p < g, entonces aj_1 = 2_—”. Pero en ambos casos, como p y g son coprimos,

. a—p . . .
el numerador y el denominador de a;_; también son coprimos. Ademds, es claro que

w(a;) = w(ai-1) =p+q.

Ya que la sucesion es buena, existe un entero positivo k tal que a = 2014 = %, y
consideremos al menor de tales enteros k. Observe que w(ay) = 2015. Si encontramos
el valor irreducible de los términos a;_1, ag—_2, ..., a1, ag, se tendrd que

2015 = w(ay) = w(ak—1) = -+~ = w(ar) = w(agp).
Supongamos que a; = 7*, con m y n coprimos. Si m > n, entonces ag = "5y

w(ag) = (m —n) 4+ 2n = m + n = 2015, de donde se puede observar que m — n
es impar. Como ag es entero, entonces 2n | m — n, pero esto es imposible, pues
m — n es impar. Con esto se deduce que ag = nQ_mm, y como ag es entero, se tiene que
n —m | 2m, pero ya que n — m es impar, se tiene que n —m | m, y usando que my n
son coprimos se llega a que n —m = 1, pero como n +m = 2015, entonces n = 1008
y m = 1007. Asi, ap = 2014.

Por otro lado, sij > 1y a; = 5, con p y g coprimos, se sabe que el numerador de
a;—1 esp—q o 2p, perocomo p— g = 2p (mod 2015), entonces el numerador de a;_1
siempre es congruente con el doble del numerador de a; médulo 2015.

Luego, como el numerador de ag es 2014 y el numerador de a; es 2014, entonces
2014 - 2F = 2014 (mod 2015), de donde 2* = 1 (mod 2015). Como k es el menor
posible, entonces k = ordsg152.

Para calcular el valor de ordyg152, primero notemos que 2015 = 5 - 13 - 31. Es fécil
calcular que ords2 = 4, ord;32 = 12 y ord3;2 = 5. Como 2k =1 (mod 5), ok =
1 (mod 13) y 2 = 1 (mod 31), tenemos que k es divisible por 4, 12y 5, esto es, k
es divisible por mem(4, 12, 5) = 60. Luego, al verificar que 2°° = 1 (mod 2015), se
concluye que k = ordap152 = 60. O
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Ejercicios
1) Determine el menor factor primo del nimero 122 4 1.

2) Sea k > 2 un nimero entero. Pruebe que existen infinitos nimeros compuestos n
tales que n | (a"~* — 1) para cualquier entero positivo a coprimo con 7.

3) [Selectivo Perii, Ibero 2010] Determine el menor entero k > 1 para el cual n¥ — n
es multiplo de 2010 para todo entero positivo n.

4) Pruebe que si p es un nimero primo de la forma 4% + 3, entonces 2p + 1 también
es primo si y solo si 2p 4 1 divide a 2P — 1.

n

5) [IMO, 1990] Encuentre todos los enteros n > 1 tales que es un nimero

entero.

n2

6) [Selectivo EUA, IMO 2003] Determine todas las ternas (p, ¢, r) de niimeros primos
tales que p | (¢" + 1), ¢ | (P’ + 1)y 7| (p?+1).

7) [Selectivo China, IMO 2005] Pruebe que para todo entero n > 2, el mayor factor
primo de 22" + 1 es mayor o igual que n - 2712 + 1.

8) Encuentre todos los niimeros primos p y ¢ tales que p? + 1 divide a 20037 + 1y
¢* + 1 divide a 20037 + 1.

9) Para cada nimero primo p, sea f,,(z) = 2P~ ! + 2P~ 2 4 - - + z + 1. Demuestre que

(a) Si m es un entero positivo tal que p | m, entonces f,(m) es coprimo con
m(m —1).
(b) Hay una infinidad de enteros positivos n tales que pn + 1 es un nimero primo.

10) [Selectivo Irdn, IMO 2009] Sea a un entero positivo fijo, y sea A el conjunto de
todos los nimeros primos que dividen a alguno de los términos de la secuencia
(@n)n>1 definida por a,, = 22" + a paran > 1. Demuestre que A es infinito.

11) Sean > 1 un nimero entero. Pruebe que 2"~ # —1 (mod n).

12) [IMO, 2003] Sea p un nimero primo. Demuestre que existe un niimero primo q tal
que, para todo entero n, el nimero n” — p no es divisible por q.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de practica seleccionados especialmente
para este tercer niimero del afio 2016.

Aprovechamos para invitarte a que contribuyas a enriquecer esta seccion de la revista.
Estamos seguros que conoces problemas interesantes que quieres compartir y por €so
ponemos a tu disposicién la direccién revistaomm@gmail . com, donde con gusto
recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Considera el conjunto de nimeros A = {101,102, 103, ...,120}.

a) Muestra que no hay dos nimeros distintos en A cuyo producto sea un cuadrado
perfecto.

b) Muestra que hay al menos 16 formas distintas de escoger cuatro nimeros de A de
modo que su producto sea un niimero de la forma a? — 5a + 4 para a entero.

Problema 2. Sean ABC' un tridngulo y M el punto medio de BC'. Se considera un
punto P sobre AM y se denotan por (Q y R a las intersecciones de BP con CAy CP
con AB, respectivamente. Demuestra que QR es paralela a BC'.

Problema 3. ;Cudntos subconjuntos de tres elementos se pueden formar a partir del
conjunto {1,2,...,20} de tal manera que 4 sea un factor del producto de los tres
nimeros en el subconjunto?

Problema 4. Considera un cuadrado ABCD con lados de longitud 1 y cuatro pun-
tos arbitrarios M, N, Py @ sobre sus lados AB, BC, CD y DA, respectivamente.
Demuestra que

V(MBN) +/(NPC) +/(PDQ) + \/(QAM) < V2,

donde (XY Z) denota el drea del tridngulo XY Z.
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Problema 5. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos. Demuestra que
(a+b)(a+c)>24y/abela+ b+ c).

Problema 6. Sea .S un subconjunto de {1,2,...,998,999,1000} tal que la suma de
cualesquiera dos elementos distintos de S no estd en S. ;Cuadl es la maxima cantidad
de elementos que puede tener S?

Problema 7. Para cada entero @ > 1 se construye una lista infinita £(a) de ndmeros
como sigue

= g es el primer elemento de la lista.

= Sibestd en la lista, el siguiente nimero es b+ d, donde d es el divisor més grande
de b que no es b.

Encuentra todos los a tales que 2002 aparece en la lista L(a).

Problema 8. Considera la lista 1,3,4,9,10,12,13, ... de nimeros enteros positivos
que son suma de una o mds potencias distintas de tres, en orden creciente. Determina
la mayor potencia de 3 que divide al término 2016.

Problema 9. Los lados de un tridngulo acutingulo ABC' son diagonales de los cua-
drados K1, Ko, K35. Demuestra que el tridngulo queda completamente cubierto por los
cuadrados.

Problema 10. Demuestra que para cualquier entero n > 2, la mdxima potencia de 3
que divide a 2016! es igual a la méxima potencia de 3 que divide a

(M1 4+)1+4+42) - (144 + 42015,

Problema 11. Sean a1, as, . .., ajp enteros positivos tales que a; < az < --- < ajp.
Sea by el mayor divisor de ay, tal que by, < ag. Sib; > by > --- > by, demuestra que
aip > 500.

Problema 12. Demuestra que existen cuatro enteros a, b, ¢, d cuyos valores absolutos

son mayores que 10° y satisfacen

1 1 1 1 1
b ¢ d  abed

Problema 13. Sean n y k enteros positivos. Demuestra que
(n* —1)(n® —n*4+n—1DF + (n+1)n**1

es divisible por n® 4 1.
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Problema 14. Encuentra una pareja (a, b) de nimeros enteros positivos distintos tales
que ninguna de las parejas (a,b), (a + 1,0+ 1), (a+2,b+2),(a+3,b+3),...,(a+
2016, b + 2016) sea de primos relativos.

Problema 15. En un cuadrilatero ciclico ABC'D sean L y M los incentros de los
tridngulos BC A 'y BC D, respectivamente. Sea R el punto de interseccion de las per-
pendiculares desde los puntos L y M sobre las rectas AC' y BD, respectivamente.
Demuestra que el tridngulo LM R es isésceles.

Problema 16. Si a, b, ¢ son nimeros reales, demuestra que
a® + b+ —ab—ac—be > 3(a —b)(b—c).
(En qué casos se satisface la igualdad?

Problema 17. Sea ABC' un tridngulo rectangulo con dngulo recto en el vértice C.
Denotemos con a, by ¢ a las longitudes de los lados BC, C Ay AB, respectivamente.

a) Sea CX PY un cuadrado con P un punto en la hipotenusa y X, Y puntos en los

catetos del tridngulo ABC. Llamemos ¢ a la longitud de un lado del cuadrado.

1 1 1
Demuestra que — = — + —.
t a b

b) Sea D el pie de la altura desde C' sobre la hipotenusa del tridngulo ABC'y denote-
1 1 1

mos con d a la longitud del segmento C'D. Demuestra que a2 + =k

Problema 18. Sea n un entero positivo. Usamos los nimeros
1,2,3,...,n,—n,—(n—1),...,-3,-2,—1

para numerar sucesivamente, en el sentido de las manecillas del reloj, a los vértices de
un 2n-agono regular P. Después se marcaran los vértices de P de la siguiente manera:
en un primer paso, se marca el 1, y si n; es el vértice marcado en el paso 7, entonces,
en el paso ¢ + 1 se marcard el vértice al que se llegue al avanzar n; vértices a partir
del vértice marcado en el paso ¢ (en el sentido de las manecillas del reloj si n; es
positivo y en el opuesto si n; es negativo). Este procedimiento se repite hasta llegar
a un vértice ya marcado en algiin paso anterior. Sea f(n) el nimero de vértices no
marcados. Demuestra que si f(n) = 0, entonces 2n + 1 es un nimero primo.

Problema 19. Demuestra que para cualesquiera nimeros reales positivos a, b, ¢ se tiene
que

4
a+ Vab+ Vabe < g(a—i—b—i-c).

Problema 20. En un archipiélago hay 2016 islas. Entre cada par de islas puede haber
exactamente una compafiia que hace viajes de ida y vuelta o puede no haber ninguna.
(Cudl es el minimo nimero de compafifas que garantiza que se pueda viajar desde
cualquier isla hacia cualquier otra?



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de la seccion anterior.
Sin embargo, no te recomendamos consultarlas antes de tener tu propia solucién o por
lo menos no sin haberle dedicado bastante tiempo a cada problema. Ten en cuenta que
la clave para mejorar tus capacidades estd en la perseveranciay el esfuerzo.

Es muy comiin en matemdticas que cada problema tenga mds de una solucién. Las
soluciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las tnicas, tan solo
son ejemplos que muestran el tipo de razonamiento que busca estimular la olimpiada.
Si logras encontrar una solucién diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas
en tus soluciones, te invitamos a compartirla con nosotros en la direccion electrénica
revistaomm@gmail.com.

Solucién del problema 1.

a) Procedamos por contradiccién. Supongamos que hay dos nimeros a < b en A
cuyo producto es un cuadrado perfecto. Entonces, existen enteros z < ¥, y un
entero z libre de cuadrados para los cuales a = zz? y b = zy?. De la cadena de
desigualdades 10? < za? < zy? < 112 obtenemos que

10 11
— << =

Del lado izquierdo obtenemos que 10 < z+/z. Combinando esto con el lado derecho
resulta que
yVz <11 =10+1< vz + 1.

Asi, tenemos que (y — x)+/z < 1. Esta desigualdad es imposible, pues como x e y
son enteros, y > x + 1y, ademds, /z > 1.

b) Para resolver este inciso, usaremos la siguiente identidad:

(b—=2)(b—1)(b+1)(b+2) = (b* = 1)(b* — 4) = b* — 50 + 4.
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Notemos que el nimero a la derecha es de la forma a? — 5a + 4 para a = b?. Para
encontrar las 16 cuartetas, basta tomar b = 103,104, ..., 118.

Solucién del problema 2. Construyamos una paralela a BC' que pase por A y supon-
gamos que esta recta interseca a BP y a CP en Q' y R/, respectivamente. Como BC'
y Q' R’ son paralelas, los tridngulos CPB y R'PQ)’ son semejantes. Entonces, al ser
P M mediana del tridngulo C' P B, la recta correspondiente P A es mediana del tridngu-
lo R’ PQ’ (pues divide en los mismos dngulos al Z/Q'PR'), y por lo tanto R'A = AQ'.

R A Q'

Por otro lado, los tridngulos CQB y AQQ' son semejantes porque BC' es paralela a
AQ'. Entonces, % = ‘?3% Analogamente, gg = Bc Como A es punto medio de
Y AQ' AQ _

R'Q)" tenemos que F& = B— Entonces

s Q0 = R B , 1o que implica el paralelismo de
QRy BC.

Solucién del problema 3. Tenemos (230) = 1140 subconjuntos con 3 elementos. Todos
estos subconjuntos tienen elementos que cuando se multiplican tendrdn a 4 como un
factor, excepto en dos casos:

= todos los elementos son impares, de los cuales hay (130) = 120 subconjuntos;

= dos elementos son impares y el tercero es par pero no es multiplo de 4, de los
cuales hay () (}) = 225 subconjuntos.

Por lo tanto, hay 1140 — (120 + 225) = 795 subconjuntos con la propiedad requerida.

Solucién del problema 4. Llamemos AM = z, BN =y, CP = zy DQ = t. Por la
desigualdad media aritmética-media geométrica®, tenemos que

1 1 1 y+l-=z
VBN) = /5y =) = —s/y(1 —2) < = —

%Ver en el apéndice el teorema 7.

S
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De manera andloga, obtenemos que

z+1—
(NPC) < —- ,
\/_
t+1—z
PDQ S_ a8
\/_
QAM< :v—i—l—t

Sumando las cuatro desigualdades anteriores, obtenemos la desigualdad deseada.

Solucion del problema 5. De manera equivalente, demostraremos que L = (a +
b)%(a+-c)?—4abc(a+b+c) es mayor o igual que cero. Tenemos que (a+b)?(a+c)? =
(a® + (ab+ bc + ca))? y (ab + be + ca)? = a?b? + b2 + c?a® + 2abc(a + b + ¢).
Luego,
L = a*(a® +b* + ) + b2 + 2a®(ab + be + ca) — 2abe(a + b + c)
a*(a+ b+ c)? —2abc(a+ b+ c) + b*c?
ala+b+c) —be)?

Por lo tanto, L > 0 y la desigualdad queda demostrada.

Solucién del problema 6. Supongamos que m es el mayor elemento de S. Diferencie-
mos los siguientes casos.

Caso 1. m es impar. Entonces el conjunto {1,2,3,. — 1,m} se puede partir en
pares de conjuntos de la forma {x,m — x} con 1 < T < m=1"de los cuales a lo mas
un elemento de cada par puede estar en S, luego |S| < ™= 1’ + 1 <499 4+ 1 = 500.
Caso 2. m es par. Andlogamente, el conjunto {1,2,3,...,m — 1, m} se puede partir
en pares de conjuntos de la forma {z,m — z} con 1 <z < 3 — 1y el conjunto de un
solo elemento { % }. Entonces, [S| < & — 1+ 141 <500 — 141+ 1= 501.
Luego, el conjunto tiene a lo més 501 elementos y el conjunto {500, 501, . .., 999, 1000}
tiene 501 elementos y cumple la propiedad.

Solucién del problema 7. Claramente 2002 estd en la lista £(2002). Veamos que es el
tinico a que cumple. Supongamos que L(a) = {a,...,b,2002,...} es una lista donde
aparece 2002 y a # 2002. Los nimeros de la lista son mayores que 1 y van creciendo
pues b < b+ c. Sea p el primo mas pequefio que divide a b, entonces el divisor mds
grande de b que no es b es % = d,luegob+d = pd+d = d(p+1) = 2002 = 2-7-11-13.
Ahora, p no puede ser 2, ya que si lo fuera 3 | 2002, lo cual es falso. Luego, p es
impar y, por lo tanto, p 4+ 1 es un divisor par de 2002 mayor que 2, esto implica que
p>2-7—1=13. Siun primo menor que 13 divide a m, entonces también dividird
a b, lo cual es absurdo por la eleccion de p. Entonces, ni 7 ni 11 dividen a d, por lo
tanto ambos nimeros dividen a p, de donde se tiene que p > 2-7-11 —1 > 13. Por
el mismo razonamiento, 13 no divide a d. La tnica posibilidad es que d = 1 y que
p=2002 - 1= 2001 = 3667, el cual no es primo. Por lo tanto, no existe tal lista.
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Solucién del problema 8. Observemos que es imposible que dos sumas de diferentes
potencias de tres nos den un mismo resultado. Para ello, notemos que 3" > 3n—1 4
3724 ... 432431439 locual es consecuencia directa de la férmula para sumar una
serie geométrica. Lo anterior quiere decir que 3" no puede aparecer hasta que hayan
aparecido todas las sumas que involucran a los términos con exponente menor (ya que
3=l 43772 4 ... + 32 + 3! + 30 es precisamente la mayor de dichas sumas).
Ademas, si dos sumas son iguales, 391 43924 - - +3% = 301 43b2 4. 4 30 podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a; < as < --- < a, y by < by < --- < bs.
Una consecuencia de la desigualdad anterior es que a, = bs, ya que de lo contrario,
uno de ellos serfa mayor que toda la suma del lado contrario, lo cual es imposible si
las sumas son iguales. Si a, = bs, podemos restarlos y repetir el argumento con dos
sumas mds pequefias. Eventualmente llegaremos a que todos los términos en ambas
sumas eran los mismos y, por tanto, en realidad no eran dos sumas distintas.

Una consecuencia de lo anterior es que existe una correspondencia entre los términos
de la lista y las formas de seleccionar potencias de tres, lo cual a su vez es una forma
distinta de decir que hay una correspondencia entre los nimeros escritos en binario y
el desarrollo en base 3 de los ntimeros de la lista. Por ejemplo, dado que 6 = 1102,
entonces el sexto término de la lista sera: 0-3% +1-3' +1-3%2 = 12.

Por tanto, para determinar el término 2016 de la lista expresamos en binario 2016 =
111111000002, de modo que el término correspondiente serd

0-3°40-3'+0-3240-324+0-3*+1-3°+1-3°4+1-3"+1-33+1-3°+1-3%,
y, por tanto, la mayor potencia de tres que lo divide es 3°.

Solucién del problema 9. Sea I el incentro del tridngulo ABC'y sean F, G, H los
puntos de tangencia del incirculo con AB, BC'y C'A, respectivamente. Sean o =
LIAH = /IAF, 8 = ZIBF = /ZIBG, vy = ZICG = ZICH. Como el tridngulo
es acutdngulo, todos sus dngulos «, (3, son menores que 9%0 = 45° y por tanto, la
suma de cualesquiera dos de ellos es menor que 90°.

Abhora, en el tridngulo I AC, el angulo ZAIC esiguala 180° —a— 5 > 180° —90° =
90° de modo que ZAC es obtuso y, por ello, el tridngulo AIC queda completamente
contenido dentro del cuadrado con diagonal AC'. Un argumento similar aplica para los
tridngulos IBC'y I AB.

Solucién del problema 10. Como 1 + 4 4 42 4 ... + 47 = %
(D1 +4)(1+44+4%) - (1+4+---+4215) esigual a

(41—1)(42—1) (43—1) (42016—1)
4-1 4-1 4-1 4-1 ’
de modo que basta demostrar que la maxima potencia de 3 que divide a k es la misma

que la maxima potencia de 3 que divide a 4:%11. Si escribimos k = 3"t, con (¢,3) = 1
y r > 0, entonces,

, el producto

4k 1= 43Tt 1= (437‘ _ 1)(437‘@71) + 437‘(1572) S 437‘ + 1)
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Primero, probaremos por induccién sobre r que la mdxima potencia de 3 que divide a
43" — 1 es 3"+1. Tenemos que 43" 1 =31 y que 43 —1=32.7. Asi, el resultado
es cierto parar = 0y r = 1. Supongamos que r > 2 y que el resultado es cierto para
r — 1. Tenemos que

1= )@Y 43 .

Observemos que el factor de la derecha 423" " + 43" 1 es mudltiplo de 3 pero no de
9, pues 4% = 1 (mod 9) y r > 2. Luego, por la hipétesis de induccién, tenemos que la
méxima potencia de 3 que divide a 4" — 1 es 3"+'. Ahora demostremos que el factor
a =431 4 43" (=2) 1 ... 1 43" 4 1 no es miiltiplo de 3. Para ello, notemos que
4 =1 (mod 3), de donde cada uno de los ¢ términos de a es congruente con 1 médulo
3y, asf, a =t (mod 3). Como (t,3) = 1, se sigue que a no es multiplo de 3, como
queriamos probar. Al combinar ambos resultados, concluimos el problema.

Solucion del problema 11. Si algin a; con 1 < i < 9 es primo, entonces b; = 1y
1 > b1, lo que es una contradiccion.

Sea p; el menor divisor primo de a;. Entonces, a; = p;b; para cada . Como b; > by >
- >bgya; <ag<---<ag,deducimos que p; < p2 < --- < po.

Los primeros 9 nimeros primos son 2,3,5,7,11,13,17,19, 23. Luego, se sigue que
ag = P9 'bg > 23-23 = 529(puesp9 < bg)yqueaw > CL9+1 > 530.

Solucién del problema 12. Demostraremos, de manera més general, que para cada
entero positivo IV, existen enteros a, b, c y d que satisfacen la ecuacién dada y cuyos

valores absolutos son mayores que N. En efecto, seana = N +1,b = —N — 2,
p=—ab,c=1—pyd=p(p—1)— 1. Entonces,
1+1+1+17 1 1 1 n 1
a b ¢ d N+1 N+2 p—-1 pp-1)-1
1 1 n 1
p p-1 plp-1)-1
1 1 1

pp—Dpp—1)—1] _ (—ab)(—c)d _ abed’
Solucién del problema 13. Fijemos al entero n y usemos induccién sobre k.
Sea P, = (n* — 1)(n® — n? + n — 1)* + (n + 1)n* 1. Tenemos que (n® + 1) | P,
ya que
Po=m'-1)0*—n*+n—-1)+ (n+1)n
=(n°+1)(n* —n+1).
Supongamos entonces que (n° + 1) | P, para algtin entero k > 0. Entonces,
P =@ =1)n® —n?>4+n—-1F0n3 —n>4+n—1)+ (n+ 1)n**3

=[Py — (n+1)n* 03 —n? +n—1) + (n+ 1)n**+3

=P —n?+n—1+n+1)n*Tn* —nd+n2—n+1)

=Pe(n® —n?+n—1)+ (n°+ 1)n** 1,
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y, en consecuencia, (n% + 1) | Pyy1.
Por lo tanto, (n® + 1) | Py para cada entero k > 1.

Solucion del problema 14. Si a, b son ambos pares, entonces las parejas (a, b), (a +
2,04+2),(a+4,b+4),...,(a+2k,b+2k), ..., (a+2016,b+2016) serdn divisibles
por 2y, por tanto, ninguna es de primos relativos. Si a, b son ambos divisibles por 3,
entonces las parejas (a,b), (a + 3,b+ 3),(a + 6,0+ 6),...,(a + 3k,b + 3k), (a +
2016, b+2016) serdn todas divisibles por 3 y, por tanto, ninguna es de primos relativos.
De esta manera, si (a,b) son ambos pares y miltiplos de 6, satisfacemos ambas con-
diciones de forma simultdnea. Similarmente, si g divide tanto a a y b, entonces divide
a todas las parejas de la forma (a + gk, b + gk). De manera, si tomamos g = 2016!
y escogemos a y b como dos mudltiplos distintos de g, ninguna de las parejas entre
(a+2,0+2),(a+3,b+3),...,(a+ 2016,b+ 2016) serd de primos relativos.

Un detalle clave es que el 2016 no juega ningtin papel especial. Esto es, si tomamos
dos miiltiplos de m!, ninguna de las parejas (a,b), (a + 2,0+ 2),...,(a +m,b+m)
serd de primos relativos. Sin embargo, atin tenemos el problema de que no podemos
garantizar nada acercade (a + 1,0+ 1).

Sin embargo, aplicando el método para encontrar (c,d) distintos tales que ninguna
pareja (¢, d), (c+2,d+2),. .., (c+2018,d+2018) sea de primos relativos y tomamos
(a,b) = (¢ + 2,d + 2), habremos encontrado una pareja (a, b) que cumple todas las
condiciones del problema.

Solucién del problema 15. Asumiremos que el cuadrildtero ABC'D es convexo, de
manera que A y D estdn del mismo lado de BC'. Sea I" el circuncirculo del tridngulo

ABC'y sea U el punto medio del arco BC que no contiene a A. Notemos que AL y
DM se intersecan en U. Finalmente, sean « = ZBAC, 8 = ZCBAy~y = ZACB.

U

Como LUBC'y ZUAC subtienden el mismo arco de I', tenemos que LZUBC =
ZUAC = &, y, porlo tanto, ZUBL = 2.

Ya que también tenemos que /BUL = ZBUA = /BCA =, sesigue que ZBLU =
180° — v — O‘—gﬁ = O‘T*"B = ZUBL, de manera que el tridngulo BU L es isosceles.
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Andlogamente, el tridngulo MUC' es is6sceles, de modo que UB = UC = UL =
UMy /ZULM = ZUML.
Ademads, tenemos que

ZDMR =90° — ZBDU =90° — ZBAU = 90° — % = LALR.

Luego, ZRLM = 180° - ZALR—ZULM = 180°-4DMR—-/ZUML = ZRML,
lo que significa que el tridngulo LM R es isésceles.

Solucién del problema 16. Definamos ¢ —b = x y b—c¢ = y. Entonces,a —c = z+y.
La identidad

1
a® + b 4 % —ab— be — be = 5((a—b)2+(b—c)2+(c—a)2)
nos permite reescribir la desigualdad del problema como

1
5@ +y* + (z +9)*) > 3ay.

Esta dltima desigualdad se reduce a 2 4 y? > 2xy, la cual es equivalente a (x —y)? >
0. Con lo que queda demostrada la desigualdad inicial y la igualdad se da solo en el
caso que = y, es decir, si 2b = a + c.

Solucién del problema 17.

a) Denotemos con z, y a las longitudes de los segmentos AP y P B, respectivamente.

Supongamos que Y estd sobre CA y X estd sobre BC. Como PY es paralela a

BC, los tridngulos APY y ABC son semejantes, por tanto, g—g === ﬁ—g

Anélogamente, obtenemos que £ = £, Por lo tanto, £ + £ = Z Y — 1,
b c a b c c
estoes, 1+ = 4+ 1.

T a

= 08

ok g o

b) Llamemos w y z a las longitudes de los segmentos AD y D B, respectivamente. Por
el teorema de Pitdgoras en los tridngulos ADC'y C'BD obtenemos que

d? =a* - 2% = b* —w?.

Como los tridngulos CBD y ABC' comparten un dngulo y tienen un dngulo recto,
2

: BC _ a _ BD _ :z 22 _ a
entonces son sem;z]antes; porloque 53 = 2 = Z5 = Z,estoes, 23 = .
Andlogamente, 37 = g—2 Sumando las dos igualdades anteriores obtenemos que
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
4y =24 —Jyporlotanto, 1 =2-1=2—(54%) =22 4 ow —

2 2 . .
2—2 + ‘;—2. De lo anterior, concluimos que d—12 = a—lz + b%.
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Solucién del problema 18. Agreguemos un vértice 0 entre los vértices —1 y 1, esto
no alterard cémo marquemos los demads vértices, pues por encima de 0 no se va a
pasar. Ademds, una vez que agregamos el 0, podemos sustituir el valor de cualquier
vértice negativo k por su congruente correspondiente (2n + 1 + k) médulo 2n + 1y
seguir las mismas reglas para marcar vértices, ya que se marcan los mismos vértices en
ambos casos. Ahora, observemos que los vértices marcados son los congruentes con
2™ médulo 2n + 1, asi que el nimero de vértices marcados es el menor exponente a tal
que 2* = 1 (mod 2n + 1) (esto porque si 2% = 2° (mod 2n + 1) y a > b, entonces
2075 = 1 (mod 2n + 1), asf que el primer vértice que se repite es el 1).

Supongamos que f(n) = 0. Entonces, todos los vértices (salvo 0) quedan marcados,
pero, por el teorema de Euler, esto implica que ¢(2n + 1) = 2n, de donde 2n + 1 es
primo.

Solucién del problema 19. Podemos escribir v/abc como /4 - b-4c. Aplicando la
desigualdad media aritmética - media geométrica a los niimeros reales positivos 7, by
4c, obtenemos que

@ L hide q b de
Vabe= ¢/~ bde< AT 7 4 2470
“ 3 27373

Si aplicamos ahora la desigualdad media aritmética - media geométrica a los nimeros
reales positivos 5 y 20, obtenemos que

2 4 92p
\/_b_w/ 2 < + %+b.

Luego, sumando las dos desigualdades anteriores y sumando a obtenemos que

a b 4c 4
be < b+ —+ -+ —=- b .
a+Vab+Va a+4—|— +12—|—3+3 3(a—|— +¢)

Solucién del problema 20. El problema lo podemos plantear en el lenguaje de Teorfa
de Graficas como: determina el menor niimero de aristas que garantizan que una grafica
con 2016 vértices sea conexa (es decir, que exista un camino entre cualquier par de
vértices).

Observa primero que si un vértice no estd conectado con ningun otro (es decir, si no
hay ninguna compaiiia que viaje a cierta isla) entonces el maximo nimero posible de
aristas sera (20215) (cuando se conectan todos los demds pares de islas). Demostraremos
que (2015) + 1 aristas son suficientes para conectar todos los vértices, demostrando que
el maximo posible de aristas en una gréfica que no es conexa no puede superar (2015)
Supongamos entonces que existen al menos dos vértices u, v para los cuales no existe
una forma de ir desde « hasta v. Sea A el conjunto de todos los vértices a los que si se
puede llegar desde u (incluyendo a u) y sea B el conjunto de todos los demds vértices
(estamos suponiendo que B no es vacio). Denotemos por m al nimero de elementos
en Ay por tanto 2016 — m es el nimero de elementos en B.
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El médximo ndmero posible de aristas que puede haber en A es (’;‘), mientras que el
2016—m

maximo posible de aristas que puede haber en B es ( o ) Queremos entonces

determinar el valor mdximo posible de

(m) N (2016 - m) _m(m-1) N (2016 — m)(2015 — m)

2 2 2 2 ’
que equivale a maximizar

m(m — 1) + (2016 — m)(2015 — m)
=m? —m + 2016 - 2015 — (2016 + 2015)m + m?
=2m? — 2-2016m + 2016 - 2015.

Dado que el dltimo término es constante, basta maximizar 2m? — 2 - 2016m y esto
equivale a maximizar m? — 2016m. Sin embargo, esta es una funcién creciente para m
positivo, y como m = 2016 es imposible (ya que supusimos que m < 2016), el valor
maximo se alcanza cuando m = 2015, que es precisamente cuando todos los vértices
excepto uno estdn unidos.

Concluimos entonces que si existieran dos islas para las cuales no existiera una ruta

’ z . ~7 5
que las conecte, entonces el nimero mdximo de compafifas que puede haber es (2010)

2
2015

y, por tanto, con ( 5 ) + 1 se garantiza que siempre existe una ruta entre cualquier par

de islas.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2016 No. 3.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que los problemas en esta seccién no tienen solucién, por lo
que te invitamos a que los resuelvas y nos envies tus soluciones.

Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogeran de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucidn, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Sea ABC' un tridngulo tal que ZACB > 90°. Sea D un punto en el
circuncirculo de ABC' tal que AC' = CD y sea E el pie de la perpendicular a AB
trazada desde C'. Demuestra que EB + BD = AFE.

Problema 2. Sea p(z) = x? + ax + b, donde a es un nimero real y b # 2 es un nimero
racional. Si [p(0)]2, [p(1)]? y [p(2)]? son enteros, demuestra que a y b también lo son.

Problema 3. Si x, 3/, 2 son niimeros reales positivos tales que z2 + 32+ 22 = 1+ 2xyz,
demuestra que (1 + 2)(1 +y)(1 + z) < 4+ 4zyz.

Problema 4. Sean A, B y C puntos sobre una circunferencia ). Sea S la interseccién
de la tangente por A a 2 con la recta BC. Se toma un punto X tal que SA = SX.
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Las rectas AX, BX y CX vuelven a intersecar a {2 en M, N y L, respectivamente.
Demuestraque M N = M L.

Problema 5. Determina todas las parejas (z,y) de nimeros reales que satisfacen el
sistema de ecuaciones

4+ 1—ay? —y? =0,

VY +1—z?y—az?=0.

Problema 6. Determina todas las ternas de enteros no negativos (z, y, n) tales que

ol +y!
n!

n
3",
con la convencién de que 0! = 1.

Problema 7. Sean a,b y ¢ nimeros reales positivos tales que 27 + abc = (a + b +
¢)(ab + be + ca). Demuestra que

a? L b? n c? S 3

a+2b b+2c c+2a 2

Problema 8. Kevin escribié tres niimeros enteros positivos en su cuaderno: a, b, y c.
Estos ndmeros cumplen lo siguiente:

= b= a + p, donde p es un divisor primo de a,

m ¢ = b+ g, donde g es un divisor primo de b,

" p#q
Kevin se da cuenta que abc = 2016k, con 1 < k£ < 6. Encuentra el valor de k.
Problema 9. En un callejon viven 2016 gatos. Quieren salir a cantar durante algunas
noches bajo las siguientes reglas:

= Cada noche saldrd a cantar un conjunto de 6 gatos.

= Para cualesquiera dos noches distintas, los conjuntos de gatos que salen en esas
dos noches o bien tienen 0 gatos en comtn, o bien tienen 5 gatos en comtin.

(Cudl es el maximo nimero de noches que los gatos pueden salir a cantar?
Problema 10. Para una pareja (a, b) de nimeros reales positivos, construimos recursi-

vamente las sucesiones {z,,} y {y»} como sigue. Definimos zg = yo = 1, 21 = a,
y1 =byparan > 1:

n n
Yn—1 Tp—1
,’En-}-l:(x 1) *Ln, yn+1:(y 1) *Yn-
n— n—

Determina todas las parejas (a, b) para las cuales todos los nimeros de las sucesiones
{xn} y {yn} son enteros.
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2015 No. 4.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 4, afio 2015. En esta ocasién agradecemos a Adridn de Jests Ce-
lestino Rodriguez por habernos compartido sus soluciones a los problemas 3 y 4, y
aprovechamos para invitar a todos los lectores a participar envidndonos sus trabajos
para que puedan salir publicados en los nimeros posteriores de la revista. Recuerda
que en el siguiente ndmero de la revista aparecerdn las soluciones de los problemas
de entrenamiento propuestos en Tzaloa 1, afio 2016, por lo que atin tienes tiempo de
enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Considera la lista

1 1

1 1
1-272-373-477777 2014-2015°

Halla todos los grupos de términos consecutivos de la lista cuya suma sea igual a %.

Solucion. Una suma de términos consecutivos tiene la forma:

1 1 1

dar) Tarner VT e =Dty

Aplicando la id:,ntidad m =1__1,
1 1

a a+b = a(a+d) "
Si la suma fuese igual a %, entonces 6b = a? + ab'y, por tanto, a®> = b(6 — a). Como a
y b son enteros positivos, necesariamente a < 6. Procedemos a verificar los casos.

obtenemos que la suma anterior es igual a

= Sia =1, laecuaciénes 12 = 5b, que no tiene solucién en los enteros.

= Sia = 2, laecuacién es 22 = 4b y, por tanto, b = 1. Esto corresponde a la suma

de un término %

= Sia = 3, laecuacién es 32 = 3b y, por tanto, b = 3. Esto corresponde a la suma
Ao Ly 1
34 7 25 T 56"

= Sia =4,laecuaciénes 42 = 2b y, por tanto, b = 8. Esto corresponde a la suma

1 1
s Tt s

= Sia =5, laecuaciénes 52 = b y, por tanto, b = 25. Esto corresponde a la suma
1 1
56 Tt 29.30-

Problema 2. Considera una cuadricula de 12 x 12 en la que estdn escritos niimeros
enteros positivos. Tienes dos operaciones que puedes aplicar tantas veces como quieras
y en el orden que quieras.

1. Puedes multiplicar todos los nimeros de una fila por 2.
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2. Puedes restar 1 de todos los nimeros de una columna.

Demuestra que sin importar cudles nimeros estan originalmente en la cuadricula, siem-
pre puedes lograr que todos se conviertan en ceros.

Solucién. Vamos a proceder columna por columna. Observemos de paso que si alguna
columna logra tener solo ceros, la primera operacién no le afecta, y que aplicar la
segunda operacidn a otra columna, tampoco. Vamos a lograr los ceros de la primera
columna.

Para ello, nos fijamos en el nimero mds pequefio d que contiene la primera columna
y aplicamos la segunda operaciéon d — 1 veces, lo cual es equivalente a restar d — 1
en cada casilla de la columna (si el nimero mas pequefio era d = 1, entonces hicimos
cero restas). Al terminar este paso, garantizamos que hay algin 1 en la columna (quizas
varios, si el nimero minimo estaba repetido) y quizds otros nimeros positivos mayores
que 1.

Luego, a cada fila que tiene 1 le aplicamos la primera operacion y esas posiciones se
convierten en 2. Repetimos el proceso (seleccionando el minimo valor d que esté en
la columna y aplicamos la segunda operacién d — 1 veces). Eventualmente lograremos
que la columna completa esté llena de unos, ya que en cada paso, tenemos siempre
nudmeros positivos, pero el maximo disminuye de uno en uno.

Cuando la columna estd llena de unos, aplicamos la segunda operacién y logramos que
esté llena de ceros. El proceso continda en la segunda columna, y no nos preocupamos
de la primera, pues la primera operacién nunca la alterard y la segunda se aplicard en
una columna distinta. Continuamos de columna en columna y concluimos cuando el
tablero completo queda lleno de ceros.

Problema 3. Sea n un entero positivo y sea M el promedio de los divisores positivos
de n. Demuestra que M > /n.

Solucion de Adrian de Jesis Celestino Rodriguez. Demostraremos que M 2>,
Denotemos por o(n) a la suma de los divisores positivos de n y por 7(n) a la cantidad

de divisores positivos de n. De esta manera M = fgzg .
Primero notemos que d | n & % | n,y que si % = %, entonces d; = d;. Por lo tanto,
si dy,dg,...,dr () eslalista de los divisores positivos de n, esta también puede ser
escrita como dll, d%, ey %(n). En particular tenemos que
n n n
=di+do+-+dyy=—+—~+---
o(n) 1+de+ -+ dr d1+d2+ +d7(n)
Con las observaciones anteriores tenemos:
o(n)? 1 n n
M? = = di+do+-+drn — + = .
)2 Tmy(r%2+ + dr(ny) Tt +¢w)

3

n 11 1
= my@+@+m+wm<—+z+m+ )
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Para concluir que M? > n, basta probar que

1 1 1
(d1+d2+"'+d7(n)) (d_1+d_2+”.+d.,_(n)) ZT(TL)Q.

De la desigualdad media aritmética - media geométrica obtenemos las siguientes de-
sigualdades:

di+do+ - +drgn
0< "fdidydrgny < — @, 3)
7(n)

- 1 1 1

1 d_1+d_2++dr(n)
0< < . 4
S Ay dyy 7(n) @)

Multiplicando ambas desigualdades obtenemos:

1
b= d g g
1 . 1
< d d oo+ d e PR
< o7 (di +do+ -+ dri)) <d1 ot +dr<n>>’

de donde se sigue que (dy +dy + - + dr()) (d% + dlz o dfl(m) > 7(n)?,

con lo cual terminamos.

Problema 4. Sea n un entero positivo con n > 2. Demuestra que

1 (1+1+ + 1 )>i(1+1+ +i)
n+1 3 2n—1 n\2 4 on/

Solucién de Adridn de Jesis Celestino Rodriguez. Demostraremos, de manera equi-
valente, que

<1+1+ + ! )>(+1)(1+1+ +1)
" 3 m—1 " 271 o

por induccién sobre n. Para n = 2 la desigualdad es cierta, pues % > % Supongamos
que es cierta paran = k > 2, esto es,

1 1 11
k(l L ) K 1(_ L _),
tg ot g >(+)2+4+ +
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Sean = k + 1. Tenemos que

(1+_+ ) k41
3 2k 1 2k +1
1 1 1 k+1
- <§+§+“ _) HERETES
1 1 1 1 k+1
” <5+1+'”+ﬁ) T2t 2k—+1
(1 1 1) k + 1
> \gtat oty 2k+2 2k +1
> (1+1+--+i)+k+2.
2 4 2k 2k + 2

Aplicando esta desigualdad y la hipétesis de induccién, tenemos que

(k+1)(1+3+---+#)

3 2k+1
= k(1+l+"'+#)+<1+1+"'+ ! )+k+1
3 2k —1 3 2k —1 2k+1
> (k—i—l)(l—i—l-l-"'-l-i)+(1+1+"'+i) W2
2 4 2k 4 2k 2k+2
1 1 1
> (k+2)(§+1+"'+%)1

lo cual completa la induccién.

Problema 5. En cada vértice de un dodecdgono regular se pone una ficha con un lado
blanco y un lado negro. En cada movimiento es posible elegir una ficha negra y darle
la vuelta a sus dos vecinos. Encuentra todas las configuraciones iniciales desde las
cuales, después de alguna secuencia de movimientos, se puede llegar a que todas las
fichas, excepto una, estén en su lado blanco.

Solucion. Sean las fichas dy, ds, . . . , d12 en el orden de las manecillas del reloj. Sea n
el nimero de fichas que estdn del lado negro. Veamos tres casos:

= Caso 1: n es par. Después de cada movimiento, volverd a haber una cantidad par
de fichas negras, por lo que es imposible este caso.

= Caso 2: n es impar y las fichas blancas y negras estdn separadas en dos bloques.
Sin pérdida de generalidad, diremos que las fichas negras son di, da, . . ., d2;+1
y las blancas son da;y2,d2+3,...,d12. Haciendo la operacién con las fichas
da;,dai—2, . ..,ds2, en ese orden, llegaremos a que las fichas negras serdn dos
menos: ds, ds, . .., ds;. Repitiendo este proceso, llegaremos a un momento en
que solo haya una ficha negra.

= Caso 3: n es impar y las fichas blancas y negras no estdn separadas. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que dg es negra y que estd en el bloque de negras
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di,dit1,...,dj (coni < 6 < j). Esto implica que tanto d;_; como d;; son
blancas. Sea dj, la ficha negra mds cercana a d; (en el sentido de las maneci-
llas del reloj). Luego, se tiene que dj11,dj42,...,d,—1 son blancas. Haciendo
la operacién en la ficha dg, llegamos a que di—1 es negra y la distancia entre
el bloque y el siguiente negro disminuyd. Repitiendo este proceso, llegaremos
nuevamente al segundo caso.

Por lo tanto, para que se pueda llegar a que una sola ficha sea negra, es necesario y
suficiente que el nimero de fichas negras sea impar.

Problema 6. Sea AB un segmento con punto medio M. Dos circunferencias C; y Co
tienen como cuerdas los segmentos AM y M B, respectivamente. El segundo punto de
interseccién de C; y Cy es C'. La bisectriz del dngulo ZC'M A intersecaa Cy en Py la
bisectriz del dngulo ZC M B interseca a C2 en (). Muestra que P() es perpendicular a
MC.

Solucién. Sean X la interseccion del segmento AC' con el segmento M P e Y la in-
terseccién del segmento BC' con M(Q. Por el teorema de la bisectriz’ se tiene que
% = % y % = %. Puesto que M A = M B, se tiene que % = % y, por lo

tanto, XY es paralela a AB.

A

Por otro lado, al ser ciclico el cuadrilitero CM AP, se tiene que ZMCX = ZMPA.
Ahora, por ser bisectriz M P se cumple que ZAM P = ZX M C'. De aqui, los tridngu-
los MAP y M XC son semejantes, de donde se tiene que % = % 0, de forma
equivalente, M X - MP = M A - MC'. De manera anéloga se tiene que MY - M Q) =

M B - MC. Utilizando de nuevo que M es el punto medio de AB, se sigue que
MX -MP=MY  -MQ

y, por lo tanto, el cuadrildtero PQY X es ciclico. Con este ultimo ciclico y las parelelas,
se tiene que
LQPM = /ZMYX = /LY MB.

7Ver en el apéndice el teorema 12.
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Por ser M Py M () bisectrices de dngulos suplementarios, se tiene que M Py M () son
perpendiculares, de donde

90° = LPMC+/4CMQ = LPMC+/QMB = /PMC+/ZYMB = /ZPMC+/QPM.

Por lo tanto, M C' es perpendicular a PQ).

Problema 7. Lalo y César juegan volados. Lanzan n veces una moneda. César gana si
la cantidad de dguilas obtenidas es multiplo de 4, y Lalo en otro caso. Encuentra todos

los valores de n para los cuales la probabilidad de que gane César sea %.

Solucién. Para encontrar la probabilidad de que gane César, debemos determinar la

razon de los casos favorables y los casos totales del juego. Al lanzar n volados los

casos totales son 2" y los casos favorables son cuando aparecié exactamente un ndmero
PR 2 . n n n

miltiplo de cuatro de dguilas, lo cual se puede hacer de (5)+ () +(§) +--- formas.

Entonces, la probabilidad buscada es

MGETVELCEES

Consideremos el niimero complejo i el cual cumple que i> = —1. Aplicando el teorema
del binomio®, tenemos que

SO0

C=(1+i)"= (g)—l—(?)z—(?;) _@)”(Z)’L'“
D=(1-4)"= (g) _<T)z_<g>+(g)z+<2)+
Luego,
_A+B+C+D 24 (1+9)"+(1=9)" 1 (A+9)"+(1—4)"
X = 4.9n - 4.9n =1t 4.9n

Por lo tanto, buscamos los n’s en los que (1 +¢)™ 4+ (1 — i)™ = 0 y eso solo pasa, por
el comportamiento de rotacién de los nimeros complejos, en los n’s congruentes con
2 mddulo 4, que es la respuesta.

2
Tn

Problema 8. Sea vy = z; = 1y paran > 1 definimos x4 = ————.
Tp—1+ 2xn

Encuentra una férmula cerrada para la secuencia xg, 1, x2, . . ..

8Ver en el apéndice el teorema 5.
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Solucién. Demostraremos por induccién en n que

1
1-3-5---(2n—1)

rp =

Sin = 1, el resultado es inmediato. Sin = 2, tenemos que x2 = % = %3 Supongamos

que el resultado es cierto paratodo n < k con k > 2. Luego, sin = k+ 1 tenemos que

2
2 1
2 Ty (1-3-5~~~(2k71)>
k+1 = =
Thp—1 + 22

1 1
T35-0F=3) T 2T35-0h=D)
1

:(1-3~5~-1~(2k—1))2

1 2
T35-(26=3) T T35 (2h=1)
1

( 1 )2
= k_
1-3-5---(2k=1) 1~3-5~.(§k7?{)(2k71) + 1-3-5-~2(2k71)

B <1-3-5--1-(2k—1))2<1.32.k5'—”1(—2kk2_ 1))

1
135 (2k—1)(2k+1)

lo que completa la induccidn.

Problema 9. Se tiene un papel cuadriculado de 102 x 102 y una figura de 101 cuadra-
dos conectados por aristas, cuya forma desconocemos. ;Cudl es la menor cantidad de
copias de la figura que podemos cortar del papel?

Solucién. La respuesta es 4. Tenemos que probar dos cosas: que existe una figura de la
cual se pueden obtener a lo mds 4 copias y que podemos obtener 4 copias de cualquier
figura.

= Considera una figura en forma de cruz: una columna de 51 cuadrados y un
renglén de 51 cuadrados que se intersecten en sus centros. Supongamos que de
ella podemos obtener 5 copias. Cada centro de estas cruces estd en el cuadrado
central de 52 x 52 del papel cuadriculado, o se saldria del papel. Luego, por el
principio de las casillas, dos de estos centros estarfan en el mismo cuadrante de
26 X 26 del cuadrado central, pero esto es imposible.

= Es un ejercicio sencillo de induccién el demostrar que toda figura compuesta
de n cuadrados conectados por sus aristas puede ser contenida en un rectdngulo
de tamafio k x (n + 1 — k) para cierto k entre 1 y n. Luego, cada figura de
101 cuadrados cabe en un rectdngulo de k x (102 — k) para cierto k entre 1y
101. Podemos poner cuatro de estos rectangulos en el papel: dos en la esquina
superior izquierda y en la inferior derecha y dos mas (rotados 90°) en las otras
dos esquinas. Con esto vemos que si podriamos obtener cuatro copias.
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Problema 10. Determina todos los enteros positivos a tales que para cualquier entero
positivo n > 5 se cumple que 2" — n? es divisor de a™ — n®.

Solucion. Para cada nimero primo p, consideremos el nimero n = p(p — 1) + 4. Por
el teorema pequefio de Fermat, tenemos que 2P = 2 (mod p). Entonces,

2" —n? = (2P 2% —p? = 2P g2
=272 —(p(p—1)+4)?=2" = (p(p — 1) +4)?
=0 (mod p),

de donde ™ — n® = 0 (mod p).
De manera andloga, usando nuevamente el teorema pequefio de Fermat, tenemos que
a? = a (mod p) y por lo tanto

3 4 a

a" —n? = (PP t.at —n*=aPP —n?=aP-a® —n=at—n

=a' — (p(p—1)+4)* = a* — 4% (mod p).

Por o tanto, a* — 4% = 0 (mod p) para todo nimero primo p, y de aqui, a* — 4% = 0.
Ahora, es facil ver que las tnicas soluciones de esta ecuacién sona = 2y a = 4.
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Olimpiada de Matematicas de la Ciudad de México

La Olimpiada de Matemdticas de la Ciudad de México (OM CDMX) consta de tres
etapas para elegir a la preseleccidn y otras tres etapas para elegir a la seleccion para el
concurso nacional. La primera etapa se lleva a cabo en febrero y es de opcién multiple.
Las escuelas que asi lo decidan pueden inscribirse al concurso y de esta manera sus
alumnos presentan el examen en la escuela. Los alumnos cuyas escuelas no participan
pueden hacer el examen en la UNAM. La participacién en esta etapa aumenta afio
con afo. En el 2016 participaron mds de siete mil alumnos, de los cuales menos de
100 hicieron el examen en la UNAM vy el resto en las 133 escuelas participantes. A
la segunda etapa pasan los mejores alumnos de cada escuela. Esta etapa es de opcién
multiple y contiene algunas preguntas de respuesta cerrada. El examen de la segunda
etapa se basa en el examen canguro. Este afio participaron 600 alumnos y se realizd
en 6 sedes de distintas delegaciones de la Ciudad de México. A la tercera etapa son
invitados los mejores 100 alumnos de la segunda etapa. Ellos son, ademds, invitados a
entrenamientos dos veces a la semana durante 2-3 meses antes del examen de la tercera
etapa. Este examen se lleva a cabo tinicamente en la UNAM. Este afio consistié de
5 preguntas, y fue una mezcla entre el examen que propuso Marfa Luisa Pérez y el
examen propuesto por el comité nacional de la OMM.

Con base en el examen de la tercera etapa se otorgan medallas de oro, plata y bronce
a los concursantes. Aproximadamente 25 medallas de cada tipo son otorgadas. Los 25
medallistas de oro conforman a partir de ese momento (mediados de junio) la preselec-
cién de la Ciudad de México.

Las siguientes tres etapas son para seleccionar a los que participardn en el concurso
nacional de la OMM. La primera de ellas (es decir, la cuarta etapa) se lleva a cabo
a finales de julio, principios de agosto. Usualmente consta de dos exdmenes mas una
tarea (para la que tienen tres semanas), y uno de los exdmenes es el examen elimina-
torio de la Olimpiada Lechona (elaborado por el “Flamante Comité de la Olimpiada
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Lechona de Matematicas™). De esta etapa se seleccionan 18 alumnos. La quinta etapa
es a principios de septiembre y consta de 3 exdmenes. Este afio, uno de ellos fue la
fase semifinal de la olimpiada lechona, otro fue un examen de la Olimpiada Irani de
Geometria y el tercero se hizo con problemas que propuso Marfa Luisa Pérez. De esta
etapa se seleccionan 12 alumnos, a quienes se invita a participar en el concurso regio-
nal que es a finales de septiembre. Estas tres ultimas etapas eran un poco diferentes en
cuanto a nimeros en afios pasados, pues se participaba con 10 alumnos en el concurso
nacional, y ahora solo serdn 6 alumnos.

A continuacién presentamos los exdmenes de la cuarta etapa de la XXX OM CDMX.
Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Primer dia
(7* Olimpiada Lechona de Matematicas. Etapa Eliminatoria)

Problema 1. Encuentra todas las soluciones reales de la ecuacion

)127101+21 _

(2> + 5245 1.

Problema 2. Determina todos los enteros positivos 7 tales que existen dos enteros
positivos a y b (no necesariamente distintos) tales que dividenany a +b=n+ 6.

Problema 3. Se tienen 12 puntos P, ..., P2 alrededor de un circulo, tales que para
cualesquiera dos puntos, el segmento que los une es rojo o azul. Coloreamos el seg-
mento P; P; de rojo si y solo si coloreamos el segmento P; 1 P; 1 de azul, parai # j
coni,j € {1,2,...,12} y P, = Pi3. Un paso consiste en moverse de un punto a otro
por medio de un segmento rojo que los une. Demuestra que es posible ir de cualquier
punto del circulo a otro haciendo a lo mds tres pasos.

Problema 4. Sea ABC D un cuadrado y sea w la circunferencia inscrita a él. Sea W un
punto sobre el arco menor de w determinado por los puntos de tangencia con ABC D,
tal que el vértice de ABC'D maés cercanoa W es D. La tangente por W a w cortaa AD
y C'D en los puntos X y Y respectivamente. Muestra que si ZBXY = 90°, entonces

AX YW
AD YX'
Problema 5. Sea m un entero positivo y sea N,,, = {1,2,3,...,2™}. Muestra que

es posible partir al conjunto N,,, en dos conjuntos A y B de modo que para cualquier
polinomio P (x) de grado menor a m se tiene que

ZP(x)zZP(gc).

z€A z€B
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Segundo dia
(Concurso Metropolitano)

Problema 6. Sea ABC' un tridngulo con M, N y L los puntos medios de los lados
BC, AC'y AB, respectivamente. Sea PQ R un tridngulo con QR sobre el lado BC'
de manera que N estd sobre PRy L sobre PQ. Si ZABC + ZPQC = LACB +
ZPRB = 90°, demuestra que ZPMC = 90°.

Problema 7. Se tiene un tablero de 2016 x 2016 con 20162 casillas de 1 x 1. Dentro
de cada una de las casillas se colocard un entero positivo entre 1 y 256 (incluyéndolos)
de manera que si se toman 4 casillas consecutivas cualesquiera del tablero (ya sea
horizontal o verticalmente) se cumple que el producto de los cuatro nimeros escritos
en ellas es siempre el mismo. Determina la méxima cantidad de nimeros distintos que
pueden colocarse en las casillas del tablero.

Problema 8. En le matecolegio hay 2016 alumnos. Un comité consiste de una cantidad
par de alumnos, tal que uno de ellos es el lider. Dos comités se consideran iguales si
todos sus miembros coinciden y tienen el mismo lider (entonces, dos comités con los
mismos miembros, pero diferentes lideres se consideran diferentes). Sea [V la cantidad
de comités posibles que se pueden formar. ;Cudl es el mayor divisor primo de N?



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

XVIII Olimpiada Matematica de Centroaméricay el Ca-
ribe

Primer lugar por paises, asi como una medalla de oro y dos de plata, trajeron consigo
los tres dedicados jovenes mexicanos que representaron a nuestro pais en la XVIII
Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el Caribe, que se llevé a cabo en Kingston,
Jamaica del 17 al 23 de junio de 2016.

Diego Hinojosa Téllez, de Jalisco, obtuvo medalla de oro, mientras que Alfredo Her-
ndndez Estrada, de San Luis Potosi y Bruno Gutiérrez Chavez, de Colima ganaron,
cada uno, medalla de plata. Los profesores que acompaiiaron a la delegacién fueron
Daniel Perales Anaya (lider) y Cecilia Rojas Cuadra (tutora).

Sus logros colocaron a México en el primer lugar general por paises, en la que par-
ticiparon 13 paises y un total de 38 estudiantes, quedando por encima de Colombia,
Venezuela, Puerto Rico, El Salvador y Cuba entre otros.

A continuacién presentamos los problemas de la XVIII Olimpiada Matemética de Cen-
troamérica y el Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para
resolverlos.

Problema 1. Encuentre todos los enteros positivos n de 4 cifras tales que todos sus
digitos son cuadrados perfectos y n es multiplode 2,3,5y 7.

Problema 2. Sea ABC un tridangulo acutdngulo, I" su circunferencia circunscrita y M

el punto medio del lado BC. Sea N el punto del arco BC deT que no contiene a A,
tal que ZNAC = ZBAM. Sea R el punto medio de AM, S el punto medio de AN
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y T el pie de la altura desde A al lado BC. Demuestre que los puntos R, S y T son
colineales.

Problema 3. El polinomio Q(z) = z® — 21z + 35 tiene tres raices reales diferentes.
Encuentre nimeros reales a y b tales que el polinomio P(x) = x? + az + b permute
ciclicamente las raices de ), es decir que si r, s y ¢ son las raices de () (en cierto orden)
entonces P(r) = s, P(s) =ty P(t) = r.

Problema 4. En la pizarra estd escrito el nimero 3. Ana y Bernardo juegan alterna-
damente, comenzando por Ana, de la siguiente manera: si en la pizarra estd escrito el
nimero n, el jugador que tenga el turno lo debe sustituir por cualquier entero m que sea
primo relativo con n y tal que n < m < n?. El primer jugador que escriba un nimero
mayor o igual que 2016 pierde. Determine qué jugador tiene una estrategia ganadora y
describala.

Problema 5. Digamos que un niimero es irie si se puede expresar como 1 + %, para
algun entero positivo k. Demuestre que cualquier entero n > 2 se puede expresar como
el producto de r nimeros irie diferentes, para cualquier entero » > n — 1.

Problema 6. Sea ABC un tridngulo con incentro [ y circuncirculo I'. Sean M y N los
puntos de interseccion de las rectas BI y C'I con I'. La paralelaa M N que pasa por [
intersecaa AB en Py a AC en (. Demuestre que la circunferencia que pasa por B, N
y P tiene el mismo radio que la circunferencia que pasa por C, M y Q.

57% Olimpiada Internacional de Matematicas

Meéxico gana terreno como un pais que sabe identificar y entrenar a sus jévenes en
matematicas, una disciplina considerada por muchos como la columna vertebral de las
ciencias.

Muestra clara de ello son los resultados obtenidos por la delegacién que representd a
nuestra nacién en la 57 Olimpiada Internacional de Matematicas llevada a cabo del 6
al 16 de julio de 2016, en la Universidad de Ciencia y Tecnologia de Hong Kong en
China.

Kevin William Beuchot Castellanos, de Nuevo Leén; Leonardo Ariel Garcia Moran, de
Jalisco; Antonio Lépez Guzman, de Chihuahua y Victor Hugo Almendra Herndndez,
de la Ciudad de México, obtuvieron cada uno medalla de plata, mientras que Olga Me-
drano Martin del Campo, de Jalisco obtuvo una medalla de bronce y José Ramén Tuirdn
Rangel, de Hidalgo, recibié una mencién honorifica. Los profesores que acompafiaron
a la delegacion fueron Rogelio Valdez Delgado (lider), Marco Antonio Figueroa Ibarra
(colider) y Leonardo Ignacio Martinez Sandoval (Observador A).

De los 109 paises que participaron, México qued6 en el lugar 23 por arriba de otros
paises como Irdn, Australia, Francia y Turquia, ademds de que ocup6 el segundo lugar
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entre los paises latinoamericanos. Es la tercera mejor participacion de nuestro pais en
la Olimpiada Internacional de Mateméticas.

A continuacién presentamos los problemas de la 57¢ Olimpiada Internacional de Ma-
temdticas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. El tridngulo BC'F es rectangulo en B. Sea A el punto de la recta C'F tal
que FA = FBy F estientre Ay C. Se elige el punto D de modo que DA = DC'
y AC es bisectriz del dngulo ZDAB. Se elige el punto £ de modo que FA = ED'y
AD es bisectriz del dngulo ZEAC. Sea M el punto medio de C'F. Sea X el punto tal
que AM X E es un paralelogramo (con AM || EX y AE || M X). Demostrar que las
rectas BD, FX y M E son concurrentes.

(Problema sugerido por Bélgica)

Problema 2. Hallar todos los enteros positivos n para los que en cada casilla de un
tablero n X n se puede escribir una de las letras I, M y O de manera que:

= en cada fila y en cada columna, un tercio de las casillas tiene I, un tercio tiene
M vy un tercio tiene O; y

= en cualquier linea diagonal compuesta por un nimero de casillas divisible por
3, exactamente un tercio de las casillas tienen I, un tercio tienen M y un tercio
tienen O.

Nota. Las filas y las columnas del tablero n x n se numeran desde 1 hasta n, en su
orden natural. Asi, cada casilla corresponde a un par de enteros positivos (i,5) con
1 < 4,5 < n.Paran > 1, el tablero tiene 4n — 2 lineas diagonales de dos tipos.
Una linea diagonal del primer tipo se compone de todas las casillas (i, j) para las que
7 + j es una constante, mientras que una linea diagonal del segundo tipo se compone
de todas las casillas (4, j) para las que ¢ — j es una constante.

(Problema sugerido por Australia)

Problema 3. Sea P = A;As... A un poligono convexo en el plano. Los vértices
Ay, Ag, ..., A tienen coordenadas enteras y se encuentran sobre una circunferencia.
Sea S el drea de P. Sea n un entero positivo impar tal que los cuadrados de las longi-
tudes de los lados de P son todos nimeros enteros divisibles por n. Demostrar que 2.5
es un entero divisible por n.

(Problema sugerido por Rusia)

Problema 4. Un conjunto de niimeros enteros positivos se llama fragante si contiene al
menos dos elementos, y cada uno de sus elementos tiene algin factor primo en comin
con al menos uno de los elementos restantes. Sea P(n) = n? + n + 1. Determinar el
menor nimero entero positivo b para el cual existe algliin nimero entero no negativo a
tal que el conjunto

{P(a+1),P(a+2),...,P(a+b)}
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es fragante.
(Problema sugerido por Luxemburgo)

Problema 5. En la pizarra estd escrita la ecuacién
(x=1)(x—2)--(x—2016) = (x — 1)(z — 2) - - - (x — 2016)

que tiene 2016 factores lineales en cada lado. Determinar el menor valor posible de k
para el cual pueden borrarse exactamente k de estos 4032 factores lineales, de modo
que al menos quede un factor en cada lado y la ecuacién que resulte no tenga solucio-
nes reales.

(Problema sugerido por Rusia)

Problema 6. Se tienen n > 2 segmentos en el plano tales que cada par de segmentos
se intersecan en un punto interior a ambos, y no hay tres segmentos que tengan un
punto en comun. Mafalda debe elegir uno de los extremos de cada segmento y colocar
sobre él una rana mirando hacia el otro extremo. Luego silbard n — 1 veces. En cada
silbido, cada rana saltard inmediatamente hacia adelante hasta el siguiente punto de
interseccion sobre su segmento. Las ranas nunca cambian las direcciones de sus saltos.
Mafalda quiere colocar las ranas de tal forma que nunca dos de ellas ocupen al mismo
tiempo el mismo punto de interseccion.

a) Demostrar que si n es impar, Mafalda siempre puede lograr su objetivo.
b) Demostrar que si n es par, Mafalda nunca logrard su objetivo.

(Problema sugerido por Repiiblica Checa)
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XVIII Olimpiada Matematica de Centroaméricay el Ca-
ribe

A continuacion presentamos las soluciones de la X VIII Olimpiada Matematica de Cen-
troamérica y el Caribe.

Solucion del problema 1. (Solucion de Alfredo Hernandez Estrada). Como todos
sus digitos son cuadrados perfectos por si mismos, inicamente pueden ser 0,1,4,9.
Dado que el nimero es miltiplo de 2 y de 5, debe terminar en 0. Pero n es multiplo
de 3, de modo que sus otros tres digitos deben sumar un miltiplo de 3. Ademads, como
7 y 10 son primos relativos, si dividimos el nimero entre 10, obtenemos de nuevo un
multiplo de 7, por lo que, tanto el nimero, como el nimero formado por los primeros
tres digitos, son ambos multiplos de 7. Finalmente, el primer digito no puede ser cero
puesto que el nimero no serfa de cuatro cifras.

Denotemos al nimero buscado n de cuatro cifras como abcd y procedamos por casos.
Notemos adicionalmente que los cuatro digitos 0, 1,4, 9 son congruentes, respectiva-
mente, con 0, 1, 1, 0 médulo 3.

Cuando las primeras dos cifras son ab = 10 que deja residuo 1, es imposible que al
sumar 0, 1,4 0 9 obtengamos un miiltiplo de 3, con lo que descartamos esta posibilidad.
En cambio, si las primeras dos cifras son ab = 11, entonces ¢ también debe dejar
residuo 1 y las posibilidades son n = 1110 o n = 1140, pero ninguno de ellos es
muiltiplo de 7.

Considerando que la suma de digitos es un miiltiplo de 3, los posibles casos a considerar
paraabc son: 111,114, 141, 144, 411, 414, 441, 444, 900, 909, 990, 999, de los cuales,
el inico que es multiplo de 7 es 441 y, por tanto, n = 4410 es la tnica solucién.

Solucién del problema 2. (Solucion de Diego Hinojosa Téllez). Sea J el punto de
interseccién de AT con M N. La igualdad de dngulos ZBAM = /N AC implica
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que /BAN = /BAM — /MAN = ZCAN — ZMAN = ZM AC. Por el ciclico

ABNC setiene que ZACB = ZANB = «a, también /BAN = /BCN = 3, luego

LMAC = ZMCN. Ahora, los tridngulos CAM y N AB son semejantes, de modo
AC  MC

AN T BN

J

Como BM = MC, tenemos que ﬁ—ff = % = %. De nuevo por el ciclico se tiene

que ZNBA = ZNAC, entonces por el criterio de semejanza LAL se tiene que los
tridngulos CAN y M BN son semejantes. Por lo tanto,

/BMN = /ACN = a+ 3 = LAMB,

donde la tltima igualdad ocurre por el cdlculo de un dngulo externo en el tridngulo
CAM. Lo anterior implica que MT es bisectriz del angulo ZAM J. Como MT es
bisectriz y altura del tridngulo M A.J, entonces T'M es mediatriz del segmento A.J, de
donde AT = T'J. Luego, T', S'y R son los puntos medios de los segmentos AJ, AN
y AM, respectivamente, con J, N y M colineales. Esto implica que 7', S'y R estin
sobre la linea media del tridngulo A.JM vy, por lo tanto, son colineales.

Solucién del problema 3. Por las férmulas de Vieta’ tenemos que

r+s+1t=0, 5)
rs+ st 4+ rt = =21,
rst = —35.

9Ver en el apéndice el teorema 6.
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Las condiciones P(r) = s, P(s) =ty P(t) = r, equivalen a

r’+ar+b=s, 6)
s?+as+b=t,
t?+at+b=r.

Sumando estas tres tltimas relaciones se obtiene que
P+t talr+s+t)+3b=r+s+t.
Comor+s+t=0y
sttt =(r+s+t)? —2rs+st+rt) =0—2(-21) =42,

resultaque 42 +3b=0y b = —14.
Multiplicando ahora las tres ecuaciones del sistema (6) por r, s y ¢, respectivamente, se
obtiene que

3+ ar® +br =rs, @)

s34 as? 4+ bs = st,

2+ at® 4+ bt = rt,
y sumando estas tres nuevas relaciones, resulta que

P 3 ra(r® + 52+t +b(r+s5+t) =rs+ st +rt,
esto es,
3 4 83+ t3 4+ 420 = —21. (8)

Por otra parte, como 7, s, ¢ son raices de (), tenemos que

73 —21r +35 =0, C)]
$3—21s+35=0,
t3 — 21t + 35 =0,
y sumando miembro a miembro, se obtiene r® + 3 + 3 — 21(r + s +¢) + 105 = 0,
esto es, ® + s3 + 3 = —105. Sustituyendo en (8), resulta —105 + 42a = —21,
de donde 42a = 84 y a = 2. En conclusidn, la dnica posibilidad para P(x) es
P(x) = 2% + 2z — 14.
Ahora, demostraremos que P(x) efectivamente permuta ciclicamente las raices de
Q(z). En primer lugar veamos que si « es raiz de @, entonces P(«) también lo es.
En efecto, si Q(a) = 0, entonces
Q(P(a)) = (a® +2a — 14)* — 21(a® + 2o — 14) + 35
=a’ +6a° — 30a* — 160a” + 3990 + 11340 — 2415
= (® — 21la + 35)(a® + 6a* — 9a — 69)
=0.
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Ahora veamos que P no deja fija ninguna raiz de @, esto es, si Q(«) = 0, entonces
P(a) # a. Por contradiccién, si P(a) = a, entonces a? + 2o — 14 = a, esto es,
o? + o — 14 = 0. Pero,

o® —2la+35=(a® +a—14)(a — 1) — 6a + 21,

de donde —6ax + 21 = 0y o = 7/2. Esto es una contradiccion, pues 7/2 no es raiz de
Q.
P tampoco intercambia dos raices de @, esto es, si Q(r) = Q(s) = 0y r # s, no
puede ser que P(r) = sy P(s) = r. En efecto, si P(r) = sy P(s) = r, entonces
como

P —2lr +35=(r* +2r —14)(r — 1) = 3r 47,

resulta que s(r — 1) — 3r + 7 = 0. Por simetria, (s — 1) — 3s + 7 = 0, y restando
miembro a miembro, se obtiene que 2s — 2r = 0, de donde » = s, lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto, si r es raiz de @, entonces s = P(r) # r es otraraizde Q, t = P(s) es
otra raiz de () distinta de r y de s, y Q(¢) es una raiz de () distinta de ¢ y de s, por lo
cual Q(t) = r y terminamos.

Solucion del problema 4. (Solucién de Alfredo Hernandez Estrada.) Observemos
que escribir el nimero 2015 equivale a ganar, puesto que el siguiente jugador necesa-
riamente pondrd un nimero mayor o igual a 2016 y perderd. Ademds, si alguien escribe
el 2014, habra perdido porque en el siguiente turno el otro jugador podrd poner 2015.
De hecho, el que escriba cualquier nimero primo relativo con 2015 = 5 - 13 - 31 entre
45 y 2015 habrd perdido, ya que 45 < 2015 < 452 y por tanto el siguiente jugador
podrd poner 2015.

Ademids, escribir los nimeros 2014, 2013, 2012, 2011 equivale a perder, puesto que son
primos relativos con 2015 y, por tanto, el contrincante usard la estrategia ganadora del
2015. El 2010 es un valor ganador, puesto que el contrincante no puede escribir 2015
y, por tanto, pondrd 2011,2012,2013,2014 (que son perdedores) o directamente un
nimero mayor o igual a 2016. Los valores 2009, 2008, 2007, 2006 son perdedores (el
contrincante puede usar el 2015), pero el 2005 es ganador por un argumento similar al
del 2010.

Los valores 2004 y 2003 son perdedores, pero el 2002 es especial, ya que comparte
factor 13 con 2015, de modo que el contrincante no puede usar directamente el 2015,
aunque en este caso el contrincante puede escribir 2005 que ya dedujimos que es gana-
dor, y asi, el que escriba 2002 serd perdedor. De todos estos ejemplos notamos que los
muiltiplos de 5 son posiciones ganadoras.

Proponemos entonces la siguiente estrategia general: escribir siempre multiplos de 5
de entre los nimeros 5, 25, 625,2005 y 2015, con lo cual ganard el primer jugador si
sigue los siguientes pasos.

Al inicio, estd en la pizarra el 3, el primer jugador escribe 5. El segundo jugador debe
escribir un nimero que no sea multiplo de 5 y menor que 25, y como lo menos que
puede poner es 6, el primer jugador puede responder siempre con 25 < 62. El segundo
jugador debe poner un nimero que esté entre 25 y 625, pero que no sea multiplo de 5.
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Cualquier nimero que ponga el segundo jugador serd respondido por el primer jugador
con 625.

A continuacién, dado que 625 < 2015 < 6252 si el segundo jugador escribe un
nimero que no tenga factor 13 ni 31, el primer jugador siempre puede rematar al poner
2015 = 5 - 13 - 31. En caso contrario (el segundo jugador pone un multiplo de 13 o
de 31), el primer jugador siempre puede poner 2005 = 5 - 401, que también es una
posicién ganadora, puesto que no hay multiplos de 401 y 13 o de 401 y 31 que sean
menores a 2016. Por tanto, el primer jugador siempre podra ganar.

Solucion del problema 5. (Solucién de Bruno Gutiérrez Chavez.) Primero veamos
que todo ndmero irie admite una dnica representacion de la forma 1 + % En efecto,
si k y [ son enteros positivos tales que 1 + % =1+ %, entonces % = HTI, lo que
implica que kl 4 [ = kl + k, por tanto, [ = k.

Demostremos el problema por induccién sobre r. La base de inducciénes r = n — 1.
En este caso una construccion vélida es:

(+5) (4 3) (e 25) = (6) (D) () = =
1 2 n—1/ \1 2 n—1/ (n—1)!
Ahora suponemos que para un entero positivo 7 > n — 1 se cumple el problema, de
forma que existen enteros positivos k1 < kg < - -+ < k, tales que

1) < 1) ( 1) (kl—i-l) (kg—f—l) <kr+1)
1+—) (1+=)---(1+=) = . =
< & "% % oy ez Fir "
Queremos construir un (r + 1)-ésimo entero a partir de la expresion anterior. Propone-
mos sustituir k,. por otros dos enteros, 2k, y 2k, +1. Veamos que k1, ko, . .., ky—1, 2k,
2k, 4+ 1 son r 4+ 1 enteros que satisfacen las condiciones del problema. En efecto,
betl  2hetl  @RADEL g o f < 9k, < 2k, + 1, entonces, por la hipdtesis de

Tk 2k 2k, +1
induccién:

1 1 1 1 1
(Hk_l)'(HE)'”(Hkr,l)'<1+2kr)'(1+2kr+1)
_<k1+1) <k2+1) (kr_1+1) <2kr+1) ((2kT+1)+1>_
“\ Tk Ty s 2% % +1 )"

yki < ke <---<ky_1 <2k, < 2k.+1.Laultima afirmacién concluye la induccién
y, con ello, el problema.

Solucién del problema 6. (Solucién de Diego Hinojosa Téllez). En cualquier tridngu-
lo is6sceles ABC' con AB = AC, si M es un punto sobre BC'y « = ZAMC, enton-

ces % = A pues AB = AC y sena = sen(180° — a). Luego, por la Ley
de senos'’, se sigue que 2r = 2r’, donde r y ' son los radios de las circunferencias

circunscritas a los tridngulos AM B 'y AC'M, respectivamente. Asf, r = r’.
En el problema, tenemos que el tridngulo AMC' es isésceles, porque M es el punto
medio del arco AC' y es conocido que M A = MI = MC, donde I es el incentro

10Ver en el apéndice el teorema 13.
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del triangulo ABC'. Como @ estd en AC, el circuncirculo del tridngulo AM Q) tiene
el mismo radio que el circuncirculo del tridngulo M QC'. Analogamente, tenemos que
NB = NI = NA. Luego, demostrar que el circuncirculo del tridngulo M QC tiene el
mismo radio que el circuncirculo del tridngulo N PC' es equivalente a demostrar que
los circuncirculos de los tridngulos AM @ y AN P tienen el mismo radio.

Sean R la intersecciéon de AP con NM, S la interseccion de AQ con NM y T la
interseccién AI con NM.

A

Es conocido que si I es el incentro del tridngulo ABC, y M, D, N son los puntos
medios de los arcos AC BC y AB respectivamente, entonces I es el ortocentro del
triangulo M DN . Como A, I y D son colineales por pertenecer a la bisectriz del angulo
/ZBAC, tenemos que AI y N M son perpendiculares. Como se tenfa que M A = M
y NA = NI, entonces N y M pertenecen a la mediatriz de A, lo que significa que
AT = T1I, pues T estd sobre M N. Por el teorema de Tales!' tenemos que % =
4% = 45 = 1,de donde AS = SQy AR = RP.

Ahora, en el tridngulo APQ, AT es bisectriz del angulo Z P A(Q), pues también es altura
(porque AI L NM y NM || PQ, entonces AI 1 PQ), lo que significa que AP =
AQ. Entonces, AR = AP = 2Q = AS, dedonde AR = RP = AS.

Ahora, BN = NA 1mplica que v = LNAP = ZAMS. Andlogamente, § =
LMAS = ZANM. Sea M’ el punto de interseccién de la simediana desde N en
el tridngulo AN P con el circuncirculo del tridngulo AN P. Como AN PM’ es ciclico
y NM’ es simediana, es conocido que también se cumple que N M’ es simediana del
tridngulo PM'A. Luego, v = LPAM' = /PNM' = /ZRNAy 3 = ZNAP =
/NM'P = /AM'R, pues R es el punto medio de AP.

Podemos ver ahora que los tridngulos ARM’ y ASM son semejantes, ya que tienen
sus tres dngulos respectivos iguales. Como AS = AR, se sigue que SM = RM/’,

"Ver en el apéndice el teorema 11.
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AMSQ = AM'RPy AMAQ = AM'AP.Como ZAMQ = ZAM'Py ANPM’
es ciclico, tenemos que ZAMQ+ ZAN P = 180°. Luego, ZAM Q) = 180°— LANP,
de donde sen(LAM Q) = sen(180°— LAN P) = sen(£AN P). Como ya se tenia que
AP = AQ) se obtiene que

AQ AP

sen(ZAMQ@Q)  sen(Z/ANP)’

lo que implica, por la Ley de senos'?, que los radios de las circunferencias circunscritas
alos triangulos AN Py AM (@) son iguales.

57% Olimpiada Internacional de Matematicas

A continuacion presentamos las soluciones de la 57 Olimpiada Internacional de Ma-
temadticas.

Solucion del problema 1. (Solucion de Antonio Lopéz Guzman). Vamos a demos-
trar que los tridngulos BEX y DM F' estan en homotecia, con esto las rectas corres-
pondientes BD, EM y X F' concurrirdn en el centro de homotecia. Denotemos por
o = LABF = /FAB. Como AC y AD bisecan los dngulos ZDABy ZEAC se
tiene que LZDAC = LEAD = ZCAB = «. Como el tridngulo DE A es is6sceles se
tiene que o« = LEAD = ZADE. Si se extiende el rayo AFE hasta un punto P, por
angulo externo en el tridngulo DAFE, se tiene que Z/PED = 2a = ZFEAC. Por lo
tanto, DE y AC son paralelas. Como E X es paralela a AD por construccion, se tiene
que D, E'y X estdn sobre la misma recta.

X
C
q

D
«
o F E
B - Q
a (0%
(6%

12Ver en el apéndice el teorema 13.
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Veamos que ZACD = /DAC = o« = ZCAB, entonces DC' || AB. Sea @ el punto
de intersecciéon de C'D y BF. Notemos que ZABQ = a = LACQ, entonces el
cuadrildtero ABCQ es ciclico. Como CQ || AB, se tiene que ABCQ es un trapecio
isdsceles. Por suma de dngulos en el tridngulo ADQ, se tiene que

ZQAD = 180° — ZADQ — /DQA = 180° — 2a — (180° — ZABC)
— 180° — 20 — (180° — (90° + )
=90° — qa.

Por el mismo ciclico, se tiene que ZDQA = 90° — a. Entonces, ZDQA = ZQAD'y,
por lo tanto, DQ = DA = DC. Luego, D es el circuncentro del cuadrilatero ABCQ,
por lo que DQQ = DA = DC = DB. Esto quiere decir que el tridngulo DAB es
isosceles, de donde ZABD = o+ ZFBD = /DAB = 2ay de aqui, ZFBD = «.
Como M es el punto medio de la hipotenusa del tridngulo rectingulo BC'F, se tiene
que CM = M F = M B, entonces ZFBM = /M F B = 2a, de donde se deduce que
/DBM = o = ZDAM. En particular, el cuadrilatero M BAD es ciclico. Por otro
lado, también se tiene que LF'C'D = o = ZF BD, entonces el cuadrilatero CBF D es
ciclico. Como M es el circuncentro del tridngulo C'BF/, se tiene que M también es el
circuncentro del cuadrildtero C BF' D, de donde M F' = M D. Por célculo de dngulos,
se tiene que LZFMD =2ay ZFDM = ZDFM = 90° — a.

Adicionalmente se tiene que ZDEA + ZABD = 180° — 2a + 2a = 180°, lo que
significa que el cuadrildtero ABDFE es ciclico. Como ED = EA, resulta que BE
biseca al dngulo ZABD, y como BF' también biseca al dngulo ZABD, tenemos que
los puntos B, F'y E son colineales.

Por el ciclico ABM D se tiene que ZMDB = /ZMAB = o = ZFBD, de donde
MD || BE. Por otro lado, /ZEMD = /EAD = ay ZDEM = /DAM = a,
por lo tanto, el tridngulo DEM es is6sceles y DE = DM = M B, donde la dltima
igualdad se tiene por el isésceles M B.D. Con esto y los isdsceles usados anteriormente
se concluye que BM = EA. Como M X EA es un paralelogramo, M X = FA =
BM. Luego, X estd en la circunferencia de centro M y radio M B, la cual pasa por B,
C, Dy F. Ademas, los tridngulos X M D y BM F' son congruentes por ser cada uno
is6sceles con dngulos en X y en B iguales a 2a. Por lo tanto, X B es paralelaa DF
por simetria, que era el dltimo par de paralelas buscadas para asegurar la homotecia.

Soluciéon del problema 2. (Solucion de Leonardo Ariel Garcia Moran). Para que
haya la misma cantidad de letras I, M, O en cada columna, es necesario que el valor de
n sea multiplo de 3, es decir n = 3k. Probaremos que el llenado existe si y solo si 9
divide a n, esto es, 3 divide a k.

Diremos que una diagonal es buena, si la cantidad de casillas que la forman es maltiplo
de 3. Hay dos tipos de diagonales: de tipo I si desciende hacia la derecha y de tipo II si
desciende hacia la izquierda.

Observemos que en una diagonal buena tipo I, todas las casillas (4, j) que la componen
tienen la misma suma ¢ 4 j y es miltiplo de 3. En las diagonales buenas tipo II, las
casillas (4, j) cumplen que ¢ — j es constante y congruente a 0 médulo 3.

Una casilla serd afortunada si estd en dos diagonales buenas y desafortunada si no
estd en ninguna. Un anélisis breve de las condiciones i + j = 1 (mod 3) e i — j =



Soluciones de Olimpiadas Internacionales 53

0 (mod 3) nos muestra que una casilla es afortunadasi y solo si (z, 7) = (2,2) (mod 3).
Ademas, como 1 < ¢ < 3k y para cada tres valores consecutivos solo hay uno que sea
congruente a 2, encontramos que hay k posibles valores de ¢ congruentes con 2 médulo
3, y como el argumento simétrico muestra que hay % valores para j, concluimos que el
total de casillas afortunadas es k2.

A continuacién, observemos que para cada valor 1 < ¢ < k — 1 podremos hallar
dos diagonales tipo I con 3¢ casillas pero solo una que tenga 3k casillas (la diagonal
principal). Lo mismo sucede con las diagonales tipo II. Entonces la cantidad total de
diagonales es 2(k — 1) + 1 y el nimero total de casillas en estas diagonales es

32(1+2+ -+ (k—1)) + k] = 3[(k — 1)(k) + k] = 3Kk*.

Como la hipétesis nos dice que debe haber la misma cantidad de casillas con cada
letra, habra k2 iguales a I, k? iguales a M y k? iguales a O. Lo mismo sucede en las
diagonales tipo II (aunque las casillas afortunadas las estamos contando doble).
Definimos t;,%5s Y to como el nimero de casillas afortunadas que contienen I, M y
O, respectivamente. Observemos que las condiciones del problema nos garantizan en
principio que t; = t); = to. Con esta notacién, sabemos que en total habra k2 —t;
casillas con I en diagonales buenas tipo I que no son afortunadas, y como para M y O
obtenemos k2 — t5s y k% — to respectivamente, concluimos que k? —t; = k? —ty; =
k? — to, de manera que t; = tyr = to.

Mas atin, como sabemos que t; + tys + to es igual a k2, por ser el total de casillas
afortunadas, concluimos que k? es miltiplo de 3, por lo que k también es multiplo de
3 (y por tanto, n es mdltiplo de 9).

Para terminar, basta dar un llenado que satisfaga las condiciones del problema. Una for-
ma es llenar las primeras  filas con el patron IMOIMOIMO .. ., las filas que van de
k+1hasta 2k con MOIMOIMOI ...y las ultimas k filascon OIMOIMOIM .. ..
De manera alternativa, puede construirse un bloque de 9 x 9 que satisfaga las condi-
ciones del problema mediante prueba y error, copiando luego este bloque hasta llenar
el tablero de 9% x 9k.

Solucion del problema 3. Sea P = A1 Ay ... Ay y sea Agy; = A; parai > 1. Es
conocido que el drea de cualquier poligono convexo de coordenadas enteras es la mitad
de un entero'3. Luego, 25 es un entero. Demostraremos por induccién sobre k& > 3 que
2S5 es divisible por n. Claramente, es suficiente considerar n = pt, donde p es un primo
impary ¢t > 1.

Para el caso base k = 3, supongamos que las longitudes de los lados de P son /na,
V/nb, v/ne, donde a, b, ¢ son enteros positivos. Por la férmula de Herén'4, tenemos que

165% = n?(2ab + 2bc + 2ca — a® — b* — ¢?).

13Si n es el nimero de lados de un poligono convexo y (21,41), (z2,y2), - - -, (Tn, yn) son sus vértices
listados en el sentido de las manecillas del reloj, su drea estd dada por

1
3 [(T1y2 + 2ys + - + Tn_1Yn + Tny1) — (Y172 + Y223 + - + Yn—12Tn + YnT1)| -

14Ver en el apéndice el teorema 15.
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Esto demuestra que 1652 es divisible por n2. Como n es impar, 2.5 es divisible por n.
Supongamos que £ > 4. Si el cuadrado de la longitud de una de las diagonales es
divisible por n, entonces la diagonal divide a P en dos poligonos mds pequefios, a
los cuales podemos aplicarles la hip6tesis de induccién. Luego, podemos suponer que
ninguno de los cuadrados de las longitudes de las diagonales es divisible por n. Deno-
taremos por v, (r) al mayor entero no negativo tal que p»(") | 7, donde p es primo y
es un entero positivo. Afirmamos lo siguiente.

Afirmacion. v, (A1 A2) > v, (A1 A2, ) para2 < m < k — 1.

Demostracion. El caso m = 2 es trivial ya que v,(A1A3) > p' > v,(A;A3) por la
condicidén y la suposicién anterior.

Supongamos que v,(A143) > v,(A143) > -+ > vp(A1A2) donde 3 < m <
k—1. Para el paso inductivo, aplicamos el teorema de Ptolomeo'? al cuadrilatero ciclico
A1 A1 A A1, y Obtenemos

AlAm+1 . Am—lAm + AlAm—l : AmAm+1 = AlAm : Am—lAm-i—lu
que puede ser reescrito como

A1A3n+1 . Am—lA?n = AlAgn—l . AmAgn-i—l + AlAgn . Am—lAgn.g_l (10)
- 2A1Am—1 . AmAm+1 . AlAm . Am—lAm+l'

De esto, se sigue que 241 A,,, 1 - A Apms1 - A1 Any - Apn—1 A 41 €s un entero. Por la
hipétesis de induccion, tenemos que v,(A1A2%,_;) > v,(A1AZ,). También, tenemos
que vp(An A2, 1) > p' > vy (An_1A42 ). Luego,

vp(A1 A2, - A A2 L) > vy (ALA2 - A1 A2 ). (11)

Ahora, tenemos que

I/p(4A1A72n_1 . AmA?n-i-l . AlAfn . Am71A12n+1)
= Vp(AlAfn—l ) AmA?nJrl) + Vp(AlAfn ) Am—lA?nJrl)
> 20y (A1 A7, - A1 AR ),

donde la desigualdad se sigue de la relacién (11). Esto implica que
Vp(2A1 Am—1 - ApAmit - A1 A - A1 A1) > Vp(A1 A2, - A1 A2, 100). (12)
Combinando (10), (11) y (12), concluimos que
yp(AlAan A1 AZ) = vy (A A2 ~Am,1A72n+1).

Como vp(Am—142) > p' > vp(An—142,,), obtenemos que v,(A1A2, ;) <
vp(A1 A2). El resultado se sigue por induccion. O

I5Ver en el apéndice el teorema 22.
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Aplicando la Afirmacién anterior, tenemos una cadena de desigualdades
P> vp(A1A) > vp(A1AT) > - > 1y (A1 A7) > 9,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, se sigue por induccién que 2.5 es divisible
por n.

Comentario. La condicién de que P es ciclico es crucial. Como contraejemplo, con-
sideremos el rombo con vértices (0, 3), (4,0), (0,—3) y (—4,0). Cada uno de los
cuadrados de las longitudes de los lados es divisible por 5, mientras que 25 = 48 no lo
es.

Solucién del problema 4. (Solucion de José Ramén Tuiran Rangel). Notemos pri-
mero que para que un primo p dividaa P(c) = c> +c+1yaP(c+7) = (c+ 1) +
(c+r) + 1 simultdneamente, debe dividir a la resta:

plr2c+r+1). (13)

De la diferencia entre P(c+r) y (2r+1)P(c), al ser ambos divisibles por p, obtenemos
que p | 7(2¢? — r + 1). Por otro lado, de multiplicar (13) por ¢ y de restar al resultado
r(2¢? — r + 1) obtenemos

plric(r+1)+r—1). (14)

Finalmente, después de multiplicar la expresion en (13) por r+ 1 y la expresién en (14)
por 2, al tomar la diferencia, encontramos que p | 7(r? + 3). Notemos ademds que p
debe ser un primo impar puesto que n? + n + 1 siempre es un nimero impar.

Lo anterior nos permite verificar algunos casos pequefios. Por ejemplo:

= Sir =1, tenemosque p |10 p |4 lo cual es imposible.
m Sir =2, tenemos que p | 2 (imposible) o p | 7 porlo que p = 7.
m Sir = 3,entoncesp | 30 p | 12,y de la paridad concluimos que p = 3.

La imposibilidad con r = 1 nos muestra ademds que P(c) y P(c + 1) siempre serén
primos relativos, por lo cual un conjunto fragante necesariamente tendrd tres o mas
elementos, esto es, b > 2.

Supongamos que el conjunto { P(a+ 1), P(a+2), ..., P(a+b)} es fragante. Cuando
b = 3, P(a+2) serd primo relativo con P(a + 1) y también con P(a + 3), lo cual hace
imposible que el conjunto sea fragante.

Si hubiera un conjunto fragante con b = 4, necesariamente P(a + 2) compartiria
algdn primo con P(a + 4). Ademds, como este caso es equivalente al andlisis inicial
con r = 2, el primo debe ser forzosamente p = 7. Sin embargo, el primo que deben
compartir P(a + 1) y P(a + 3) debe ser también 7 (por equivaler también a r = 2),
lo cual es una contradiccién con el hecho de que P(a + 1) y P(a + 3) son primos
relativos.

Cuando b = 5, P(a + 3) es primo relativo con P(a + 2) y con P(a + 4), por lo que
debe compartir un primo con P(a + 1) o con P(a + 5). Supongamos que P(a + 1)
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y P(a + 2) comparten primo, dado que es un caso con r = 2, concluimos que 7 es
divisor de ambos. Adicionalmente, deducimos que 7 no es un divisor de P(a+ 2), pues
este nimero es primo relativo con P(a + 1). Pero P(a + 2) y P(a + 4) solo podrian
haber compartido el 7, lo cual implica que son primos relativos.

Pero, si P(a + 2), que es primo relativo con P(a + 1) y P(a + 3), lo es también con
P(a + 4), forzosamente compartird primo con P(a + 5), lo cual, al ser parte del caso
r = 3, implica que el tnico primo que comparten es 3. Por otra parte, P(a + 4) es
primo relativo con P(a + 3) y con P(a + 5), de modo que ni el 3 ni el 7 lo dividen,
pero como P(a+4) debe compartir primo con P(a+ 1) o P(a+ 2), caemos en el caso
r =207 = 3,lo cual causaria que 3 o 7 lo dividan, obteniendo asi una contradiccion.
Por tanto, no puede haber conjuntos fragantes con b = 5.

Basta dar un ejemplo especifico para mostrar que con b = 6 si es posible satisfacer
las condiciones del problema, con lo cual b = 6 seria el minimo. Se puede verificar
facilmente que a = 196 y b = 6 funcionan.

Solucién del problema 5. Dado que hay 2016 factores lineales en ambos lados con di-
ferentes raices, es necesario borrar al menos 2016 factores. Afirmamos que la ecuacién
no tiene raices reales si eliminamos todos los factores (z — k) en el lado izquierdo con
k = 2,3 (mod 4), y todos los factores (x — m) en el lado derecho con m = 0,1 (mod
4). Por lo tanto, es suficiente que demostremos que ningtin nimero real z satisface que

503 503
[[e-4-D@—-4j-4)=][@=—-4-2)(=—4j - 3). (15)
=0 =0

Ahora vamos a dividir el problema en cuatro casos:

m Casol.2=1,2,...,2016.
En este caso, uno de los lados de (15) es cero y el otro lado no lo es. Entonces, x
no podrd satisfacer (15).

m Caso 2.4k +1 < z < 4k+ 204k + 3 < = < 4x + 4 para algtn entero
ke {0,1,...,503}.
Para j = 0,1,...,503 con j # k, el producto (x — 45 — 1)(x — 45 — 4) es
positivo, y para j = k, el producto (z — 4j — 1)(xz — 45 — 4) es negativo. Esto
prueba que el lado izquierdo de (15) es negativo. Por otro lado, cada producto
(x — 45 — 2)(z — 45 — 3) en el lado derecho de (15) es positivo, lo que es una
contradiccidn.

m Caso3.z < 1,z > 201604k < x < 4k+1 paraalginentero k € {0,1,...,503}.
La ecuacién (15) puede ser reescrita como

x—4]—1 (r—4j—4) 3(1 2 )
(v —4j —2)(x —45—3) o (x—4j—2)(x—45-3)/"

7=0 j=

:]o

Notemos que en este caso, (x—4j—2)(x—4j—3) > 2 siempre que 0 < j < 503.
Por tanto, cada término en el producto estd estrictamente entre 0 y 1 y el producto
total debe ser menor que 1, lo cual es imposible.
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= Caso 4. 4k + 2 < & < 4k + 3 para algtin entero k € {0,1,...,503}.
Esta vez podemos reescribir (15) como
503 . .
x—1 x—2016 H (x —4j)(x—4j— 1)

:c—2'x—2015'j:1 (z—4j+1)(x —4j —2)

-1 x-2016 ﬁ(H 2 )
T 2—2 x-2015 (x—4j+1)(z—45—-2)/"

Jj=1

z—1 x—2016
En este caso, =5 y T=5,77 son ambos mayores que 1. Para el rango de = en

este caso, cada término en el producto es mayor que 1. Entonces, el lado derecho
debe ser mayor que 1, lo que es una contradiccion.

A partir de los cuatro casos podemos concluir que (15) no tiene raices reales. Por tanto,
el minimo nimero de factores lineales que debemos eliminar es 2016.

Solucién del problema 6. (Solucién de Victor Hugo Almendra Hernandez). Como
trabajamos con segmentos en el plano, podemos construir una circunferencia que los
contenga. Vamos a extender cada segmento hasta que corte a la circunferencia y dire-
mos que los extremos de los segmentos son las intersecciones de las extensiones de los
segmentos con la circunferencia. Ahora fijemos un extremo de un segmento, le asigna-
mos el nimero 1 y numeremos el resto en sentido contrario a las manecillas del reloj
(del 2 al 2n). Observemos que el par de extremos correspondientes a cada segmento
tienen asignados nimeros de la forma 7 y n + ¢, donde 7 es un ndimero en el conjunto
{1,2,...,n}.

Si n es impar, demostremos que basta con que Mafalda elija en cada segmento el ex-
tremo con un niimero par asignado. Como n es impar, entonces exactamente uno de z y
n+1 es par. Ademads, si tomamos dos segmentos donde las ranas inician en 2k y 2k+2r
y denotamos con X a su punto de interseccion, entonces las ranas se encuentran solo
si hay la misma cantidad de puntos de interseccion entre los puntos X y 2k que entre
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los puntos X y 2k + 2r. Pero lo anterior no puede pasar, pues entre 2k y 2k + 2r hay
exactamente 2r — 1 puntos en la circunferencia y cada segmento correspondiente no
puede intersecar, al mismo tiempo, tanto al segmento entre X y 2k, como al segmento
entre X y 2k + 2r. Se sigue que las ranas no se encontraran.

2k + 2r

2k

Ahora, si n es par, notemos que los extremos de cualquier segmento tienen asigna-
dos nimeros con la misma paridad. Como Mafalda debe elegir n extremos de los 2n
posibles, entonces deberia escoger solo extremos con nimeros asignados de la mis-
ma paridad o elegir dos extremos consecutivos. Pero, Mafalda debe elegir 5 extremos
con numeros pares asignados y 5 con impares, por tanto, debe elegir dos extremos
consecutivos. Sean 2k y 2k 4 1 los extremos consecutivos que elige Mafalda.

ok 2k + 1

Observemos que no hay extremos entre 2k y 2k + 1, entonces, las dos ranas correspon-
dientes se encontrardn en la interseccién de los segmentos, ya sea en el primer o en el
dltimo silbido. Con esto queda demostrado que si n es impar, Mafalda siempre puede
lograr su objetivo y si n es par nunca lo lograra.
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Definicion 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicion 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.
1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).
2. Sia=c(modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).

n

3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢" (mod m) para todo entero positivo n.

4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod (bm—m)) donde (b,m) denota el
mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 4 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m> - (n —m)lm!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 5 (Binomio). Para a 'y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que
(a+b)" = Z <Z> akpnk,

k=0
Teorema 6 (Férmulas de Vieta). Sea f = 3 + as2? + a1x + ag un polinomio con
coeficientes complejos y sean r1, 12, r3 las raices de f. Entonces
ag = —T1TraTs3,
a1 = T1r2 + 1173 + 1273,
ag = —(7’1 —+ T2 —+ 7’3).

Teorema 7 (Desigualdad media aritmética - media geométrica). Si x1, x2,..., %, son
niimeros reales positivos, entonces

Ti+ X2+ + T
n

2 YT1T2 T,
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = 2o = - -+ = Ty,

Teorema 8 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para cualesquiera niimeros reales x1,
ey Xy YL, - - - Yn S€ cumple que,

n 2 n n
2 2
E Ty | < E x; E Y;
=1 =1 =1

La igualdad se verifica si 'y solo si existe un niimero real ) tal que x; = \y; para todo
i1=1,...,n.

Teorema 9 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 10 (Pitagoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C".



Apéndice 61

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC 'y A'B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = L/A'B'C', ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B’ T B'C’ T CrA’"

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.

Teorema 11 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC
AD — AE"

Teorema 12 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA
que pe = Ac-

Teorema 13 (Ley de senos). En un tridngulo de lados a, by c, se cumple la relacion

a b c

sena  senf3  senwy

— 2R,

donde « es el dngulo opuesto al lado a, ( es el dngulo opuesto al lado b, v es el dngulo
opuesto al lado ¢, y R es el radio de la circunferencia circunscrita del tridngulo.

Teorema 14 (Ley de cosenos). En un tridngulo de lados a,by c, se cumple la relacion
a? =b%+c? — 2bccosa,
donde « es el dngulo opuesto al lado a.

Teorema 15 (Férmula de Herén). El drea de un tridngulo de lados a,by c 'y semi-
perimetro s = %b“ esigual a

\/S(S —a)(s—b)(s—c).

Teorema 16 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C'N son concurrentes
si 'y solo si % . % . % =1
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Teorema 17 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los

lados BC, C' A y AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y

N son colineales si y solo si % . % . J’?,—]; = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comin.

2. Angulo semi-inscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 18 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 19 (Medida del dngulo semi-inscrito). La medida de un dngulo semi-inscrito
en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 20 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en I intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 21 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir,

/DAB+ /BCD = Z/ABC + ZCDA = 180°.
Teorema 22 (Ptolomeo). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si'y solo si

AC-BD =AB-CD+ BC - AD.
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