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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matematica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrarés,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademds de ello, Tzaloa es una publicacidén de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matemdticas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matemaéticas.

Tzaloa, Ao 2016, Numero 4

El equipo editorial de la revista Tzaloa te da la bienvenida a su cuarto y dltimo nime-
ro del 2016. En este nimero encontrards el articulo Escogiendo la grdfica adecuada,
escrito por Jorge Garza Vargas, en el cual nos presenta algunas nociones de teorfa de
gréficas que se utilizan en la olimpiada de matemadticas y aplicaciones a problemas en
donde a primera vista no es claro que la construccién de una grafica pueda ser de ayuda
en la solucién de un problema.

En la seccidén Concursos Estatales encontrards el examen de la segunda olimpiada
regional del sureste. Aprovechamos para invitar a todos los delegados estatales a que
nos envien sus exdmenes selectivos para publicarlos en la revista y de esta manera
enriquecer el intercambio de materiales entre todos.

Vocablo néhuatl cuyo significado en espaiiol es aprender.



Presentacion Y

En las secciones de concursos internacionales, hallaras los resultados de México en
la Competencia Internacional de Matematicas de este afio y en la XXXI Olimpiada
Iberoamericana de Matematicas, asi como los respectivos exdmenes y sus soluciones.

Como siempre, hemos preparado una cuidadosa seleccién de problemas de prdctica
y de entrenamiento, mismos que esperamos sean ltiles para tu preparacién rumbo al
concurso nacional de la OMM.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemadtica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jovenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

302 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:
= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccién y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 30? Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 1997. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucidon preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2016-2017y, para el 1° de julio de 2017, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:
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http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 30* Olimpiada Mexicana de Matemadticas se realizard del
6 al 11 de noviembre de 2016 en Acapulco, Guerrero. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccién que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2016 y hasta
la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXIX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 58 Olimpiada Internacio-
nal de Matematicas (Brasil, julio de 2017) y a la XXXII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (Argentina, septiembre de 2017).

De entre los concursantes nacidos en 2000 o después y premiados en el Concurso
Nacional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XIX Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (Panamad, junio de 2017).

De entre los més jovenes se seleccionard la delegacion mexicana que nos representard
en la Competencia Internacional de Matemadticas (IMC) a realizarse en la India en julio
de 2017.

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la VI Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO) a celebrarse en
Zurich, Suiza, en el mes de abril de 2017.



Escogiendo la grafica adecuada

Por Jorge Garza Vargas

Nivel Intermedio

Tanto en la olimpiada como en investigacidon en matematicas, la teoria de gréficas es
de suma importancia dentro del drea de combinatoria. Las graficas, por ser estructuras
abstractas y simples, pueden ser utilizadas para modelar y resolver problemas de di-
versa indole. En ocasiones la dificultad de un problema reside en “escoger la grafica
adecuada”, es decir, abstraer la informacién del problema, transformédndolo en un pro-
blema de teoria de graficas. Una vez enunciado el problema en el lenguaje de gréficas,
se puede hacer uso de toda la maquinaria desarrollada en esta teoria.

En este articulo se presentardn algunas nociones bdsicas de la teorfa de graficas utiliza-
das en la olimpiada de matemadticas, resultados elementales en el drea, y aplicaciones
a problemas en donde a primera vista no es claro que la construccién de una grafica
pueda ser de ayuda en la resolucién del problema.

Una gréfica consiste de objetos de dos tipos, vértices y aristas. Los vértices son repre-
sentados por puntos y las aristas por lineas que unen parejas de vértices. A lo largo
de este texto solo consideraremos graficas simples, es decir, graficas en donde entre
cualesquiera dos vértices hay a lo mds una arista y en donde ninguna arista une a un
vértice consigo mismo. En la figura 1 se muestran tres gréficas distintas.

Diremos que dos vértices son adyacentes si estan unidos por una arista. En la gréfica A
de la figura 1, u; y v; son adyacentes pues estdn conectados por la arista e;. El grado
de un vértice es la cantidad de vértices que son adyacentes a él. Entonces, en la figura
1 el grado de u; es 4, el de uz es 3 y el de us es 2. Este simple concepto es suficiente
para resolver el siguiente problema.

Problema 1. Sean > 1 un entero. Demuestra que en una fiesta de n personas hay dos
personas que conocen a la misma cantidad de personas.
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Figura 1: uy es un vértice de la grdfica Ay ez es una arista de la grdfica B. La grdfica A tiene
5 vértices 'y 10 aristas, la B tiene 10 vértices y 15 aristas, mientras que la C tiene 6 vérticesy 6
aristas.

Una forma de resolver este problema es construyendo una grifica. Pondremos un vérti-
ce por cada persona en la fiesta y uniremos dos vértices por una arista si las personas
asociadas a dichos vértices se conocen. El problema se traduce a la siguiente proposi-
cion:

Proposicion 1. Si G es una grdfica con n vértices, hay dos vértices en G que tienen el
mismo grado.

Demostracion. Notemos que el grado de cualquier vértice en G es un nimero entre
0y n — 1. Ademds, si G tiene un vértice aislado, es decir un vértice con grado 0, G
no puede tener otro vértice con grado n — 1, pues este estaria conectado con todos los
demds vértices, incluyendo al de grado 0, lo cual es una contradiccién. Andlogamente,
si un vértice de G tiene grado n — 1, todos los demas vértices tendran un grado positivo.
Por lo tanto, el grado de los vértices de GG solo puede asumir n — 1 valores distintos
y dado que hay n vértices, por el principio de casillas, hay dos vértices en G con el
mismo grado. o

El Problema 1 puede ser resuelto directamente sin tener que recurrir al lenguaje de
gréficas. En este caso, enunciar el problema en lenguaje de graficas permite obtener un
resultado mds general, en donde la escencia del problema se esclarece. Por ejemplo,
utilicemos la proposicién anterior para obtener un resultado general sobre poliedros.
Un poliedro es un sélido de caras planas poligonales. Diremos que dos caras son adya-
centes si tienen un lado en comun. Notemos entonces que la cantidad de lados de una
cara en un poliedro es igual a la cantidad de caras a las que esta es adyacente. Con esta
observacion es evidente que el siguiente problema es equivalente al anterior.

Problema 2. Demuestra que en cualquier poliedro hay dos caras con la misma canti-

dad de lados.

Solucion. Construyamos una grafica en donde pondremos un vértice por cada cara
del poliedro, dos vértices estardn conectados por una arista si sus caras asociadas son
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adyacentes. Observemos también que la grifica tiene mds de un vértice, pues todo
poliedro tiene mds de una cara. Con esto, como la cantidad de lados de una cara es
igual al grado del vértice asociado en la gréfica, el problema se reduce a demostrar que
en la grafica hay dos vértices con el mismo grado, lo cual se sigue de la Proposicién
1. O

La grafica que construimos en la solucién del problema anterior es conocida como la
gréfica dual del poliedro. El dual de un poliedro es nuevamente un poliedro, en la figu-
ra 2 se muestran un tetraedro, un cubo y un icosaedro con sus respectivos duales. Con
frecuencia, cuando se trabaja con un objeto conformado por regiones planas, construir
una grafica cuyos vértices representen a las regiones y cuyas aristas representen la ad-
yacencia entre regiones, puede ser de suma utilidad. El siguiente problema fue tomado
del libro Putnam and Beyond [2], en donde se presenta una solucién sencilla utilizando
induccién. La solucién que presentaremos utilizando gréficas es mucho mds técnica,
sin embargo, ademds de ser estética, ejemplifica varios métodos estdndar usados en la
teoria de graficas.

Figura 2: A la derecha se puede apreciar que el dual del icosaedro es el dodecadedro, el dual
del dodecaedro es nuevamente el icosaedro. En general, el dual del dual de un poliedro es el
poliedro original. De los 5 sélidos platonicos, el tetraedro es el uinico autodual, esto se muestra
en la imagen de la izquierda.

Problema 3. Sea n un entero positivo. En el plano se trazan n lineas de forma que no
haya dos de ellas paralelas ni tres concurrentes, dividiendo al plano en varias regiones.
Demuestra que es posible colorear estas regiones, utilizando solo blanco y negro, de
manera que cualesquiera dos regiones adyacentes tengan distinto color.

Para resolver este problema construyamos una gréfica G, en donde pondremos un vérti-
ce por cada regién determinada por las n lineas y uniremos dos vértices con una arista
si sus respectivas regiones son adyacentes. Notemos que si es posible colorear las re-
giones como se indica en el problema, entonces sera posible colorear los vértices de G,
de blanco y negro, de forma que no haya dos vértices adyacentes del mismo color.

En otras palabras, serd suficiente demostrar que los vértices de GG se pueden separar en
dos conjuntos, de forma que cualesquiera dos vértices en un mismo conjunto no estén
conectados por una arista. En teorfa de graficas, cuando un conjunto de vértices cumple
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que ningun par de sus vértices estd conectado por una arista, decimos que el conjunto
es independiente. Si los vértices de una grafica pueden separarse en dos conjuntos
independientes, diremos que la grafica es bipartita. En la figura 3, se muestran tres
gréficas bipartitas.

Figura 3: La grdfica de la derecha tiene dos componentes (conjuntos independientes) de tamario
4. Es claro que no hay otra manera de dividir a la grdfica en dos componentes independientes.
En cambio, en la grdfica de enmedio, el vértice aislado puede pertenecer a cualquiera de los dos
conjuntos.

Entonces, el problema es equivalente a demostrar que GG es una grafica bipartita. En
caso de que sea una nocién nueva para el lector, se le recomienda intentar determinar
cudles de las graficas en la figura 1 son bipartitas.

Necesitamos un criterio general que nos permita detectar si una grafica es bipartita. Si
el lector hizo el ejercicio de discernir a las graficas bipartitas en la figura 1, seguramente
habré notado que los “caminos” en la grafica proveen informacién importante en esta
tarea.

Formalmente, dados dos vértices u y v en una gréfica, una trayectoria de u a v es una
sucesion de vértices y aristas adyacentes en la grafica, empezando en v y terminando
en v. Una trayectoria se puede pensar como una caminata sobre las aristas de la grafica,
haciendo pequefias pausas en los vértices. En la figura 4 se muestran tres copias de la
misma grafica, cada una ilustrando una trayectoria distinta. Cuando una trayectoria, no
repite vértices ni aristas y empieza en el mismo vértice en el que termina, la trayecto-
ria es llamada ciclo. Si en una gréfica se cumple que cualesquiera dos vértices estdn
conectados por una trayectoria diremos que la grafica es conexa.

Si una grafica es bipartita, por definicién se puede dividir en dos conjuntos indepen-
dientes, me manera que si dos de sus vértices, u; y ug, son adyacentes, estos deberdn
estar en conjuntos distintos. Luego, si us es adyacente a otro vértice us, entonces estos
dos vértices deberdn pertenecer a conjuntos distintos en la particién y por lo tanto us
y u; estardn en el mismo conjunto, es decir, no podran ser adyacentes. Si continuamos
este razonamiento con mas vértices, uq, Us, - . . , nos daremos cuenta que los vértices
de la forma wuo,4+1 no pueden estar conectados a u;. Se sigue que si una gréfica es
bipartita, entonces la grafica no tiene ciclos de longitud impar. Resulta ser que esta
propiedad también es suficiente para que una grafica sea bipartita. Este resultado es co-
nocido como el teorema de Konig y se resume a continuacién. La demostracion se deja
como ejercicio al lector, pues es elemental y no muy complicada. En cualquier caso, el
lector puede consultar la demostracién en el libro Combinatoria para Olimpidas [8],
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Figura 4: Las primeras dos imdgenes de la izquierda muestran una trayectoria de u a v, la
primera de longitud 8, la segunda de longitud 1. La tercera imagen muestra un ciclo de tamario

5.

en donde se pueden estudiar otros resultados sobre graficas bipartitas con aplicaciones
interesantes.

Teorema 1 (Teorema de Konig). Una grdfica es bipartita si y solo si no tiene ciclos de
longitud impar:

Ahora estamos listos para concluir la solucién del Problema 3.

Solucion del Problema 3. Como se menciond anteriormente, el problema se reduce a
demostrar que G, la grafica construida, es bipartita. Por el teorema de Konig, bastard
ver que G no tenga ciclos impares. Tomemos un ciclo en G'y sean ug, u1, . .., U = Ug
sus vértices. Demostraremos que el ciclo tiene longitud par. Recordemos que cada
vértice corresponde a una region en el dibujo, por lo que el ciclo en GG describe una
caminata sobre las regiones del dibujo. Cada arista en el ciclo estd asociada a una
adyacencia entre regiones y dicha adyacencia estd delimitada por una de las n rectas
trazadas, entonces, a cada arista en el ciclo le podemos asociar una Unica recta en el
dibujo. Ahora tomemos una de las n rectas, digamos ¢, y observemos la cantidad de
aristas a las que dicha recta fue asociada. Para esto llamemos F' a la regidn asociada
al vértice ug. Notemos que cada arista asociada a ¢ representa un cruce sobre la recta
cuando hacemos el recorrido en el dibujo. Como el recorrido empieza en F', la primer
parte del recorrido estd contenida en el semiplano determinado por ¢ que contiene a
F, luego, en el primer cruce quedamos en el semiplano que no contiene a F'. As{
sucesivamente, después de los cruces impares, el recorrido transcurre en el semiplano
que no contiene a F'. Como el recorrido termina en F', al final se habrdn hecho una
cantidad par de cruces. Por lo tanto, cada recta en el dibujo estd asociada a una cantidad
par de aristas. Como toda arista estd asociada a una unica recta, concluimos que hay
una cantidad par de aristas en el ciclo y por lo tanto el ciclo es par. |

El resultado del problema anterior es parecido en naturaleza al famoso teorema de los
cuatro colores. Este teorema establece que cualquier mapa, en donde los paises son re-
giones conexas, puede ser coloreado utilizando solo cuatro colores, de manera que no



6 Escogiendo la grafica adecuada

haya dos paises colindantes con el mismo color. Este teorema, a pesar de poder enun-
ciarse en términos elementales, duré mds de cien afios sin resolverse. Dado un mapa, la
grafica obtenida al poner un vértice por cada pais y una arista por cada colindancia es
la grafica dual del mapa. Con esto, el problema se reduce a demostrar que en cualquier
gréifica proveniente de un mapa, se pueden colorear los vértices, utilizando solo cuatro
colores, de manera que no haya dos vértices adyacentes con el mismo color. Es facil
demostrar que las graficas que provienen de un mapa son precisamente aquellas que se
pueden dibujar en el plano de manera que sus aristas no se intersecten. A las graficas
que cumplen dicha propiedad se les llama grdficas planas. A la minima cantidad de
colores necesarios para colorear los vértices de una grafica de modo que no haya dos
adyacentes del mismo color se le conoce como niimero cromdtico. Por ejemplo, las
gréficas bipartitas tienen nimero cromdtico menor o igual a dos. Entonces, el teorema
de los cuatro colores es equivalente a la proposicidon de que todas las graficas planas
tienen ndmero cromdtico menor o igual a cuatro. La primera demostracién de la pro-
posicién anterior utilizé fuertemente herramientas computacionales. Una demostracién
reciente, mds esclarecedora hace uso de teoria desarrollada en el drea de 16gica [4].
Notemos que la grifica C' de la figura 5, en donde se muestran tres graficas planas,
es equivalente a la grafica C presentada en la figura 1, sin embargo, la primera vez
que esta grafica fue dibujada, sus aristas si se intersectaban. Aunque en este caso fue
posible volver a dibujar la gréifica de forma plana, hay graficas para las cudles esto es
imposible. Se deja como ejercicio al lector demostrar que la grafica A de la figura 1 no
es una grafica plana.

6 2
2 2
3 6
3 1 501 3 1
4 4
A B C

Figura 5: Hemos numerado las caras en cada grdfica plana.

Los resultados sobre mapas y graficas planas son numerosos. Nosotros nos limitaremos
a presentar un sencillo resultado probado por uno de los mds grandes matematicos de
la historia, Leonard Euler.

Teorema 2 (Identidad de Euler). Sea G una grdfica plana y conexa. Sea V' su niimero

de vértices, A su niimero de aristas y C' su niimero de caras. Entonces se cumple que
V+C-A=2

Alainvariante V 4 C — A se le conoce como la caracteristica de Euler-Poincaré y es de
suma importancia en el estudio de superficies. Por ejemplo, notemos que los poliedros
convexos pueden ser representados como graficas planas. La grafica B de la figura 5 es
equivalente al cubo. En un inicio podra resultar extrafio el considerar la parte exterior
de las gréficas planas como una cara, como se muestra en la figura 5, esto viene del
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hecho de que para el teorema de Euler en realidad estamos pensando a las graficas
planas dentro de la superficie de una esfera, en vez de en un plano. Dada una esfera,
podemos hacer una perforacién en uno de sus polos e irla extendiendo poco a poco en
un plano. La figura 6 muestra al cubo pensado como una divisién de la superficie de
una esfera en regiones poligonales. Comparando esto con la grifica plana en la figura
5 que representa al cubo, es claro que la parte “exterior” de la grafica no es mds que la
parte restante de la esfera que nos queda cuando esta se convierte en un plano con el
procedimiento descrito anteriormente.

LD OT

Figura 6: El cubo se puede pensar como un mapa en una esfera.

La mayoria de los poliedros a los que estamos acostumbrados se pueden pensar como
una divisién de la esfera en regiones poligonales. Sin embargo, al dividir otros tipos de
superficies en poligonos, como la dona (formalmente el toro), obtenemos poliedros de
una naturaleza disinta. En la figura 7 se muestra un poliedro toroidal. El lector podra
verificar que en este caso el nimero V' 4+ C' — A no es dos, sino 0. De hecho, cualquier
poliedro toroidal cumple que su caracteristica es cero. Entonces, la caracteristica de
Euler-Poincaré es capaz de discernir entre mapas en el toro y mapas en la esfera. Un
desarrollo mds detallado, accesible y ameno, se puede encontrar en el capitulo 12 del
libro The Shape of Space [10].

N b7
LIy —

Figura 7: Notemos que en este caso V = 24,C =24y A = 48. Porlo tanto, V +C — A = 0.

Habiendo visto que el Teorema 2 es también valido para poliedros, no es dificil demos-
trar que existen exactamente cinco poliedros regulares (convexos). Es decir, los s6lidos
platénicos (el tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro) son los tnicos polie-
dros regulares. Tanto la demostracién del teorema anterior como el resultado sobre la
caracterizacion de sélidos platénicos pueden ser consultados en el libro Combinatoria
Avanzada [7], en la seccién de gréficas planas.

En el Teorema 1 se dio una caracterizacion de las graficas bipartitas en términos de
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sus ciclos. A partir de propiedades locales de la gréfica (la paridad de sus ciclos) se
concluyé una propiedad global (la propiedad de ser bipartita). En la teorfa de graficas
es comun encontrar resultados que a partir de propiedades globales, por ejemplo la
cantidad de aristas en la grifica, se obtengan resultados estructurales. Es claro que
si una gréfica tiene “demasiadas” aristas, no puede ser bipartita. ;Cudl es la maxima
cantidad de aristas que puede tener una gréfica bipartita con n vértices?

Supongamos que GG es una grafica bipartita de n vértices que se puede dividir en dos
conjuntos independientes A y B. Supongamos que A tiene a vértices y que B tiene b.
Entonces n = a+b. Como A es un conjunto independiente sabemos que no hay ningu-
na arista entre los vértices de A, andlogamente con el conjunto B. Es decir, cualquier
arista en la grdfica conecta a un vértice de A con uno de B. En el caso extremo en el
que todos los vértices de A estdn conectados con todos los vértices de B, la grafica G
tendrd ab aristas. Utilizando la desigualdad entre media aritmética y media geométrica
obtenemos que

at+b n n?
vab < = — — b< —.
W= T W=7

. . . 2 z
Por lo tanto, la cantidad de aristas de G’ es menor o igual a 3. Como G es una gréfica
bipartita arbitraria, podemos concluir que cualquier gréfica bipartita de n vértices tiene

2 . . . . « o,
L aristas, obteniendo la siguiente proposicién.

a lo méas v

o o7 z 7 . . . z 2 3
Proposicion 2. Sea G un grdfica de n vértices. Si G tiene mds de “- aristas entonces
no es una grdfica bipartita.

De hecho, con un argumento mds complejo, podemos obtener un resultado més fuer-
te. Esta demostracion, por ser mds técnica que el resto del material presentado en el
articulo, puede ser omitida en una primera lectura. Sin embargo, por ser un ejemplo
candnico de la reoria de grdficas extremales, se recomienda revisarlo eventualmente.

Teorema 3 (Teorema de Turdn). Sea G una grdfica con n vértices. Si G tiene mds de

2
"T aristas entonces (G tiene un ciclo de tamarnio tres.

Demostracion. Supongamos que G no tiene ningtin ciclo de tamafio 3. Demostrare-
mos que G tiene menos de "72 + 1 aristas. Sean v, ..., v, los vértices de G,y F la
cantidad de aristas. Paracada¢ = 1,...,n sea d; el grado del vértice v;. Notemos que
si sumamos todos los grados, cada arista “aportard” dos unidades a la suma. Entonces

Zdi = 2F. (1)

Ahora tomemos dos vértices adyacentes v; y v;. Por hipétesis, no hay un ciclo de
tamafio 3, entonces no puede haber un vértice u que sea adyacente tanto a v; como a
v;. Por lo tanto, el conjunto de vértices adyacentes a v; es ajeno al conjunto de vértices
adyacentes a v;. Como dentro de los n — 2 vértices restantes (los vértices que no son ni
v; ni vj), v; tiene d; — 1 vecinos y v; tiene d; — 1 entonces (d; — 1)+ (dj —1) <n—2,



J. Garza Vargas 9

de donde d; 4 d; < n. Ahora veamos que si por cada pareja de vértices adyacentes, v;
y v;, tomamos el término d; 4-d; y sumamos todos los términos, tendremos F términos
en la suma, cada uno acotado por n, obteniendo que la suma estd acotada por nE. Por
otro lado, para cada ¢ se tiene que d; aparecerd tantas veces en la suma como aristas
saliendo de v;, entonces la suma serd igual a la suma de todos los df. Esto se resume
en la siguiente expresion

Zn:dgz Y di+dj<nE = %andf <E 2
i=1 =1

vi,v; adyacentes

Utilizando la desigualdad entre la media aritmética y la media cuadrdtica, obtenemos

2
4?1 (& 1 (&
o7 T2 Edi SE Edf <FE, (3)
i=1

n ;
=1

donde la primera igualdad se sigue de la ecuacién (1). De la expresion (3), se sigue que
47%2 < Eyporlotanto ' < "Tz, como se queria demostrar. O

El caso en el que n es par, la grafica bipartita cuyos conjuntos independientes tienen
5 vértices cada uno y en donde cualesquiera dos vértices en conjuntos distintos estdn

conectados por una arista, tiene exactamente ”72 aristas. Como la grafica es bipartita,
no tiene ciclos pares, en particular no tiene ciclos de tamafio tres, por lo tanto la cota
anterior no puede ser mejorada. Es natural preguntarse si podemos enunciar un teorema
que nos indique cudntas aristas son “suficientes” para garantizar la existencia de ciclos
mds grandes. De hecho podemos garantizar algo mds fuerte, la existencia de conjuntos
de vértices en donde cualquier par estd conectado por una arista. Diremos que una
gréfica es completa si cualesquiera dos de sus vértices estan conectados por una arista.

Teorema 4 (Teorema de Turdn generalizado). Sea G una grdfica de n vértices y sea
(r—2)n?
2(r—1)
completa de tamario r, es decir, un conjunto de r vértices en G con la propiedad de
que cualesquiera dos vértices en el conjunto estdn conectados por una arista.

r un entero positivo. Si G tiene mds de aristas, entonces hay una subgrdfica

En el caso en el que » = 3, se obtiene el Teorema 3. Se deja como ejercicio al lector
demostrar que la cota dada en el teorema anterior es la mejor que se puede dar. Es decir,
. ) (r72)n2 . .
para todo n, existe una gréafica con LWJ aristas que cumple que entre cualesquiera
r vértices hay dos que no estdn conectados por una arista. Diversas demostraciones del
dltimo teorema pueden ser consultadas en el articulo Turdn’s Graph Theorem [1].
Abhora utilizaremos este resultado pararesolver uno de los problemas de la competencia

internacional de matemdticas para alumnos de secundaria (IMC) del afio 2011.

Problema 4. Desde un punto O se trazan 15 rayos. ;Cudl es la mayor cantidad de
dngulos obtusos que estos rayos pueden determinar?

Nota: A cada pareja de rayos se le asocia el dngulo que determinan que mide menos
de 180°.
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Solucion. Construyamos una gréfica G poniendo un vértice por cada rayo y uniendo
dos vértices por una arista cuando el dngulo determinado por los respectivos rayos es
obtuso. Notemos que entre cualesquiera cuatro rayos que tomemos habra dos de ellos
determinando un dngulo agudo. Por lo tanto, en GG no habra subgréficas completas de
tamafio 4. Si E es la cantidad de aristas en G, aplicando la version general del teorema
de Turdn con r = 4 y n = 15 obtenemos
4-2
E< 2(4_1)15 = 75.

Por lo tanto, G tiene a lo mds 75 aristas y en el dibujo a lo més hay 75 dngulos obtusos.
Para ver que es posible tener 75 dngulos agudos, tomemos un tridngulo equildtero con
circuncentro en O. Para cada vértice del tridngulo trazamos cinco rayos “muy pareci-
dos” al rayo que une a O con el respectivo vértice. Es claro que en este acomodo la
cantidad de dngulos obtusos es 3 - 25 = 75. O

Cuando discutimos el teorema de los cuatro colores se hablé sobre colorear vértices.
El colorear aristas también es una técnica comun y poderosa. Colorear es una forma de
clasificar. Por ejemplo, cuando construimos gréficas en donde los vértices representan
ciertos objetos que estdn relacionados entre si, si las relaciones entre dichos objetos se
puede clasificar de manera ttil, es conveniente colorear las aristas. Aristas del mismo
color indicardn que las relaciones entre los respectivos vértices, o los objetos asociados
a dichos vértices, son parecidas en algtn sentido. [lustraremos esto con el siguiente
problema tomado del libro A Course in Combinatorics [6].

Problema 5. Del conjunto {1,2,...,n} se escogen n subconjuntos distintos. Demues-
tra que existe un entero 1 < k < n que cumple que si a cada uno de los n subconjuntos
se le retira el elemento k, los subconjuntos resultantes siguen siendo distintos.

Solucion. Sean Ay, ..., A, los subconjuntos. Construyamos una gréafica G con vérti-
ces v1, ..., v, en donde cada vértice v; representara al conjunto A;. Utilizaremos n
colores para colorear las aristas de la grafica. Dados dos vértices, v; y v;, pondremos
una arista de color k entre ellos si al eliminar el elemento k los conjuntos A; y A; se
vuelven iguales. Es claro que entre dos vértices hay a lo mds una arista. El problema se
reduce a demostrar que hay un color que no se utilizé en la grafica.

Ahora veamos que podemos eliminar aristas en G sin que la cantidad de colores utili-
zados se altere y de forma que eventualmente la grafica ya no tenga ciclos. Tomemos
un ciclo v;,, vi,, ..., Vi, con v;; = v;,. Sea k un color que aparece en las aristas del
ciclo. Observemos la primer arista de color k en el ciclo y supongamos que es una
arista con extremos v;, y vj,, . Entonces los conjuntos A; Ly A; ,+, difieren en el ele-
mento k. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que & € A;; entonces k ¢ A;, .
Como k € AZ-]. si recorremos el ciclo empezando en v;; y en la direccién hacia v;, ., ,
en el recorrido eventualmente aparecera nuevamente un conjunto que tenga a k como
elemento y la primera vez que eso suceda también aparecerd una arista de color k. Por
lo tanto, borrando la arista entre v; 2 Y Vi garantizamos dos cosas, la cantidad de co-
lores utilizados en la grafica permanece constante, y la cantidad de ciclos en la gréfica
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se reduce en uno. Continuando as{ llegaremos a una gréfica sin ciclos. Se deja como
ejercicio al lector demostrar que una grafica de n vértices sin ciclos tiene alomds n —1
aristas. Como la grifica final tiene la misma cantidad de colores que la original y tiene
alomds n — 1 aristas, entonces la grafica original tenia a lo més n — 1 colores. Por lo
tanto hay un color que no aparece en GG y la demostracion estd concluida. (|

Espero que después de esta breve exposicion el lector haya quedado convencido de la
versatilidad de la teoria de graficas, sin embargo esto solo es el comienzo. Reciente-
mente, se ha encontrado un puente entre la teoria de graficas extremal y la teoria de
gréficas aleatorias. Con herramientas extraidas de dichos terrenos, Terence Tao y Ben
Green dieron una brillante demostracién de que para todo entero k, existe una sucesion
de k primos en progresion aritmética [3]. Cuando se colorean las aristas de una grafica,
el estudio de la existencia de subgréficas especificas que cumplen que todas sus aristas
tienen el mismo color, ha evolucionado en la teoria de Ramsey. El famoso matematico
Paul Erdds y George Szekeres utilizaron los resultados de la teorfa de Ramsey para
concluir un bello teorema en el drea de la geometria combinatoria, conocido como el
Problema del Final Feliz [5]. En el drea de politopos abstractos se utilizan graficas para
estudiar la simetria de mapas en “superficies” de cualquier dimensién y cualquier ca-
racteristica de Euler [11]. La teoria de gréificas estd emergiendo en muchas disciplinas
y la olimpiada de matematicas es un excelente punto de partida para explorarla.

A continuacién presentamos 10 problemas que pueden ser resueltos utilizando los con-
ceptos desarrollados en este articulo.
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Problemas

1) Demuestra que en cualquier conjunto de 6 nimeros se pueden escoger 3 de for-
ma que el producto de cualesquiera dos es racional, o escoger 3 de manera que el
producto de cualesquiera dos de ellos sea irracional.

2) (OMM 2014, version alternativa) Cada uno de los nimeros del 1 al 2015 se ha
coloreado de verde o rojo. Cambiar el color de un niimero es pasarlo a verde si era
rojo, y pasarlo a rojo si era verde.

Diremos que dos enteros positivos m y n son cuates si alguno de los nimeros * o
- €s un nimero primo. Un paso consiste en elegir dos nimeros que sean cuates y
cambiar el color de cada uno de los niimeros.

Muestra que después de realizar algunos pasos es posible hacer que todos los niime-
ros del 1 al 2014 sean verdes.

3) (Teorema de Euler) Sea GG una grifica conexa que cumple que el grado de cada uno
de sus vértices es par. Demuestra que sin importar en cudl vértice se comience, es
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4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

posible hacer un recorrdio moviéndose por los vértices y aristas de la gréfica, de
manera que cada arista se use exactamente una vez.

Sea S un conjunto de 2n nimeros. Una pareja de nimeros se dice buena si su
diferencia es mayor a 1 pero menor a 2. ;Cudl es la mdxima cantidad de parejas
buenas que se pueden formar con elementos de .S?

(Selectivo UNAM, IMC 2014) Se toman 2016 puntos en el plano de forma que no
hay tres de ellos colineales. Se trazan todos los segmentos entre ellos. Muestra que
alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:

= Se puede llegar de cualquier punto a cualquier otro utilizando Unicamente
segmentos de longitud racional.

= Se puede llegar de cualquier punto a cualquier otro utilizando tnicamente
segmentos de longitud irracional.

Sobre una circunferencia C se toma un conjunto S de 2016 puntos de manera que
para cualquier hexagono con vértices en S se cumple que sus diagonales no son
concurrentes. Cada pareja de puntos en .S se une por un segmento. ;En cudntas
regiones queda dividido el interior de C?

(OMM 2013) Un cubo de n X n X n esta construido con cubitos de 1 x 1 x 1,
algunos negros y otros blancos, de manera en que cada uno de los subprismas de
nx1x1ldelxnx1lydelx1xnhayexactamente dos cubitos negros y entre
ellos hay un niimero par (posiblemente 0) de cubitos blancos intermedios. Muestra
que es posible sustutuir la mitad de los cubitos negros por cubitos blancos para que
en cada subprismaden x 1 x 1,de 1 x n x 1 yde 1l x 1 x n haya exactamente un
cubito negro.

(Teorema de Dirac) Sea n > 3. En un congreso hay n matematicos. Si se sabe que
cada uno de ellos conoce a al menos 7 de los presentes, demuestra que durante la
cena es posible sentarlos a todos alrededor de una mesa, de manera que cada quien
conozca a las dos personas sentadas a su lado.

(OMM 2016) En una cuadricula de n x n se escriben los nimeros del 1 al n? en
orden, por renglones, de manera que en el primer renglén aparecen los nimeros
del 1 al n, en el segundo los nimeros del n 4 1 al 2n, y asi sucesivamente. Una
operacion permitida en la cuadricula consiste en escoger cualesquiera dos cuadritos
que compartan un lado y sumar (o restar) el mismo nimero entero a los nimeros
que aparecen en esos cuadritos.

Determina para qué valores de n es posible lograr que todos los cuadritos tengan
escrito el nimero 0 después de repetir la operacion tantas veces como sea necesario
y, en los casos en que sea posible, determina el minimo nimero de operaciones
necesarias.

(Lista corta de IMO 2001) Definimos un k-clan como un grupo de k personas en el
cual cualesquiera dos se conocen. En una fiesta se cumple que cualquier par de 3-
clanes tiene al menos una persona en comun y que no hay 5-clanes. Demuestra que
es posible retirar a dos personas de la fiesta de modo que esta se quede sin 3-clanes.
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11) (OMM 2009) En una fiesta de n personas se sabe que entre cualesquiera 4 hay 3 que
se conocen dos a dos o hay 3 que ninguno de ellos conoce a los otros. Demuestra
que las personas de la fiesta se pueden separar en 2 cuartos de manera que en uno
todos se conozcan y en otro no haya dos que se conozcan.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de practica seleccionados especialmente
para este cuarto y ultimo nimero del afio 2016.

Aprovechamos para invitarte a que contribuyas a enriquecer esta seccion de la revista.
Estamos seguros que conoces problemas interesantes que quieres compartir y por €so
ponemos a tu disposicion la direccién revistaomm@gmail . com, donde con gusto
recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Determina el mayor valor posible del maximo comun divisor de dos
numeros distintos del conjunto {1,2,3,...,2016}.

Problema 2. Sea ABC un tridngulo acutdngulo, y sean P, ) puntos en BC tales que
LQAC = LABCy LPAB = ZACB. Extendamos AP hasta M de modo que P sea
el punto medio de AM y extendamos AQ hasta NV de modo que () sea el punto medio
de AN. Si T es el punto de interseccion de BM y C'N, demuestra que ABT'C es un
cuadrilétero ciclico.

Problema 3. Sea S la suma de todos los enteros k menores que 10 tales que [V | k.
Determina el valor de S.

Problema 4. Cada diagonal de un pentdgono convexo es paralela a un lado del pentagono.
Demuestra que la razén entre cualquier diagonal con su correspondiente lado paralelo
es la misma para cada una de las diagonales.

Problema 5. Demuestra que es imposible que existan cuatro coeficientes binomiales

() () () ()

con 0 < k < k + 3 < n que estén en progresion aritmética.
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Problema 6. Demuestra que

L 11 1
2016(20172016—1><1+§+§+~-~+M.

Problema 7. Sean a, b y c enteros tales que

a? 2 2c

a2—|—b2+a2—|—02 T b+c

Demuestra que el producto bc es un cuadrado.

Problema 8. Sea ABC un tridngulo rectangulo is6sceles con ZCAB = 90°y AB =
AC'. Se consideran puntos M y P sobre AB de formaque AM = BP. Sea () un punto
sobre BC tal que AQ es perpendicular a C M. Demuestra que ZCQA = ZPQB.

Problema 9. Decimos que dos niimeros reales a y b son compatibles si a®> +by b*> +a
son ambos nimeros racionales. Demuestra que si @ y b son compatibles y 7 es un
nimero racional distinto de 0 y 1, entonces a y b son nimeros racionales.

Problema 10. Sean a1, as, as, a4 las longitudes de los lados de un cuadrilatero y s su
semiperimetro. Demuestra que

1 2 1
<z .
~sta; 9 1S;j§4 (s —a;)(s—ay)
Problema 11. Sea X un conjunto con n elementos. Sean Ay, As, ..., A1gp, A101 Sub-

conjuntos de X tales que para cualesquiera 50 de ellos, su unién tiene mds de g—gn
elementos. Demuestra que de estos subconjuntos es posible escoger 3 tales que por

parejas tienen interseccién no vacia.

Problema 12. Para cada entero n > 3 demuestra que existen n enteros positivos dis-
tintos aq, as, . . ., Gy, tales que aqlas! - - - an—1! = a,!.

Problema 13. Determina todos los nimeros reales z, y, z que satisfacen el sistema de
ecuaciones

&
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N
N
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+
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Problema 14. Sea ABC D E un pentdgono ciclico con AC paralelaa D E. Denotemos
con M al punto medio de BD. Si ZAMB = /BMC, demuestra que BE biseca al
segmento AC.

Problema 15. Determina el minimo nimero de colores necesarios para que se cumpla
que los enteros 1,2, 3,...,2016 puedan ser coloreados de tal forma que no haya tres
enteros a < b < ¢ del mismo color con la propiedad de que a divide a by b divide a c.

Problema 16. Sean a, b, ¢, d nimeros reales tales que % + % + % + % = 1. Demuestra
que

a+b b+c c+d d+a <9
a2 —ab+02  bV2—bc+c2 R2—cd+d? d?2—da+a? "

Problema 17. Demuestra que para todo entero a > 4 existe una infinidad de enteros
positivos n libres de cuadrados que dividen a a™ — 1.

Problema 18. En un almacén hay varios recipientes. Los 33 mas livianos pesan, entre
todos, % del peso total; los 30 mds pesados pesan, entre todos, % del peso total.
(Cuantos recipientes hay en total?

Problema 19. Denotemos por k;(O;,r;), con i = 1,2, 3, a tres circunferencias que
no se intersecan, que son tangentes a los lados de un dngulo y que cumplen que r; <
r9 < r3. Uno de los lados es tangente a k1 y a k3 en los puntos A y B; el otro lado
es tangente a ko en el punto C. Sean K la interseccion de AC'y k1, L la interseccién
de AC'y ko, M la interseccion de BC'y k3, y N la interseccion de BC'y k3. Ahora,
sean P, Q, Ry S, las intersecciones de las rectas AM y BK, AM y BL, AN y BK,
y AN y BL, respectivamente. Las rectas que pasan por C'y P, @, Ry S intersecan a
larecta AB en los puntos X, Y, Z, T, respectivamente. Demuestra que X7 = YT

Problema 20. En un grupo de n personas hay tres que son familiares y cada una de
las tres es familiar de al menos la mitad de todas las personas del grupo. Encuentra el
minimo ndmero posible de tercias de personas de tal forma que las tres sean familiares.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de la seccion anterior.
Sin embargo, no te recomendamos consultarlas antes de tener tu propia solucién o por
lo menos no sin haberle dedicado bastante tiempo a cada problema. Ten en cuenta que
la clave para mejorar tus capacidades estd en la perseverancia y el esfuerzo.

Es muy comiin en matemdticas que cada problema tenga mds de una solucién. Las
soluciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las tnicas, tan solo
son ejemplos que muestran el tipo de razonamiento que busca estimular la olimpiada.
Si logras encontrar una solucién diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas
en tus soluciones, te invitamos a compartirla con nosotros en la direccion electrénica
revistaomm@gmail.com.

Solucion del problema 1. El mdximo comin divisor de dos enteros es divisor de ca-
da uno de los dos nimeros, esto es, cada uno de los dos nimeros es multiplo de su
maximo comun divisor. Entonces, queremos el mayor valor de d que tenga dos multi-
plos positivos menores o iguales que 2016. Como el mayor de los dos multiplos de d
es mayor o igual que 2d, tenemos que 2d < 2016, esto es, d < 1008. Como 1008 y
21008 = 2016 son ambos menores o iguales que 2016, el valor buscado es 1008.

Solucién del problema 2. La igualdad de dngulos del problema implica que los tridngu-
los ACQ y BAP son semejantes, de modo que ZAQP = ZAPQ. Ademids, £ =

AP
é—g. Como AP = PM y AQ = QN, se sigue que % = g—g

Como LZAQP = ZAPQ, los tridngulos BPM y NQC son semejantes, y de este
modo /PCT = /PM B. Por lo tanto, el cuadrilatero PCMT es ciclico. Finalmen-
te, como LZMTC = /MPC = Z/BPA = ZBAC, concluimos que el cuadrilatero

ACT B es ciclico.
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Solucién del problema 3. Para cualquier entero k£ podemos hallar un entero n tal que
n? < k < (n + 1), lo cual implica que n = |v/k]. Nos interesa sumar todos los
ntmeros k en el rango n? < k < (n + 1)2 — 1 que sean midltiplos de n.

Por otro lado, tenemos que (n + 1) — 1 = n(n +2) + 1 — 1 = n(n + 2), de manera
que los valores de k que nos interesan, para un n fijo, son n2, n(n + 1) y n(n + 2)
Unicamente.

Observemos que n? 4+ n(n + 1) + n(n +2) = 3n? + 3n. Como k < 10°, se sigue que
n < 103 y por ello el valor de S es igual al valor de la suma

999
> 3n® + 3n,
n=1

la cual, usando las férmulas de sumas de cuadrados® y de Gauss®, obtenemos que es
igual, después de simplificar, a 999 - 1000 - 1001.

Solucién del problema 4. Sea ABC' DFE el pentdgono y sea S el punto de interseccion

de EC y BD. Construyamos 7" en la prolongacion de AB tal que BSCT sea un

paralelogramo. Denotemos las longitudes de AB por a, AE por b, SC por d y sea
d

Xr = —.

Por el paralelismo de la hipétesis, los tridngulos DSC'y EAB son semejantes, por lo

que % = g y de aqui SD = xb. Por construccidn del paralelogramo, tenemos que

SE =a,TC =by BT = d, puesto que ABSE y ATCFE también son paralelogra-

mos.

2Suma de cuadrados: Zi_l n2 = BEFDEED

3Suma de Gauss: Zk n= k(kTJrl)

n=1
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C D

Por otro lado, los tridngulos ATC'y ESD son semejantes, de manera que ¢+4 — =

b
De aqui, z = % = —L y por tanto z(z + 1) = 1 que tiene por raiz positiva

a+d 1+x
T = —‘/5271.

Finalmente, tenemos que % = %l =1+ g =1+4+x = \/52“, y por tanto, las

razones son todas iguales a esta constante por un argumento similar en las rotaciones.

Solucién del problema 5. Supongamos que si existen esos coeficientes binomiales,

sean (}) = a y la diferencia comiin igual a d. Entonces, (kil) =a+d, (kiz) =

a+2dy (kig) = a + 3d. Por la identidad de Pascal* tenemos que (Zﬂ) = 2a +d,

(ZE) = 2a+3dy (ZI;) = 2a+5d, de modo que (Zj;g) =4da+4dy (Zj;g) = 4a+8d.

Luego,
n+2\ 4 n n+2\ 4 n
k+2) " \k+1) Y \k+3) " \k+2)
Desarrollando los factoriales en la primera relacién, obtenemos

(n+2)! 4n)

(k+2)!n—-k)! (E+Dl(n—k-1)"0

y tras hacer cancelaciones obtenemos (n + 1)(n + 2) = 4(k + 2)(n — k). El mismo
proceso con la segunda relacién nos da (n + 2)(n + 1) = 4(k + 3)(n — k — 1).

De aqui, (k+2)(n—k) = (k+3)(n—k —1). Desarrollando y cancelando, obtenemos
que n = 2k + 3. Sin embargo, sustituyendo k¥ = n en (Zi;) = 4(,;_1), obtenemos
que 1 = 0 lo que es una contradiccién, con lo cual demostramos que es imposible que

haya cuatro coeficientes binomiales en progresién aritmética, como se pedia.

Solucién del problema 6. Demostraremos en general que

11 1
n((n+1)%—1)<1+5+§+---+;,

4Identidad de Pascal: Para n > 1y para cualquier entero k se tiene que (Z) = (::}) + (nfl). Se

tiene la siguiente convencién para el coeficiente binomial: (Z) =0sik <00k >n.
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que podemos reescribir como

(et D)% <ntlds oot
n(n n<n -+ -4+ -
2 3 n
Ahora, la raiz n-ésima del lado izquierdo sugiere fuertemente el uso de la desigualdad
de las medias aritmética y geométrica’, lo cual se refuerza si pasamos dividiendo el
factor n: L .
n+l+s+5+-+2
VnFl< 2 "3 Y
n
Notemos que en el lado derecho hay n + 1 sumandos en vez de n. Nuestro objetivo
ahora es reorganizar la suma de modo que solo haya n sumandos cuyo producto sea
igual a n + 1, pues en este caso podemos aplicar directamente la desigualdad de las
medias aritmética y geométrica.
Observemos que

11 1 1) < 1) ( 1)
ntl+g 4o+ +n—(1+1)+(1+2 (1) e (1

SO () ()

El resultado se sigue ahora de la desigualdad MA-MG.

Solucion del problema 7. Si b = 0 o ¢ = 0, entonces bc es un cuadrado. Si a = 0,
entonces de la relacion
a? 2 2b

= : 4
a2—|—b2+a2+62 b+ec “)

se sigue que b = ¢, de donde bc es un cuadrado. Por lo tanto, podemos asumir que todos
los nimeros a, b y c son diferentes de 0. Entonces, la relacidn (4) se puede reescribir

como
1 1 2

+ = :
1+% 144 1+2%2.¢

Haciendo z = £, y = 2, tenemos que
a’ - c

S B
T+22 1+9y2 14y
2+ 22 + g2 2

(1+22)(1+y2) 1+ay

2+ 2" +y°) (1 +ay) = 2(1 +2?)(1 +y°)

2+ 2% 4+ y? + 2zy + 23y + 2y’ = 2+ 22% + 2% + 222
w3y —20%y* +xy® — 2% + 22y — 2 =0

zy(e —y)? = (x —y)? =0

& (r—y)?(zy—1)=0.

tre ot 9

SVer en el apéndice el teorema 7.
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b

Luego, si z — y = 0, esto es, x = y, entonces - = 2 y bc = a~ es un cuadrado. Si
a C
xy = 1, esto es, b

o % =1 % = 1, entonces b = cy bc es un cuadrado.

2

Solucién del problema 8. Sea N la interseccion de AQ) con la perpendicular a AB
por B. Como AC'y BN son paralelas, tenemos que ZACB = /CBN = ZCBA,
donde la dltima igualdad es por el tridngulo isésceles ABC'. Sea R la interseccién de
AQ con CM. Como ZARM = ZMAC' y los tridngulos AMR y CM A compar-
ten el angulo ZRM A, entonces, por suma de angulos en un tridngulo, se tiene que
LACM = ZMAQ. Por lo anterior AMC' y BN A son tridngulos rectingulos con
un par de dngulos iguales y, por lo tanto, son semejantes. Adicionalmente, puesto que
AC = BA se tiene que los tridngulos AMC'y BN A son congruentes. En particular,
se tiene que BN = AM = BP, por lo tanto, P y N son puntos reflejados por BC, de
donde se sigue que /PQB = ZBQN = ZCQA.

A

P

B 5 . C
N

Solucién del problema 9. Supongamos que a y b son compatibles y que £ = & es un

ndmero racional distinto de 0 y 1, esto es, b # 0, a # 0y a # b. Entonces, a = kb
y, por lo tanto, se tiene que b(1 + k2b) y b(b + k) son racionales. Luego, 7 = 1;f2b

es racional. Ahora, si r = k2, la ecuacién anterior implicaria que k3 = 1, de donde
k =1, lo cual no puede ser porque 7 # 1. Entonces, r # k?y, por lo tanto, b = i:;’;

es racional; de aqui se sigue que a = by también es racional, como se queria.

Solucién del problema 10. Por la desigualdad del tridngulo, los ndmeros s — a; son
todos positivos para cada i = 1,2, 3, 4. Luego, por la desigualdad MA-MG se tiene

que
1

3
1
3 ds—ap) > | [I(s—a)
JF# JF
paracadai = 1,2, 3,4.
Como }~; ;(s—a;) = s+a; paracadai = 1,2, 3,4, 1a desigualdad anterior se puede
reescribir en la forma

@i

3 1
<\ ll7=
s+ a; LS —aj

J#i
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Por otra parte, nuevamente por la desigualdad MA-MG, se tiene que

\%

1 Z 1 H 1
3 (sma)(Ws—aw) =\ o (VE—ag) (Vs —ak)

J#LkF J#LkF

W

1
Il

para cada ¢ = 1,2, 3,4. Combinando esta desigualdad con la segunda desigualdad y
sumando, obtenemos la desigualdad requerida.

Solucién del problema 11. Consideremos una gréfica cuyos vértices sean los subcon-
juntos Ay, Ay, ..., Ajo1. Dos vértices estardn unidos por una arista si y solo si tienen
interseccion no vacia. Demostraremos que si esta gréfica no tiene tridngulos, entonces
debe tener al menos 51 vértices con grado a lo mas 50. Supongamos lo contrario. Si
hay a lo mds 50 vértices con grado a lo mds 50, entonces hay otros 51 vértices con
grado al menos 51. Asi, algtn par de estos 51 vértices deben ser adyacentes (hay una
arista entre ellos), digamos A y B. Como cada uno de A y B es adyacente con otros 50
vértices de entre los 99 restantes, debe existir otro vértice en comin C, lo cual es un
absurdo.

Sean entonces A;,, Ai,, ..., Ay, vértices con grado a lo mas 50. Como cada uno de
estos A;, es adyacente con a lo mds 50 vértices, existen otros 50 vértices tales que
Aj;, estd contenido en el complemento de la unién de ellos. Pero como la unién de
cada 50 conjuntos tiene mds de %n elementos, esto implica que en A;, hay menos
de %n elementos. Sin embargo, lo anterior implica que la cantidad de elementos en
A, UA;, U...UA,,, es menor que g—?n, lo cual es un absurdo. Luego, debe de existir
un tridngulo, como se buscaba.

Solucién del problema 12. Demostraremos por induccién en n que existen tales nime-
ros. Paran = 3 los nimeros a; = 3, as = 5y ag = 6 funcionan. Supongamos que
existen los nimeros paran = ky sean a1 < ag < - -+ < ai dichos nimeros. Luego, si
b = (ax! — 1), entonces

arlag! - ap—1! = ag!(ar! — 1! = (ax!)
i denotamos por a,, = by a1 = ar!, obtenemos
Si denot L =0byars !, obt
1lag! k—1'ay! k+1%

donde los nuevos niimeros son distintos a los anteriores, pues b+1 = ay! es el factorial
de un niimero mayor a todos los anteriores y mayor que 2.

Solucién del problema 13. Sumando las tres ecuaciones, obtenemos que
1 1

11 1 1
204+ 2y+ 22 =x4+y+z+ -+ -+ -—<=zr+yt+tz=—+-—+4+—.
x Yy oz x Yy oz
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Notemos que z,y y z tienen el mismo signo. En efecto, si x > 0, entonces y =
% (:1: + %) >0yz= % (y + %) > 0. De manera andloga, si z < 0, entonces y < 0y
z <0.

Aplicando ahora la desigualdad MA-MG, tenemos que

1 1 1 1
r+—|==\{lz|+ =) > |z|-—=1.
T 2

|| ||

Andlogamente, tenemos que || > 1y [2] > 1. Luego, iy < 1, r <1y iy < L.
Como z, y, z tienen el mismo signo, se sigue que

vl = =
yi=5

1 1 1
le+y+zl=|zl+yl+1]z| >3 y |=+=-+-=
x Yy =z

1

T

Como |z +y+ 2| = |2 + % + %‘, se sigue que |x| + |y| + |z| = 3. Como |z| > 1,
ly| > 1y |z| > 1, obtenemos que |z| = |y| = |z| = 1. Como z, y, z tienen el mismo
signo, las unicas posibilidades sonz = y = 2z = 1y x = y = z = —1. Finalmente,
es fécil verificar que ambas posibilidades son soluciones del sistema original, por lo
tanto, son todas las soluciones.

Solucién del problema 14. Sea N el punto de interseccion de BE con AC'y sea P el
punto medio de AB. Nombremos a los siguientes dngulos: ZBAC = ZBDC = a,
/ABE = Z/CBD = py ZADB = ZACB = ~. Observemos que los tridngulos
ABN y DBC son semejantes, de modo que también lo son los tridngulos BPN y

BMC'. Denotemos a los angulos ZAMB = ZBMC = ¢. Tenemos por lo anterior
que ZBPN = .

A

E

D

o
[N

/]

C

1\
\

Recordemos que si dos cuerdas de una circunferencia bisecan a una tercera y deter-
minan dngulos iguales con ella, entonces las longitudes de las cuerdas son iguales y
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su punto de interseccion divide a las cuerdas en partes iguales (basta con utilizar con-
gruencia de tridngulos o la simetria a lo largo de una recta). Sea F' la interseccién
del rayo AM vy la circunferencia, entonces, por el comentario anterior, CM = FM
y, por tanto, los tridngulos BMC' y DMF son congruentes. Luego, BC' = DF'y
LMAD = /BDC = a. Del tridngulo AM D tenemos que ¢ = « + ~ y del tridngulo
APN obtenemos que ZANP = ¢ —a = v = LACB. En conclusién, NP y BC
son paralelas. Lo anterior implica que N es el punto medio de AC, lo que concluye la
demostracion.

Solucién del problema 15. Denotemos por f(n) al menor nimero de colores tales
que los enteros 1,2,3,...,n pueden ser coloreados de la forma deseada. Demostra-
remos que f(n) = [EEL], donde 2871 < n < 2*. Observemos que en la secuencia
1,2,22,...,2*=1 no podemos tener tres niimeros del mismo color, lo que significa que
f(n) > | =L ]. Ahora consideremos la siguiente coloracién con [ 242 | colores (cada
color se identificard con un entero entre 1,2, .. ., Lk—;“lj): sim = p - p3?--pit <

n < 2%, donde los p; son primos, entonces tenemos que h(m) := a3 +---+a; < ky
es posible colorear m del color L%J Para ver que efectivamente esta coloracién
funciona, notemos que si a divide a b y b divide a ¢, entonces h(a) < h(b) < h(c), es
decir, h(c) — h(a) > 2. Lo anterior implica que los niimeros a y ¢ tienen asociados co-
lores correspondientes a nimeros diferentes. Por lo tanto, f(n) = L%J Si aplicamos

la férmula anterior a n = 2016, obtenemos que f(2016) = 6.

Solucién del problema 16. Sean v = 1,y = 1, 2 = 1 y u = 1. Entonces, z + y +
z+4+u =1, zyzu # 0y la desigualdad dada se puede reescribir en la forma

ry(z +y) 4 yz(y + 2) zu(z + u) ux(u + x) <9
2 —zoy+y? y:-yz+22 22—zut+w? wl-wur+z2"

ya que

)

a+b ab(b=t +a™1)  ayly+x)

a2 —ab+b>  a??(b2+a bl +a2)  y2—ay+a?

Argumentos similares aplican a los otros sumandos.

2 _ SR A Vi
Ya que parax # 0 ey # 0 tenemos que z° — xy +y° = z° —ay + 4 + = =

(r -2+ >0y0 < (v-9)?® =2 - 2oy +y° = (2° — 2y + %) — v,
tenemos que z2 — xy +y? > xyy #M < 1. De manera andloga, tenemos que
Yz <1 = <ly =2 <1.Porlo tanto,

y2—yz+z2 — 7 22—zu+tu? — u? —uzx+z2?

zy(z +y) yz(y + 2) zu(z +u) uz(u+ )
_l’_
2 —oy+y? y2-yz+22 2Z—zut+u?  u?-—ux+2?
< @+y)+ W+ +Etu)+(utr) =2 +y+2+u).

Como = + y + z + u = 1, obtenemos la desigualdad (5). Note que la igualdad ocurre
cuandox =y=z=u= %,estoes,cuandoa: b=c=d=4.

Solucién del problema 17. Demostremos primero un lema:
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Lema. Seap > 3 un divisor impar de b, entonces existe un primo impar g que divide
a (b+ 1)? — 1 pero que no divide a b.

Demostracion del lema. Si b = pc, entonces

b+1)P —1=b((b+ 1P 4 +b+1)=bB- b2+ L

@T_l)'b—i—p)

= bp(b(Bc + p%l) +1)) = bpd.

Si demostramos que d es impar, entonces basta con tomar un divisor de d para terminar
el lema. Si b es par, entonces d = bK + 1 es impar; si b es impar, entonces (b+ 1)? — 1
es impar, lo que implica que d es impar. Por tanto, d es impar y concluimos el lema.

Ahora demostraremos que si a # 2¥ + 1, entonces existe una secuencia de primos im-
pares p1, pa, . . ., tales que p; divideaa — 1y si P, = aPoP1""P» — 1 (donde py = 1),
entonces p,+1 divide a P,,, pero no divide a P,,_;, paran > 1. Supongamos que p;
es un primo impar arbitrario de @ — 1 y que ya elegimos los primos p1, pa, . . ., pg. Si
aplicamos el lema para b = Py y p = p, encontraremos un primo pg1 que divide a
Py, pero que no divide a P;,_1. Dado que Pj;_; es divisible por p1, p2, . . ., pk, conclui-
mos que pi1 es diferente de ellos. Por tanto, los nimeros p1, pa, . . ., px+1 tienen la
propiedad deseada. La sucesién infinita p;, po, . . . resolverd el problema. Si a = 2! + 1
conl > 2, entonces a? # 2™ + 1 y basta con multiplicar por 2 a los niimeros que se

obtuvieron para el caso a?.

Solucién del problema 18. Notemos que & + 22 = 2 < 1, luego hay més envases,
aparte de los 33 mads livianos y los 30 mds pesados. Llamémoslos medianos. Sea k la
cantidad de envases medianos, que pesan, entre todos 1 — % = % del peso total. Como
2% > %, tenemos que k£ < 32. En otro caso, habria por lo menos 33 envases medianos,
y entre todos pesan %, que debe ser por lo menos 2% que es lo que pesan los 33 envases
livianos, lo cual es una contradiccion.

Observemos ahora que el promedio de los k envases medianos no supera el promedio
de los 30 mas pesados (esto se debe al hecho de que el promedio de varios nimeros
siempre se encuentra entre el menor y el mayor de esos nimeros). Se sigue que ﬁ <
%, lo que implica que k£ > % = 31.3636.. ... Como k es entero, tenemos que
k > 32. Por lo tanto, k = 32, de modo que hay 33 + 32 + 30 = 95 envases.

Solucién del problema 19. Si 'y F’ son los segundos puntos de tangencia de k; y de
ko con los lados del dngulo, entonces AF? = AL - AC y CE? = CK - C'A. Pero,
AF = CEFE, entonces AL = C'K. Por tanto, AKX = C'L. Andlogamente, CM = BN.
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Por otro lado, el teorema de Ceva® establece que
AX AK-CM AT  AL-CN
XB~ KC-MB ° TB LC-NB

Si multiplicamos estas dos igualdades obtenemos que ?}—)é = % y, por tanto,

AX +XB TB+ AT
XB AT

Lo anterior implica que AT = BX, entonces AX = BT. Andlogamente, AZ =Y B.
En conclusion, XZ = YT.

Solucién del problema 20. Denotemos por A, By C a los tres familiares en el grupo.
Dividamos el problema en dos casos de acuerdo a la paridad de n.

Supongamos que n = 2k+1 con k un entero positivo. Por las condiciones del problema
A, By C tienen al menos & + 1 familiares (de los cuales k — 1 son diferentes de A, By
(). Sea T el conjunto de todas las personas menos A, By C'y seaa;,coni = 0,1,2,3,
el conjunto de personas en 7' que tienen exactamente a ¢ familiares entre A, By C.
Entonces, ag + a1 + a2 + as es el nimero total de elementos de 7', es decir

a0+a1—|—a2—|—a3:2k—1.

Por otro lado, a1 4+ 2as + 3as es el nimero de todos los familiares de A, By C, por
tanto
a1 + 2as + 3az > 3k — 3.

Lo anterior implica que

3k —3 < a1+ 2a2+ 3a3 < ap + a1 +az + as + a2 + 2a3 = 2k — 2 4 ao + 2as,

%Ver en el apéndice el teorema 16.
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y, por tanto, as + 2a3 > k — 1.

Dado que todo familiar a dos personas entre A, B 'y C' es miembro de una tercia de
personas que son familiares y que todo familiar de A, B y C' es miembro de tres tercias
de personas que son familiares, entonces el nimero de esas tercias es al menos 1+ as+
3as. Pero, 1 + as + 3as > as + 2a3 > k — 1, lo que implica que el nimero de tercias
es al menos k.

Para acabar con este caso basta construir un ejemplo con k tercias de personas que son
familiares. Supongamos que no hay familiares en T, que A es familiar de exactamente
k — 1 personas de 7'y que B y C son familiares del resto de las k — 1 personasen 1"y
solo a ellas en 7', entonces, el ndmero de tercias es k.

Ahora, supongamos que n = 2k. Como en el caso previo, podemos llegar a que el
ndmero de tercias de personas que son familiares es al menos k£ + 1. Si A y B tienen
exactamente una persona como familiar comudn en T (es posible, pues [T'| = 2k — 3y
los familiares a Ay a B son al menos k — 1) y C tiene k — 1 familiares en 7" que no son
el familiar que tienen en comiin A y B, entonces el ndimero de tercias es exactamente
k + 1. Por tanto, la respuesta al problema es k paran = 2k + 1,y k + 1 paran = 2k.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2016 No. 4.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones.

Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogeran de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. jTe invitamos a intentarlo!

Problema 1. Considera 64 nimeros z1, x2, Z3, . .., Z¢4, cada uno igual a 1 o —1, es-
critos en una pizarra. A continuacién se reemplazan esos nimeros por

T1T2, T2T3, T3TL4,-.-, L63TL64; L64T1-

Demuestra que no importa como se asignen los valores 1 y —1, si se repite la opera-
cidén varias veces, es posible lograr que todos los nimeros escritos en la pizarra sean
positivos.

Problema 2. En el tridngulo ABC' considera un punto D en AB y un punto F en BC'
tales que DE sea paralela a BC'. Sea P un punto arbitrario en el interior de tridngulo
ADE,y sean F'y G las intersecciones de BP y C'P con DE, respectivamente. Si O y
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O son los circuncentros de los tridngulos D PG y EPF, respectivamente, demuestra
que APy 0103 son perpendiculares.

Problema 3. Demuestra que no existe un conjunto de 7 enteros positivos distintos y
menores o iguales que 24 tales que las sumas de los elementos de todos sus subconjun-
tos son distintas.

Problema 4. Sean x1,x2,...,Tn, Y1,Y2,--.,Yn NUmeros reales positivos tales que
T1X2 - Tk > Y1Y2 - - - Yk para cualquier 1 < k& < n. Demuestra que

T+ T2t +Tn Z Y1+ Y2+ Yn

Problema 5. Sea f : N — N una funcién tal que f(1) = 1, f(2n) = f(n)y f(2n +
1) = 1+ f(2n) para cualquier n € N. Encuentra el valor maximo f(n) que toma esta
funcidén cuando 1 < n < 2016.

Problema 6. Sea ABC un tridngulo. Los puntos D y E son los pies de las alturas desde
By C, respectivamente. Se toma un punto X sobre la altura desde A y se construye
el punto Y como la interseccién de la recta que se obtiene de reflejar X D por BD y
la recta que se obtiene de reflejar X E por C'E. Si el cuadrilatero DY E X es ciclico,
demuestra que la recta tangente por Y al circuncirculo del cuadrilitero DY E X, la
recta BC'y larecta DE concurren.

Problema 7. Sean @ > 2 y n > 1 enteros. Demuestra que la congruencia
2" = a (mod p)
tiene solucion para una infinidad de primos p.

Problema 8. Sea ABC'D un trapecio con la propiedad de que los tridngulos ABC,
ACD, ABD y BCD tienen el mismo inradio. Demuestra que los puntos A, B, C'y D
son los vértices de un rectdngulo.

Problema 9. Dados 2016 nimeros reales tales que su suma es igual a 1, demuestra
que se pueden distribuir alrededor de una circunferencia de manera que la suma de los
2016 productos obtenidos al multiplicar cualesquiera dos nimeros vecinos sea menor
1

que 3516

Problema 10. Demuestra que en todo pentdgono convexo P Py P3 Py P5 de area 1, hay
dos tridngulos P P; 11 P; 12y PjPj11Pjy2 (donde Ps = P y P; = P,) formados por
tres vértices consecutivos del pentdgono, tales que

5-v5
10
donde (XY Z) denota el drea del tridngulo XY Z.

(PiPit1Pig2) < < (PjPj41Pjt2),
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2016 No. 1.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 1, afio 2016. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista
aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa 2,
afio 2016, por lo que atin tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. ;Cuail es el nimero entero mds grande que tiene todos sus digitos dife-
rentes y ademds no es miltiplo de 9?

Solucién. Primero notemos que el nimero mds grande que se puede formar con todos
sus digitos diferentes no es 987654321, sino 9876543210. Sin embargo, este niimero si
es multiplo de 9, ya que la suma de sus digitos es 9+8+47+6+5+4+3+24140 = 45,
y por el criterio de divisibilidad del 9, el nimero 9876543210 se divide entre 9.

Dado cualquier conjunto de digitos, el mayor niimero que se puede obtener es el que
lista los digitos en orden decreciente. Asi, como necesitamos nimeros grandes, si que-
remos que los digitos sean distintos, la forma de lograrlo es borrando algunos de ellos
en 9876543210.

Si eliminamos el 0, la suma de los digitos no cambia, por lo que nuevamente obtene-
mos un multiplo de 9. Si eliminamos el 1 nos queda 987654320 que si es un posible
candidato. Ahora, si eliminamos cualquier otro digito, obtendremos un nimero menor,
lo mismo que si eliminamos dos o mds digitos. Concluimos entonces que la respuesta
es 987654320.

Problema 2. Sea ABC' un triangulo con /B = 90°. Sobre el lado AC' se considera
un punto D y sea M el punto medio de BD. Sea F la interseccion de CM con la
mediatriz del lado AB. Demuestra que AFE es paralelaa BD.

Solucion. Sea I la intersecciéon de AE con BC. Como E estd en la mediatriz de

AB, tenemos que AE = EB y como el tridngulo ABF es rectingulo, tenemos que
BE = BF, porlo que E es el punto medio de AF.

A

(O B T F

Sea F” el punto sobre CB tal que AF” es paralela a BD, consideremos E’ el punto de
interseccién de C'E con AF”. Por el teorema de Tales se tiene que E’ es el punto medio
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de AF’, luego E’ y E son los puntos medios de AF’ y AF, entonces EE’ tiene que
ser paralela a F'F” pero las rectas EC'y BC se intersecan, luego la tinica posibilidad
esque FF = I’y E = E’ de donde se tiene que AF es paralelaa BD.

Problema 3. Sean p y ¢ nimeros reales tales que la ecuacién x3 + pz + ¢ = 0 tiene
tres raices distintas. Demuestra que p < 0.

Solucion. Consideremos u, v dos raices distintas, entonces
u3+pu+q:() y v3+pv+q:0.

Restando las ecuaciones obtenemos que u? — v3 + p(u —v) = 0, esto es, (u — v)(u? +
uv + v? + p) = 0. Como u # v se debe tener que u? + uv + v? = —p lo cual es
equivalente a que (u+v)? +u? +v? = —2p. Como el lado izquierdo de esta expresion
es positivo por ser suma de nimeros positivos se concluye que p < 0.

Problema 4. En una fiesta se sabe que cada mujer bail6 con al menos un hombre y no
hay un hombre que bailara con cada mujer. Demuestra que existen dos hombres H y
H',y dos mujeres M y M’, tales que H bailé con M, H’ bailé con M’, H no bailé
con M’y H’' no bail6 con M.

Solucion. Sea H un hombre que bailé con el mdximo ndmero de mujeres. Sean M’ una
mujer que no bailé con H y H’' un hombre que bail6é con M’, si H' hubiera bailado
con todas las mujeres que bailé H se tendria que H' bailé con mds mujeres que H lo
cual es absurdo, por lo tanto existe una mujer M que bail6 con H y no con H'.

Problema 5. Determina todas las soluciones enteras positivas del siguiente sistema de
ecuaciones:

vz —1)+2z 2 —1)+ 2z 23y —1)+2y
= = ="
z+1 ’ rz+1 ’ y+1

Solucién. Si alguno de z, y, z es igual a 1, sin pérdida de generalidad podemos suponer
3 3

que z = 1. Luego, y = % =lyz= w(ll;ﬁl)” = 1. Por tanto, si alguno de

x,y, z es igual a 1, entonces los tres son igualesa 1y (1,1, 1) cumple con el problema.

Supongamos que ninguno de z, y, z es igual a 1. Tenemos que,

3(z—1)+2 32 —y3 -1 1
Vle-D+2 oy’ te-l4e+

z+1 z+1
3 _ 3 _
oo WHDE-DH2+1 P+ D(E-1)
z+1 z+1
ey WD)
z4+1

S-DEz+1D) =0 +1)(z-1).
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Andlogamente (y — 1)(z+1) = (z3+ 1)(z— 1)y (z =1 (y+1) = (z*+ 1)(y — 1).
Cuando multiplicamos los lados izquierdos y los lados derechos de las tres ecuaciones
obtenemos:

(z =D+ -+ 1)z -1y +1)
=P+ 1)z - D+ 1) (@ —1)@@* + 1)y - 1).

Como todos los niimeros son diferentes de 1, podemos dividir entre (z — 1)(y —1)(z —
1), obteniendo (z + 1)(y + 1)(z + 1) = (v + 1)(2® + 1)(z® + 1). Sabemos que
P +1=@+1)@*-2+1) = (x+1)(z(z—1)+1)yz+1> 0, entonces
1= (x(x—1)+ D(yly — 1) + 1)(2(z — 1) + 1). Todos los factores del dltimo
producto son mayores que 1 porque z, y y 2 son enteros positivos y no son 1. Eso es
una contradiccién. Con lo que concluimos que la tinica solucién del sistema en enteros
positivos es (1,1, 1).

Problema 6. ;Cudntos tridngulos (no degenerados) se pueden formar tales que sus
lados tengan longitudes enteras y menores o iguales que 20167

Solucién. Sea X = {(a,b,c) € Z> |0 < a <b < ¢ <2016ya+b > c}. Los
elementos de X cumplen que sus entradas satisfacen las desigualdades del tridngulo.
Entonces, toda tercia en X tiene como entradas a niimeros enteros con los que se puede
construir un tridngulo no degenerado de tal forma que sus lados tengan esas longitudes.
Ademads, todo tridngulo no degenerado, con lados de longitudes enteras y menores o
iguales que 2016, se puede representar por una tercia (a, b, ¢), en la que cada entrada
sea la longitud de uno de sus lados, tal que a < b < cy a + b > c. Por lo tanto, el
problema se traduce en encontrar | X |, el nimero de elementos de X .

Consideremos los conjuntos Y = {(a,b,c) € Z3 | 0<a <b<c<2016ya+b<c}
yZ ={(a,b,c) €Z3|0<a<b<c<2016}.Observemos que Z = X UY y que
X NY = 0. Entonces, |Z| = | X| + |Y].

Para contar los elementos de Z, consideremos 2016+3 = 2019 casillas alineadas en las
que colocaremos tres separadores. Esto se puede hacer, por definicién de combinacién,
de (20319) formas distintas. El nimero de casillas que haya a la izquierda del primer
separador, representard el valor de a; el nimero de casillas que haya a la izquierda del
segundo separador menos la casilla donde estd el primer separador, representard el va-
lor de b; y el nimero de casillas que haya a la izquierda del tercer separador menos las
dos casillas donde estdn los otros separadores, representard el valor de c. Por lo tanto,
|Z] = 673-1009 - 2017.

Ahora, para contar los elementos de Y, consideremos 2016 + 3 = 2019 casillas ali-
neadas en las que colocaremos tres separadores. Esto se puede hacer de (20319) formas
distintas como en el caso anterior, pero la traduccién en ternas (a, b, ¢) sera diferente.
El nimero de casillas que haya a la izquierda del primer separador, representard el valor
de a; el nimero de casillas que haya entre el primero y el segundo separador, represen-
tara el valor de b; y el nimero de casillas que haya a la izquierda del tercer separador
menos las dos casillas donde estdn los otros separadores, representard el valor de c. En
estos casos no se respetael orden a < b < ¢, lo inico que se sabeesquea < cyb < c.
Cada tercia (a, b, ) se cuenta dos veces si @ # by unasia = b.

Entonces, debemos encontrar el nimero de tercias (a, a, ¢) que cumplan 2a = a + b <
c. Esto es equivalente a contar el nimero de enteros pares menores o iguales a un entero
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fijo c entre 0 y 2016. Esto es,

{gJ+[%J+m+L¥J+[¥J =0+0+1+1+---+ 1008+ 1008 + 1009

=2(14+2+---+1008) + 1009
= 1008 - 1009 + 1009 = 10097,

donde la peniltima igualdad se sigue por la suma de Gauss.

2019\ 2 2019 2
Por lo tanto, 7] = (302109 4 ygeg2 — (B0 e 7y =
2019 (*%°)+1009%  (*%?)—1009*
( 3 )_ 2 - 2 :

Problema 7. Pablo se encuentra en el punto X = (3, 0) del plano coordenado y quiere
visitar a sus cuatro amigos que se localizan en los puntos A = (0,10), B = (0,0),
C = (8,0) y D = (8,4). Existen 5 carreteras que van en ambas direcciones: de A a
B,de AaC,de BaC,de BaDydeD aC. Pablo quiere ir de un punto a otro por
las carreteras que hay entre ellos. ;Cudl es la distancia minima que debe recorrer Pablo
para visitar exactamente una vez a cada uno de sus cuatro amigos?

Solucion. Observemos que el problema equivale a dar una sucesién de puntos (X; =
X, Xo,...,X5),con {X1,Xo,..., X5} = {X, A, B,C, D}, que represente el orden
en el que visita a cada amigo. Pablo tiene dos formas de elegir X5, moverse a la derecha
o alaizquierda. Una vez que elige X5, tiene dos opciones para elegir X, recorrer la ca-
rretera al Norte o elegir la carretera en diagonal. Una vez que se escogen los puntos X5
y X3, el resto de los puntos queda determinado. Entonces, lo Gnico que debemos hacer
es determinar cudl de los cuatro caminos es el mds corto. Sean C; = (X, B, A, C, D),
Cy, = (X,B,D,C,A),Cs = (X,C,D,B,A)y Cy = (X,C, A, B, D), los cuatro
caminos posibles.

Denotemos por YZ y |YZ| a la carretera y a la distancia, respectivamente, que va
desde Y hasta Z. Si comparamos C7 y Cs, nos damos cuenta que la tnica diferencia
en distancia recorrida es que en C; se recorre BA y en Cy se recorre BD. Si apli-
camos el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectdngulo BDC, tenemos que |BD|* =
|DC|? + |CB|? = 16 + 64 = 80. Como |BA|?> = 100, entonces, | BA| > |BD|. Por
lo tanto, en C'5 se recorre menos distancia que en C. Ahora, si comparamos C5 y Cy,
nos damos cuenta que la tnica diferencia en distancia recorrida es que en C5 se recorre
CD yen Cy se recorre CA. Como C'A es la hipotenusa y BA es un cateto del mismo
tridngulo rectdngulo ABC, |C A| > |BA]|. Pero, 10 = |BA| > |CD| = 4, entonces,
|CA| > |CD]. Por lo tanto, en C3 se recorre menos distancia que en Cy.

Por dltimo, comparemos Cs y Cs. La diferencia en distancia recorrida entre ambos
caminos resulta de que en Cy se recorre XB y C Ay en C; se recorre XC'y BA.
Al aplicar el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectdngulo ABC, tenemos que |CA| =
VIABZ +BCJ? = /100 + 64 = \/164. Entonces, | X B| + |CA| = 3 + /164 >
341144 =3 +12 =5+ 10 = | XC| + | BA|. Por lo tanto, en Cs se recorre menos
distancia que en Cs. En conclusién, el camino Cs es en el que se recorre una menor
distancia. Esto quiere decir que la distancia minima es | X C|+|C'D|+|DB|+ |BA| =
5+ 4+ 80+ 10 = 19 + /0.
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Problema 8. Si a, b, c y d son enteros positivos, determina el valor minimo de la ex-
presion

VH—IH_CJ n {b—i—c—i—dJ n {c—l—d%—aJ n {d%—a—i—bJ.

d b c

(Nota: | 2| denota el mayor entero que es menor o igual que z).

Solucion. Notemos que || > x — 1 para todo nimero real x. Luego, la expresién
dada es estrictamente mayor que

b b d d d b
a+ +c+ +c+ +c+ +a+ ta+o

4
d a b c ’

la cual se puede reescribir como

(o)D) (D) (e (G-
b a c a d a c b d b d c '

Como ¢ + % > 2sit > 0, tenemos que 6(2) — 4 = 8 es una cota inferior estricta para
la expresiéon dada. Como los valores que toma son enteros, el valor minimo es por lo
menos 9.

Para concluir que el valor minimo es 9, basta dar un ejemplo de enteros a,b,cy d
donde se alcanza la cota. Es facil ver que cona = b = ¢ = 5y d = 4 se obtiene el
valor 9. Por lo tanto, la respuesta es 9.

Problema 9. Sean a, b y c enteros positivos distintos. Demuestra que,

at+b+ec

med(ab+ 1,ac+ 1,be+ 1) < 3

Solucion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a < b < ¢y sea d el mdximo

comun divisor de ab+1, ac+1y bc+1. Supongamos que d > %Hc. Es claro que d es

primo relativo con a, con b y con c. Ademds, tenemos que d divide a bc+1—(ab+1) =
b(c—a),de donde d | (c—a). De manera andloga, tenemos que d | (c—b)yd | (b—a).
Escribamos ¢ — a = dk para algin entero k > 1.

Sik =1, entoncesc—a=d.Comod | (¢c—b)yc—b>0,tenemosqued < ¢ — b,
esto es, ¢ — a < ¢ — b. Pero esto significa que b < a, lo cual es una contradiccion.

Si k = 2, entonces ¢ — a = 2d. Luego, %b“ < d = %5 de donde tenemos que
5a 4 2b < c.Comod | (b—a)yb—a > 0,resultaqued < b— a. Luego,d+a < b
y por lo tanto 5a + 2d + 2a < 5a + 2b < c. Esto implica que d < C’J“, esto es,
¢4 < €574 o cual es imposible.

Si k > 3, entonces ¢ — a > 3d, es decir, d < <5*. Luego, %b“ < d < 5% lo cual

implica que 0 < a + b < —a y por lo tanto a < 0, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, d < %HC.
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Problema 10. Encuentra todas las cuartetas (a, b, ¢, d) de nimeros reales positivos tales
que abed = 1, a6 + 2016b = 2016¢ + d2°16 y 2016a + b2016 = 2016 4 2016d.

Solucién. Las dltimas dos ecuaciones se pueden reescribir de la siguiente forma,
a®01% — g2916 = 2016(c — b), *01¢ — 2016 = 2016(a — d). (6)

Ahora, es claro que a = d si y solo si ¢ = b. En ese caso, las dltimas dos ecuaciones se
satisfacen, y la condicién abcd = 1 nos lleva a un conjunto de cuartetas validas de la
forma (a,b,c,d) = (t, 1, 1,t) para cualquier ¢ > 0.

Demostraremos que no hay otras soluciones. Supongamos que a # d y ¢ # b. Multi-
plicando las dos relaciones en (6) obtenemos

(a2016 _ d2016)(02016 _ b2016) _ 20162(6 _ b)(a _ d)
Como (¢ — b)(a — d) # 0, se sigue que,

q2015 4 .4 q2015—igi 4.4 2015 2015 L ... 4 (2015—ipi 4 ... 4 2015

. =1
2016 2016

Aplicando ahora la desigualdad media aritmética-media geométrica al primer factor
del lado izquierdo de la igualdad anterior obtenemos,

a2015+...+a2(;1§1—6idi+.,.+d2015 . 201W:(ad)¥'

La desigualdad anterior es estricta, ya que la igualdad se da solo si todos los términos
en el promedio son iguales entre si, lo cual sucede solo si a = d. De manera analoga,
tenemos que

2O 44 02(;1(;’)1—51)1' + .- 4 p2015 - ZOIW — (b))

Multiplicando estas dos desigualdades, obtenemos

2015 2015

(ad)™= (cb)™2 <1

que es equivalente a la desigualdad abed < 1, lo cual es una contradiccion.
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2% Olimpiada Regional de Matematicas del Sureste

Del 6 al 9 de octubre de 2016, previo al concurso nacional de la XXX Olimpiada
Mexicana de Matematicas, se llevé a cabo en la ciudad de Oaxaca de Juarez, Oaxaca, la
2% olimpiada regional de matemadticas del sureste. Participaron los estados: Campeche,
Chiapas, Oaxaca, Quintana Roo y Tabasco.

El nimero de alumnos participantes fue de 39: 5 de Campeche, 8 de Chiapas, 10 de
Oaxaca, 8 de Quintana Roo y 8 de Tabasco. Se entregaron 4 medallas de oro, 4 medallas
de plata y 11 medallas de bronce, asi como 2 menciones honorificas.

A continuacién presentamos los problemas de la 2% Olimpiada Regional de Matemti-
cas del Sureste. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resol-
verlos.

Primer dia

Problema 1. Sobre una circunferencia hay 99 nimeros naturales. Si @ y b son dos
nimeros consecutivos en el circulo, entonces deben cumplir una de las siguientes con-
diciones: a —b=1,a — b = 2 0 § = 2. Demuestra que en la circunferencia existe un
nimero que es multiplo de 3.

Problema 2. Sean ABC'D un trapecio con AB paralela a C'D, € el circuncirculo de
ABCD y Ay, B; puntos sobre los segmentos AC'y BC' respectivamente, tales que
DA;B;C es un cuadrildtero ciclico. Sean As y By los puntos simétricos de A; y By
respecto al punto medio de AC'y BC, respectivamente. Demuestra que los puntos A,
B, Ay y Bs son conciclicos.

Problema 3. Sea n > 1 un entero. Encuentra todos los polinomios reales P(x) tales
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que para todo nimero real z,

Segundo dia

Problema 4. Las diagonales de un cuadrildtero convexo ABC'D se intersecan en el
punto E. Sean S1, S, S5y Sy las dreas de los tridangulos AEB, BEC,CEDy DEA
respectivamente. Demuestra que si existen niimeros reales w, z, y, z tales que

Si=z+y+ay, So=y+z+yz, Ss=wH+z4+wz y Sy=w+2x+wz,
entonces £ es el punto medio de AC o E es el punto medio de BD.

Problema 5. Martin y Chayo tienen una bolsa con 2016 chocolates cada uno. Cada uno
vacia su bolsa sobre una mesa haciendo un montén de chocolates. Deciden hacer una
competencia para ver quién se queda con todos los chocolates, de la siguiente manera:
Un movimiento consiste en que un jugador toma dos chocolates de su montén, guarda
un chocolate en su bolsa y el otro chocolate lo pone en el montén del otro jugador;
en su turno el jugador debe realizar al menos un movimiento y lo puede repetir tantas
veces lo desee antes de pasar el turno. Pierde el primer jugador que no pueda realizar
al menos un movimiento en su turno. Si Martin inicia el juego, ;quién de los dos puede
asegurar que gana y se queda con todos los chocolates?

Problema 6. Sea M el punto medio del lado AC' de un tridngulo acutdngulo ABC' con
AB > BC. Sea (2 el circuncirculo de ABC'. Las tangentes a 2 en los puntos Ay C' se
intersecan en Py BP intersecaa AC en S. Sean AD la altura del tridngulo AB P con
D en BP y w el circuncirculo del tridngulo C'SD. Si w y €2 se intersecan en los puntos
Ky Ccon K # C, demuestra que ZCK M = 90°.
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Competencia Internacional de Matematicas 2016

Del 14 al 20 de agosto de 2016 se llevé a cabo la décimo séptima edicién de la Com-
petencia Internacional de Matematicas (IMC) en Chiang Mai, Tailandia. Participaron
mds de 60 equipos provenientes de 29 paises, principalmente asidticos.

Los participantes de esta competencia son alumnos de secundaria menores de 16 afios
y participan por equipos de 4 integrantes. En la competencia hay 2 exdmenes, uno
individual que consiste de 15 problemas (de los cuales los primeros 12 problemas valen
5 puntos cada uno, y los otros 3 problemas valen 20 puntos cada uno) y un examen por
equipo que consiste de 10 problemas que resuelven entre los 4 integrantes del equipo.
Las duraciones de esos exdmenes son de 2 horas y una hora, respectivamente.

Meéxico participd con dos equipos, de 4 alumnos cada uno, donde los alumnos partici-
pantes fueron:

Jesis Omar Sistos Barrén (Guanajuato).

Nuria SydyKova Méndez (Ciudad de México).
Eric Ivan Hernandez Palacios (Nuevo Ledn).
Bruno Gutiérrez Chéavez (Colima).

Ricardo Balam Ek (Yucatan).

Sebastidn Stephan Dunlong (Ciudad de México).
Jonatdn Alejandro Gonzdlez Cazares (Jalisco).
Diego Hinojosa Téllez (Jalisco).

Jestis Omar, Nuria, Eric Ivdn y Bruno obtuvieron medalla de bronce en el examen
individual, mientras que Ricardo, Sebastian, Jonatdn y Diego obtuvieron mencién ho-
norifica.

En la prueba por equipos, los dos equipos obtuvieron medalla de bronce.
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A continuacién presentamos los problemas de la décimo séptima edicién de la Compe-
tencia Internacional de Matemadticas.

Prueba Individual

Seccion A

Problema 1. La cafeteria de la escuela elabora 289 bolillos diariamente. En una sema-
na sucedid que cada dia se consumi6 una cantidad diferente de bolillos. En algunos dias
sobraron bolillos y en otros dias hicieron falta, de modo que hubo que preparar mas.
Cada dia se registré la cantidad de bolillos sobrantes o faltantes: si sobraron se con-
sidera un nimero positivo, pero si hicieron falta se considera un nimero negativo. Al
final de la semana, se multiplicaron estos siete nimeros y el resultado fue —252. ;Cudl
fue la cantidad total de bolillos que se comieron en la cafeteria durante esa semana?

Problema 2. Encuentra el mayor entero z para el cual existe un entero positivo y tal
que 22% — 32 = 55,

Problema 3. Un circulo de radio 12 cm toca los cuatro lados de un cuadrilatero ABC' D
donde AB 'y DC son paralelos. Si BC = 25 cm y el drea de ABCD es 648 cm?,
determine la longitud, en cm, de D A.

Problema 4. El producto de dos de los primeros 17 enteros positivos es igual a la suma
de los restantes 15. ;Cudl es la suma de estos dos nimeros?

Problema 5. En el tridngulo ABC, D es un punto en el lado AB y E es un punto en el
lado AC. Sea P la interseccién de BE'y C'D. El 4rea del triangulo ABC es 12 cm?. Si
el tridngulo BPD, el tridngulo CPE y el cuadrildtero AD PFE tienen todos la misma
area, ;cudl es el area, en cm?, de ADPE?
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A 5 B

Problema 6. Considera el producto de un nimero de 2016 digitos, todos ellos 6’s, con
otro nimero de 2016 digitos, todos ellos 9’s. Encuentra la suma de los digitos de dicho
producto.

Problema 7. Sea n un entero positivo. Tanto Tom como Jerry tienen algunas monedas.
Si Tom le da n monedas a Jerry, entonces Jerry tendra 2 veces el nimero de monedas
que le quedaron a Tom. Si por el contrario, Jerry le da 2 monedas a Tom, Tom tendra
n veces el nimero de monedas que le quedaron a Jerry. Halla la suma de todos los
posibles valores de n.

Problema 8. En el tridngulo ABC, BC = 13 cm, CA = 14cmy BA = 15 cm.

D y E son puntos en los lados BC'y AC, respectivamente, tales que DE y AB son

paralelos. Si el tridngulo EDC tiene el mismo perimetro que el cuadrilatero ABDE,
BD

determina la razén SeTol

A

Problema 9. Tres rectas paralelas L, Lo y L3 satisfacen que L; estd 1 cm arriba de
Loy L3 estd 2 cm abajo de Lo. Un tridngulo rectangulo isésceles tiene un vértice en
cada una de estas rectas. ;Cudl es la suma, en cm?, de todos los posibles valores del
area de este tridngulo?

Problema 10. Cuando una persona con un IQ de 104 se mudé del pueblo A al pueblo
B, el promedio de los IQ de cada uno de los pueblos aument6 1 punto. La suma del
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nimero de habitantes de los dos pueblos es un nimero primo y la suma de sus 1Q
es 6102. Halla la suma de los IQ de los habitantes del pueblo B, incluyendo el de la
persona que se mudo.

Problema 11. Alicia se encuentra en el origen (0, 0) del plano coordenado. Ella se
mueve, de acuerdo al resultado de tirar un dado, de la siguiente manera: si cae 1, se
mueve | unidad a la derecha, si cae 2 o 3 se mueve una unidad a la izquierda, si cae
4, 5 o 6, se mueve una unidad hacia arriba. ;Cudl es la probabilidad que después de 4
tiradas Alicia se encuentre en el punto (1, 1) por primera vez?

Problema 12. En la siguiente figura, cada lado del cuadrado ABC'D mide 234 cm. Si
los rectangulos CDPQ y M N ST son congruentes, halla la longitud, en cm, de C'M.

A T B
M
S
P Q
N
D C
Seccion B
Problema 1. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que 8a b 105*
. a,bycni itivi u =, =c
y P R R OB T
6 o Encuentraa b+
y 2o a. Encuentra a c.

Problema 2. R es un punto en el segmento C'Q) tal que CR = 4 cm. Una recta perpen-
dicular a CQ interseca los circulos con didmetros CR 'y CQQ en A y B, respectivamen-
te, de manera que A y B estén en lados opuestos de C'Q). Si el circunradio del tridngulo
ABC mide v/6 cm, encuentra la longitud, en cm, de C'Q.
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B

Problema 3. ;Cudl es el mayor entero n < 999 tal que (n — 1)? divide a n2°*¢ — 1?

Prueba por equipos

Problema 1. En el diagrama que se muestra a continuacién se han unido nueve circu-
los con siete lineas, con tres circulos en cada linea. Reemplaza cada una de las letras
a,b,c,d, e, f, g, h, kporunnimero diferente de entre los nimeros 1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9,
tal que el nimero que esté en el circulo del centro de una linea continua sea igual a la
suma de los nimeros en los otros dos circulos de dicha linea y el nimero que esté en
el circulo del centro de una linea punteada sea igual a la diferencia de los nimeros en
los otros dos circulos de dicha linea.

Problema 2. Cuando los digitos de un nimero x, de tres digitos, se escriben en orden
inverso, obtenemos un nimero y tal que x + 2y = 2016. Determina la suma de todos
los posibles valores de x.

Problema 3. ;Cuéntos de los primeros 2016 enteros positivos pueden ser expresados
delaformal+2+-- -+ (k—1)+mk, donde k y m son enteros positivos? Por ejemplo,
tenemosal6 =1+2+1-3yalll=145-2.
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Problema 4. Una circunferencia con didmetro AB interseca a una circunferencia con
centro Aen C'y D. E es el punto de intersecciéon de AB y C'D. P es un punto sobre la
segunda circunferencia tal que PC = 16 cm, PD = 28 cmy PE = 14 cm. Encuentra
la longitud, en cm, de PB.

Problema 5. El siguiente diagrama muestra un arreglo de 20 circulos numerados. Note
que los circulos 3,9, 12 y 18 determinan un cuadrado. ;Cudl es la minima cantidad de
circulos que debemos quitar del arreglo para que entre los restantes no haya cuatro de
ellos que determinen un cuadrado?

O

O30,

©J0, O,
@ ® ®

® OO
® O

Problema 6. Un examen de Matematicas consiste de 3 problemas, en cada uno se
puede obtener un nimero entero de puntos desde 1 hasta 10. Cada estudiante obtiene
mds de 15 puntos y cualesquiera dos estudiantes obtuvieron puntaje diferente en al
menos un problema. Determina el mdximo nimero de estudiantes.

Problema 7. Sean z, y, z nimeros reales positivos tales que v/16 — 22 + \/25 —y2+
V36 — 22 = 12. Si la suma de z, y, 2 es 9, encuentra su producto.

Problema 8. ;Cudl es la mayor cantidad de nimeros enteros que se pueden seleccionar
desde el 1 al 2016, inclusive, tal que el minimo comun multiplo de cualquier cantidad
de niimeros enteros seleccionada es también un niimero seleccionado?



44 Problemas de Concursos Internacionales

Problema 9. Corta las seis figuras del diagrama de abajo en doce piezas, donde cada
pieza consista de cinco cuadrados, tal que no haya dos de las doce piezas que sean
iguales considerando rotaciones y reflexiones.

Problema 10. Sea T'(n) la cantidad de divisores positivos de un entero positivo n.
(Cudntos enteros positivos n satisfacen T'(n) = T'(39n) — 39 = T'(55n) — 55?

XXXI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Del 23 de septiembre al 1 de octubre de 2016 se celebré en Antofagasta, Chile, la XXXI
Olimpiada Iberoamericana de Matemdticas. La delegaciéon mexicana estuvo integrada
por los alumnos Victor Hugo Almendra Herndndez (Ciudad de México), Alfredo Alef
Pineda Reyes (Estado de México), Karol José Gutiérrez Sudrez (Colima) y Antonio
Lépez Guzmén (Chihuahua). En total hubo 88 alumnos participantes. Los profesores
que acompaiiaron a la delegacion fueron José Antonio Gémez Ortega (lider) y Luis
Eduardo Garcia Herndandez (tutor).

Victor Hugo, Alfredo Alef y Karol obtuvieron medalla de plata, y Antonio obtuvo
medalla de bronce. México ocup6 el cuarto lugar de los 22 paises participantes.

A continuacién presentamos los problemas de la XXXI Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolver-
los.

Problema 1. Determine todos los nimeros primos positivos p, g, r, k tales que

pq+qr+rp =12k + 1.
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Problema 2. Encuentre todas las soluciones reales positivas del sistema de ecuaciones:

- 1
TRy

- 1
y_22+z—1’

_ 1

T 2417

Problema 3. Sea ABC un tridngulo acutdngulo cuya circunferencia circunscrita es I'.
Las tangentes a I por B y C se cortan en P. Sobre el arco AC' que no contiene a
B se toma un punto M, distinto de A y de C, tal que la recta AM corta a la recta
BC en K. Sean R el punto simétrico de P con respecto a la recta AM y @ el punto
de interseccion de las rectas RA'y PM. Sean J el punto medio de BC'y L el punto
donde la recta paralela por A a la recta PR corta a la recta P.J. Demuestre que los
puntos L, J, A, @ y K estan sobre una misma circunferencia.

Problema 4. Determine la mayor cantidad de alfiles que se pueden colocar en un ta-
blero de ajedrez de 8 x 8, tal que no haya dos alfiles en la misma casilla y cada alfil sea
amenazado como maximo por uno de los otros alfiles.

Nota: Un alfil amenaza a otro si ambos se encuentran en dos casillas distintas de una
misma diagonal. El tablero tiene por diagonales las 2 diagonales principales y las pa-
ralelas a ellas.

Problema 5. Las circunferencias C; y Ca se cortan en dos puntos distintos Ay K. La
tangente comiin a C; y Co mds cercana a K tocaa C; en By a(Cy en C. Sean P el
pie de la perpendicular desde B sobre AC, y @ el pie de la perpendicular desde C'
sobre AB. Si E'y F son los puntos simétricos de K respecto de las rectas PQ y BC,
respectivamente, pruebe que los puntos A, E'y F' son colineales.

Problema 6. Sean k un entero positivo y ay, as, . .., ax digitos. Pruebe que existe un
entero positivo n tal que los dltimos 2k digitos de 2™ son, en este orden, a;, as, . . ., ag,
b1,bq, ..., by para ciertos digitos by, ba, . . ., b.
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Competencia Internacional de Matematicas 2016

A continuacién presentamos las soluciones de la décimo séptima edicion de la Compe-
tencia Internacional de Matemdticas.

Prueba Individual

Seccion A

Solucién del problema 1. Como el niimero de piezas que se comieron por dia son
diferentes, los siete nimeros registrados son también diferentes. Por otro lado 252 =
22 .32 . 7 es producto de siete enteros distintos en una sola forma, como producto de
—-3,—2,—1,1,2,3,y 7. Por tanto, el nimero total de piezas que se comieron durante
la semanaes 7 - 289 — 7 = 2016.

Solucién del problema 2. Tenemos que 5-11 = 55 = (27 4-3¥)(2* —3Y). Si 2* +3Y =
1y2%—3Y = 55, entonces 2! = 56, que no es posible. Si 27+3Y = 11y 2 —3Y = 5,
entonces 2! = 16 = 24, de donde = = 3. Este es el tinico y por tanto el mayor de
tales enteros.

Solucién del problema 3. Sean E., F, G, H los puntos de tangencia de la circunferen-
cia conloslados AB, BC,C D, D A respectivamente. Tenemos que AH = AFE, BE =
BF,CF = CG,DG = DH. Observamos que GE = 24 cm es la distancia entre AB
y CD, de donde se sigue que AD + BC = AB 4+ CD = 238 = 54 cm y por tanto
DA=AB+CD — BC =29 cm.

Solucion del problema 4. La suma de los primeros 17 enteros positivos es 17-18/2 =
153, lo cual es igual a la suma de dos de los niimeros con su producto. Si z,y son
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ambos numeros, entonces
Wd=zy+z+y+1l=(+1)(y+1)=1-154=2-77=7-22=11-14.

Como z,y son menores o iguales a 17, uno de ellos es 11 — 1 = 10 y el otro es
14 — 1 = 13. Tenemos, por tanto 10 + 13 = 23.

Solucion del problema 5. Denotemos por (ABC') al drea de cualquier tridngulo ABC.
Como (BPD) = (CPE), se sigue que DF es paralela a BC. Luego,

(DAP) AD AE  (EAP)
(DBP)  BD CE (ECP)

Por tanto, (DAP) = (EAP) = @. Mis atin, % =3b - Egﬁg =1 de
donde se sigue que (ADPE) = ﬁ = 9.

Solucién del problema 6. Sea n el primer niimero. El producto es igual a n(102016 —
1 =n-102°*® — n. Este ndmero consiste de 2015 copias de 6 seguidas por un 5, 2015
copias de 3 y luego un 4. Por tanto, la suma de sus digitos es 9 x 2016 = 18144.

Solucién del problema 7. Si Tom tiene x monedas y Jerry tiene y, entonces y + n =

2(z —n) y z + 2 = n(y — 2). Eliminando z, tenemos y = 224 y por tanto
14n 4+ 8 15
2y = =7
Y 2n—1 + 2n —1’

lo cual es posible solo cuando 2n — 1 = 1, 3,5 o 15. Los valores correspondientes de
(x,y) en cada uno de esos casos son (7,11), (6,6), (7,5) y (14, 4), lo cual quiere decir
que la suma de los valores posibles paranes 1+ 2+ 3+ 8 = 14.

Solucién del problema 8. Sea r = g—g = f—g. Por tanto EC = r-AC'y DC =r-BC.
Seaa = BC,b = AC,c = AB. Como el tridngulo FDC tiene el mismo perimetro

que el cuadrilitero ABDFE, tenemos que EC' + DE = AE + AB + BD y por tanto

rla+b)=c+a(l—7r)+0b1-r).
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Resolviendo para 7, obtenemos que 7 = g(*;—lfls = g—; Por lo tanto,
BD _BC DC_1_ 2
DC DC DC r e

Solucién del problema 9. Hay tres posibles valores, dependiendo de qué linea contiene
el vértice del dngulo recto. En cada caso, el tridngulo es la mitad de un cuadrado de
lado de longitud = centimetros. Como se ve en la figura, 2% = (2 + 1)? + 12 = 10,

2=12422 =5y2? = (2+1)? + 2% = 13. La suma deseada es, por tanto,
1045413 _ 14
2 .

o~ A —/

Solucién del problema 10. Antes de la migracion, sea a la cantidad de personas en el
pueblo A con un IQ total de = y sea b la cantidad de personas en el pueblo B con un
1Q total de y.

Entonces, 19 = £ 4 ] y+_:§)4
y = b(103 — b). Se 31gue que

= ¥ + 1. Por tanto, z = a(103 + a), mientras que

z+y=(a+0b)(103+a—b)=6102=2-3%-113.

Como a + b es primo, debe ser 2,3 0 113. Si es 2 o 3, entonces 103 + a — b < 105
y ¢ +y < 6102. Por tanto, a + b = 113 por lo que 103 + a — b = 54. Luego,
a=32,b=8ley = 81(103 — 81) = 1782. Por lo tanto, 1782 + 104 = 1886 es la
suma buscada.

Soluciéon del problema 11. Para llegar a (1,1) en cuatro movimientos, Alicia debe

moverse hacia arriba una vez, hacia la derecha dos veces y a la izquierda una. Sin con-

3 1 2

siderar el orden en el que esto ocurre, la probabilidad es (2) (6)2 (2) = 315 Hay

cuatro elecciones de cudndo moverse hacia arriba y 3 elecciones de cuando moverse
a la izquierda, lo cual determina completamente el movimiento. Sin embargo, las su-

cesiones (D, A, D,I),(D,A,1,D),(A,D,D,I)y (A,D,I,D) llegan al (1, 1) en el

cuarto movimiento por segunda vez. Por lo tanto, la probablhdad es 1324 = L

Solucién del problema 12. Sea F en el punto de AB tal que M E es perpendicular
a AB. Tenemos que MN = ME, MS = MSy ZMES = 90° = ZMNS. Lo
anterior quiere decir que los tridngulos M ES y M NS son congruentes, por lo que
ES =NS.
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A B
E

M
s
P Q
D C

De lo anterior se sigue que M Q) = ES+SP = SN+SP = QC+ BM, de modo que
MQ = BTC = @ = 117 cm. Esto significaque ZM NQ = 30° de modo que QN =
117y/3. Asi, PN = 234 — 117y/3 = 117(2 — v/3) cm, PD = NS = 234(2 — /3)
emy OM =CQ+ MQ = PD + MQ = 117(5 — 2v/3) cm.

Seccion B

Solucién del problema 1. Al manipular las tres expresiones, obtenemos

1+9—8 1_’_16_10 1+25—6
a2 b’ 2 ¢’ 2 a
Combinandolas todas nos da
6 9 8 16 10 25
l--4+=4+1--4+=+1—-—4+—=
a+a2+ b+b2+ c+c2 0

lo cual implica que

(-2 (-2 -2) o

Deloanteriorsesiguequel—%:O,l—%:()yl—%:O,estoes,a:3,b:4y
c=5,demodoquea+b+c=12.

Solucién del problema 2. Haremos uso del lema que establece que si 7 es el circunra-
dio del tridangulo ABC, entonces el area del tridngulo es ABBircCA

Para demostrar el lema, consideremos al circuncentro O del tridngulo ABC'y sea H
el pie de la altura desde A sobre BC'. Tracemos los diametros AE y BE. Dado que
LZABE = 90° = LAHCy LAEB = LACH, los tridngulos ABE y AHC son
semejantes y por tanto ﬁfl = AC’ de AB - AC = AE - AH. Multiplicando por BC a
ambos lados de la igualdad obtenemos que

AB-BC-AC =AF-AH -BC =2r-AH - BC.
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De esta forma, el drea del tridgngulo ABC es 3 - AH - BC = 4B-BC-AC,

Regresando al problema, sean CRy CQ los didmetros de los circulos grande y pe-
quefio, respectivamente. Entonces C R = 4. Sea N el punto de interseccion de AB con

CQ.

Dado que C'N es una altura, tenemos que
CA-CB-AB AB-CN
4/6 2
de donde CA-CB = 2v/6CN. Al ser C AR un tridgngulo rectdngulo, CA?> = CN-CR.

De manera similar CB? = CO'N - CQ. Luego, 24CN? = CA? - CB? = 4CN? - CQ
y por tanto C') = 6 cm.

(ABC) =

Solucién del problema 3. Del hecho que 72016 — 1 = (n — 1)(n2°1 42014 ... 4
n+ 1) vemos que n — 1 debe dividir a n2°*® +n2°M 4 ... 4 n + 1. Notemos, por otro
lado, que

242yl = (P 1)+ (M 1)+ -+ (= 1)+ (n—1)+2016.

Ahora, como (n — 1) divide a (n* — 1) para todo k, deberd necesariamente dividir a
2016,y como 2016 = 1-2016 = 2-1008 = 3672 = - - -, el mayor entero menor que
999 es 673.

Prueba por equipos

Solucion del problema 1. Tenemosque c = b+d=|a—e|,f =b+h=|d—k|,e =
|b—k|,h = ]g — k| y d = |a — g|. La tltima ecuacién implica que a, d, g son todos
pares o exactamente solo uno de ellos es par. Consideramos cuatro casos.
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Caso 1: a, d, g son pares. Entonces b, ¢, e tienen la misma paridad, asi como f, h, k, lo
cual es imposible poque tres o seis de los nimeros deben ser pares.

Caso 2: d es par, a, g son impares. Entonces b, c tienen paridad contraria a la de e,
mientras que f, k tienen la opuesta a h. Los nimeros pares, ademds de d, pueden ser
e, [y k,o0b,cy h.En la primera opcién, no podemos tener ¢ = |b — k| mientras que
en la segunda no podemos tener f = b + h.

Caso 3: g es par, mientras que a, d son impares. Entonces b, e tienen la misma paridad
opuesta a la de ¢, mientras que h, k tienen la paridad opuesta a f. Los nimeros pares
ademas de g pueden ser b,e y f, 0 ¢,h y k. En la primera opcién no podemos tener
f = b+ hyenlailtima debe suceder a = 9y ¢ = 4 u 8. Supongamos que fuese
¢ =8, yentonces e = 1,{b,d} = {3,5}.Sid = 5, ni g ni k pueden ser 6. Si d = 3
entonces g = 6,k = 4,h =2, f = Tperotenemos f =d+ kenvezde f =d — k.
Supongamos que ¢ = 4, entonces e = 5, {b,d} = {1,3}. Cuando d = 3 tanto g como
k deben ser 6, lo cual es imposible. Finalmente, si d = 1 entonces g = 8,k = 2y no
hay valor posible para f.

Caso 4: a es par, d, g son impares. Aqui c, e tienen paridad opuesta a b, mientras que
f, h tienen paridad opuesta a k. Los nimeros pares, ademas de a , son ¢,e, ko b, f, h.
En la primera opcién no podemos lograr f = b+ h, mientras que en la segunda tenemos
a = 4 u 8. Supongamos @ = 4 y entonces f = 8,k = 9,d = 1,9 =30g = 5.
Cuando g = 5 entonces h = 4 = a. Sig = 3 entonces h = 6,0 = 2,¢c = 3 = g.
Supongamos a = 8. Entonces f = 6y tendremos g = 90k = 9, perosi k = 9
entonces d = 3,9 = 5,h = 4,b = 2,¢c = 3 = d. Suponiendo g = 9 tenemos
d=1,k=T7h=2b=4,c=>5ye=3,locual dala tnica solucién.

Solucion del problema 2. Como z = 100a + 10b + ¢,y = 100c¢ + 100 + a, tenemos
2y+x = 102a+30b+201c = 2016. Notemos que 102a, 300, 2016 son pares pero 201
no, por lo que c debe ser par, y tenemos ¢ = 2,4, 6 u 8. Notemos que 102-9+30-9 =
1188 de modo que 201c > 2016 — 1188 = 828,y asi ¢ > 4.

Si ¢ = 6, entonces 102a + 30b = 2016 — 1206 = 810 y por tanto 17a + 4b = 135.
Esto quiere decir que 17a es miltiplo de 5 y asi @ = 5. Luego, 85 + 5b = 135 implica
que b = 10y por tanto no hay solucién.

Si ¢ = 8, entonces 102a + 30b = 2016 — 1608 = 408 por lo que 17a + 5b = 68. Por
tanto b es par y 17a termina en 8, lo cual quiere decir que a = 4, 17 -4 + 5b = 68 y
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por tanto b = 0. Como 408 + 2 x 804 = 2016, encontramos una solucion.

Solucion del problema 3. Sin = 1+ 2+ --- 4+ (k — 1) + mk entonces 2n =
k(k+2m—1). Ahora, los nimeros k y k+m — 1 tienen paridad contraria y ambos son
mayores que 1. Se sigue que si n es una potencia de 2 entonces la expresién buscada es
imposible. Reciprocamente, sea n cualquier entero positivo que no es una potencia de
2. Entonces 2n = pq para algunos enteros positivos p, ¢ donde p > 1 es impar y q es
par. Sip < g entonces 2q = p+2m— 1 paraalginm,yn = 1+2+---+(k—1)+mk
donde k = p. Si p > g entonces p = g + 2m — 1 para alglin m, y por tanto n =
14+2+---4 (k—1)+ mk donde k = g. Hay 11 potencias de 2 menores que 2016 y
por tanto hay 2016 — 11 = 2005 enteros con la propiedad buscada.

Soluciéon del problema 4. Al ser E el punto medio de C'D, el teorema de Apolonio
nos dice que PC? + PD? = 2PFE? + 2CE? y por tanto CE = 18 cm. De la férmula
de Herén tenemos que el drea del tridngulo CDP es 961/5 cm?. Mis atin, como C'A
es su circunradio tenemos que
CA— 16 - 28 - 36 :ﬂ'

4-96v5 /5

Del teorema de Pitdgoras, AE = \1/—25 y como los tridngulos AEC'y AC'B son seme-
jantes tenemos que AE - AB = AC? = AP?. Concluimos que los tridngulos AEP y

AP B son semejantes y por tanto % = %, resultando en PB = 49 cm.
C
A A/ B
E
D

Solucién del problema 5. Primero identificamos los cuadrados, del menor al mayor.
Tipo 1: (1,2,3,4),(3,4,7,8),(5,6, 11, 12), (6,7, 12, 13), (7, 8, 13, 14), (8, 9, 14, 15),
9,10, 15, 16), (13, 14, 17, 18) y (17, 18, 19, 20).

Tipo 2: (3,6, 8,13),(4,7,9,14), (7,12, 14, 17) y (8, 13, 15, 18).

Tipo 3: (3,9, 12, 18) y (4, 6, 15, 17).

Tipo 4: (1, 5,9, 17), (2,6, 10, 18), (3, 11, 15, 19) y (4, 12, 16, 20).
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Tipo 5: (1, 10, 11,20) y (2, 5, 16, 19).

En total hay 21 cuadrados, pero debemos quitar al menos un circulo en cada uno de
(1,2,3,4), (5,6, 11, 12), (7, 8, 13, 14), (9, 10, 15, 16) y (17, 18, 19, 20). Y debemos
retirar al menos dos de cada uno de (1, 2, 5, 10, 11, 16, 19,20) y (3,4, 6,9, 12, 15, 17,
18).

Supongamos que quitamos solo 5 circulos. Por simetria, podemos suponer que se quitd
el 14. Entones debemos borrar 3 0 4, 6 0 12, 10 0 16 y 19 o 20. Ahora, el cuadrado
(1,5,9,17) se mantiene. Por otra parte, si borramos los circulos 3,5, 6,14, 15y 20, no
sobrevive ninguno de los cuadrados. Por tanto, la respuesta es 6.

Solucién del problema 6. Sean x,y, z el nimero de puntos obtenidos en cada pro-
blema, respectivamente. Calcularemos el nimero de casos en los cuales la suma de
estos puntos es a lo mds 15 y lo restaremos de 102 = 1000. Esto es, contaremos
el nimero de soluciones (x,y, z) de la desigualdad = + y + z < 15 que satisfacen
1 < z,y,z < 10, el cual es equivalente al nimero de soluciones enteras (a, b, ¢) de la
desigualdad a + b+ ¢ < 12con 0 < a, b, c < 9. Ademds, esto es también equivalente
al nimero de soluciones (a, b, ¢,d) de a4+ b+ c+d = 12 que satisfacen 0 < a,b,¢ < 9
y 0 < d < 12. Si no hubiera restriccioén en los valores maximos de las variables, el
nimero de soluciones hubiera sido (;) = 455.

Aplicando el principio de inclusién-exclusiéon, debemos restar el nimero de casos en
los cuales al menos una de las variables a, b, ¢ es al menos 10 (d no puede ser mayor a
12). Hay diez casos para que solo uno de a, b, ¢ es al menos 10, y por tanto un total de
30 casos de que alguno de ellos es al menos 10. Finalmente, el nimero total de casos
en los que el total de puntos en la prueba es al menos 15 es 455 — 30 = 425 y de esta
forma, el nimero pedido es 1000 — 425 = 575.

Solucién del problema 7. Consideremos un tridngulo ABC tal que AC = 15, AB =
12, BC' = 9. Por el reciproco del teorema de Pitdgoras, ZABC = 90°. Construimos
el tridngulo rectdngulo MNC con MC = 4,CN = z, MN = /16 — 22. Del mis-
mo modo, construimos tridngulos rectangulos PQM y ARP con MP = 5, MQ =
y, PQ =+/25—y?y AP =6, PR =z, AR = /36 — 22, respectivamente.

Entonces tenemos que CM + M P + PA = 15, lo que significa que los puntos M, P
estan en el segmento AC. Los tridngulos M NC, PQM, ARP son semejantes y C'N :
M@ : PR=x:y:2z=4:5:6.Usando que x + y + z = 9, obtenemos
(x,y,2) =(2.4,3,3.6). Asi, zyz = 2.4 X 3 x 3.6 = 25.92.
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Solucién del problema 8. Sea m el mayor entero seleccionado. El minimo comtin
miltiplo de m y cualquiera de los otros enteros es al menos m, y como si fue se-
leccioando, serd exactamente m. Se sigue que todos los nimeros seleccionados son
divisores de m y podemos tomarlos todos. Asi que el problema se reduce a encontrar
qué ntimero entre 1 y 2016, inclusive, tiene el mayor nimero de divisores positivos.
Consideramos los siguientes casos.

Entre los enteros con solo un divisor primo, 2014 = 210 eg el mayor, con 11 divisores
positivos.

Entre los que tienen dos divisores primos, 26 - 33 = 1728 es el que tiene mds, con 28
divisores positivos.

Entre los que tienen tres divisores primos, 2° - 32 - 5 = 1440, es el que ms divisores
tiene, con 36 divisores positivos.

Entre los que tienen 4 divisores primos, 24 x 3 x 5 x 7 = 1680 es el que va a la cabeza,
con 40 divisores primos.

No podemos tomar uno con 5 divisores primos, puesto que 2 X 3 X 5 x 7 x 11 > 2016.
Concluimos que a lo mds 40 enteros pueden ser seleccionados.

Solucién del problema 9. La diseccién se muestra en la siguiente figura.
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Solucién del problema 10. Sea n = 3%5°11°13% para algunos enteros no negativos
a, b, c,d y algin entero positivo x primo relativocon 3 -5 - 11 - 13.
Entonces

T(n) = (1 +a)(1 +b)(1 + ¢)(1 + d)T(x),
T(39n) = 2+ a)(1+b)(1 + )2+ d)T(x),
T(55n) = (1+ a)(2+ b)(2 + ) (1 + d)T(x).

Se sigue que

39=T(39n) — T(n)
=2+a)1+b)A+c)2+d)T(z) — (1+a)(1+b)(1+c)(1+d)T(z)
=[1+b)A+)T(@)[(24+a)(2+d) — (1 +a)(l+d),

55 =T (55n) — T'(n)
=14+a)2+b)2+c)1+d)T(z)— (14+a)(1+b)(1+c)(1+d)T(x)
=1+a)1+dT@)[2+b)2+d) —(1+b)(1+d).

Como 39 y 55 son primos relativos, debemos tener 7'(x) = 1y por tanto = = 1. Ahora,

39=>1+0)1+c)B3+a+d),
55=(14+a)(1+d)(3+b+c).

Se sigue que uno de b o ces 0 y uno de a, d es 0. Hay varios casos.

Caso 1: ¢ =d = 0. Entonces 39 = 3-13 = (14+0)(34+a), 55 =5-11 = (1+a)(3+0)
y de ahi a = 10,b = 2y por tanto n = 3052,

Caso 2: a = b = 0. Entonces 39 = (1 + ¢)(3 + d), 55 = (1 + d)(3 + ¢) y por tanto
d=10,c=2yn=11213'0.

Caso3: b =d = 0, que llevaan = 310112

Caso 4:a = c = 0, que llevaan = 521310,

En conclusién tenemos que n = 31952, 1121310, 310112 ¢ 521310,

XXXI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

A continuacion presentamos las soluciones de la XXXI Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas.

Solucion del problema 1. (Solucion de Karol José Gutiérrez Suarez). Considerando
la ecuacion dada médulo 3 tenemos que pg + ¢r + rp = 1 (mod 3). Si ninguno de
los ndmeros p, g y r es 0 médulo 3, entonces son 1 0 2 mddulo 3. La cantidad de tales
nimeros congruentes con 2 médulo 3 puede ser 3, 2, 1 o 0. Lo anterior nos permite
dividir el problema en los siguientes casos.

= Si(p,q,7) =(2,2,2) (mod 3), entonces pg+qr+rp =4+4+4=1+1+1=
0 (mod 3), lo que es una contradiccién, pues 1 Z 0 (mod 3).
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= Si(p,q,7) = (2,2,1) (mod 3) en algiin orden, entonces pq + qr + rp = 4 +
2 + 2 =2 (mod 3), lo que es una contradiccién.

m Si(p,q,7) = (2,1,1) (mod 3) en algdn orden, entonces pg + qr + rp = 2 +
2+ 1 =2 (mod 3), lo que es una contradiccion.

» Si(p,q,7) =(1,1,1) (mod 3), entonces pg+gr+rp=1+1+1=0 (mod 3),
lo que es una contradiccion.

Entonces, alguno de p, ¢ o v debe ser miltiplo de 3; sin embargo, como son niimeros
primos, uno de ellos es igual a 3. Sin pérdida de generalidad, supongamos que p = 3.
Sustituyendo en la ecuacidén original, tenemos que gr + 3¢ + 3r = 12k 4 1, lo cual
implica que gr+3q+3r+9 = 12k+10. Estoes, (¢+3)(r+3) = 2 (mod 4). Si ambos
q y r son impares, tenemos que ¢ + 3y r + 3 son pares y, por lo tanto, (¢ + 3)(r + 3) es
muiltiplo de 4, lo cual no es posible. Luego, alguno de g o 7 es par. Como el tinico primo
par es 2, podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ = 2. Sustituyendo en la
ecuacion original, obtenemos que 2 - 3 4+ 2r 4+ 3r = 5r 4+ 6 = 12k 4 1, lo cual implica
que 57 + 5 = 12k. Esto es, 12k = 0 (mod 5), de donde se sigue que k£ = 0 (mod 5)
ya que 12 y 5 son primos relativos. Tenemos entonces que 5r + 5 = 12(5) = 60, de
donde r = 11 el cual es primo. Por lo tanto, las soluciones son k = 5y p, g, r iguales
a2,3,11 en algtn orden.

Solucion del problema 2. (Solucion de Antonio Lopez Guzman). De la ecuacién
r = m obtenemos zy? + zy — x = 1y, por tanto, xy> + xy = x + 1. Esto
es, zy(y + 1) = = + 1. Haciendo lo mismo con las otras ecuaciones obtenemos que
yz(z+1)=y+1lyza(z+1)=2z+1.

Multiplicando las tres ecuaciones obtenemos que z2y%2%(z + 1)(y + 1)(z + 1) =
(x +1)(y + 1)(z + 1). Como z,y, z son positivos, concluimos que z?y%2% = 1, es
decir, zyz = 1.

Con este resultado, regresamos a la ecuacién original que daba zy? + 2y —x = 1y
sustituimos xy? = 4wy = % para obtener U?H =x+ 1. Portanto,y +1 =x2+ 2,
deahi,y +1— 4 = z.

Por simetria tenemos que z + 1 — % =zyr+1-— % = y. Sumando las tres ecuaciones

resulta que

1 1 1
x+y+z+3—(—+—+—)=w+y+z
T Yy z

y, por tanto, % + % + % = 3. Usando que zyz = 1, la dltima expresién es equivalente
azy+yz+zr=3.

Regresando a la ecuacién original, x = cambiamos x por yiz y obtenemos

1
y24y—1°
yz = y?> + y — 1. Por la simetria del problema, tenemos que vz = 22 + 2z — 1y

ry = 2% + x — 1. Sumando las tres expresiones resulta que
zy+yzt+ze= (2 +P+2) +(x+y+2)-3

y, por tanto, 6 = (22 + y% + 22) + (z + y + 2). Usando la identidad 22 + 3 + 22 =
(x+y+2)?—2(zy +yz+ 2z), se sigue que 12 = (x +y + 2)? + (x + y + z). Con
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el cambio de variable u = x + y + z, obtenemos la ecuacién cuadrética 12 = u? + u.
Las soluciones de esta ecuacién son © = 3y u = —4, la segunda se descarta pues
x + y + z es positivo. Todo este proceso nos permite deducir que x + y + 2z = 3y de
ahi, 22 + y2 + 22 = 3.

Comoz+y+z=3yzy+yz+zz= (22 +y?>+22)+ (r+y+2) — 3, tenemos que
2(xy +yz+ zx) = 2(2? +y% + 22), esto es, 2(2? +y? + 22) — 2(xy + yz + zx) = 0.
Sin embargo, 2(z? + y? + 22) = 2(zy + yz + 22) = (z —y)* + (y — 2)* + (z — )2,
de modo que (z — y)? + (y — 2)? + (2 — x)? = 0. Pero, si la suma de tres cuadrados
vale cero, entonces cada uno de ellos también. Por lo tanto, x = y = z, lo cual permite
concluir que (x,y, z) = (1,1, 1) es la dnica solucién.

Solucién del problema 3. Por ser PBC un tridngulo isésceles, se tiene que P.J es
altura desde P, lo cual implica que ZK JL = 90°. Por otro lado, al ser Ry P puntos
simétricos con respecto a AM se tiene que AM y RP son perpendiculares. Del para-
lelismo de AL con PR, se tiene que ZK AL = 90° = LK JLy, por lo tanto, AJK L
es un cuadrildtero ciclico. Solo resta probar que () estd en el mismo circuncirculo de
alguno de estos tres. Sean M’y S los puntos de interseccién de PM y PA conT.

P

Por construcciéon BC' es la polar de P con respecto a I', por lo tanto, las diagonales
del cuadrildtero ASM M’ deben cortarse en BC, entonces AM y SM’ concurren so-
bre BC. Por el cuadrildtero ciclico ASM M, se tiene que ZKM'Q = /KM'M =
LSAM = /ZPAM.

Por otro lado, ZPAM = ZMAQ = ZKAQ por la simetria de Ry P con respecto
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a AM, con esto y la igualdad de dngulos anterior se tiene que ZKM'Q = /K AQ,
de donde se sigue que K M’ AQ es ciclico. Entonces, ZAQK = ZAM'S = ZACS
(la dltima igualdad se da por el cuadrilétero ciclico ASM'C'). Luego, si probamos que
LAJB = LACS, se tendrd que el cuadrilitero AJKQ es ciclico (pues los dngulos
LAQK y ZK J A serfan suplementarios).

Para probar esto tltimo recordemos que AP es simediana del tridngulo ABC' desde
A, entonces AP y AJ son isogonales con respecto al dngulo ZBAC, por lo tanto,
/BAJ = ZSAC. Por otro lado, tenemos que L/CSA = ZCBA = ZJBA. De es-
to se concluye por el criterio AA que los tridngulos ABJ y ASC' son semejantes, de
donde LZAJB = ZAC'S como se queria probar.

Solucién del problema 4. (Solucién de Victor Hugo Almendra Herndndez). De-
mostraremos que los alfiles en casillas negras solo atacaran casillas negras y los alfiles
en casillas blancas solo atacardn casillas blancas. Por esto, podemos restringir nuestro
andlisis unicamente a alfiles en casillas de un solo color, digamos, negras.

En total hay 7 diagonales ' y 8 diagonales “\, resultando un total de 15 diagonales.
Sea k la cantidad total de alfiles negros en una configuracién que cumpla las condi-
ciones del problema. Cada alfil estard en la interseccion de 2 diagonales y cada alfil es
atacado por a lo mds otro alfil, de modo que al contar las dos diagonales involucradas
en cada uno de ellos, repetimos a lo mas g diagonales (pues los alfiles se emparejan
segun los ataques). Por lo tanto, 2k — % (que es la cantidad de diagonales al contarlas
por alfiles) no puede exceder a 15 (que es la cantidad total de diagonales).

De la desigualdad 2k — % < 15 concluimos que k£ < 10. Solo falta ver que £ = 10
se puede alcanzar, lo cual ilustramos poniendo un alfil en cada casilla marcada en la
siguiente figura.

Reflejamos ese arreglo respecto de la horizontal para colocar los alfiles de las casillas
blancas y con esto hemos demostrado que si es posible acomodar 20 alfiles y que es la
mayor cantidad posible.
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Solucion del problema 5. (Solucién de Karol José Gutiérrez Suarez). Por las tan-
gentes veamos que /BCK = /CAK y /ZKBC = /K AB, entonces /BKC =
180°—(LKBC+/BCK) = 180°—(LCAK+/KAB) = 180°-~/BAC = /BFC
donde la tltima igualdad se da por la reflexién de K sobre BC'. Entonces, el cuadrilate-
ro ABFC es ciclico, pues ZBAC + ZBFC = 180°. Sea H la interseccién de BP
y CQ, claramente H es el ortocentro del tridngulo ABC. Por ser H el ortocentro po-
demos ver también que /BHC = 180° — ZBAC, entonces /BHC = /BKC de
donde se tiene que BH K C es ciclico. También, como ZAPH = ZHQA = 90°, se
tiene que AQH P es ciclico al igual que PQBC, en particular se concluye del cicli-
co PQBC que los tridngulos ABC'y AP(Q son semejantes. Por el ciclico H K BC
se tiene que ZQHK = /KBC = /KAB, entonces /ZKHQ = /K AQ. Luego,
KQAH es ciclico, pero AP H() también es ciclico, de manera que AQK HP es un
pentagono ciclico, por lo tanto, /K PQ = /ZKHQ = ZKBC = ZCBF. Aniloga-
mente, /PQK = Z/BCF.

Por los angulos tenemos que AQK P y ACF B son semejantes, pues los tridngulos
APQ y ABC son semejantes, asi como también lo son los tridngulos PQK y BCF.
Luego, F es a K en el tridngulo AQ P como K es a F en el tridzngulo ABC, pues son
los reflejados. Entonces, como PQ y BC son antiparalelas con respectoa AB y a AC,
tenemos que los dngulos se intercalan, por lo que /FAB = /ZKAP = /EAB. Asi,
los puntos A, E'y F son colineales.

Solucién del problema 6. (Solucion de Alfredo Alef Pineda Reyes). Primero demos-
traremos dos lemas.

Lemal Elorden de 2 médulo 5™ es ¢(5™) para todo entero n > 1.
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Demostracion: Sea k el orden de 2 médulo 5™, esto es, k es el menor entero positivo
tal que 2¥ = 1 (mod 5"). Es conocido’ que k | ¢(5™), esto es, k | 4 - 5", Entonces,
kesdelaformab®-s,con0<i<n-—1 y s = 1,2 0 4. Observemos que k # 1y que
k # 2 para cualquier entero n.

Supongamos que & = 5 coni > 0, entonces 5 | 2F — 1 = 25" — 1. Demostremos
por induccién que 2" = 2 (mod 5). Por el teorema pequefio de Fermat, tenemos
que 2° = 2 (mod 5). Si para algln entero [ se tiene que 2! = 2 (mod 5), entonces
25" = (251)5 = 25 = 2 (mod 5), con lo que el paso inductivo queda demostrado. En
particular, 2°° = 2 (mod 5). Pero, 5 | 2°" — 1, esto es, 2°° = 1 (mod 5), lo que es una
contradiccién. Por tanto, s = 2 0 4. ‘ »

Ahora, supongamos que k = 5 - 2, con i > 0. Entonces, 2°"? = (2°")2 = 1 (mod 5).
Pero, por lo visto en el caso anterior, 2°° = 2 (mod 5), por tanto, (2°)? = 22 =
4 (mod 5), que es una contradiccién. Por tanto, k = 5% - 4.

Como 5 | 2*—1 = 15y 5no divide ni a2, ni a 1, entonces es un lema conocido (Lifting
The Exponent Lemma) que v5((2%)%" — (1)®) = v5(2* — 1) + v5(5°) = 1 + . Pero,
57 | 254 — 1, entonces v5(2° % — 1) = i 4+ 1 > n, es decir, i > n — 1. Sin embargo,
ya se demostr6 que ¢ < n — 1, por tanto, k = 5r—l.g4 = ¢(5™), como se queria.

Lema 2 Existen digitos ¢1,c¢2,...,cx y di1,ds, ..., dy tales que los enteros

ai1ag -+ -arpCiCy -+ - Ck y a1as - "a/kdldQ' ..dk

son miiltiplos consecutivos de 4*.

Demostracién: Consideremos los 10* enteros consecutivos de 2k digitos:

ajag---ag00---0, ajaz---ax00---1, ..., ajaz---a99---9.

Es conocido que entre cualesquiera ms enteros consecutivos, con m y s enteros no
negativos, hay al menos m multiplos consecutivos de s. Entonces, para que existan dos
enteros que sean miltiplos consecutivos de 4% entre los 10* enteros anteriores, basta
con demostrar que 10F = 2% . 5% > 2. 4% esta dltima desigualdad es cierta para k > 1
y el lema queda demostrado.

Sean M - 4% y (M + 1) - 4% los dos miiltiplos de 4* del lema 2. Supongamos que 5
divide a ambos enteros. Como 5 divide a M - 4%, entonces 5 divide a M. Andlogamente,
5 divide a M + 1. Lo anterior implica que 5 divide a dos niimeros consecutivos (M
y M + 1), algo que no puede suceder. Por tanto, existe un miltiplo de 4% de la forma
S = ajag---agbibs - - - by, con by, bs, ..., by digitos, tal que no es multiplo de 5, en
particular 5 no divide a b;. Demostremos que existe un entero n tal que la representa-
cién decimal de 2" terminaen S.

Como el orden de 2 médulo 52* es ¢(52%) (por el lema 1), entonces para todo valor
a, con med(a, 52%) = 1 = mcd(a,5), hay un entero s tal que 2° = a (mod 52¥)
y 1 < s < ¢(5%%). Pero, mcd(S,5) = 1, entonces existe un entero [ entre 1y
#(5%%) tal que 2! = S (mod 52%). Ademds, el teorema de Euler® nos garantiza que

"Ver el articulo Orden de un niimero de Tzaloa No. 3, 2016.
8Ver en el apéndice el teorema 3.
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29(5"") = 1 (mod 52%); por tanto, 2!T5¢G™) = (21) . (2¢65°))s = 2l = § (mod 52*)
para todo entero s > 0. Entonces, hay un entero n > 2k tal que 2" = S (mod 5%*).
Ademds, como n > 2k, 2" = 0 (mod 22*). Recordemos que S = 0 (mod 2%F),
entonces 2" = S (mod 2%%). Como 2" = S (mod 5%), 2" = S (mod 22%) y
mcd(52%, 22%) = 1, tenemos que 2" = S (mod 10%F). Esto tltimo implica que los tlti-
mos 2k digitos de 2" son aq, as, ..., ak, b1, bo, ..., by, en ese orden, como queriamos.



Apéndice

Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia =c (mod m)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Euler). Sia y n son enteros positivos primos relativos, entonces a®™ =
1 (mod n).

Teorema 4 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > kg, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m) - (n —m)lm!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
oy =3 ()
k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si zy, zo, . ..
son niimeros reales positivos, entonces

T1+Ta+ -+ Tp
n

> Y122 Ty,

v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = x3 = -+ = Ty,

Teorema 8 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para cualesquiera niimeros reales x1,
ey Ty YL, - - -5 Yn S€ cumple que,

n 2 n n
2 2
E Ty | < E Z; E Yi
=1 =1 =1

La igualdad se verifica si 'y solo si existe un niimero real \ tal que x; = \y; para todo
1=1,...,n.

Teorema 9 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 10 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A’B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.
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Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ZABC = L/A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A’C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC CcA

A’B" — B'C’" T C'A”"

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.

Teorema 11 (Tales). Si ABC es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y C A, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE’
Teorema 12 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA

que oo = Ac-

Teorema 13 (Ley de senos). En un tridngulo de lados a, by c, se cumple la relacion

a b c

sena  senf3  senwy

=2R,

donde « es el dngulo opuesto al lado a, ( es el dngulo opuesto al lado b, vy es el dngulo

opuesto al lado ¢, y R es el radio de la circunferencia circunscrita del tridngulo.

Teorema 14 (Ley de cosenos). En un tridngulo de lados a,by c, se cumple la relacion
a? =b%+ ¢® — 2bccos o,

donde « es el dngulo opuesto al lado a.

Teorema 15 (Férmula de Herén). El drea de un tridngulo de lados a,by c 'y semi-
perimetro s = %b“ esigual a

\/S(S —a)(s—b)(s—c).

Teorema 16 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C N son concurrentes
siysolosi% . %-% =1

Teorema 17 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C A y AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . % . % = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo semi-inscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.
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3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 18 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 19 (Medida del angulo semi-inscrito). La medida de un dngulo semi-inscrito
en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 20 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 21 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir,

/DAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
Teorema 22 (Ptolomeo). Un cuadrildtero convexo ABC D es ciclico siy solo si

AC-BD =AB-CD+ BC - AD.
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