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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacioén de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2017, Numero 1

Tzaloa recibe el afio con optimismo e inicia su noveno afio de publicaciones trimes-
trales ininterrumpidas. La consistencia de su publicacion en el contexto nacional, es
un ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes que con su tra-
bajo comprometido contribuyen al proyecto. Es asi que iniciamos este 2017 llenos de
entusiasmo.

Pasando al contenido, destaca el articulo Enteros como suma de dos y de cuatro cua-
drados, de nuestro amigo Julio César Diaz Calderén. En él, se introducen al lector
principiante y también al lector avanzado, algunas técnicas de resolucién de ecuacio-
nes diofantinas desde el estudio de un ejemplo muy particular, como es el teorema de
Fermat de la suma de dos cuadrados. Estamos seguros que este trabajo serd de mucha
utilidad para el lector interesado en el tema.

Vocablo néhuatl cuyo significado en espaiiol es aprender.



Presentacion Y

Como en cada nimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de las
diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones, exdme-
nes y demads contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especialmente pen-
sando en el lector. De tal forma, que estando todo listo, solo nos queda desear que todos
nuestros lectores tengan un feliz y préspero afio 2017.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemadtica de
nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jovenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacion matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

312 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:
= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccién y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 31* Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 1998. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2017-2018 y, para el 1° de julio de 2018, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.



VI Presentacion

Para la primera etapa, los participantes deberan inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 31* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
6 al 10 de noviembre de 2017 en Monterrey, Nuevo Le6n. A los primeros lugares de
este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccién que se realizard
durante aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2017
y hasta la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los in-
tegrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 59 Olimpiada Internacional
de Matematicas (Rumania, julio de 2018) y a la XXXIII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (Portugal y Espaiia, septiembre de 2018).

De entre los concursantes nacidos en 2001 o después y premiados en el Concurso
Nacional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XX Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (Cuba, junio de 2018).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
México en la VII Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) a celebrarse
en el mes de abril de 2018.

12 Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica

En el afio 2017, la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM) organiza la Primera
Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica (OMMEB). Podran par-
ticipar los alumnos de Primaria y Secundaria, de acuerdo a los siguientes niveles.

Nivel I. Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria o una institucién equivalente.
Los estudiantes no deben haber cumplido 12 afios al 1 de julio de 2017.

Nivel II. Estudiantes de sexto afio de primaria y primer afio de secundaria o una insti-
tucién equivalente. Los estudiantes no deben haber cumplido 14 afios al 1 de julio de
2017.

Nivel III. Estudiantes de segundo afio de secundaria o una institucién equivalente. Los
estudiantes no deben haber cumplido 15 afios al 1 de julio de 2017.

La participacién en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.

El concurso nacional de la 1* OMMEB se realizard en Oaxtepec, Morelos, del 15 al 18
de junio de 2017. Cada Estado participante lo puede hacer con a lo mds un equipo en
cada categoria. Cada equipo estard integrado por un maximo de 4 personas: un lider y
3 estudiantes (una misma persona puede ser lider de mds de un equipo).



Presentacion VII

Habra dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual para el
nivel I constard de 15 problemas a responder en 90 minutos, mientras que para los
niveles II y III, constard de dos partes. La parte A consistird de 12 problemas en la cual
solo la respuesta es requerida. La parte B consistird de 3 problemas y las soluciones
tendrdn que ir acompanadas de argumentos o explicaciones que sustenten la respuesta.
La prueba por equipos en los tres niveles, consistird de 8 problemas a resolver en 60
minutos.

Los ganadores de los distintos niveles se preseleccionardn para recibir entrenamiento y
presentar exdmenes selectivos para conformar a los equipos que representardn a Méxi-
co en la Competencia Internacional de Mateméticas (IMC), que se realizard en Burgas,
Bulgaria durante el verano de 2018.
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Enteros como suma de dos y de
cuatro cuadrados

Por Julio César Diaz Calderon

Nivel Avanzado®

Introduccion

El propésito de este texto es introducir algunas técnicas de resolucién de problemas en
ecuaciones diofantinas desde el estudio de un ejemplo particular: el teorema de Fermat
de la suma de dos cuadrados. Una ecuacién diofantina es cualquier ecuacién de la
forma

f(SCl,SCQ,...,In):O, (1)

donde f es una funcién polinomial en n variables con coeficientes racionales. El caso
que nos interesa es cuando f es un polinomio con coeficientes enteros con n > 2
y la ecuacién (1) en este caso se denomina ecuacién diofantina algebraica. En este
contexto, resolver una ecuacién diofantina algebraica significa determinar cuéles son
todas las configuraciones (x1, za, . .., x,), donde a1, z3, . . . , &, son nimeros enteros
que satisfacen (1).

El estudio de técnicas para resolver cierto tipo de ecuaciones diofantinas se vuelve muy
importante a partir de la resolucion del problema diez de Hilbert, el cual establece que
no hay un método general para resolverlas. La lista de problemas de Hilbert es la mds
famosa en el 4mbito matematico y consiste de 23 problemas que formul6 el matematico
David Hilbert en el Congreso Internacional de Matematicas en Paris en 1900. Segin
Hilbert, dichos problemas era en los que valia la pena trabajar en el nuevo milenio.

2Este articulo estd basado en una platica titulada Técnicas de resolucién de problemas en ecuaciones
diofantinas que se presenté el 25 de octubre de 2016 en la sesion especial por el treinta aniversario de la
Olimpiada Mexicana de Matematicas. Esta sesion tuvo lugar en el XLIX Congreso Nacional de la Sociedad
Matemadtica Mexicana en Aguascalientes, Aguascalientes.
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El problema diez de Hilbert consiste en determinar si es posible encontrar un proceso
en el que en una cantifidad finita de operaciones se sefiale si una ecuacién diofantina
tiene una solucién en los niimeros racionales. En 1970, Yuri Matiyasevich demostrd,
con la ayuda del trabajo previo de Martin Davis, Hilary Putnam y Julia Robinson, que
no es posible decidir la existencia de soluciones de una ecuacién diofantina. Mds atn,
demostr6 que existe un polinomio explicito F(zg, 21, X2, ..., Z,) tal que no hay un
algoritmo que, dado un entero a como entrada, pueda decidir en un nimero finito de
pasos si la ecuacion F'(a, 1, xa, ..., x,) = 0 tiene una solucién en los enteros.
Como las técnicas de resolucion de ecuaciones diofantinas son demasiadas, nos limita-
remos a desarrollar las que surgen al trabajar con una ecuacién diofantina particular:

n=a%+ b2 2)

Esta ecuacidn aparece de manera natural cuando se estudian las ecuaciones diofantinas
en tres variables cuyo mdximo exponente es 2. Una ecuacién mds sencilla que también
sirve de motivacién para (2), es la ecuacién de las ternas pitagéricas:

A =a®+ b2 3)

Se puede demostrar que las soluciones en los enteros positivos de (3) son de la forma
a = p?—q% b= 2pq,c= p?+q>, para cualesquiera dos enteros p y q tales que p > q.
El problema 1 ayuda a demostrar este hecho.

Este articulo se divide en tres partes. En la primera se dard respuesta a la interrogante
detrds del teorema de Fermat: ;cudles son los enteros que se pueden escribir como suma
de dos cuadrados de enteros? Las siguientes dos secciones desarrollan dos preguntas
de investigacidn relacionadas con el teorema principal. Se concluye con una lista de
problemas para aplicar lo expuesto en el articulo.

El teorema de Fermat de la suma de dos cuadrados

Si se hacen los célculos para los primeros enteros positivos, es posible determinar que
3 no se puede escribir como suma de dos cuadrados. Los siguientes: 6, 7, 11, 12, 14,
15, etc., no arrojan demasiada informacién respecto a cémo deben ser estos nimeros.
La clave en estas situaciones es restringir el problema a una familia de enteros, por ello,
se resolverd primero la ecuacién diofantina:

p= a? + b2, @)

con p un primo. Para poder resolver (4) serd necesario desarrollar una teoria llamada
aritmética modular.

Definicion 1 (Congruencias). Dos enteros a 'y b son congruentes médulo un entero n
si n divide a a — b. Se escribird a = b (mod n) para indicar que a es congruente a b
modulo n.

Bajo la definicién anterior, todo entero es congruente a 0, 1,2 o 3, médulo 4. Ademas,
el cuadrado de todo entero serd congruente a 0 o 1 médulo 4. Asi, p = a®+b2=0,1
0 2 (mod 4). Esto elimina la posibilidad de que un primo de la forma 4k + 3 se pueda
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escribir como la suma de dos cuadrados. Un desarrollo introductorio de la aritmética
modular se puede consultar en el libro Teoria de niimeros de Maria Luisa Pérez Segui.
Todo nimero primo distinto de 2, es de la forma 4k + 1 o de la forma 4k + 3. Por la
observacién anterior, para que un primo sea suma de dos cuadrados, entonces p debe
ser 2 o de la forma 4k + 1. Resulta que estos nimeros si se pueden escribir como
suma de dos cuadrados. Para probarlo y eliminar algunos casos en la versién general
del problema se demostrard el siguiente lema:

Lema de Lagrange: La ecuacién u? + 1 = 0 (mod p) tiene solucién si y solo si
p=1(mod4)op=2.

Demostracion: Este lema utiliza dos teoremas cldsicos de teoria de ndmeros, el teo-
rema pequefio de Fermat y el teorema de Wilson.

Teorema pequeiio de Fermat: Si p es un primo y a es un entero que no es multiplo
de p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema de Wilson: Si p es un primo, entonces (p — 1)! = —1 (mod p).

Las demostraciones de ambos teoremas, asi como ejemplos y ejercicios, se pueden
consultar en el libro Teoria de niimeros. Supongamos que la ecuacién u? +1 = 0 (mod
p) tiene solucién y que p = 4k + 3 con k un entero positivo. Como u? + 1 = 0 (mod
p), entonces med(u, p) = 1; asi, por el teorema pequefio de Fermat, uP~! = 1 (mod p).
Entonces, u***2 = 1 (mod p). Sin embargo, u***+? = (u2?)?k+! = (—1)%+1 = 1
(mod p). Por tanto, 1 = —1 (mod p), es decir, p = 2, lo cual es una contradiccién.
Entonces,p =1 (mod4)op = 2.

Ahora, si p = 4k + 1 para algiin entero positivo k, el teorema de Wilson nos garantiza
que:

0 = (p )'+1
1:2-(2k—1)- (2k) - 2k +1) - 2k +2) -+ (4k — 1) - (4k) + 1
1.2 (2k—1)- (2k) - (=2k) - (=(2k — 1)) -+ (=2) - (=1) + 1
(— 1) "((2k))? +1
((2K))? 41 (mod p).

Asi, u = (2k)! es una solucién de u? 4+ 1 =0 (mod p). Para el caso p = 2, basta con
verificar que © = 1 cumple. Con lo que queda demostrado el lema de Lagrange.

Para concluir que todos los primos de la forma p = 4k + 1 pueden escribirse como
suma de dos cuadrados es necesario introducir una nueva herramienta: el principio de
las casillas.

Principio de las casillas:  El principio de las casillas establece que si se colocan £+ 1
objetos en k casillas, entonces se tendran que colocar dos objetos en una misma casilla.
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La dificultad de los problemas que se resuelven al aplicar un argumento que usa el
principio de las casillas radica en identificar cudles son los objetos y cudles son las ca-
sillas. Para una discusién a profundidad de cémo utilizar el principio de las casillas, se
recomienda consultar el libro Principio de las casillas de José Antonio Gémez Ortega,
Rogelio Valdez Delgado y Rita Vazquez Padilla. Demostraremos el siguiente lema:

Lema 1: Los primos de la forma 4k + 1 se pueden escribir como suma de dos cua-
drados.

Demostracion: En este caso las casillas serdn los ndimeros 0,1,2,...,p — 1, estos
cumplen que cada entero es congruente a uno de ellos médulo p. Los objetos corres-
ponderdn a los enteros de la forma uz — y, donde u es el entero que se obtuvo en el
lema de Lagrange y 0 < z,y < /p. El niimero de parejas (z,y), que cumplen las
condiciones del problema es (|,/p] + 1)* > (,/p)> = p. Por tanto, hay al menos
p + 1 enteros de la forma ux — y y p posibles congruencias médulo p, entonces el
principio de las casillas nos garantiza que existen dos enteros uz; — y; y uZa — ¥
tales que ux; — y1 = uxs — yo (mod p). Entonces, u(x; — x2) = —(y1 — y2) (mod
p), por tanto, u?(z; — x2)? = (y1 — y2)? (mod p). Pero, u?> = —1 (mod p), entonces
—(z1 — 12)? = (y1 — y2)? (mod p). Luego, (z1 — x2)? + (y1 — y2)? es un miltiplo
de p. Sin embargo, 0 < (z1 — 22)* + (y1 — ¥2)* < (y/p)* + (y/p)* = 2p. Por tanto,
(r1 — 12)? + (y1 — y2)? = p, con lo que queda demostrado el lema. O

Para demostrar el teorema principal es necesario probar un lema que se obtiene por
medio de una manipulacién algebraica conocida como la identidad de Brahmagupta.
Su demostracién es inmediata al desarrollar ambos lados.

Identidad de Brahmagupta: Si a, b, ¢, d son nimeros reales, entonces

(a® + b2)(c® + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)?.

Lema 2: Sin y m se pueden escribir como la suma de dos cuadrados, entonces nm
también se puede escribir como la suma de dos cuadrados.

Demostracion: Sin = a?+b%y m = c¢?>+d?, laidentidad de Brahmagupta garantiza
que mn = (ac—bd)? + (ad + be)?. Por tanto, mn se puede escribir como suma de dos
cuadrados. 0

Definicién 2. Un entero m es libre de cuadrados si todo primo p que divide a m es tal
que p? no divide a m.

Teorema de Fermat de la suma de dos cuadrados: Un entero positivo n es la suma
de dos cuadrados si y solo si cada factor primo p de n tal que p = 3 (mod 4) aparece
con un exponente par en la factorizacién en primos de n.
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Demostracion: Sean un entero, entonces lo podemos escribir comon = r2m donde
m es un entero libre de cuadrados. Si n = a® + b2, con n,a,b € Z, entonces n =
d?(2* +y?) donde d = med(a, b), a = dz y b = dy. Asi, 5 = TZ;” = 2%+ y?. Como
m es libre de cuadrados, entonces d? divide a 72, por tanto, x? + y2 = tm, para algtin
entero t. Sea p un primo divisor de m. Supongamos que p = 4k + 3, para un entero
k. Se sabe que 22 + y? = 0 (mod p) y que med(x,y) = 1, entonces med(z,p) =
mcd(y, p) = 1. Ademds, #2 = —y? (mod p), entonces (22)2k+1 = (—1)2k+1(y2)2k+1
(mod p), que equivale a zP~1 = —yP~! (mod p). Pero, mcd(z,p) = mcd(y,p) = 1,
entonces el teorema pequefio de Fermat asegura que 2P~ = y?~! = 1 (mod p), asi
= —1 (mod p). Por tanto, p = 2, lo cual es una contradiccion. Entonces, todo divisor
primo p de m cumple que p =1 (mod 4) o p = 2.
Ahora, si todo factor primo p tal que p = 3 (mod 4) aparece con exponente par en la
descomposicién en factores primos de n, entonces m solo puede tener como factores
primos a 2 y a primos p tales que p = 1 (mod 4). Dado que 2 =12 + 12 y el lema 1 es
cierto, entonces todo factor primo de m se puede escribir como suma de dos cuadrados.
Por tanto, el lema 2 garantiza que m se podrd escribir como suma de dos cuadrados,
asi m = 2% + y2, con x e y enteros. Entonces, n = (rz)? + (ry)2. En conclusién, n se
puede escribir como suma de dos cuadrados. O

La siguiente demostracion de Dietmann y Elsholtz ilustra cémo utilizar el teorema
anterior para resolver ecuaciones diofantinas. Se invita al lector a intentar resolver el
problema antes de ver su solucién.

Problema 1: Sea p un primo con p = 7 (mod 8). Demuestra que no hay enteros
positivos z, y, z tales que 22 + 3% + 2% = p?.

Demostracién:  Si existiera una solucién, entonces 2 +y? = (p — 2?)(p + 22). Si 2
es par, entonces p — 22 = 3 (mod 4). Si z es impar, entonces p + 22 = 3 (mod 4). En
ambos casos p — 22 0 p + 22 contiene un primo divisor ¢ tal que ¢ = 3 (mod 4) y que
es de multiplicidad impar. En efecto, sin = p+220on =p+ 22 ysi

n = 2% H pﬁp H q'Yq
p=1 (mod 4) g=3 (mod 4)

donde p corre sobre todos los primos de n de la forma 4%k + 1 en el primer producto, ¢
corre sobre todos los primos de n de la forma 4k + 3 en el segundo producto y 7y, son
todos pares, entonces

,
n=20 [ 1% J[ @k+3v =20 J[ (16k2 +24k,+9)7
p=1 (mod 4) g=3 (mod 4) g=3 (mod 4)
= 2° (mod 4),

que no puede ser congruente con 3 médulo 4. Por tanto, por el teorema de Fermat de la
suma de dos cuadrados, tanto p — z? como p + 22 son divisibles por ¢. Luego, la suma
de ambos nimeros, 2p, y su diferencia, —222, son divisibles entre q. Dado que p es un
primo, entonces p = ¢; ademds como z # 0, entonces ¢ divide a z. Lo anterior implica
una contradiccién pues z2 + y2 + 2% > ¢* > ¢* = p?.
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Unicidad de las soluciones

Una vez resuelto el problema inicial sobre qué enteros se pueden escribir como la
suma de dos cuadrados, la pregunta que surge es: ;dicha representacion es tinica en los
enteros positivos? Es decir, ;puede ocurrir que n = a?+b? = c2+d? conn, a, b, c,d €
Z* y{a,b} # {c,d}? Larespuesta es afirmativa, por ejemplo: 65 = 12 +82 = 42472,
Sin embargo, conocer cudntas representaciones tiene un nimero como suma de dos
cuadrados es complicado. En este apartado resolveremos el problema anterior para los
primos.

Lema 3: Si hay dos pares no ordenados (z,y) de enteros positivos que satisfacen la
ecuacion

22 4y =n,

entonces n es compuesto.

Demostracién 1: Suponga que existe un primo n = p tal que 22 + y? = n tiene
dos soluciones enteras positivas (a,b) y (¢, d). Sin pérdida de generalidad, ac + bd >
ad + bc. Sea w una circunferencia de didmetro /p. Por el teorema de Pitdgoras es
posible construir un cuadrildtero convexo ABC'D con vértices en w tal que AB = a,
BC=0bCD=c,DA=dy AC = /p. Sea BD = ry sea X la interseccién de AC
y BD. Como ABCD es ciclico, el teorema de Ptolomeo® garantiza que AC - BD =
AB-CD + BC - DA, es decir, 7,/p = ac + bd. Denotemos poru = BX,v = XDy
t=AX.

A
x D
X
B
C
La ley de senos en el AAX B dice que ¥ = % = %. Pero, por la ley

de senos en AABD y AABC, se tiene que sen(ébBAC) = Sen(ngC) =P =

3Ver en el apéndice el teorema 23.
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DA d b _ sen(£BAC) _ b .
Sea(ZABD) — sen(ZABD)’ entonces, ; = Sen(ZABD)" Por tanto, £ = 4> que equivale
ab+cd)

au = %. De manera andloga se demuestra que v = ff As,r=u+v=t ( -
Ahora, por potencia de un punto desde X se tiene que AX - XC = BX - X D, es decir,

t(yp—t) =uw =12 (%) Entonces, t = /p (bc‘_’fad). Por tanto, r = /p (Zgi;g)
Pero, r,/p = ac + bd, entonces, p = W. Asi, p divide a ac + bd o divide a
ad + be. Si p divide a ac + bd, entonces p < ac + bd = /P, que equivale a NS
No obstante, se sabe que BD = r es una cuerday AC = /D €s un didmetro, entonces
ABCD es un rectangulo, que implica que a = ¢y b = d, una contradiccién. Ahora, si
p divide a ad + bc, entonces p < ad + be < ac + bd = r,/p, que equivale a \/p < 7;
la conclusién se sigue como en el caso anterior. Por tanto, n debe ser compuesto*. [

Demostracién2:  Sean (a,b) y (c, d) dos soluciones de 2% +y? = n. Entonces, a # c
y a # d. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que a > c¢. Entonces, (a + ¢)(a —
¢) = (d + b)(d — b). Por tanto, existen enteros m,n, p, q tales que mcd(n,p) = 1,

1
a+c=mn,a—c=pq,d+b=mp, d— b = nqg. Entonces, a = 5(mn—|—pq),

b= 5 (ng+mp) y dn = 4(a®+b%) = (mn+pq)*+(ng+mp)* = (m*+4*)(n?+p).
Asuma que n es primo. Entonces, sin pérdida de generalidad, m? +¢? = 2o m?+¢® =
4. En el primer caso m = ¢ = 1, lo que implica que a = d, que es una contradiccion.
El segundo es imposible para enteros positivos. Por tanto, n debe ser compuesto. [
El siguiente teorema resuelve el problema del nimero de representaciones de un entero
positivo como suma de dos cuadrados, el lector interesado puede consultar su demos-
tracién en el punto 5.10 del libro Introduccion a la teoria de los niimeros de Ivan Niven
y Herbert S. Zuckerman.

Teorema 2: Sea n un entero positivo y escribamos

n=2* [ »* [ o

p=1 (mod 4) g=3 (mod 4)

donde p corre sobre todos los primos de n de la forma 4k + 1 en el primer producto
y q corre sobre todos los primos de n de la forma 4k + 3 en el segundo producto.
Sea N(n) el nimero de soluciones de 2% + y? = n 'y sea Q(n) el nimero de parejas
(z,y) de enteros tales que (z,y) = 1y 2> +y*> = n. Siaes 00 1y todos los v,
son 0, entonces Q(n) = 2!72 donde ¢ es el nimero de primos de la forma 4k + 1 que
dividen a n. En otro caso, Q(n) = 0. Si todos los -y, son pares, entonces N(n) =
4T]p=1 (mod 4)(Bp + 1). En otro caso, N(n) = 0.

4Esta demostracién fue comentada al autor por Pablo Soberén Bravo. La identidad p = %W

es un caso particular del siguiente resultado: en un cuadrildtero ciclico ABCD, si a, b, ¢, d, x e y

denotan las longitudes de los segmentos AB, BC, CD, DA, AC y BD, respectivamente, entonces

x? w ey’ = M una demostracion de este resultado se puede consultar

+
en la pagina 25 del libro Advanced Trlgonometr} de C. V. Durell y A. Robson.
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El problema de Waring

Alrededor de 1770, Waring afirmé que todo niimero natural se puede expresar como
suma de 4 cuadrados, 9 cubos, 19 potencias cuartas y asi en adelante. El problema que
planteaba esa afirmacién era que para cada entero positivo & existia un entero positivo
s tal que todo nimero natural se puede expresar como suma de s enteros elevados a la
k-ésima potencia. Esto quiere decir que todo niimero natural n tiene una expresion de
la forma:

n:a:]f+x§+~-~+:17§. (&)

El siguiente lema demuestra que dado un entero positivo k, un s demasiado pequefio
no funcionara.

Lema 4: Dado un entero positivo k, existe un entero que no se puede expresar como
suma de 2% + (2)¥ — 3 enteros a la k-ésima potencia.

Demostracion: Sea ¢ = (3)*. Considera el nimero n = 2¥¢ — 1 < 3* que solo
puede representarse con términos de la forma 1% y 2%, Dado que n = (¢ — 1)2% +
(2% — 1)1*, entonces n requiere 2¥ + ¢ — 2 sumandos a la k-ésima potencia. O

Hilbert probd en 1909 que para cada entero positivo k existia una s tal que la ecuacién
(5) tiene solucién en los enteros para todo natural n. El problema de Waring consiste
en encontrar para cada entero positivo k el menor entero s, que se denota como g(k),
para el cual la ecuacién (5) tiene solucién en los enteros para todo natural n. Dicho
problema atin estd abierto. Hardy se dio cuenta que solo unos nimeros muy especiales
necesitaban 9 cubos para poder escribirse como suma de cubos y que, en general, son
pocos los nimeros que necesitan g(k) sumandos para escribirse como suma de enteros
a la k-ésima potencia. A partir de dicha observacion, Hardy plante6 el problema de
encontrar G(k), el menor valor de s tal que todos los niimeros suficientemente grandes,
es decir, con un nimero finito de excepciones, pueden ser representados como la suma
de s enteros elevados a la k-ésima potencia. En particular, G(k) < g(k) para todo k €
N. Los siguientes lemas y teoremas se usardn para demostrar que G(2) = g(2) = 4.

Lema 5: Sean € Ntal que n = 7 (mod 8), entonces, n no se puede representar
como suma de tres cuadrados.

Demostracion: Con un simple cdlculo de los diferentes casos se demuestra que todo
cuadrado de un entero médulo 8 es congruente a 0, 1 0 4. Asi, si z,y, z € Z, entonces
2?2 +9y?+22=0,1,2,3,4,50 6 (mod 8). En ningtn caso z? + % + 22 = 7 (mod 8).
d

Lema 6: Si p es un primo impar, entonces existen enteros z,y y m con 0 < m < p,
tales que 1 + x2 + y? = mp.
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Demostracién: Si 71,72 son dos enteros positivos tales que 22 = 23 (mod p), en-
tonces (x1 — x2)(x1 + x2) = 0 (mod p), por tanto z1 = +a2 (mod p). Asi, para
z=0,1,..., pz;l, los niimeros 22 serdn todos diferentes médulo p. De la misma ma-
nera, paray = 0,1,..., %, los niimeros —1 — y? serdn todos diferentes médulo p.
Dado que hay p + 1 niimeros entre los elementos de ambos conjuntos y solo p con-
gruencias distintas médulo p, debe existir un entero z € {0,1,..., p—;l} y un entero
y € {0,1,..., 251} tales que 22 = —1 — y? (mod p), entonces 2 + 1 + y* = mp,

. . . 2 2
para algin entero positivo m. Sin embargo, 2 < (%) yy? < (%) , entonces

mp:x2+1+y2<1+2-(§)2<p2;portanto,m<p. O

Para probar el siguiente lema es necesario introducir una técnica cldsica para la reso-
lucién de ecuaciones diofantinas: el método de descenso infinito de Fermat. También
sera necesario introducir la identidad de Euler.

Meétodo de descenso infinito de Fermat: Sea k un entero que no es negativo. Sea
P una propiedad sobre los enteros no negativos y sea (P(n)),>1 la secuencia de pro-
posiciones dada por: P(n) = “n satisface la propiedad P”. Suponga que siempre que
P(m) es verdadero para un entero m > k, entonces existe un entero j, conm > j > k,
para el cual P(j) es verdadero. Entonces, P(n) es falso para todo n > k. Se llama des-
censo infinito porque si P(n) fuera cierto paran > k, entonces seria posible construir
una secuencian > nj > ng > - - - de enteros tales que todos son mayores que k. Sin
embargo, esa clase de secuencias infinitas decrecientes no existen en los enteros que
no son negativos.

Identidad de Euler Si z1,x2, x3, 24, Y1, Y2, y3, Y4 € R, entonces

(@7 + 25 + a3 + 2D) (0} + 95 +y5 + i)+
= (z1y1 + 2y + x3Y3 + 5843/4)2 + (21y2 — w2y1 + 23y — x4y3)2
+ (w1y3 — T3y1 + Tay2 — T2ya)® + (T1Ys — Tays + T2ys — T3Y2)°.

Lema 7: Si p es un primo impar, entonces existen enteros z, ¥y, z, w tales que p =
:102+y2+22—|—w2.

Demostraciéon: Por el lema 6, para todo primo impar p, debe existir un entero m tal
que 0 < m < pyque mp = 22 + 2% + 23 + 3. Se debe probar que el menor entero m
que cumple las propiedades anteriores es m = 1. Sea mg el menor entero que cumple
las dos propiedades anteriores. Suponga que 1 < mg < p. Si mg es par, entonces por
paridad todos tienen la misma paridad o dos son pares y dos son impares. Sin pérdida
de generalidad, z; y x5 tienen la misma paridad, entonces los cuatro niimeros x; & x2
y x3 &£ x4 son pares. Por tanto,

Mo, (:vl +x2)2+(xl—xz)2+(x3+x4)2+(:v3—:v4)2
2 2 2 2 2
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lo que contradice que m( era minimo. Asi, mg es impar.
Dado que todo entero es congruente médulo m a un elemento del conjunto:
mo—l m0—3 m0—3 mo—l
- 2 y T ) R 2 ) 2 )

mo

5 "
Abhora, si mg divide a todos los enteros x;, entonces m% dividiria a mgp, lo que impli-
carfa que my dividirfa a p, lo cual es una contradiccién. Por tanto, y? +y3+y3+y3 > 0.
Asi, y% + y% + y§ + yi < mg y y% + y% + y§ + yi = 0 (mod my), lo que implica que
Y3 + Y3 +y3 +y3 = momy con 0 < my < myg. Pero, mop = 23 + 23 + 23 + 23,
entonces la identidad de Euler garantiza que existen enteros z;, con ¢ € {1,2,3,4},
tales que

es posible escoger y;, con i € {1,2,3,4}, tal que y; = x; (mod mo) y | y; |<

mlm%p = z12 + zg + zg + zi. (6)
Sin embargo, 21 = z1Y1 + T2Y2 + T3Y3 + Tays = a:% + :c% + a:% + :c?1 = 0 (mod my).
De manera anéloga se demuestra que z; = 0 (mod myg), con i € {2,3,4}. Por tanto,
es posible escribir z; = mow;, con i € {1,2,3,4}. Si se divide la ecuacién (6) entre
m3, se tiene que myp = w? + w3 + wi + w3, lo que contradice que Mg es minimo.
En conclusién, my = 1.
El problema 2 — b) y el problema 7 permiten concluir que G(2) = ¢g(2) = 4. O

Ejercicios

1) a) Observa que si (z,y,2) = (2o, Yo, 20) es solucién de la ecuacién 22 = 2 +
y?, entonces (x, v, z) = (kxo, kyo, kzo) también es solucién para cualquier entero
k. ;Por qué basta con investigar las ternas en las que sus elementos son primos
relativos por parejas para encontrar todas las soluciones de la ecuacién?

b) Una solucién (g, yo, z0) de 22 = 22 + y? se llama primitiva si 2o, yo y 2o son
primos relativos por parejas. Demuestra que (zg = m? — n?,yg = 2mn, zo =
m? + n?), con m y n enteros positivos tales que m > n 'y m + n impar, es una
solucién primitiva de 22 = 22 + 3.

¢) Demuestra que toda solucién primitiva de 22 = 22 + y? cumple, sin pérdida de
generalidad, que y = 2a, z + x = 2by z — x = 2¢, con a, b y c enteros.

d) Demuestra que todas las soluciones primitivas de 2> = 22 + y? son como en el
inciso b).

2) a) Demuestra que hay una infinidad de primos de la forma 4% + 3. Concluye que
hay una infinidad de enteros positivos que no se pueden escribir como suma de dos
cuadrados.

b) Demuestra que hay una infinidad de enteros positivos que no se pueden escribir
como suma de tres cuadrados.

3) Demuestra que todas las soluciones de la ecuacién 22 + y? + 22 = t2, donde z, v,
z 'y t son enteros positivos y ¢ y z son pares, estan dadas por
o PP+m?—n? 12+ m?+n?

r'=— y=2, z=2m, t= ———
n n
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para [ y m enteros positivos arbitrarios y n cualquier divisor de I2 + m? menor que
V12 + m?2. Ademas, demuestra que cada solucion aparece exactamente una vez por
la forma en que se describid.

4) (F. Smarandache). Resuelve en los enteros positivos la ecuacién
(zD? 4+ (yH? = (22

5) Demuestra que si z # 0,y # 0, z # 0, entonces la ecuacién z* + y* = 22 no tiene
soluciones en los enteros.

6) (Bulgaria 1999/6). Demuestra que la ecuacién 23 + y2 + 23 + 3 = 1999 tiene
infinitas soluciones en los enteros.

7) (Teorema de Lagrange). Demuestra que todo entero positivo se puede escribir como
suma de cuatro cuadrados.

8) Se tardé mucho en descubrir que la ecuacién 22 + y3 + 23 = 30 tiene soluciones.
La solucién mds pequefia es (—283059965, —2218888517, 2220422932) y fue des-
cubierta en 1999 por E. Pine, K. Yarbrough, W. Tarrant y M. Beck al seguir una
sugerencia de N. Elkies. Decidir si la ecuacién 23 + 3® + 23 = 33 tiene soluciones
es un problema abierto. Pese a la dificultad de estos problemas, es posible descartar
facilmente algunos valores de z, y, z. Demuestra que la ecuacién 23 + 13 + 23 = 30
no tiene soluciones si:

a) x,y,z > 0.
b) <0,y >0yz>0.

9) (IMO 2001/6). Sean a, b, ¢, d enteros con a > b > ¢ > d. Sup6n que
ac+bd=(b+d+a—-c)b+d—a+c).

Demuestra que ab + cd no es primo.

10) El propésito de este problema es demostrar el caso n = 3 del famoso teorema de
Fermat. Dicho teorema establece que la ecuacién 2™ + y™ = 2" no tiene soluciones
en los enteros positivos si n > 2. Fue demostrado en su versién general por Andrew
Wiles en 1995 con la ayuda de Richard Taylor.

a) Reduce el problema mediante un cambio de variables a demostrar que w3 =
2u(u? + 3v?) no tiene soluciones en los enteros positivos.

b) Demuestra que si med(a, b) = 1, entonces cada factor de a? + 3b? es de la forma
d? + 3c%.

c) (Cuénto puede valer mcd(2u, 3v?)?

d) Resuelve los dos casos posibles con descenso infinito.
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Problemas de practica

En esta seccién encontrards 20 problemas seleccionados especialmente para comenzar
tu preparacion de este afio. Los problemas de esta seccidn se presentan en formato
de opcién multiple. Esto se debe en parte, a que el filtro inicial de la mayoria de los
concursos estatales suele ser presentado asi.

Ten en cuenta que en la olimpiada de matemdticas no solo se trata de saber la respuesta
correcta, sino que ademads, es necesario justificar dicha respuesta. En las etapas mds
avanzadas de la olimpiada, las preguntas siempre son abiertas y no se utiliza el formato
de opcién multiple. En el caso de esta publicacidn, dicho formato se adopta con el fin
de que el estudiante que recién se inicia se vaya familiarizando con el concurso y sus
etapas.

El material que hemos escogido para esta seccidon estd pensado mayoritariamente para
principiantes y no es muy elevado. Conforme el afio transcurra, su nivel se ird incre-
mentando paulatinamente, de forma que, para el dltimo nimero del afio, el material
serd en su mayoria de nivel avanzado.

Problema 1. Se acomodan los niimeros en una tabla siguiendo el patrén de la figura,
(En qué columna queda el nimero 20177

1 2 3 4 5 6eev
1 2 3
4 5 6
T8 9.,
(a) 672 (b) 673 (c) 674 () 675 (e) 676

Problema 2. En un tablero de 6 renglones y 9 columnas, se colocan 32 fichas en al-
gunas casillas, sin poner dos fichas en una misma casilla. Entonces se puede asegurar
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que:
(a) Todas las columnas tienen por lo menos 3 fichas

(b) Ninguna columna tiene mas de tres fichas

(c) Alguna columna no tiene fichas

(d) Algtin renglén tiene por lo menos 6 fichas

(e) Todos los renglones tienen por lo menos 4 casillas ocupadas

Problema 3. Un nimero se llama merengue si se puede obtener como resultado de
sumar 4 a un multiplo de 5 y todos sus digitos son diferentes. Por ejemplo, 29 es me-
rengue porque es 25 + 4). ;Cudnto suman los digitos del mayor nimero merengue de
cuatro digitos?

(a) 23 (b) 28 (c) 30 (d) 34 (e) 39

Problema 4. La figura muestra una configuracion en la que unas lozas blancas con
forma de rombo cubren cierto jardin. Cada una de las lozas serd pintada con un color
distinto al blanco. ;Cudl es la menor cantidad de colores que se necesitan para que no
queden lozas del mismo color que tengan un lado en comin?

(@1 ()2 (©3 (@4 (e)6

Problema 5. Un cuadrado se cort6 en 4 piezas rectangulares como se muestra en la
figura. Si la suma de los perimetros de los rectangulos es 160 cm, ;cudnto mide cada
lado del cuadrado?

(a) 20 cm (b) 16 cm (c) 15cm (d) 10 cm (e) 8cm
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Problema 6. Si el mdximo comiin divisor de 22917 + 1y 22017 4 2 es ¢ y el minimo
comuin mutiplode by b+ 1 es 6, ;cudnto vale a + b?

(a) 2017 (b)7 ©5 3 ()1

Problema 7. Desde un punto P en el interior de un tridngulo equilétero de altura 7 cm
se trazan segmentos perpendiculares a los lados como en la figura. Si las longitudes, en
cm, de los segmentos son a, by ¢ ;Cudnto vale la suma a + b + ¢?

A

(a) 6 cm (b) 7 cm (c)8cm (d)9 cm (e) Depende del punto P
Problema 8. ; Cudntos nimeros de seis digitos de la forma aaabbb son miltiplos de 18?
(a) 6 (b) 10 (c) 15 (d)20 (e) 30
Problema 9. Un pentdgono estd dividido en cinco partes como en la figura. Si cada
parte puede colorearse de negro o dejarse en blanco, ;cudntas posibles coloraciones

distintas hay? (Dos coloraciones son iguales si se puede obtener una a partir de otra
por un giro).

(a) 4 (®)5 (©6 (7 (e)8

Problema 10. Sean a y b dos niimeros distintos tales que a®+a = 2b*>+b = 50a—49b.
(Cuanto vale la suma a + b?

(a0 (b)2 ©5 (d) 16 (e)24
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Problema 11. Pablo tiene dos enteros que suman 26. Carlos suma dos enteros y obtie-
ne 41. Pedro suma dos enteros y obtiene 58. ; Al menos cudntos de los seis enteros que
fueron sumados son pares?

(@0 ()1 (©)2 (d)3 (e) 4

Problema 12. Cinco enteros estdn escritos alrededor de una circunferencia. Dos nime-
ros vecinos nunca suman un multiplo de 3 y, también, un nimero y sus dos vecinos
nunca suman un multiplo de 3. ;Cudntos de los cinco enteros son multiplos de 3?

(a) 1 (b) 2 ©3 @4 (e) 2 y 3 son ambos posibles

Problema 13. Se tiene un tablero cuadrado de 4 x 4. Al principio todos los cuadraditos
son blancos. Ahora, queremos colorear de negro algunos de los cuadraditos de tal ma-
nera que cada cuadradito negro sea adyacente exactamente a un cuadradito blanco (dos
cuadraditos son adyacentes si tienen un lado en comtin). ;Cudl es el mdximo niimero
de cuadraditos que podemos colorear de negro?

(a) 6 (b)8 (©) 10 @12 (e) 14

Problema 14. Sean a, b y c tres enteros positivos distintos tales que a + 2b + 3¢ < 12.
(Cudl de las siguientes desigualdades es verdadera?

(@)3a+2b+c< 17 ®a+b+e<7 a—-b+c<4
db+c—a<3 e)3b+3c—a<6

Problema 15. Los 30 cuentos de un libro tienen entre 1 y 30 pdginas de extensién. El
primer cuento empieza en la primera pagina. En el libro no hay pdginas en blanco ni dos
cuentos que compartan una pagina. Si no hay dos cuentos que tengan la misma exten-
sion, ¢ cudl es la mayor cantidad de cuentos que pueden comenzar en una pagina impar?

(a) 15 (b) 18 ()20 (d) 21 (e) 23

Problema 16. Sea ABC'D un paralelogramo. Sean E' y F puntos en los lados AB y
BC, respectivamente, tales que DFE es la bisectrizde ZADF y AE + CF = DF'. La
linea por C' que es perpendiculara DF intersecaa AD en L. Si AE = 5, jcudnto mide
DL?

(@5 (b)6 )7 (d)8 @9

Problema 17. Sean a, b, ¢, d enteros positivos. Si d es el mayor de los cuatro enteros,
a+b+c = 2017y (ab+cd)(be+ad)(ac+bd) = (d—a)?(d—b)?(d—c)?, ;cudnto vale d?

(a) 2016 (b) 2017 (c) 2018 (d) 4032 (e) 4034
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Problema 18. La sucesién (a1, az,...,az17) se define como a; = 0y apt1 =
an +4n + 3 paran > 1. ;Cudl es la maxima potencia de 2 que divide a asg17?

(a) 24 (b) 25 (c) 26 (27 (e) 28

Problema 19. En un torneo bicontinental de fiitbol los equipos latinoamericanos son
9 mas que los equipos africanos. Cada par de equipos se enfrentan exactamente una
vez y los equipos latinoamericanos ganaron nueve veces mds puntos que los equipos
africanos (el ganador se lleva un punto y el perdedor se lleva cero puntos). ;Cudl es el
maximo valor posible de puntos que pudo ganar un equipo africano?

(a) 11 (b) 10 ©9 @8 )7

Problema 20. Sea [ el incentro de un tridngulo ABC'y sea M el punto medio del lado
AB.Si CI = M1, jcudl es el menor valor posible de ZCTM?

(a) 180° (b) 150° (c) 120° (d) 90° (e) 45°



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccién encontrards las soluciones a los 20 problemas de practica elegidos para
este nimero de la revista. Antes de leer estas soluciones, te recomendamos hacer tu
propia solucién a los problemas o al menos, haberle dedicado un tiempo considerable
a cada uno de ellos.

Es muy comun en matemadticas que cada problema tenga mas de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Gnicas. Aunque hayas
resuelto el problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos a
leer estas soluciones y discutirlas con tus compafieros. Si logras encontrar una solucién
diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas en tus soluciones, te invitamos a
compartirla con nosotros en la direccién electrénica revistaomm@gmail . com.

Solucion del problema 1. La respuesta es (b).

Observemos que el final de cada fila es un mudltiplo de 3, y en particular el niimero
3m queda en la columna m + 2. Ahora, la fila que contiene a 2017 terminaré en 2019,
que es el siguiente miltiplo de 3. Como 2019 = 673 - 3 queda en la columna 675, al
retroceder dos lugares hasta el 2017, se concluye que la columna buscada es la 673.

Solucion del problema 2. La respuesta es (d).

La opcidn (a) se descarta colocando todas las fichas en las primeras 5 columnas (usando
30 fichas) y dos en la sexta columna. Esto nos da también un contragjemplo para la
opcién (b), pues la primera columna queda con seis fichas y no hay columnas vacfas.
Para descartar la opcién (c) basta con colocar 4 fichas en las primeras 5 columnas y
3 fichas en las otras 4 columnas. La opcidén (e) se descarta colocando todas las fichas
en los primeros tres renglones (usando 27 fichas) y colocando cinco fichas en el cuarto
renglén, ya que de este modo hay renglones sin fichas. Se puede asegurar la opcién
(d), ya que si todos los renglones tuvieran 5 o menos fichas, a lo mds habria 5 - 6 = 30
fichas en el tablero.
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Solucién del problema 3. La respuesta es (b).

Para obtener el mayor nimero merengue basta con colocar los tres digitos de la iz-
quierda con 987, ya que todos sus digitos son distintos. Asi, el nimero buscado es de
la forma 987__. Ahora, el dltimo digito no puede ser 6 ya que los nimeros que se ob-
tienen sumando 4 a los miiltiplos de 5, necesariamente terminan en 4 o en 9. Pero no
podemos poner 9, ya que los digitos no se deben repetir. Entonces 9874 es el mayor
numero buscado y, por tanto, la suma de sus digitos es 28.

Solucién del problema 4. La respuesta es (c).

No puede hacerse con un solo color, ya que hay lozas que comparten lado. Veamos qué
sucede con dos colores. Consideremos dos lozas adyacentes, que por tanto, deberan ser
coloreadas con diferente color. Siempre habrd una loza que comparte un lado con cada
una de esas dos lozas coloreadas y, por tanto, si solo hubiera dos colores, alguno se
repetirfa.

De este modo, se necesitan al menos tres colores y basta con estos, observando que hay
tres diferentes orientaciones de los rombos y si coloreamos los rombos de la misma
orientacion con el mismo color, no habran lozas adyacentes del mismo color.

Solucién del problema 5. La respuesta es (a).

Al sumar los perimetros de los cuatro rectdngulos, estamos sumando los dos lados
verticales del cuadrado y también dos veces la linea vertical interior, ademds de sumar
los dos lados horizontales del cuadrado y también dos veces las lineas horizontales en
el interior. Por lo tanto, la suma total equivale a 8 veces el lado del cuadrado. Esto

significa que cada lado del cuadrado mide % =20 cm.

Solucion del problema 6. La respuesta es (d).

Como 22017 4+ 1y 22917 1 2 son consecutivos, son primos relativos y, por tanto, a = 1.
Ahora, si mem(b,b + 1) = 6, entonces b no puede exceder a 6. Revisando los casos
obtenemosqueb=2yb+1=3,porloquea+b=1+4+2=3.

Solucién del problema 7. La respuesta es (b).

Si x denota el lado del tridngulo equildtero, tenemos que las areas de los tridngulos
CPB, APC'y BPA son &, %”” y 5. respectivamente. Sumando estas dreas obtene-
mos el drea del tridngulo equilatero que es %m Asi que

(a+b+ ):17 ar + bx + cx Tx
a c)l—=— — —
2 2 2’

dedondea +b+c="7cm.
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A

Solucién del problema 8. La respuesta es (c).

Veamos que si un nimero es miltiplo de 18, entonces es miltiplo de 2 y, por lo tanto, b
debe ser par. Ademds, como el niimero también es miltiplo de 9, se debe cumplir que la
suma de sus digitos sea multiplo de 9, es decir, 3(a + b) debe ser miltiplo de 9, lo cual
es equivalente a que a + b sea miultiplo de 3. Adicionalmente, @ no puede ser cero pues
no se obtendria un nimero de 6 digitos. Si b = 0, entonces a puede ser 3,6,9;si b = 2,
entonces a puede ser 1,4, 7; si b = 4, entonces a puede ser 2,5, 8; si b = 6, entonces
a puede ser 3,6, 9, por tdltimo si b = 8, entonces a puede ser 1,4, 7. Luego, para cada
caso tenemos 3 nimeros, por lo tanto hay 15 nimeros con la propiedad pedida.

Solucion del problema 9. La respuesta es (e).

Si no se colorea ningtin tridngulo hay una tnica forma, si solo se colorea un tridngulo
hay una sola coloracién posible. Si se colorean dos tridngulos, hay solo 2 coloracio-
nes posibles (dos tridngulos negros juntos y dos tridngulos negros con uno blanco en
medio). Por simetrfa, también hay 2 coloraciones con tres tridngulos coloreados. Si se
colorean cuatro tridngulos, solo hay una coloracién posible. Finalmente, si se colorean
todos los tridngulos hay solo una coloracién. En total son 8.

Solucion del problema 10. La respuesta es (e).

De a? + a = 50a — 49b, se obtiene que a? = 49(a — b). De 2b% + b = 50a — 490,
se tiene que b? = 25(a — b). Luego, a®> — b* = 49(a — b) — 25(a — b), esto es,
(a —b)(a+b) = 24(a — b). Como a — b # 0, se tiene que a + b = 24.

Solucién del problema 11. La respuesta es (c).

Los dos nimeros de Pablo son ambos pares o son ambos impares, pues su suma es
un nimero par. Como la suma de los dos niimeros de Carlos es 41 — 26 = 15, uno
de sus nimeros es par y el otro es impar. La suma de los dos nimeros de Pedro es
58 — 41 = 17, lo cual implica que exactamente uno de sus nimeros es par. Se sigue
que el minimo nimero de nimeros pares es 2. Un ejemplo es que Pablo tenga los
nimeros 11y 15, Carlos tenga los niimeros 7 y 8, y Pedro tenga los nimeros 4 y 13.

Solucién del problema 12. La respuesta es (b).
Si tres o mds de los nimeros son miltiplos de 3, entonces hay dos vecinos multiplos de
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3 y estos suman un miltiplo de 3. Como esto no estd permitido, concluimos que hay a
lo mds dos multiplos de 3 alrededor de la circunferencia.

Supongamos que a lo mds uno de los nimeros es multiplo de 3. Entonces, hay cua-
tro niimeros sucesivos alrededor de la circunferencia que no son miltiplos de 3. Estos
nimeros no pueden tener todos el mismo residuo cuando se dividen entre 3, puesto que
la suma de tres niimeros sucesivos no debe ser multiplo de 3. Asi que de los cuatro
numeros, al menos uno deja residuo 1 y al menos uno deja residuo 2 al dividirse por 3.
En particular, podemos encontrar dos nimeros vecinos de los cuales uno tiene residuo
1y el otro tiene residuo 2 al dividirse por 3. Entonces, su suma es divisible por 3, lo
cual no puede ser. Por lo tanto, al menos dos de los nimeros son multiplos de 3.

De todo lo anterior, concluimos que exactamente dos de los nimeros son miltiplos de
3. Tomando los cinco enteros 3,4, 7, 6 y 1 en sentido de las manecillas del reloj alre-
dedor de la circunferencia, obtenemos una configuracién que cumple con el problema
y que tiene exactamente dos niimeros que son divisibles por 3. En efecto, 3+ 4,4 + 7,
7+6,6+1y1-+ 3no son divisibles por 3, y tampoco loson 3 +4 + 7,4 + 7 + 6,
7T+6+1,64+1+3y1l+3+4

Solucion del problema 13. La respuesta es (d).

Una coloracién con 12 cuadraditos negros en la que cada uno de ellos es adyacente con
exactamente un cuadradito blanco se muestra en la figura. Demostraremos que no hay
coloraciones con mds de 12 cuadraditos negros que cumplan la condicién del proble-
ma. En una coloracién con 13 o mds cuadraditos negros, hay a lo mas 3 cuadraditos
blancos. Estos cuadraditos blancos juntos tienen a lo mds 3 - 4 = 12 cuadraditos ve-
cinos. Luego, al menos uno de los cuadraditos negros no tiene un cuadradito vecino
blanco.

Solucion del problema 14. La respuesta es (d).

Primero determinaremos todas las posibles soluciones (a, b, ¢) de la desigualdad a +
2b + 3c < 12, donde a, b y c son enteros positivos distintos. Podemos reescribir la
desigualdad como 3¢ < 12—a—2b. Como a+2b > 3, tenemos que 3¢ < 12—a—2b <
9, de donde se sigue que ¢ < 3. Asi,c=20c=1.

Si ¢ = 2, tenemos que a + 2b < 6y, por lo tanto, b < 3. Como b y ¢ son distintos, b
debe ser 1. Por lo tanto, tenemos la terna (a, b, ¢) = (3,1, 2).

Sic = 1, tenemos que 2b < 9 — a < 8y, por lo tanto, b < 4. Si b = 3, entonces
a < 3y ano puede ser 1. Luego, obtenemos la tnica solucién (a, b, ¢) = (2,3,1). Si
b = 2, entonces a < 5y, por lo tanto, a = 3 0 a = 4, pues a no puede ser 1 o 2. Luego,
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tenemos dos soluciones (a,b,¢) = (3,2,1) y (a,b,c) = (4,2,1).

De las cuatro soluciones obtenidas, la terna (4,2, 1) no satisface las desigualdades de
(a)y (b). Laterna (3, 1, 2) no satisface las desigualdades de (c) y (e). Sin embargo, las
cuatro soluciones de la desigualdad original satisfacen la desigualdad en (d).

Solucién del problema 15. La respuesta es (e).

Si al principio del libro acomodamos todos los cuentos con extension par, esos 15
cuentos cumplirfan con la condicién. Si enseguida acomodamos todos los cuentos con
extension impar, tendriamos 8 cuentos mds que cumplen con la condicién, dando un
total de 23 cuentos. Tratemos de encontrar un acomodo mejor. Observemos que si un
cuento comienza en una pagina impar y su extension es impar, entonces el siguiente
cuento empieza con una pagina par (y no cumple). Asi, si m es la cantidad de cuentos
con extension impar que cumplen, hay al menos m — 1 cuentos que no cumplen con la
condicién (suponiendo que el tltimo sea uno de los de extension impar que si cumplen).
Para que el acomodo sea mejor al que dimos necesitamos que m < 8 (si no, 30 —
(m — 1) < 23), pero entonces la cantidad maxima de cuentos que pueden cumplir es
154 8 = 23. Entonces, no podemos encontrar un acomodo con mds de 23 cuentos que
cumplan la condicién.

Solucién del problema 16. La respuesta es (a).

Sean M y K los puntos de interseccion de DE y DF con CL, respectivamente. En-
tonces, DM es una altura y una bisectriz del tridngulo LK D, lo que implica que
DL = DK.Como AD es paralelaa CB, los tridngulos LK D y C'K F son semejantes,
lo que implica que KF' = CF. Asi, AE = DFF —CF = DF — KF = DK = DL.
Por tanto, DL = 5.

D C

Solucion del problema 17. La respuesta es (b).
Basta desarrollar los dos lados de la identidad

(ab + cd)(be + ad)(ac + bd) = (d — a)*(d — b)*(d — c)?

para verificar que si d = a + b + ¢, entonces la igualdad se satisface. La desigualdad
ab+ cd > (d — a)(d — b) equivale a cd > d? — (a + b)d, es decir, se satisface
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si y solosid(a+b+c) > d° Asi, si se asume que (a + b + ¢) > d, entonces
ab+cd > (d—a)(d—b). De manera andloga se cumpliria que bc+ad > (d—b)(d—c)
y que ac + bd > (d — a)(d — ¢). Luego, la multiplicacién de las tres desigualdades
anteriores llevarfa a que (ab + cd)(bc + ad)(ac + bd) > (d — a)?(d — b)?(d — ¢)?,
lo que es una contradiccién. Argumentos equivalentes demuestran que la desigualdad
(a+ b+ ¢) < d implica una contradiccién. Por tanto, d = a + b+ ¢ = 2017.

Solucién del problema 18. La respuesta es (b).
De la relacién de recurrencia se tiene que

aso17 = a2016 + 4(2017—1) 4+ 3
= ago15 +4(2017 — 1) +4(2016 — 1) +3- 2
= Gso14 + 4(2017 — 1) + 4(2016 — 1) + 4(2015 — 1) + 3 -3

= ay 4+ 4(2016 4+ 2015+ - - - + 1) 4+ 3- 2016
. <2017(2016)

5 ) +3-2016 = 2016(2(2017) + 3).

Asf, la maxima potencia de 2 que divide a asg17 es igual a la maxima potencia de 2 que
divide a 2016, es decir, es 2°.

Solucion del problema 19. La respuesta es (a).
Denotemos por z al nimero de equipos africanos. Entonces, el nimero de equipos

latinoamericanos es x + 9. Los equipos africanos jugaron entre ellos (1_1” partidos;

. . 1

por tanto, los puntos que ganaron los equipos africanos fueron @bz 4 k donde k es
el nimero de triunfos sobre los equipos latinoamericanos.

De la misma forma, los puntos que ganaron los equipos latinoamericanos fueron

(x+8)(z+9) n

) z(x +9) — k.

Por tanto, 9 <(I Dz o k:) = W%ﬂ +x(x +9) — k, es decir, 322 — 222 + 10k —
36 = 0, asf, & — 2244/(—22)% - 4(3)(10k 36) _ 2212#121 3010k=36) b0 que z es un

entero, se debe tener que 121 — 3(10k — 36) = 229 — 30k es un cuadrado perfecto.
Entonces, £k < 7 y una verificacion directa demuestra que solo se pueden obtener
cuadrados cuando k = 2y k = 6. Para k = 2 se tiene que x = 8, asi que el mejor
equipo africano tuvo a lo méds 7 4+ 2 = 9 puntos.

Si k = 6, entonces x = 6 y hay 6 equipos africanos y 15 latinoamericanos. En este
caso, el mejor equipo africano tiene a lo mds 5 4+ 6 puntos, que sucede cuando gana
sobre el resto de los equipos africanos y le gana a 6 de los equipos latinoamericanos (el
resto de los equipos africanos perderfan ante todos los equipos latinoamericanos). En
conclusiodn, la respuesta es 11.

Solucién del problema 20. La respuesta es (b).
Se puede asumir sin pérdida de generalidad que AC < BC. Dado que LACI y
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ZAMTI son agudos, CI = MI, ZIAC = ZMAI y comparten Al, entonces los
triangulos AC'T y AM 1 son congruentes. Por tanto, AC' = AM y LZAIC = LAIM,
entonces ZCIM = 360° — 2/AIC. Como la suma de los angulos interiores de
un tridngulo es 180°, tenemos que LAIC = 180° — LACI — LIAC y LABC =
180° — ZBCA — ZCAB. Dado que LZACI = % y LIAC = %, enton-
ces 2/AIC = 180° + LABC. Asi, ZCIM = 180° — ZABC. Por la ley de senos,
scn(?gBC) = Scn(fgcA); sin embargo, 2AC' = BA, entonces ZABC es agudo y
2sen(£LABC) = sen(£BCA). Por tanto, ZABC' es méaximo cuando sen(£BCA) es
maximo, esto ultimo ocurre cuando ZBCA = 90°. Asi, ZABC = 30° es su maximo
valor. En conclusién, el minimo valor de ZC'IM es 150°.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2017 No. 1.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones.

Las soluciones de los problemas de esta seccion se escogerdn de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pafs.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. La banda de los 5 piratas, y su capitdn se repartieron un botin como sigue:
el primer pirata tomd la mitad de los doblones de oro, el segundo pirata tom¢ la tercera
parte de los doblones restantes, el siguiente pirata tomé la cuarta parte de los doblones
sobrantes, y asi sucesivamente. Al final, quedaron 10 doblones que tomé el capitdn.
(Cudntos doblones de oro habia en el botin?

Problema 2. Sean m y n enteros positivos. Si 2™ —2" = 1792, ;cudnto vale m? +n?2?

Problema 3. Demuestra que el nimero de enteros positivos de 10 digitos que tienen la
propiedad de que cada digito es divisor de 2016, es un cubo perfecto.
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Problema 4. Encuentra todos los nimeros enteros positivos n tales que el producto de
sus digitos es igual a n? — 10n — 22.

Problema 5. Demuestra que en un conjunto de 10 niimeros enteros positivos distintos
siempre es posible encontrar dos subconjuntos disjuntos que tienen la misma suma.

Problema 6. Determina todas las ternas de enteros positivos (a, b, ¢), cona < b < ¢,
que satisfacen la igualdad

(D))=

Problema 7. Sea n un entero positivo. Diego escribe n enteros positivos distintos. Juan
borra algunos de los nimeros (puede no borrar nimeros o borrarlos todos), coloca un
signo + o — enfrente de cada uno de los niimeros y suma todos los enteros con signo.
Juan gana si el resultado no es cero y 2017 lo divide, en otro caso gana Diego. ;Quién
tiene una estrategia ganadora?

Problema 8. Un conjunto finito C' de enteros positivos se llamard bueno si para cada
entero k, existen a, b € C, a # b, tales que los nimeros a + k y b+ k no son coprimos.
Demuestra que si la suma de los elementos de un conjunto bueno C' es 2017, entonces
existe un elemento ¢ € C para el cual el conjunto C' — {c} es bueno.

Problema 9. Sean I'; y I's dos circunferencias con centros O y P, respectivamen-
te. Supén que las circunferencias se intersecan en los puntos X e Y de forma que
ZOXP = /Z0Y P = 90°. Sea AB un didmetro de I'; tal que B estd dentro de I's. Las
dos circunferencias que son tangentes a I' y que pasan por O 'y A tocana 'z en F'y
G. Demuestra que FFGOB es ciclico.

Problema 10. Un conjunto de enteros positivos con al menos tres elementos se llama
uniforme si el conjunto que queda al remover cualquiera de sus elementos se puede
dividir en dos subconjuntos que satisfacen que las sumas de sus elementos son iguales.
(Cudl es el menor nimero de elementos que puede tener un conjunto uniforme? Nota:
como consideramos el conjunto, no hay dos elementos iguales.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2016 No. 2.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 2, afio 2016. En esta ocasion agradecemos a Erick Gémez por ha-
bernos compartido su solucién al problema 6 y a Bruno Cuevas Villa por habernos
compartido su solucién al problema 9. Aprovechamos para invitar a todos los lecto-
res a participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en los
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numeros posteriores de la revista. Recuerda que en el siguiente niimero de la revista
aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No.
3, afio 2016, por lo que atn tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Si A es el nimero positivo

A*9+99+999+ +999...9
S 10 102 108 102016
en donde el dltimo numerador tiene 2016 nueves, ;cudntos digitos iguales a 8 hay en

la representacion decimal de A?

Solucién. Observa que la suma se puede reescribir como

1 1 1 1
A_(1—E)+(1_W)+(1_W)+'”+(1_—102016)

que a su vez es igual a

1

1
2016—(—+—+---+ =2016 —0.1111...1

10 102 102016)

en donde el término restado tiene 2016 decimales. La resta es igual a 2015.888...89
en donde hay 2016 decimales, de los cuales 2015 son iguales a 8 y el tltimo es 9. Esto
también es posible verificarlo realizando la suma con decimales de ese niimero con
0.111...1, la cual comienza por la derecha y al sumar 9 con 1, empieza a llevar 1 en
todos los demds decimales, resultando en 2016.0000 . . . 0. En otras palabras, hay 2015
digitos iguales a 8.

Es importante sefialar que el cdlculo de la parte entera también era necesario, puesto
que aunque hay 2015 digitos iguales a 8 en la parte decimal, podria haber sucedido que
la parte entera tuviera ochos adicionales, en cuyo caso la respuesta habria sido mayor
al 2015 que obtuvimos.

Problema 2. Drini escribe en una pizarra 2016 veces la letra A, 2017 veces la letra B
y 2018 veces la letra C. A continuacion efectda la siguiente operacion: puede escoger
dos letras diferentes, borrarlas, y afiadir una més de la tercera letra (por ejemplo, si
borra A y C, afiade una letra B). Repite este proceso hasta que solo queda una letra en
la pizarra. ;Qué letras pueden quedar al final?

Solucién. Este es un problema clésico de invarianza. Observa que en cada operacién
estds cambiando la cantidad de letras de cada tipo en la pizarra por 1, ya sea restando 1
(al borrar dos letras diferentes) o sumando 1 (al afiadir una nueva). Por tanto, en cada
operacion, la paridad de las cantidades de las letras A, B, C' estd alternando.

Existe ademds otro invariante: en cada paso, la cantidad total de letras estd disminu-
yendo en 1 (puesto que se restan dos pero se suma una). Por ello, si se comienza con
2016 + 2017 4 2018 = 6051 letras y se efectiia el proceso hasta que solo quede una,
necesariamente se hicieron 6050 pasos.

Finalmente, al inicio, las cantidades de letras A, B, C' son respectivamente par, impar
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par, de modo que en el primer cambio se vuelven impar, par, impar, luego par, impar,
par, etc. Al cabo de 6050 pasos (cuando solo quede una letra), la paridad deberd ser
par, impar, par (ya que, ademads, las cantidades son respectivamente, 0, 1, 0) y por tanto
la letra que queda necesariamente es la letra B.

Problema 3. Demuestra que (36m + n)(m + 36n) nunca es una potencia de dos, para
cualquier par de enteros positivos m y n.

Solucién. Para que fuese una potencia de dos, ambos factores deberian ser también
potencias de dos, de manera simultdnea. En particular, como cada factor es mayor que
2, necesariamente serdn miltiplos de 22 = 4.

Pero si 36m + n es multiplo de 4, necesariamente n lo serd, y por un razonamiento
andlogo con m + 36n, m también debe ser multiplo de 4. Sustituimos m = 4a y
n = 4b:

(36m + n)(m + 36n) = (16(9a) + 4b)(4b + 16(9a)) = 16(36a + b)(b + 36a).

Esto quiere decir que a y b cumplen nuevamente con una relacién idéntica a la original,
por lo que cada uno deberd ser divisible por 4 (el argumento se repite), y al sustituir
se obtiene otra vez una expresion similar. Por lo tanto, se podria hacer un descenso
infinito cancelando factores 4 tanto en m como en n, lo cual es imposible.
Concluimos entonces que no existen parejas de enteros positivos con la propiedad pe-
dida.

Problema 4. Demuestra que si a, b y c son las longitudes de los lados de un tridngulo,
entonces
\/T b ﬁ >3
—a+b+c+ a—b+c+ a+b—c ™

Solucién. Dado que a, b y ¢ son los lados de un tridngulo, los nimeros —a + b + ¢,
a — b+ cy a+ b— csonreales positivos. La desigualdad entre la media geométrica y
la media arménica’ establece que

\/ a _ \/1 a S 2 _ 2a
—a+b+c —a—|—b+c_1+%b+c_b+c'
Si aplicamos un razonamiento andlogo para las otras dos ecuaciones podemos reducir

el problema a demostrar que

a n b n c
b+c a+c a+bd

3
> —.
-2

Pero esta tltima es la desigualdad de Nesbitt®, por lo que el problema queda demostra-
do.

SVer en el apéndice el teorema 8.
SVer en el apéndice el teorema 9.



Problemas de Entrenamiento 29

Problema 5. Sea A un conjunto convexo en el plano (es decir, un conjunto que cumple
que para cualesquiera dos puntos p,q € A el segmento entre p y ¢ estd contenido en
A). Muestra que existe un punto O tal que para cualesquiera dos puntos X, X’ en la
frontera de A se satisface que

XO

<
- X0

<2

N | =

Solucién. Para cada punto P en la frontera consideremos la homotecia con razén % que
manda A en Ap. Sean M, N y L puntos en la frontera, por construccién el gravicentro
del tridngulo M N Lestden Ay;, Ax y Ap. Por el teorema de Helly, todos los convexos
Ap se intersecan. Sea O un punto en la interseccién. Por construccién, si X X’ es un

segmento con extremos en la frontera de A que pasa por O, al estar en Ax, cumplird
que OX < %X/ y OX’ > XTX/, de modo que & < % y por tanto % =
OX - 55 < QXBX, - 55 = 2. Por otra parte, al estar O en Ax/ tendremos que
0X' < %X, yoOx > XX : y el mismo argumento revela que %—))(; < 2y por lo tanto

3
OX - 1

ox" = 2°

Problema 6. En un sal6n hay 16 personas, donde cada persona conoce a exactamente
3 personas (la relacién es mutua). ;Serd posible repartir siempre a las 16 personas en 8
parejas de tal forma que las personas en cada pareja se conozcan?

Solucién de Erick Gémez. Se demostrard que no siempre es posible hacer el reparto
correspondiente, para ello se dard un ejemplo. La estrategia es formar tres grupos de
cinco amigos en los que se conozcan entre ellos lo mds posible. La siguiente grafica
representa una configuraciéon que no cumple con el problema, en ella cada vértice repre-
senta una persona y una arista indica que las personas correspondientes a sus vértices
incidentes se conocen.

Para ver que no es posible dividir a las 16 personas en 8 parejas, se utilizara el argu-
mento de contradiccion. Si fuera posible, A deberia estar agrupada con B, C' o D. Sin
embargo, dado que los otros dos conocidos de A no se conocen entre ellos, una vez
que se escoge la pareja de A quedardn dos grupos de 5 personas que no conocen a los
demads. En particular, dado que el nimero de personas en cada grupo es impar, dentro
de cada grupo no se podra hacer la agrupacion en parejas. Por lo tanto, no siempre es
posible.

A
|
B/ C\D
E/\F G/\H I/\J
X IX | X]
K L M N
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Solucién alternativa. No siempre es posible. Se puede probar que 16 es el menor
nimero de personas que debe tener un salén en el que cada persona conoce a exac-
tamente 3 personas para que no sea posible repartirlos en parejas de tal forma que no
haya dos personas en la misma pareja y que las personas en cada pareja se conozcan.
Un ejemplo en el que no es posible se muestra en la siguiente gréfica, donde los puntos
corresponden a las personas y dos puntos estdn unidos si las personas se conocen. Es
imposible escoger 8 lineas que no se toquen y que cubran todos los puntos de la grafica.

Problema 7. Sea ABC un tridngulo y P un punto en su interior. Se consideran G 4,
Gp y G los gravicentros de los tridngulos BPC, APB y C'PA, respectivamente.
Sean M, N y L los puntos medios de AP, BPy CP, respectivamente. Demuestra que
GaM,GpN y G¢ L concurren.

Solucién. Identifiquemos a cada punto con un vector desde un origen arbitrario. Se
tiene que M = #, N =2 = C%, Ga = 7B+§+P, Gp = 7C+‘§+P y
Go = A+§+P'

Un resultado de geometria vectorial establece que un punto P estd en el segmento AB
si el vector asociado a P se puede expresar en la formarA + (1 — r)B donde r es un
ndmero real entre 0 y 1, identificando a A y B con sus vectores.

Consideremos A = % Entonces, al efectuar las operaciones obtenemos que

_A+B+C+2P

AGA+(1=NM=XGp+(1=XNN=XGc+(1-NL -

y por tanto, el punto asociado a W estd en cada uno de los segmentos G 4 M,

GpN y G L, de donde se sigue que estos segmentos son concurrentes.

Problema 8. Sean b y c nimeros reales positivos fijos tales que b > 2c. ;Cudntos
tridngulos ABC, no congruentes y no degenerados, satisfacen que |[AB| = ¢, |[CA| = b
y LABC = 2/BCA?

Solucién. Supongamos que existe un tridngulo ABC no degenerado tal que |AB| = ¢,
|CA| =by LABC = 2/BCA. Sean |BC| = a, ZABC = By ZBCA = C.Porla
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ley de senos ch B = sonC = scn&c) . La dltima igualdad es por la condicién B = 2C

del problema. Entonces, bsen C' = csen(2C) = 2¢sen C cos C'.

La igualdad sen C' = 0 no es posible porque el tridngulo ABC' no es degenerado. Por

lo tanto, cosC = &

2c”
2 .
Por la ley de cosenos, ¢2 = a% + b? — 2abcosC = a? + b? — 2. Si resolvemos la
L. . . 2_ .2
cuadritica anterior con respecto a a, obtenemos dos soluciones: a; = cy ay = 2 .

Sabemos que as > 0 porque b > c. Entonces ABC' debe tener lados de longitudes b,
cycob,cy @. Los dos casos posibles anteriores son efectivamente tridngulos no
degenerados porque se cumple que 2¢ > b, con lo que se garantizan las desigualdades
del tridngulo en el primer caso, y que b < ¢ + @ L&

las desigualdades del tridngulo en el segundo caso. Basta revertir los pasos para ver
que ambas opciones satisfacen los requisitos del problema. Ademads, por el criterio
de congruencia LLL, sabemos que no habra otro tridngulo no congruente con los dos
anteriores.

= con lo que se cumplen

— ¢

Problema 9. Sean ABC' un tridngulo y H su ortocentro. Si O, Oz y O3 son los
circuncentros de los tridngulos BHC, CH Ay AH B, respectivamente, demuestra que
AO;, BOy y COs3 concurren.

Solucién de Bruno Cuevas Villa. Sean D, E'y F' los pies de las alturas del tridngu-
lo ABC desde A, By C, respectivamente. Como H es ortocentro, AD, BE y CF
concurren en H. Asimismo, como BE y C'F son alturas, /ZBEC = 90° = /BFC,
por lo que el cuadrilitero BCEF es ciclico. Andlogamente, se llega a que CAF D'y
ABDE son ciclicos. Sean ZCAD = vy ZBAD = (. Como CAFD es ciclico,
/BCF = /BAD = (; ademas, ABDE es ciclicoy ZCBE = ZCAD = a.

Fijandonos en el tridngulo BHC, por la suma de sus dngulos internos, ZBHC =
180 — o — 5. Como O es circuncentro de BHC', ZBO1C es un angulo central, por lo
que ZBO,C = 2(180° — ZBHC) = 2(a+ ) = 2a+ 2f. Ademds, O1 By O,C son
radios, asi que O1 B = O;C, por lo que BO,C es iséscelesy /BCO, = ZCBO; =
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w =90° —a—p =90° — ZBAC. Por un argumento similar, se llega a que
LCOAOy = LACOy =90° — LABC y LBAO3 = LZABO3 = 90° — ZBCA.
Luego, se sigue que ZBAOs+/ABO; = (90°—ZABC+/BAC)+(90°—ZBAC+
ZABC) = 180°, por lo que AOy || BO;. Similarmente, ZACO; + LCAOs =
180° y AOs3 || COq. Por tltimo, veamos que los circuncirculos de CHA y AHB se
intersecan en A 'y H, por lo que la recta AH es eje radical de ambas circunferencias.
De esto se deduce que AH es perpendicular a la recta O203 que une a los centros
de las circunferencias, sin embargo AH también es perpendicular a BC, de lo que se
sigue que O203 || BC. Entonces, BO;C tiene sus lados paralelos a los de O3 AOs,
por lo que BO1C'y O3 AO3 son homotéticos, asi que AO;, BOy y COs3 concurren en
su centro de homotecia, completando nuestra prueba.

Solucién alternativa. Notemos que las circunferencias de los nueve puntos de los tres
tridngulos BHC, CH Ay AH B son todas iguales a la de los nueve puntos del triangu-
lo ABC. Ademais las rectas AO1, BOs y COs son las rectas de Euler de los tridngulos
BHC,CHAy AHB, pues A, By C son los ortocentros, respectivamente. Por lo an-
terior, estas tres rectas pasan por el centro de las circunferencias de los nueve puntos de
los tridngulos pero al coincidir todas estas, concurren en el centro de la circunferencia
de los nueve puntos del tridngulo ABC.

Problema 10. Sea p un nimero primo impar. Demuestra que

—1\P7? 2—2»
P72 4072 1372 4y (pT) = (mod p).
p
Solucién. Primero, paracadai = 1,2,..., ”2;1, tenemos que
2ifp\_(-DpP—-2)--(p-(2i—1))
p \2i (2¢ —1)!
(=1)(=2)---(=(2i - 1))
= =-1 d p).
(2i — 1) (mod p)

(-1)/2 02 g 5 (h=1)/2 )
ip—2 — p—2 27 =_Z ip—1
> > p<2i)_ » 2 i (2z>

=1 i=1
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donde la dltima congruencia se sigue por el teorema pequefo de Fermat.
La suma > 7172 (£,) cuenta el nimero de subconjuntos no vacios de un conjunto de
p elementos, de los cuales hay 2P—1 _ 1. Por lo tanto,

(p—1)/2

2—2p
doorr=Zert o) = (mod p).
i=1 p

[\]

i



Concursos Estatales

XXX Olimpiada de Matematicas en San Luis Potosi

La Olimpiada de Matemadticas en San Luis Potosi es un proceso que dura aproximada-
mente seis meses. Desde marzo y hasta septiembre se realizan se realizan seis y media
eliminatorias para determinar la delegacién para el concurso nacional. El concurso se
vuelve presencial en marzo con la etapa regional — la tradicional época del examen
canguro matemadtico, que ahora coincide bien con el examen de invitacién — como un
concurso en tres categorias: Koala (nivel primaria), Walabi (primero y segundo de se-
cundaria) y Canguro (tercero de secundaria en adelante). Esta divisién permanece las
primeras tres etapas: Escolar, Regional y Estatal. Estas tres etapas se realizan en dis-
tintas sedes repartidas por todo el Estado. Las sedes tradicionales son la Facultad de
Ciencias de la UASLP, el Colegio de Bachilleres planteles 03 (Cedral), 05 (Ciudad
Ferndndez) y 06 (Ciudad Valles), las Escuelas Secundarias Generales Jestis Rome-
ro Flores (Aquismén), Moisés Sdenz (Axtla) y Justo Sierra Méndez (Tamazunchale);
aunque cada ciclo puede incluir escuelas nuevas.

Luego del Estatal, se entregan reconocimientos de medallas de oro, plata y bronce a
participantes. Los ganadores de oro en Walabi y Canguro forman parte de la preselec-
cién estatal mientras que los ganadores de oro en Koala junto con los ganadores de
plata en Walabi y Canguro realizan una media etapa adicional — llamada Desempate
— donde presentan el mismo examen para unirse a la preseleccion estatal. Desde que
este sistema estd en funciones, siempre ha habido participantes de primaria en la pre-
seleccién. Hay una premiacién a principios de junio y, desde entonces, el proceso se
centraliza en San Luis capital.

El entrenamiento mas intensivo se realiza durante el verano. En total, contando exame-
nes, son dos bloques de tres semanas de trabajo a sesién doble — excepto sdbados y
viernes. El programa de entrenamiento incluye ciertas actividades ya tradicionales,
pensadas para mejorar la convivencia entre participantes — se realiza un Rally al fi-
nal de los cursos y una Pijamada después de los exdmenes. Los cursos del verano de
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2016 fueron impartidos por Siddhartha Morales, Alejandra Rascén, Juan Luis Guerre-
ro, Manuel Jiménez, Karla Govea, Eugenio Flores y una visita de Ramén Ivan Garcia.
Para este afio se espera incluir a Isabel Cristina y Verénica Bailén, quienes llevan tiem-
po trabajando con estudiantes mds jovenes; ademds, es comtn que los participantes con
mads experiencia se involucren en el entrenamiento de los demads.

La olimpiada de matemdticas en San Luis Potos{ tiene una presencia en linea relati-
vamente importante via Facebook en Facebook.com/ommslp y via el blog oficial en
ommslp.blogspot.mx, donde se comparten resultados, noticias y material de entrena-
miento. Desde el 2011 la olimpiada de matematicas en San Luis Potosi se ha beneficia-
do de la presencia y el trabajo de CARMA vy sus proyectos como Editorial Dinosaurio
y las Olimpiadas de Otofio y Femenil.

Para el proceso 2016 se decidi6é aplicar mds de dos pruebas por eliminatoria, con la
intencidn de proveer mds oportunidades a cada participante de mostrarse y asi permitir
tomar la mejor decisién — cualquiera tiene un dia malo, tres o cuatro quizds no sean
coincidencia.

A continuacién presentamos tres de las cuatro pruebas que se aplicaron para el quinto
selectivo, en julio y agosto de 2016.

Quinto examen selectivo
Dia 2: sabado 30 de julio

Problema 1. Encuentra los dltimos tres digitos de 3% x 3333 x 333333 x 33333333,

Problema 2. En un tridngulo acutdngulo ABC, sean K, L y M los puntos medios
de los lados AB, BC'y C A, respectivamente. Desde cada uno de K, L'y M se tra-
zan las perpendiculares a los otros dos lados. Las seis perpendiculares resultantes se
intersecan en @, S'y T, de modo que se forma un hexdgono K(QLSMT adentro del
triangulo ABC'. Demuestra que el area del hexdgono KQLSMT es la mitad del area
del tridngulo ABC original.

Problema 3. Un Rey cojo en ajedrez es una pieza que se puede mover en cualquier
direccidn excepto noreste y suroeste.
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En un tablero de ajedrez estandar de 8 x 8, exactamente 32 cuadritos serdn destruidos.
Un tablero se dice bueno si existe un camino que permite que el Rey cruce desde la
orilla superior hasta la orilla inferior, con movimientos validos a través de cuadritos no
destruidos. ;Cudntos tableros buenos hay?

NOTA: Si toda la orilla superior, toda la orilla inferior — o ambas — estin destruidas, el
Rey no puede cruzar.

Dia 3: jueves 4 de agosto

Problema 1. Sean a y b enteros positivos. Demuestra que (a + 36b)(b + 36a) nunca es
una potencia de 2.

Problema 2. Sea ABC'D un trapecio con BC' || AD, AD > BC'y AB no es paralela
a CD. Sea M la interseccion de AC con BD. Sea w; la circunferencia que pasa por
M yestangente a AD en Ay sea ws la circunferencia que pasa por M y es tangente a
AD en D. Sean S la interseccién de AB con C'D, X la interseccion de wy con AS,Y
la interseccién de wo con DS y O el circuncentro del tridngulo ASD. Demuestra que
SO es perpendiculara XY

Problema 3. Los boletos del Gatobus son folios de seis digitos (del 000000 al 999999).
Un boleto se dice suertudo si la suma de sus primeros tres digitos es igual a la suma de
sus dltimos tres digitos. Un boleto se dice promedio si la suma de todos sus digitos es
27. Si hay A boletos suertudos y B boletos promedio, encuentra el valor de A — B.

Dia 4: viernes 5 de agosto

Problema 1. jEs posible acomodar los nimeros del 0 al 9 en un circulo, de manera
que cualesquiera tres consecutivos — en el circulo — sumen 13, 14 o0 15?

Problema 2. Sean C; y C2 dos circunferencias tangentes exteriormente en un punto A.
Se traza una recta tangente a C; en B y secante a Cy en C'y D; luego se prolonga el

segmento AB hasta intersecar a C3 en un punto F. Sea F' el punto medio del arco C'D
sobre Co que no contiene a £ y sea H la interseccion de BF' con Co. Demuestra que
CD, AF y EH son concurrentes.

Problema 3. Una cuarteta de enteros positivos (p, a, b, ¢) es llamada pokeloca si:
a) p es un primo impar.

b) a, by c son distintos.

c) ab+1,bc+ 1y ca+ 1 son divisibles simultdneamente por p.

Prueba que para todas las cuartetas pokelocas se cumple que p+2 < %b*c y menciona
cudndo ocurre la igualdad.



Concurso Nacional 2016
302 Olimpiada Mexicana de

Matematicas

Del 6 al 11 de noviembre de 2016 se llevé a cabo en Acapulco, Guerrero, el Concurso
Nacional de 1a 30* Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la participacién de todos

los estados del pais.

Los 18 alumnos ganadores del primer lugar (ordenados por estados) fueron:

Axel Barba Razo (Baja California).

Sergio Felipe Lopez Robles (Colima).

Edwin Tomy George (Chihuahua).

José Eduardo Payéan Sosa (Chihuahua).

Alberto Sosa Borunda (Chihuahua).

Oriol Solé Pi (Ciudad de México).

Leonardo Ariel Garcia Morén (Jalisco).
Maximiliano Sdnchez Garza (Nuevo Ledn).
Victor Antonio Dominguez Silva (Nuevo Le6n).
Eric Ivan Hernandez Palacios (Nuevo Ledn).
Alfredo Alef Pineda Reyes (Estado de México).
Enrique Aguilar Méndez (Puebla).

Alfredo Herndndez Estrada (San Luis Potosi).
Isaac Jair Jiménez Uribe (Sinaloa).

Carlos Yaddiel Cortes Ruelas (Tlaxcala).
Fernando Issai Saénz Meza (Tlaxcala).

Rodrigo Jesus Pantoja Vazquez (Yucatén).

Juan Eduardo Castanedo Hernandez (Zacatecas).

Los 8 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
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Caribe fueron:

Soffa Ingigerth Cafias Urbina (Chiapas).
Bryan Calderén Rivera (Chihuahua).

Ana Paula Jiménez Diaz (Ciudad de México).
Jestis Omar Sistos Barrén (Guanajuato).
David Vega Mena (Morelos).

Kenny Eduard Vercaemer Gonzdlez (Morelos).
Eric Ivan Hernandez Palacios (Nuevo Ledn).
Pablo Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo Le6n).

Las 9 alumnas preseleccionadas para la Olimpiada Europea Femenil de Matematicas
fueron:

Marcela Cruz Larios (Campeche).

Soffa Ingigerth Cafias Urbina (Chiapas).

Arely Elizabeth Nataren Hidalgo (Chiapas).

Ana Paula Jiménez Diaz (Ciudad de México).
Cristina Irene Sotomayor Vivas (Ciudad de México).
Nuria Sydykova Méndez (Ciudad de México).
Nathalia del Carmen Jasso Vera (Guanajuato).
Violeta Alitzel Martinez Escamilla (Morelos).
Diana Espinosa Ruiz (San Luis Potosi).

Aunque la participacion en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado los estados de la Reptiblica apoyando a sus concursantes.
Con el propésito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los estados que
obtuvieron los primeros 10 lugares en el Concurso Nacional de la 30 OMM.

1. Nuevo Leon.

2. Chihuahua.

3. Jalisco.

4. Morelos.

5. Ciudad de México.
6. Yucatan.

7. San Luis Potosi.

8. Tlaxcala.

9. Puebla.

10. Sinaloa.

En esta ocasion, el premio a la Superacién Académica se llamé Copa “Jaguar”, y fue
ganado por Tlaxcala. El segundo y tercer lugar de este premio lo ocuparon Tabasco y
Durango, respectivamente.
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A continuacién presentamos los problemas y soluciones del Concurso Nacional 2016
de la OMM. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para
resolverlos.

Problema 1. Sean C; y C, dos circunferencias tangentes externamente en S tales que
el radio de C; es el triple del radio de C;. Sea [ una recta que es tangente a C; en P
y tangente a C3 en (), con Py () distintos de S. Sea 7" el punto en Cs tal que T'Q) es
didmetro de Cy y sea R la interseccion de la bisectriz de ZSQT con el segmento ST'.
Demuestra que QR = RT.

(Problema sugerido por Victor Hugo Antonio de la Fuente Jiménez)

Solucién de Rafael Alonso Galddmez Pérez.” Sean o = ZRTQy 3 = LRQT =
ZSQR. Basta demostrar que &« = 3y obtendremos QR = RT. Como Z@QST inscribe
medio circulo, ZQST es recto y por tanto « + 23 = 90°.

Tenemos el paralelismo O1 P || O2Q, de modo que si A es el punto de interseccién
de una recta paralela a O P que pasa por S con la recta PQ, el teorema de Tales®
establece que % = (59(1)5 = % y adicionalmente AS L PQ.

Si trazamos ahora la tangente comin a ambas circunferencias, por el punto S, de-
notamos por M a la interseccién de dicha tangente con P(), y como las tangentes
externas desde un mismo punto a un circulo son iguales, se cumplird PM = MS'y
MS = MQ. Concluimos que M es el centro de un circulo que pasa por P, (), S'y por
tanto el tridngulo PSQ es rectingulo con dngulo recto en S, y como ZQ ST también
es recto, los puntos P, S'y T son colineales.

T

Por otra parte, como M S = MQ, ZMSQ = £ZMQ.S y como este ultimo es semiins-
crito en el arco S, también medird «, al igual que ZST'Q. Pero ZPM S es externo

7Participante por el estado de Chiapas obteniendo una mencién honorifica en el concurso nacional.
8Ver en el apéndice el teorema 12.
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al triangulo M SQ, lo cual quiere decir que ZPM S = 2«. Ademads, al ser APSQ
rectdngulo, el dngulo ZSPQ mide 23 pues ZPQS = «.

Finalmente, de la relaciéon AQ) = 3PA encontrada anteriormente, tendremos PQ) =
4PA 'y como PM = MQ llegamos a PM = 2PA y por tanto AM = PA. Pero
por el criterio de congruencia LAL, los tridngulos PAS' y M AS serdn congruentes, de
modo que 2a = 23 y con esto concluimos el problema.

Problema 2. Una pareja de enteros positivos m, n es guerrera si existen enteros po-
sitivos a, b,¢c,d con m = ab,n = cd 'y a + b = c + d. Por ejemplo, la pareja 8,9 es
guerrerapues 8 =4-2,9 =3 -3y 4+ 2 = 3+ 3. Se colorean los enteros positivos de
la siguiente manera:

= Empezamos coloreandoel 3 y el 5.

= Después, si algiin entero positivo no estd coloreado y este tiene una pareja gue-
rrera que ya estd coloreado, entonces lo coloreamos.

Encuentra todos los enteros positivos que eventualmente se colorean.
(Problema sugerido por German Puga Castillo)

Solucién de Carlos Yeddiel Cortes Ruelas. Primero se demostrara que no es posible
colorear el 1 y el 2. Observemos que la unica descomposicién de 1 en dos factores
enteros positivos es 1 = 1 -1y que la tnica pareja de enteros positivos que suma
dos es (1,1), entonces para colorear el 1 seria necesario que el 1 estuviera coloreado
inicialmente, lo cual no puede suceder. De manera similar, la tinica descomposicién de
2 en dos factores enteros positivos es 2 = 2 - 1, asi, para colorear 2 seria necesario que
el 2 ya estuviera coloreado, que es imposible. Por tanto, no es posible colorearel 1y el
2.

Ahora se demostrard por contradiccién que se coloreardn todos los enteros positivos
n tales que n > 3. Supongamos que k£ es un entero positivo mayor que 3 que no
se puede colorear. Como k = k - 1, los nimeros de la forma (i + 1)(k — i), con
1=0,1,2,...,k—1,no se pueden colorear, pues si alguno de ellos se pudiera colorear,
entonces formaria una pareja guerrera con k y seria posible colorear a k.
Como3=3-1y3+1=2+ 2, entonces 2 - 2 = 4 se puede colorear. Asi, k > 6, por
tanto, no es posible colorear el 6(k — 5) = 3(2k — 10). Esto significa que tampoco se
podran colorear los nimeros que puedan expresarse como el producto de dos enteros
positivos que sumen 2k — 7 = 3 + (2k — 10), en particular, no es posible colorear a
1(2k — 8) = 2(k — 4). Si se aplica el mismo razonamiento anterior, se llega a que no
se podrd colorear 1(k — 3) = k — 3, pues 1 + (k — 3) = 2+ (k —4). Es posible repetir
el mismo razonamiento con k; = k — 3 para llegar a que k1 — 3 = k£ — 6 no se puede
colorear. Por un argumento inductivo inmediato se concluye que £ — 3n no se puede
colorear paran € N. En conclusién, si k = 0 (mod 3), £k = 1 (mod 3) 0 k = 2 (mod 3),
entonces 6, 7 u 8 no se podrian colorear, respectivamente. Sin embargo, demostraremos
que estos tres nimeros si se pueden colorear.

»3=3-1,3+1=2+42,2-2=4=4-1,4+1=3+4+2,3-2=6.
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m 6=6-1,6+1=3+4,3-4=12=2-6,24+6=7+1,7-1=7.
m 5=5-1,0+1=2+44,2-4=8.

Lo anterior lleva a una contradiccion. Por tanto, es posible colorear a todos los enteros
positivos n tales que n > 3.

Problema 3. Encuentra el menor nimero real © que cumpla todas las siguientes de-
sigualdades:

lz] < LZUQJ < L$3J <-e< 2] < \_gg"“J < e

Nota: |z| es el mayor niimero entero menor o igual a z, es decir, es el Gnico nimero
entero que cumple que |z| < z < |z + 1.
(Problema sugerido por Juan José Alba Gonzélez)

Solucion de Alfredo Alef Pineda Reyes. Vamos a considerar tres casos: < 0, 0 <
r<lyl<zx.

En el primer caso tenemos que |2%] < 23 < 0. También sabemos que z2 > 0y por lo
tanto || > 0 > |23, lo cual contradice el enunciado del problema.

Si0 <z < 1, tenemos que 0 < 2% < 1. Entonces, |z = [2?] = 0 lo que también es
una contradiccion.

Finalmente, si x > 1, tenemos que |z | > 1. Por lo tanto, |2?] > |z] > 1y entonces
|2%] > 2. De igual forma, [2®] > |2?] > 2, porlo que |23 ]| > 3.

Por definicién tenemos que z* > | 22|, de manera que 3 > 3y, por lo tanto, z > /3.
Vamos a probar que a = /3 es el menor ntimero que satisface el problema.

Dado que 8 > 3 = a?, tenemos que 2 > /3, por lo que 2 > a > 1y, por tanto,
la] = 1.

También sabemos que 27 > a® = 9 > 8. Entonces, tomando raiz ctbica, tenemos que
3> a® > 2y,porlo tanto, [a?] =2y [a3| = |3] = 3.

Ahora veamos que a® = 3 > g—‘%, entonces tomando raiz ctbica sabemos que a > % \A
por tanto, 3 > —. Esto implica paran > 3 que a” > 3 > —L; . Estoes, a" ™ —a™ >
loa™t —1>am

Por lo tanto, tenemos que |a" ™| > o™ —1 > @™ > |a"| paran > 3 y probamos
que |a] < |a?] < |a®] porque |a] =1, [a?] =2y |a®] = |3] = 3. Por lo tanto, el
minimo buscado es /3.

Problema 4. Decimos que un niimero entero no-negativo n “contiene” a otro nimero
entero no-negativo m, si los digitos de su expansién (o desarrollo) decimal aparecen
en forma consecutiva en la expansion (o desarrollo) decimal de n. Por ejemplo, 2016
contiene a 2,0, 1,6, 20, 16,201 y 2016. Determina el mayor nimero entero n que no
contiene a ningin multiplo de 7.

(Problema sugerido por David Guadalupe Torres Flores)

Solucién de Maximiliano Sanchez Garza. Sea x = @, a,_1, .., Gza; un entero posi-
tivo que no contiene a un mdltiplo de 7. Entonces, a; # 0,7y @,—1, - - -, G201 tampoco
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contiene multiplos de 7. En general, a,,—3, - . -, aza1, @p—3, - - -, G201, G201 Y G, tam-
poco contienen a un multiplo de 7. Sin > 7, los nimeros az, - . -, azai, ag, - - -, G201,
a1 y @ no contienen a un mdltiplo de 7.

Sea X = {10-a2,10-az +10%-a?,...,10 - az + 10 - a® + --- + 10° - a7 }. Si dos
de los elementos de X tienen el mismo residuo médulo 7, la resta serd un multiplo de
7y serd de la forma 10° - a;41 + 10" - a; + -+ + 107 - aj41,con 0 < j < i < 6.
Asi, 109(@i11,---,a;) es miltiplo de 7, pero med(107,7) = 1, entonces, 7 divide a
@i+1,-- -, aj, lo cual no puede ocurrir porque = no contiene un multiplo de 7. Por tanto,
los 6 enteros de X tienen diferente congruencia médulo 7.

Si algtin elemento 10 - as +10%-a3 4 - +10%-a;41,con 1 < i < 6, de X es miiltiplo
de 7, se puede repetir un argumento similar al anterior para concluir que 7 divide a
@it1,---, a2, lo cual no puede suceder. Ahora, a; no es congruente a 0 médulo 7; asf,
si a cada uno de los nimeros de X (que tienen congruencias diferentes entre ellos y
diferentes de 0 mddulo 7) se le suma a;, entonces uno de los nimeros resultantes y
serd multiplo de 7. Pero y estd contenido en x, entonces no es posible que sea multiplo
de 7, lo cual es una contradiccion. Por tanto,  tiene a lo més seis digitos.

Se demostrard que 999993 es el maximo valor de . Como z es de seis digitos, solo se
debe demostrar que si z = 10 - 99999 + y con 4 < y < 9, entonces z contiene a un
multiplo de 7. En efecto, 994, 99995, 9996, 7, 98, 999999 son multiplos de 7, entonces,
999993 es el maximo valor de x.

Problema 5. En una cuadricula de n x n se escriben los ndmeros del 1 al n? en ese
orden, por renglones, de manera que en el primer renglén aparecen los nimeros del 1 al
n, en el segundo los nimeros de n+ 1 a 2n, y asi sucesivamente. Una operacion permi-
tida en la cuadricula consiste en escoger cualesquiera dos cuadraditos que compartan
un lado y sumar (o restar) el mismo nimero entero a los dos nimeros que aparecen en
esos cuadraditos. Por ejemplo, aqui abajo se muestran dos operaciones sucesivas per-
mitidas en una cuadricula de 4 x 4; primero restando 7 a los cuadraditos sombreados y
luego sumando 5 a los sombreados.

112(3]4 1123 |4 1171814
516|718 516018 516108
— —

9 (1011 (12 9110 4 |12 9 (10| 4 |12
13114115116 13|14 (15]16 13114 (151 16

Determina para qué valores de n es posible lograr que todos los cuadraditos tengan es-

crito el numero 0 después de repetir la operacidn tantas veces como sea necesario y, en

los casos en que sea posible, determina el minimo nimero de operaciones necesarias.
(Problema sugerido por Maria Luisa Pérez Segui y Miguel Raggi Pérez)

Solucién de Oriol Solé Pi. La suma de todos los nimeros escritos en el tablero es

2 2
1 . . ) .
% y si n es impar, como n? es congruente a 1 médulo 4, la suma total serd
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impar. Pero como cada cambio afecta dos casillas con un mismo valor, el valor de la
suma total se altera en una cantidad par siempre, sumada o restada, y por tanto nunca
se podrd obtener una suma total igual a cero. Concluimos entonces que n debe ser par
y tomamos n = 2k.

Podemos observar que si cambiamos varias veces un mismo par de casillas, podemos
combinar todos esos cambios en uno solo, y que tampoco afecta el orden en que se
realizan los movimientos respecto del resultado final.

Afirmamos que el nimero minimo de cambios es 3k? y primero veremos que es im-
posible lograrlo en una menor cantidad de movimientos. Para ello, consideremos una
grafica GG donde los vértices sean las casillas del tablero y un par de vértices es adya-
cente cuando las casillas correspondientes fueron alteradas con un mismo movimiento.
Esta grafica no tiene por qué ser conexa, asi que consideremos G1,Ga,Gs, ...,Gyp,
sus componentes conexas. Sabemos que si una grafica con r vértices es conexa, tiene
al menos r — 1 aristas (en cuyo caso es un arbol), de modo que el nimero de aristas en
la grafica G cumplira:

Ag =Ag, +Ag, +--+Aq, > (|G1] — D)+ (|G| = 1) + -+ (|G| — 1).

Por un lado, estamos suponiendo que el nimero de cambios ( y por tanto el nimero de
aristas Ag) es menor que 3k, y por el otro, |G1|+ |Gz |+ - - +|Gn| es igual 4k? = n?
por ser el niimero de vértices en toda la grifica. Tenemos entonces 3k% > 4k% — m de
donde m > k2. Pero si el nimero de componentes es mayor a k2, alguna debe tener
menos de 4 vértices, pues si todas las componentes tuvieran 4 o mds vértices, el total
en toda la gréfica serfa 4m > 4k? lo cual es imposible.

Asi, existe alguna componente conexa que tiene menos de cuatro vértices. Esta com-
ponente no puede tener s6lo un vértices, ya que ello querria decir que no se modificé y
por tanto no puede alcanzar el valor cero, y tampoco puede tener dos vértices pues ello
quiere decir que sélo se modificaron simultineamente y si ambos fueran cero, tendrian
que haber tenido el mismo valor inicial, lo cual es imposible. Concluimos que dicha
componente tiene que tener exactamente tres vértices.

Esta componente no puede tener ciclos pues considerando la coloracién del tablero, ello
querria decir que se modificaron al mismo tiempo dos casillas blancas o dos casillas
negras y por tanto debe tener solo dos aristas y uno de los vértices estd unido a los
demads. Sin embargo, como se dejaron las tres casillas en cero, ello quiere decir que
el vértice de en medio es igual a la suma de los vértices a los que estd unido, pues
fue modificado al mismo tiempo que los otros dos y por las mismas cantidades. Pero
siendo el vértice mayor, la inica forma en que los ndmeros pudieran estar acomodados
es que el vértice mayor esté a la derecha de uno y debajo del otro.

Sin embargo, si dos vértices consecutivos son horizontales, tienen los valores a — 1, a,
y si b es el vértice que queda sobre a, para que se cumpla a = (a— 1) +b serd necesario
que b sea 1 lo cual es imposible ya que b estd al menos en la segunda columna mientras
que 1 se coloca en la esquina superior izquierda del tablero.

La contradiccién anterior surge de haber supuesto que el total de cambios en el tablero
(y por tanto de aristas en la grafica) es menor a 3k2. Para terminar el problema, basta
dar una forma de realizar el proceso con 3k? cambios.

Consideremos una regién de 2 x 2, con nimeros a,a + 1,b,b + 1. Si restamos a a los
dos de arriba y b a los dos de abajo, obtenemos que quedan respectivamente 0, 1,0, 1.
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Restando 1 a los dos de la derecha, logramos que en las cuatro posiciones haya ceros.
Usamos 3 movimientos para lograrlo, y podemos repetir este proceso en las n? /4 = k2
regiones en que se divide el tablero en subtableros de 2 x 2, por lo que el tablero
completo se puede reducir a ceros en 3k2 cambios.

Problema 6. Sean ABC D un cuadrildtero inscrito en una circunferencia, [; la recta
paralela a BC' que pasa por A y [, la recta paralela a AD que pasa por B. La recta
DC cortaal; yly enlos puntos E'y F, respectivamente. La recta perpendicular a [y
que pasa por A corta a BC en Py la recta perpendicular a I por B corta a AD en
Q. Sean I'1 y I'; las circunferencias que pasan por los vértices de los tridngulos ADE
y BFC, respectivamente. Demuestra que I'; y I'2 son tangentes si y solo si DP es
perpendicular a C'Q.

(Problema sugerido por German Puga Castillo)

Solucién de Leonardo Ariel Garcia Moran. Sea /CDA = « en dngulos dirigi-
dos. Entonces ZC'BA = « pues el cuadrilitero ABC'D es ciclico, ademds Z/CFB =
ZCDA = apues AD || BF. Luego ZCFB = ZCBA = a'y AB es tangente a I's.
Anidlogamente I'; es tangente a AB. Entonces tenemos que /EAB = /EDA = o =
LCFB = ZEFB pues AB es tangente a I'1, entonces FABF es ciclico.

Sea T la intersecciéon de DP con C'Q). Probaremos que DP 1 CQ si y solo si
ADAP ~ ANQBC.

D

DN =
Ly =

8@
N X

B

1

Para esto notemos que ya que ZAPC = 90°, se cumple que DP L CQ siy s6lo si el
angulo entre AP y DP es igual al dngulo entre PC'y QC. Ya que AQPB es ciclico
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tenemos que ZDAP = ZQBC, y por lo tanto la igualdad de dngulos anterior pasa si
y s6lo si ADP y BQC son semejantes (pues estos tendrian dos dngulos iguales). De
este modo,

AD _ BQ
AP  BC

Ahora, yaque AD || BF y AE || BC, los tridngulos ADFE y BFC son semejantes,
se sigue que ’g—g = % = AD-BC = AE - BF. Juntando esto con lo antes obtenido
llegamos a que

DP 1 CQ < ADAP ~ AQBC < & AD - BC = AP - BQ.

AB_ BQ
AP  BF

yyaque LZEAP = ZQBF = 90° por ser AP perpendiculara ¢, y BQ perpendicular
aly se sigue que DP L CQ siy solo si los tridngulos AEP y BQF' son semejantes.
Ahora supongamos que AAEP ~ ABQF y sea S la interseccion de EP y QF.
Mostremos que I'; y I's son tangentes en .S. Por la semejanza tenemos que ZAEP =
/ZBQF y yaque AE || CP se sigue que /ZBQF = LAEP = /CPE, entonces
tenemos que /BPS = Z/CPE = /BQF = /BQSy B, P, Q, S son conciclicos.
Como A, @, P, B son conciclicos se sigue que A, @, P, By S son todos conciclicos.
Ya que AB es didmetro de este ciclico (pues AQ) L @ B) se sigue que LASB = 90°.
Ademds ZASE = ZAQP = ZABC = 180°— ZADE = 180° — a y entonces S esta
enI';. Andlogamente S estd en I's. Ahora, como AB es tangente al'; y I'; tenemos que
/SAB =/SDAy /SBA = /5CBycomo ZASB = 90° tenemos que /SAB +
/SBA =180° - ZASB = 90° = LASB, entonces ZASB = ZADS + Z/BCS, de
esto se sigue que I'; y I'y son tangentes en S, pues si Z es la interseccion de la tangente
al'y en S con AB, entonces /SBC = /ASB — ZASD = ZASB — LASZ =
/BSZ 'y SZ es tangente a I's.

Ahora supongamos que I'; y I's son tangentes en un punto S. Demostraremos que
ANAEP ~ ABQF. Sean O1 y Os los centros de 'y y I's, respectivamente. Entonces
0O1A 1 ABy O3B 1 AB, por ser AB tangente a I'; y I'5, entonces ZAO; S +
ZB0OyS = 180° y por lo tanto

DP 1 CQ <« AE-BF = AP - BQ &

180° — LAO, S L 180° — ZBO2S ~ 360° — 180°

LASO1 + £ZBSO; = 5 5 5

= 90°.
(Aqui usamos que O1, Sy Oz son colineales pues I'; y I's son tangentes en 5).
Luego A, @, P, B y S son todos conciclicos en el circulo de didmetro AB, enton-
ces ZSQB = LSAB = ZSEA (AB tagente a I'1), ademds /BSQ = ZBAQ =
/BCD = /BCF = /180° — ZBSF por los ciclicos BSAQ, ABCD y BCFS,
por lo tanto F, S, @ son colineales. Andlogamente F, S y P son colineales. Ya que
ZSQB = £SEA esto implicaque ZFQB = ZPEA,yyaque ZFQB = /PAFE =
90° esto implica que ABQF ~ AAFEP pues estos tienen dos dngulos iguales.
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Definicién 3 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 4 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.
1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).
Sia = c (mod m)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).

Si a = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.

N o wd

Si ab = bc (mod m), entonces a = ¢ (mod (b’”—m)) donde (b,m) denota el
mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un nimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Euler). Si a y n son enteros positivos primos relativos, entonces a®() =
1 (mod n).

Teorema 4 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n. > kg, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
(m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a 'y b niimeros cualesquiera 'y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+b)" = Z <Z> akpnk,

k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si z1, x2,
..., Ty, Son niimeros reales positivos, entonces

Ti+ X2+ +Tn

> /T1x2 Ty

n
v la igualdad se cumple siy solo si x1 = x93 = -+ = Tp.
Teorema 8 (Desigualdad media geométrica - media arménica). Si x1, 2, ..., T, son

niimeros reales positivos, entonces

n
Yr1xe - Ty 2
n D S
1 2 Tn
v la igualdad se cumple siy solo si x1 = xo = -+ = .

Teorema 9 (Desigualdad de Nesbitt). Para cualesquiera niimeros reales positivos a, b

y ¢, se tiene que
a b c

b+c+c—|—a+a+b

con la igualdad si'y solo sia = b = c.

3
>_7
-2

Teorema 10 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 11 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicién 5 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.
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Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 6 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC 'y A'B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, ZABC = LA'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B" 7 B'C" T C'A’"

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.

Teorema 12 (Tales). Si ABC es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC son paralelos si y solo si

AB _ AC

AD — AE

Teorema 13 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
BD _ BA

tiene que DO = aAcC:

Teorema 14 (Ley de senos). En un tridngulo de lados a, by c, se cumple la relacion

a b c

= = = 2R7
sena  senf3  senwy

donde « es el dngulo opuesto al lado a, ( es el dngulo opuesto al lado b, v es el dngulo
opuesto al lado ¢, y R es el radio de la circunferencia circunscrita del tridngulo.

Teorema 15 (Ley de cosenos). En un tridngulo de lados a,by c, se cumple la relacion
a? =b%+ ¢® — 2bccos o,
donde « es el dngulo opuesto al lado a.

Teorema 16 (Férmula de Herén). El drea de un tridngulo de lados a,by cy semi-
perimetro s = %b"‘c es igual a

\/S(S —a)(s—b)(s—c).

Teorema 17 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C' N son concurrentes
si 'y solo si % . % . % =1

Teorema 18 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C Ay AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si 'y solo si f—é . % . % = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.

Definicion 7 (Angulos en la circunferencia).
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1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comin.

2. Angulo semi-inscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comun.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 19 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 20 (Medida del dngulo semi-inscrito). La medida de un dngulo semi-inscrito
en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 21 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, B y T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT?> = PA - PB.

Definicion 8 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 22 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir,

/DAB+ /BCD = /ABC + ZCDA = 180°.
Teorema 23 (Ptolomeo). Un cuadrildtero convexo ABC D es ciclico si'y solo si

AC-BD =AB-CD+ BC - AD.
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