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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacioén de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2017, Numero 4

El equipo editorial de la revista Tzaloa te da la bienvenida a su cuarto y dltimo nimero
del afio 2017. En este nimero encontrards el articulo Cuadrildteros Ciclicos de nuestros
amigos Emerson Lucas Soriano Pérez y Carlos Jacob Rubio Barrios. En él, se estudian
las propiedades bdsicas de los cuadrilateros ciclicos desde el punto de vista de dngulos
y se muestran diversas aplicaciones de tales propiedades en la resolucién de problemas
de olimpiada. Estamos seguros que esta aportacion serd de gran utilidad tanto para
lectores principiantes como para lectores avanzados.

En la seccién de “Olimpiadas Internacionales” hallards los resultados y los exdmenes
de la 4* Olimpiada Irani de Geometria y de la XXXII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas. También hemos incluido las soluciones de los problemas de la XXXII
Olimpiada Iberoamericana de Matematicas.

Vocablo néhuatl cuyo significado en espaiiol es aprender.
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i , una cui i6 Acti
Como siempre, hemos preparado una cuidadosa seleccién de “Problemas de préctica”
y de “Entrenamiento”, mismas que esperamos sean utiles para tu preparacién rumbo al
concurso nacional de la olimpiada mexicana de matemaéticas.

En este tiltimo nimero de 2017 hemos incluido los problemas del concurso nacional
de la 1* Olimpiada Mexicana de Matematicas de Educaciéon Basica (OMMEB), as{
como los resultados de los alumnos que obtuvieron medalla de oro en cada nivel de la
competencia. Las soluciones las publicaremos en el primer nimero del afio 2018.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacidon de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pais. Motivados por el movimiento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mds importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovenes con talento matemético ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

312 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:
= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, selecciéon y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 31* Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 1998. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
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2017-2018 y, para el 1° de julio de 2018, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberan inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 31* Olimpiada Mexicana de Matemdticas se realizard del
6 al 10 de noviembre de 2017 en Monterrey, Nuevo Le6n. A los primeros lugares de
este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccién que se realizard
durante aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2017
y hasta la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los in-
tegrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 59* Olimpiada Internacional
de Matematicas (Rumania, julio de 2018) y a la XXXIII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (Portugal y Espaiia, septiembre de 2018).

De entre los concursantes nacidos en 2001 o después y premiados en el Concurso
Nacional se seleccionard la delegacidn que representard a México en la XX Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (Cuba, junio de 2018).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
México en la VII Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) a celebrarse
en el mes de abril de 2018.



Cuadrilateros Ciclicos

Por Emerson Lucas Soriano Pérez y Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Intermedio

La geometria tiene un rol muy importante en la olimpiada de matemdtica y para re-
solver problemas geométricos no s6lo basta con aprender las propiedades y algunas
aplicaciones de ellas, también se debe tener mucha imaginacién. En esta ocasién he-
mos querido escribir sobre los cuadrildteros ciclicos. De hecho, hay muchas formas de
identificarlos, pero en este escrito solo abordaremos la forma mads sencilla, que es la
version por dngulos.

Un cuadrilatero ABC D es llamado ciclico si sus cuatro vértices estdn en una misma
circunferencia. Se dice que los vértices A, B, C'y D de un cuadrildtero ciclico ABC D
son conciclicos.

Por ejemplo, si tenemos un cuadrilitero ABC'D con angulos rectos en B 'y en D, en-
tonces el cuadrilatero ABC'D es ciclico, pues el circuncentro del tridngulo rectangu-
lo ABC es el punto medio M de la hipotenusa AC'y el circuncentro del tridngulo
rectdngulo ADC, también es el punto M. Luego, los cuatro puntos A, B, C, D perte-
necen a la circunferencia con centro en M y radio AM.

p=

i

D

Este caso especial en donde dos dngulos internos opuestos de un cuadrildtero miden
90° cada uno, se puede generalizar como se muestra en el siguiente resultado.
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Dos Propiedades Basicas

Teorema 1. Sea ABCD un cuadrildtero convexo. El cuadrildtero ABCD es ciclico
si y solo si la suma de dos dngulos interiores opuestos es 180°.

Prueba. Supongamos primero que el cuadrilitero ABC'D es ciclico. Entonces, el
angulo inscrito ABAD es la mitad del arco BC'D y el angulo inscrito ZBCD es
la mitad del arco BAD. Asi, ZBAD + ZBCD es la mitad de la suma de los arcos

BAD y BCD y, como ambos arcos completan la circunferencia, entonces la suma de
ambos arcos es 360°, por lo tanto, /ZBAD + Z/BCD = 180°.

C
B

D

Para demostrar el reciproco, procederemos por contradiccién. Supongamos que el cua-
drilatero ABC' D satisface la igualdad ZBAD + ZBCD = 180° pero no es ciclico.
Entonces, C' no estd en el circuncirculo I" del tridngulo ABD. Como el punto C' no
estd en I', entonces estd en el interior o en el exterior de dicha circunferencia. Supon-
gamos que C estd en el exterior de I' (se procede de manera similar cuando C esta en
el interior de I).

C

X

D

Sea X # D el punto de interseccionde I' y C'D. Como el cuadrildtero ABX D es cicli-
co, entonces por lo demostrado en la primera parte, tenemos que /BAD + /BXD =
180°. Pero por hipétesis tenemos que ZBAD + ZBCD = 180°, entonces ZBX D =
/ZBCD, de esto deducimos que ZC'BX = 0°, lo cual es un absurdo. O

Corolario 1. Si ABCD es un cuadrildtero convexo ciclico, entonces la medida de un
dngulo interior es igual a la medida del dngulo exterior opuesto.

Prueba. La demostracion es inmediata, pues por el teorema 1 sabemos que ZBAD +
/ZBCD = 180°. Luego, ZBAD = 180° — ZBC'D (angulo exterior respecto al vértice
(), que es lo que se queria probar. o
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Teorema 2. Sea ABC D un cuadrildtero convexo. El cuadrildtero ABCD es ciclico
siysolosi ZABD = /ACD.

Prueba. Supongamos primero que el cuadrildtero ABCD es ciclico. En la figura se

puede ver que los dngulos inscritos ZABD y ZACD subtienden el mismo arco AD
(que no contiene al punto B). Asf, concluimos que ZABD = ZACD.

C
B

D

Para el reciproco, procederemos nuevamente por contradiccién como en la prueba del
teorema 1, esto es, supongamos que el cuadrilitero ABC' D satisface que ZABD =
ZAC'D pero no es ciclico. Como los cuatro puntos A, B, C, D no estan en una misma
circunferencia, supongamos que el punto C no esta en el circuncirculo I" del tridngulo
ABD. Asi, el punto C esta en el interior o en el exterior de I'. Supongamos que C' esta
en el exterior de I" (se procede de manera similar si el punto C' estd en el interior de I).

C

X

D

Sea X el punto de intersecciéon de I' y C'D. Como ABX D es un cuadrilatero ciclico,
entonces por lo demostrado en la primera parte, tenemos que ZABD = ZAX D. Pero
por hipétesis, tenemos que LZABD = ZACD. Entonces, ZAXD = ZACD, lo cual
implica que ZCAX = 0°, que es un absurdo. O

Algunas Aplicaciones Sencillas

Problema 1. Sea ABC'D un cuadrildtero convexo ciclico que estd circunscrito a una
circunferencia w. Sean M, P, N, Q los puntos de tangencia de w con los lados AB,
BC, CD, DA, respectivamente. Calcular la medida del dngulo que forman las cuerdas
MN y PQ.
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Solucion. Es facil probar que el arco ]\//.7@ (que no contiene al vértice P) en la circun-
ferencia w y el angulo ZM A(Q) son suplementarios (basta usar el hecho conocido de
que la recta que pasa por A y el centro de w, es bisectriz del dngulo ZM AQ), esto es,
m = 180° — LM AQ. Analogamente, tenemos que el arco NP (que no contiene al
vértice () en w) y el angulo ZPC' N son suplementarios, esto es, NP =180°~/PCN.

Luego, ]\//.7@ + NP = 360° — /MAQ — ZPCN. Como el cuadrildtero ABCD es
ciclico, por el teorema 1 tenemos que LM AQ + LPCN = 180°. Asi, MQ + NP =

MQO+NP porg tanto, r = 180° _ gpe, O

) A —
180°. Ademds, tenemos que T = 5 5

Problema 2. Sea ABC D un cuadrildtero convexo ciclico. Sean Py Q) los puntos de
interseccion de AB con CD y de AD con BC, respectivamente. Las bisectrices de los
dngulos ZAQB y ZBPC se intersecan en el punto X. Calcular la medida del dngulo
/PXQ.

Solucion. En el cuadrildtero no convexo BPX @, tenemos que /PBQ = /BQX +
/BPX 4+ Z/PXQ. Pero como /PBQ = ZABC, entonces ZABC = /BQX +
/BPX 4+ /ZPX(. Anédlogamente, en el cuadrilitero no convexo PDQX, tenemos
que ZXPD + /ZPDQ + ZXQD = ZPX(@Q. Sumando miembro a miembro las dos
relaciones anteriores, obtenemos que 2/PXQ = ZABC + /P DQ.

Como /PDQ = ZCDA y el cuadrilitero convexo ABCD es ciclico, resulta que
180° = LZABC + /PDQ = 2/PXQ y por lo tanto, /P X Q = 90°. O
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Problema 3. Sea ABCD un cuadrado y sea K un punto en su interior. Una recta
que pasa por K corta a los lados AB y CD en los puntos M y N, respectivamente.
Demostrar que las circunferencias circunscritas de los tridngulos K BM y KDN se
intersecan en el punto Ky en un punto de la diagonal BD.

Solucion. Sea X el punto de interseccion del circuncirculo del tridngulo K BM y la
diagonal BD. Para demostrar que uno de los puntos de interseccién de los circuncircu-
los de los tridngulos K BM y K DN esté sobre la diagonal B D, basta demostrar que
KNDX es ciclico.

A D

Por ser BD diagonal del cuadrado ABCD, se cumple que /X BM = 45°. Luego,
como K BM X es ciclico, entonces 45° = ZXBM = /XK M. Nuevamente, por
ser BD diagonal del cuadrado ABC'D, entonces /X DN = 45°. Notemos que en el
cuadriladtero K N DX se cumple que el dngulo interior respecto al vértice D es igual

al dngulo exterior respecto al vértice K, entonces concluimos que K N DX es ciclico.
O

Problema 4. Sea ABCD un cuadrildtero ciclico tal que AC' es didmetro de su cir-
cunferencia circunscrita. Sean X, Y las proyecciones de A'y C sobre BD, respectiva-
mente. Demostrar que DX = BY.

Solucion. Basta demostrar que BX = DY. Como AC es didmetro del circuncirculo
del cuadrilatero ABC'D, entonces ZABC = ZADC = 90°. Notemos que /C'BD =
ZCAD, pues el cuadrilatero ABC'D es ciclico. Ademads, en los tridngulos rectangulos
ABC'y ABX, tenemos que 90° = ZCBX + /XBA = /X AB+ ZX BA, de donde
se sigue que ZCBD = LZCAD = /BAX.
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Andlogamente, obtenemos que /BCA = ZBDA = ZDCY . Por lo tanto, los tridngu-
los ABX y AC'D son semejantes, de donde % = &0 También tenemos que los

AC:
tridngulos CDY y ABC' son semejantes, por lo tanto, % = %. Comparando las
dltimas dos igualdades, concluimos que BX = DY, como se queria. o

Aplicaciones en Problemas de Olimpiada

Problema 5 (Estados Unidos, 1993). Sea ABC D un cuadrildtero ciclico tal que sus
diagonales AC'y BD son perpendiculares y se intersecan en el punto E. Demostrar
que las reflexiones de E respecto a los lados AB, BC, CD y DA, estdn en una misma
circunferencia.

Solucion. Sean X1, Y1, Z1, W1 las proyecciones de E sobre los lados AB, BC, CD,
DA, respectivamente. Como X, Y, Z, W son las reflexiones de E sobre las rectas AB,
BC, CD, DA, respectivamente, entonces EX = 2EX,, EY =2EY,, EZ =2FE7;

y EW = 2EW,. Asi, los cuadrildteros XY ZW y XY, Z,W; son homotéticos con
centro de homotecia F' y razén g—fé = 2. Entonces, basta demostrar que el cuadrilatero

X,1Y1Z, W es ciclico para concluir que el cuadrildtero XY ZW también es ciclico.

En efecto, es facil ver que los cuadrilateros £ X; AW; y EX;BY; son ciclicos, por
lo tanto, en esos cuadrildteros se cumple que ZEAW, = LZEX\Wy y ZEX 1Y) =
/EBY7, respectivamente. También, los cuadrildteros £Y,CZ; y EZ; DW; son cicli-
cos, por lo tanto /ECY, = L/EZ1 Y1y LZEZ4Wy = ZEDW,, respectivamente. Lue-
go, como el cuadrilatero ABC'D es ciclico, entonces /BCA = /BDAy /DAC =
/ZDBC, en consecuencia, /W1 X, E = L/EX Y1y AW1ZFE = ZEZ,Y;. En con-
clusion, ZW1 X 1Y) =2/ZEBCy /Y1 Z:W1 = 2/ECB.

Como las diagonales del cuadrilatero ABC'D son perpendiculares, entonces el tridngu-
lo EBC es rectangulo, recto en F, por lo tanto, /ZFEBC + ZECB = 90°. Luego,
tenemos que /W1 X Y7 + £Y1Z,W; = 2(LEBC+ ZECB) = 2-90° = 180°. Esto
es suficiente para garantizar que el cuadrilatero X;Y; Z; W es ciclico y, por ende, el
cuadrilatero XY ZW también es ciclico. O
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Problema 6 (Rusia, 1996). En el lado AB de un cuadrildtero convexo ABCD se
ubican los puntos E'y F' con AE < AF. Si ZADE = /FCBy /EDF = ZECF,
demostrar que /FDB = /ACE.

Solucidn. En el cuadrilatero EDCF se cumple que ZEDF = ZECF, por lo tanto,
el cuadrilatero EDC'F es ciclico y, en consecuencia, /EDC = ZCFB.

En el tridngulo F'C'B, tenemos que 180° — ZFBC = Z/BFC + ZFCB. Pero como,
/BFC+ /FCB = ZADFE + ZEDC, entonces 180° — ZABC = LADC, esto es,
LADC + LABC = 180°.

o

A jo ja B

Asi, el cuadrildtero ABC D es ciclico, de donde ZCAE = ZBDC. Como el cua-
drilatero EDC'F es ciclico, tenemos que Z/CEF = /FDC = ZFDB + ZBDC.
Luego, en el tridngulo ACE, ZCAE + LZACE = ZCEF. Comparando las dos tlti-
mas igualdades, concluimos que /ZFDB = ZACE. O

Problema 7 (Pre-Selectivo Perd, IMO 2016). Sea ABC D un cuadrildtero convexo tal
que AD y BC no son paralelas. Sean M y N los puntos medios de los lados AD y
BC, respectivamente. El segmento M N corta a AC'y BD en los puntos K y L, res-
pectivamente. Demostrar que uno de los puntos de interseccion de las circunferencias
circunscritas de los tridngulos AK M y BN L pertenece a la recta AB.

Solucion. Sea E el punto medio del segmento AB y sea 7" el punto de interseccién del
circuncirculo del tridngulo AK M y la recta AB. Para demostrar que uno de los puntos
de interseccion de los circuncirculos de los tridngulos AKM y BN L esta sobre la
recta AB, solo debemos probar que el cuadrildtero BN LT es ciclico.
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Como FE, M y N son puntos medios de los lados AB, AD y BC, respectivamente, en-
tonces EM y EN son bases medias de los tridngulos ABD y ABC, respectivamente.
Luego, por ser EN paralelo a AC, tenemos que ZBEN = /BAC, pero como el
cuadrilatero AT K M es ciclico, entonces /TAK = /TMK.

Observemos que en el cuadrilatero M ET' N se cumple que ZNMT = ZNET, por
lo tanto, el cuadrilatero M ET N es ciclico. Por ser EM paralelo a BD, tenemos que
LAEM = ZABD, pero como el cuadrilatero M ET N es ciclico, entonces /T NM =
ZAEM vy, en consecuencia, /T BL = /TN L. Este dltimo resultado nos garantiza
que el cuadrilatero BN LT es ciclico. o

Problema 8 (Lista corta, IMO, 2015). Sea ABC' un tridngulo acutdngulo de ortocen-
tro H. Sea G un punto del plano tal que ABGH es un paralelogramo. Sea I el punto
de la recta GH tal que AC divide al segmento H1 en dos partes iguales. Supongamos
que la recta AC interseca a la circunferencia circunscrita del tridngulo GCI en C'y
J. Demostrar que IJ = AH.

Solucion. Sean Ay, By y Cj los pies de las alturas del tridngulo ABC' desde los vérti-
ces A, By C, respectivamente. Sea M el punto de interseccién de AC con I H. Como
ABGH es un paralelogramo, entonces AH || BG y AB | HG, esto implica que
ZCHG = ZCBG = 90°. Asi, el cuadrilitero CHGB es ciclico y, en consecuen-
cia, ZOGH = ZHBC. Ademas, tenemos que ZHBC = ZCAAy, pues AByAgB
es ciclico. También observemos que el cuadrilatero JICG es ciclico, por lo tanto,
L1JC = ZIGC. Por lo tanto, ZIJM = /ZMAH. Llamemos /ZMAH = ay
LAMI = 6.

Aplicando la ley de senos en el tridngulo JI M, tenemos que Sé éwa = SCII;] 7 ¥ aplicando
la ley de senos en el tridngulo AM H, tenemos que % = Sen(gﬁ. Como IM =
MH y sen(180° — ) = sen ¥, se concluye que IJ = AH. O

Problema 9 (Selectivo Pert, Cono Sur, 2014). Sea ABCD un cuadrildtero ciclico.
Suponga que las rectas BC'y AD se intersecan en el punto Py sea Q) un punto del
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plano tal que P es punto medio de BQ. Se construyen los paralelogramos CAQR y
DBCS. Demostrar que los puntos C, QQ, Ry S estdn en una misma circunferencia.

Solucion. Como CAQR es un paralelogramo, tenemos que AC' es paralela a RQ,
asi, ZRQC = ZQCA. Como el cuadrildtero ABC'D es ciclico, entonces /BCA =
/BDA.Sea M un punto de BC' tal que RM es paralela a larecta PD. Por simetria, en
el paralelogramo AQRC, se tiene que los tridngulos APQ y RMC son congruentes
y, en consecuencia, PQQ = PB = MC.

Notemos que los tridngulos M C'S'y PD B son congruentes, pues PB = MC, BD =
CSyZPBD = /ZMCS. Entonces, MS = PDy ZCSM = ZBDP, pero como las
parejas homdélogas (C'S, BD) y (PB, M C) son paralelas, entonces M S es paralela a
PD. Asi, los puntos R, M y S son colineales. Por lo tanto, ZRSC = ZCQR, lo cual
implica que el cuadrilitero Q RC'S es ciclico. O

Para finalizar, dejamos unos ejercicios para que practique el lector, esperando que sean
de su agrado.

Ejercicios

1) Sea ABCD un cuadrilétero ciclico tal que AB es el didmetro de la circunferencia
circunscrita. Sean A’ y B’ los pies de las perpendiculares desde A y B, respectiva-
mente, hasta C'D. Demostrar que DA’ = CB’.

2) Sea ABC'D un cuadrildtero ciclico. Si P es el punto de interseccion de AD y BC,
y @ es el punto de interseccion de AB y C'D, demostrar que las bisectrices de los
angulos ZDPC'y ZAQD son perpendiculares.

3) Sean C4, Cs, C3 y Cy circunferencias tales que Cy cortaa Cy en A y en P, Co
cortaa Csen Byen @, CscortaaCygenC yen Ry CycortaaCjenDyen
S, de manera que el cuadrilatero PQ RS estd contenido en el cuadrilitero ABC'D.
Demostrar que ABC'D es ciclico si y solo si PQRS es ciclico.
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4) Cada una de las circunferencias €21, 29, 23 y €4 es tangente exteriormente a exac-
tamente dos de las demds. Si A, B, C'y D son los puntos de tangencia de las
circunferencias, demostrar que A, B, C'y D estdn en una misma circunferencia.

5) Demostrar que si un cuadrildtero ciclico tiene sus diagonales perpendiculares, en-
tonces una recta que pase por el punto de interseccion de las diagonales y sea per-
pendicular a uno de los lados, pasard por el punto medio del lado opuesto.

6) Las cuerdas AB y CD de una circunferencia (2 se cortan en el punto P. Demostrar
que el circuncentro del tridngulo PAD, el punto P y el ortocentro del tridngulo
PC B son colineales.

7) (Sharygin, 2017) Sea ABC'D un cuadrildtero ciclico con AB = BC. Sea M un
punto en el menor arco C'D del circuncirculo de ABC'D. Las rectas BM y CD se

cortan en el punto Py las rectas AM y BD se cortan en el punto ). Demostrar que
AC es paralelaa PQ.

8) (Grecia, 2017) Sea ABC' un tridngulo acutangulo, con AB < AC < BC,y seaw
su circuncirculo. La circunferencia con centro en A y radio AC corta nuevamente
aw en el punto D y corta a la recta C'B en el punto E. Si la recta AE interseca
nuevamente a w en el punto £’y GG es un punto en la recta BC tal que EB = BG,
demostrar que D, E, F', G estan en una misma circunferencia.

9) (Checa y Eslovaca, 2010) Las circunferencias w; y w se intersecan en los puntos
Ay B. La tangente exterior comidn de ambas circunferencias las interseca en los
puntos K y L tal que el punto B estd en el interior del tridngulo K L A. Una recta
¢ que pasa por A interseca a las circunferencias en los puntos M y N. Demostrar
que ¢ es tangente al tridngulo K L A siy solo si los puntos K, L, M, N estdn en una
misma circunferencia.

10) Sea ABC'D un cuadrildtero ciclico. Sea M el punto de interseccién de las perpen-
diculares a AB 'y C'D por D y A, respectivamente. Sea N el punto de interseccién
de las perpendiculares a AB y CD por C'y B, respectivamente. Demostrar que
AC, BD y M N son concurrentes.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este cuarto y dltimo nimero del afio 2017.

Aprovechamos para invitarte a que contribuyas a enriquecer esta seccion de la revista.
Estamos seguros que conoces problemas interesantes que quieres compartir y por eso
ponemos a tu disposicién la direccién revistaomm@gmail . com, donde con gusto
recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Prueba que existe una infinidad de enteros positivos n tales que n — 1, n
y n + 1 se pueden expresar como suma de dos cuadrados perfectos, cada uno.

Problema 2. Sea ABC'D un paralelogramo con ZA = 60°. Sea O el circuncentro del
triangulo ABD. Sea K la interseccion de AO con la bisectriz del dngulo externo al
angulo Z/BCD. Halla el valor de 3—2.

Problema 3. Seaajazas - - . azo un nimero de 40 digitos. Demuestra que existen cuatro
indices ¢, j, k, [ distintos de maneraque ¢+ j =k +1ly a; + a; = ai + a;.

Problema 4. Sea m un entero positivo. Demuestra que para cualquier entero %, el
nimero 2k se puede escribir como la diferencia de dos niimeros primos relativos con
m.

Problema 5. Sea ABC D F un pentdgono regular tal que la regién estrellada ACEBD
tiene drea 1. Si AC'y BE se cortan en Py, BD y C'E se cortan en (), determina el
area del cuadrilatero APQD.

Problema 6. Sean ', C5 y Cs tres circunferencias tales que Co y C5 se intersecan en
Ay A, C3y Ci seintersecan en By B’, C; y Cs se intersecan en C'y C’, de manera
que A estd afuera de C, B estd afuera de Cy y C' estd afuera de C's. Demuestra que

AC' BA' CB'
C'B AC BA

1.
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Problema 7. Determina todos los pares (z, ) de enteros tales que 2% = 3% + 2y + 1.

Problema 8. Encuentra todos los polinomios p(z) = A"+ ap_12" 4 Farz+ag
cona; € {1,—1}paracadai =0, 1,...,ntal que lasraices de p(z) son todos niimeros
reales.

Problema 9. Sean ABC'y A’ B’C’ un par de tridngulos que comparten el mismo gra-
vicentro. Demuestra que se puede formar un tridngulo con los segmentos AA’, BBy
cc.

Problema 10. Sea ABC un tridngulo no equilatero. Asuma que ZC'AB = 60°. Sean
Dy FE los puntos de interseccion de la recta que pasa por el ortocentro y el circuncentro
del tridngulo ABC con los lados del dngulo ZC AB. Demuestra que el tridngulo ADE
es equildtero.

Problema 11. El granjero Dario tiene varios cochinos. Si los dos méds pequefios pesan
juntos la cuarta parte de lo que pesarian todos juntos, pero los tres mas pesados pesan
juntos % de lo que pesarfan todos juntos, ;cudntos cochinos tiene el granjero Dario?
Encuentra todas las posibles respuestas.

Problema 12. Sean m y n enteros positivos y sean x, y, z nimeros reales en el intervalo
[0, 1]. Demuestra que

0 S xm-ﬁ-n +ym+n +Zm+n _ xmyn _ ymzn _ men S 1

Problema 13. Todos los 16 cuadrados de un tablero de 4 x 4 son blancos. Se define
un movimiento como la seleccién de un rectdngulode 1 x 3 0de 3 x 1y el cambio de
los colores de cada cuadrado en el rectdngulo de blanco a negro o de negro a blanco.
(Es posible que todos los cuadrados se vuelvan negros después de alguna secuencia de
movimientos?

Problema 14. Sea n un entero mayor que 2 y sea
A={2"-1,3"—-1,....,(n—1)" — 1}.

Si n no es un divisor de algin elemento de A, demuestra que n es un nimero libre de
cuadrados. (Nota: un niimero libre de cuadrados es tal que ningtin cuadrado lo divide).

Problema 15. Sea O el circuncentro de un tridngulo A BC'. Denotemos por k al excircu-
lo del tridngulo ABC opuesto al vértice A. Sean D, E'y F' los puntos de tangencia de
k con BC, C'Ay AB, respectivamente. Si k tiene el mismo radio que la circunferencia
que pasa por los vértices del tridngulo ABC, demuestra que las rectas OD y EF son
perpendiculares.

Problema 16. Determina todas las ternas (a, b, ¢) de enteros positivos que satisfacen
mcd(a, b) = med(a, ¢) = med(b,¢) =1y a+ b+ cesmiltiplode a, by c.
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Problema 17. En el tridngulo acutdngulo ABC, sea M el punto medio del lado BC.
Un punto X sobre la bisectriz del dngulo ZAM B es tal que ZBX M = 90°. Un punto
Y sobre la bisectriz del angulo ZAM C'es tal que ZC'Y M = 90°. Los segmentos AM
y XY seintersecan en el punto Z. Demuestra que Z es el punto medio de XY'.

Problema 18. Los enteros positivos a; < az < -+ < ay, satisfacen que para cuales-
quiera indices distintos %, j, el nimero a; es divisible por el nimero a; — a;. Demuestra
que para cada ¢ < j, se cumple que ia; < ja;.

Problema 19. Sea p(z) un polinomio de grado 2 tal que |p(x)| < 1 parax = —1,0, 1.
Demuestra que para cada z en el intervalo [—1, 1], se cumple que |p(z)| < 2.

Problema 20. Determina el valor minimo de la expresion |z + 4y + 7z| si x, y, z son
enteros distintos que satisfacen la ecuacién

(—y)y—2)(z—z)=2+4y+ 7z



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de préctica elegidos para
este nimero de la revista. Antes de leer estas soluciones, te recomendamos hacer tu
propia solucién a los problemas o al menos, haberle dedicado un tiempo considerable
a cada uno de ellos.

Es muy comun en matemadticas que cada problema tenga mas de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las tinicas. Aunque hayas
resuelto el problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos a
leer estas soluciones y discutirlas con tus compafieros. Si logras encontrar una solucién
diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas en tus soluciones, te invitamos a
compartirla con nosotros en la direccién electrénica revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Observemos que la sucesién (2m? + 1)2, con m entero
no negativo, es estrictamente creciente, por lo que todos sus términos son distintos.
Ademads, tenemos que

(2m? +1)% — 1 = (2m*)? + (2m)?,
(2m? +1)% = (2m? +1)% + 02,
2m?+1)24+1=2m?*+1)* +1%

Por lo tanto, si n es de la forma (2m2 + 1)2, entonces n — 1, n y n + 1 satisfacen las
condiciones del problema.

Solucién del problema 2. Observemos que

180° 180° 180°
£ZDCB+ £ZBOD = % +2/BAD = % +2- % = 180°,
por lo que CBOD es un cuadrildtero ciclico. Sea () su circuncentro.

Sea AP un didmetro del circuncirculo del tridngulo BAD. La reflexion en el centro
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del paralelogramo, envia el segmento QC en OA, por lo que QC = OA = OP y QC
es paralela a OP. Esto quiere decir que POQC es un paralelogramo. Como @ es el
centro del cuadrildtero C BOD, resulta que QC = OQ. Esto implica que POQC' es
un rombo y, en consecuencia, OP = PC.

Dado que OB = OD y el cuadrilatero CBOD es ciclico, tenemos que la recta CO
es perpendicular a C K, de modo que el tridngulo OCK es rectingulo. Como P es
un punto de la hipotenusa tal que OP = PC, P es el punto medio y, por lo tanto,
OK = 20P = 20A, lo cual implica que la razén buscada es %

Solucién del problema 3. Consideremos las parejas (a1, a49), (a2, asg), . . ., (az0, a21).
La suma de los nimeros de cada pareja es un niimero entre 0 y 18 pues cada nimero
es un digito entre 0 y 9. Como hay 19 posibles sumas y se tienen 20 parejas, por el
principio de las casillas, existen dos parejas, digamos (a;,a;) y (ag, a;), que tienen la
misma suma. Ademds, ¢ +j = 41 = k41, entonces estos indices cumplen la condicién
requerida.

Soluciéon del problema 4. Si m = 1, el resultado es inmediato. Supongamos que
m > 1y que la factorizacién en primos de m es m = pj'ps?---p. Veamos que
no puede existir un primo p tal que p | z(x + 2k) para cualquier x entero, pues si
esto ocurriera p | 1(1 +2k) = 2k +1yp | —1(—1+ 2k) = —(2k — 1), de donde
p|2k+1—(2k—1) = 2,esto es, p = 2 lo que es una contradiccion, pues es imposible
que divida al nimero impar 2k + 1. Lo anterior implica que paras = 1,2, ..., r, existe
algtin entero x; de manera que p; t z;(z; + 2k).

Por el teorema chino del residuo, existe un entero xz( tal que g = x; (mod p;) para
cadai = 1,2,...,r, entonces xo(zo + 2k) = x;(x; + 2k) £ 0 (mod p;) para i =
1,2,...,r. Ahora, al no dividir a algin primo de la factorizacién en primos de m, xg
y o + 2k son primos relativos y su diferencia es 2k, como se buscaba.

Solucién del problema 5. Sean R la intersecciéon de AD y BE, S la interseccién de
AC'y BD, T la interseccién de CE'y AD. Dado que tridngulos correspondientes en
pentagonos regulares son semejantes, tenemos que los tridngulos PQR y CAD son
semejantes. Pero, como los tridngulos CAD y PAR son semejantes, tenemos que los
tridngulos PQR y P AR también son semejantes.
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D

NNy

b

B

Por lo tanto, el drea del cuadrilatero APQ D la podemos calcular como sigue.

(APQD) = (APQD) _ 2(APR)+ (PQR) + (RQT) _ 3(APR)+ (RQT)

(ACEBD) ~ 5(APR) + (PQR) + 2(RQT)  6(APR) + 2(RQT)’

de donde se sigue que (APQD) = % (Nota: Los paréntesis denotan drea).

Solucion del problema 6. Los segmentos AA’, BB’ y C'C’ concurren en un punto
P, el centro radical de Cy, Cs y Cs. Por el cuadrildtero ciclico AB’ A’ B se tiene que
/B'AP = /PBA’, de donde los tridngulos AB’ Py BA’P son semejantes y, por lo
tanto, % = %. De manera andloga se tiene gé, = gg y gg, = %. Multiplican-

: AB' CA’ BC' _ AP CP  BP _
do estas tres igualdades obtenemos que 5747 - 57 ¢5r = Bp " AP P — 1

Solucién del problema 7. Sea (z,y) un par de enteros que satisface la ecuacién 23 =
y3 + 2y + 1. Observemos que (y+1)3 = y3 + 3y? + 3y + 1. Si y* + 3y > 0, entonces
(y+1)2 >y +2y? + 1 = 23, Dado que y> + 2y + 1 > 3>, se sigue que 2° > 32 y,
por lo tanto, (y + 1) > 23 > y3. De aqui que y + 1 > x > y, lo cual no es posible ya
que z, y son enteros. Luego, necesariamente y2 + 3y < 0,estoes, —3 <y < 0.Como
Yy es entero, los valores posibles de y son —3, —2, -1y 0.
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= Siy = —3, entonces 2> = —8, de donde z = —2.
= Siy = —2, entonces 2> = 1, de donde = = 1.
= Siy = —1, entonces 2° = 2 y no hay soluciones enteras en este caso.

= Siy = 0, entonces x> = 1, de donde z = 1.

Por lo tanto, las soluciones son las parejas (z,y) = (1,0), (1,—2) y (=2, —3).

Solucién del problema 8. Por las relaciones de Vieta se tiene que si z1, x2,. .., Ty
son las raices del polinomio, entonces —ag—;l =z1+x2+ -+ TnYy % = 2129+
x1T3 + - - - + xp—12,. Combinando estas ecuaciones, obtenemos que

a2 = (r F et an)? = 2@mae d i3 o+ T 12)

_ (an—l)2 _9 (an—Z) —1-9 (an—Z) )

QA QAp QA
Sin embargo, la fraccién del lado derecho es 1 0 —1 y el lado izquierdo es un nimero
mayor o igual a cero. Por lo tanto, la Gnica posibilidad es que 23 + 23 + - - - + 22 = 3.
Ahora, 1 = a = z323 - - 22. Por la desigualdad MA-MG se obtiene que 3 = z% +
23442 > n /2222 22 = n, de donde los polinomios buscados son de grado a
lo mas 3. Si el polinomio es de grado tres, entonces ocurre la igualdad en la desigualdad
MA-MG, de donde las raices son iguales en valor absoluto. Pero x1x2x3 = 1, entonces
son 1 o —1. Es facil ver que las dos opciones (con sus respectivos negativos) cumplen:
(r—-1)2(x+1)=23-22—x—-1y(@@+1)%x—-1) =23 +2? -2z — 1. Parael
grado dos, con un andlisis del discriminante se obtiene que a2 y ag deben tener distinto
signo. Los casos con as = 1 dejan los polinomios 22 — 2 — 1y 2 + x — 1, ambos
cumplen, al igual que sus negativos. Por dltimo, los de grado 1 son z + 1, x — 1 y sus
negativos.

Solucién del problema 9. Identifiquemos a cada vértice de los tridngulos con un vec-
tor, partiendo todos desde un origen arbitrario. Puesto que vectorialmente el gravicen-
tro de un trangulo se obtiene de hacer el promedio de los vectores de los vértices, la
N B o
Z+T§>+8 = ABC gy eyl

hipétesis de los gravicentros se traduce en la condicién
ere decirque A+ B+ C — T+ B +0
quiere decirque A + B + C' = A" + B’ 4+ C’, de donde al restar una de la otra obte-

nemos que AA’ + BB 4+ CC’ = 0. Lo anterior implica que efectivamente se forma
un tridngulo, pues por la desigualdad del tridngulo para vectores se puede concluir que

— == = = — ==
AA” + }BB’ > ’AA’ + BB'| = }—C’C’ = }CC” y de manera anédloga las demads
desigualdades.

Solucién del problema 10. Sean H, O y R el ortocentro, el circuncentro y el circun-
radio, respectivamente, del tridngulo ABC'. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que OH interseca a AB y a AC en los puntos D y E, respectivamente. Sean B’ y
C’ los pies de las alturas del tridngulo ABC desde By C, respectivamente. Dado que
/BB'C = /BC'C = 90°, tenemos que BCB’C’ es un cuadrilatero ciclico. Asf,
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/AB'C’" = ZABC. Por tener dos dngulos iguales, los tridngulos AB'C’ y ABC son

. . . !
semejantes, con razén de semejanza ’ZCC = cos(LCAB) = cos60° = % Por lo tan-

to, la razén de semejanza entre los didmetros de los circuncirculos de los tridngulos

AB'C'y ABC'es ‘;‘—g = % Es decir, AH = R = AO.

C

Por otra parte, es conocido que ZBAO = ZCAH, pues AH y AO son isogonales.
Como AH = AO, entonces LZAOH = LAHO:; es decir, ZAOD = /AHE. Por
tener dos angulos iguales y un lado correspondiente igual, los tridngulos AOD y AHE
son congruentes; por tanto, AD = AFE. Dado que ZC AB = 60°, entonces el tridngulo
ADE es equildtero.

Solucion del problema 11. Sean a; < as < ag < - -+ < a,, los pesos de los cochinos.
Como fraccién del peso total z, a1 + ag = %:c Y Gm—2 + Qm—1 + Q@ = %:1: Como
13—|— £ = 53 €80 quiere decir que hay 6 o mds cochinos y que los restantes deben sumar
%' . ~

Tenemos asi, tres grupos: (a1, as) los cochinos pequefios, (as, aq, . . ., am—3) los co-
chinos medianos y (@, —2, @m—1, ) los cochinos pesados. Si hubieran 2 0 més cochi-

nos medianos, el mds ligero de ellos (es decir, ag) pesaria menos o igual que 3/% = %.
Pero en este caso a1 + a2 < 55 + 4 = 15 < 1. lo cual muestra que la cantidad de
cochinos no puede ser 7 o mds. Finalmente, vemos que m = 6 si es posible, tomando
alzagzé,ang—oycu:%:ag:%.

Solucién del problema 12. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x es el mayor
numero real entre x, y y z. Tanto si z < y, comosi z > y, y™ — 2™y y™ — 2" tienen

el mismo signo, es decir, 0 < (y™ — z™)(y"™ — 2™). Asi,

0< (@™ =2")(@" —y") + (" = 2")(y" - 2")

— xm-{-n +ym+n +Zm+n _ .m,n

=™y _ymzn_zm n

Ahora,
(2™ = 2™ " — ") + (g = 2"
S@m=2MA" =y") + (" =) (" - 2")
=1-y"(1—y™)—2"(1-2")—y

~—
—~
<
3
|
I\
3
~

3
™0

3
IN
=



Soluciones a los problemas de practica 19

lo que concluye la prueba.

Solucién del problema 13. Consideremos la siguiente numeracién de los cuadrados
del tablero de 4 x 4.

N | =] W] N

Ll N N
W =] W
W IN |~

Observemos que un movimiento cambia el color de uno de los cuadrados de cada
nimero. Como hay seis cuadrados numerados con el 1, son necesarios un nimero par
de movimientos para que todos esos cuadrados tengan color negro. Por otro lado, hay
cinco cuadrados numerados con el 2; asi, son necesarios un nimero impar de movi-
mientos para que todos estos cuadrados tengan color negro. Por lo tanto, no es posible
que todos los cuadrados se vuelvan negros después de alguna secuencia de movimien-
tos.

Solucién del problema 14. Supongamos, por contradiccién, que un cuadrado divide a
n. En particular, si p es un divisor primo del cuadrado que divide a n, entonces n se
puede escribir como n = pa con a un entero mayor que uno y con la propiedad de que
p | a. Ahora, observemos que

(a+1D)"—1=ala+1D)" '+ (a+1)""' =1
ala+1)" P +ala+ )"+ (a+1)" 2 -1

ala+1)" P +ala+ )"+ +ala+ 1)+ (a+1) -1
=a(la+1D)" P+ (a+1)"" 24+ (a+1)+1).

Dado que a+1 = 1 (mod p), tenemos que (a+1)" " +(a+1)""2+-- -+ (a+1)+1 =
n = 0 (mod p), de donde se sigue que n divide a (a + 1) — 1 € A, lo que es una
contradiccidn. Por lo tanto, ningtin cuadrado divide a n, esto es, n es libre de cuadrados.

Solucién del problema 15. Sea I, el centro de k. Ademds, sea T el punto de inter-
seccién de A1, con el circuncirculo del tridngulo ABC'. Como Al, es la bisectriz del
triangulo ABC, entonces T es el punto medio del arco BC. Por ser dngulos centrales,
ZBOT = ZTOC. Como OB = OC por ser radios, el tridngulo OBC' es isésceles.
Entonces, OT es una altura del tridngulo O BC, en particular, OT es perpendicular a
BC.

Por hipétesis I, D es perpendiculara BC'y OT = I, D, entonces I, D y OT son pa-
ralelas y tienen la misma longitud. Por lo tanto, ODI,T es un paralelogramo, lo que
implica que OD es paralelaa Al,.
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Ahora, AF' y AFE tienen la misma longitud por ser las tangentes a una circunferencia
desde un mismo punto. Dado que el tridngulo AF'E es isdsceles y que Al, es su
bisectriz hacia el lado posiblemente desigual, entonces Al, es perpendicular a EF'.
Como OD es paralelaa Al,, se concluye que OD es perpendiculara EF.

Solucién del problema 16. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a < b < c.
Como a y b son positivos, tenemos que a + b + ¢ > c. Ademds, como c es el mayor
de los tres enteros, también tenemos que a + b + ¢ < 3c¢. Luego, ¢ < a + b+ ¢ < 3c.
Dado que a + b + ¢ debe ser multiplo de ¢, tenemos dos posibilidades: a + b + ¢ = 2¢
oa+b+c=3c

a) Sia+ b+ c = 3c, entonces a, b y c deben ser todos iguales, ya que de lo contrario,
tendriamos que a + b+ ¢ < 3c (si a # b, por ejemplo, entonces a < b < ¢). Luego,
med(b, ¢) = med(c,c) = ¢. Como med(b, ¢) debe ser 1, se sigue que (a,b,c) =
(1,1,1) y es fdcil ver que esta terna satisface el problema pues med(1,1) =1y 1
esdivisorde 1 +1+ 1.

b) Sia+ b+ ¢ = 2¢, entonces a + b = c. Sabemos que b debe ser un divisor de
a+ b+ c=2a+ 2b. Como a > 0, obtenemos que 2a + 2b > 2b. Dado que b > a,
tenemos que 2a + 2b < 4by, como 2a + 2b debe ser multiplo de b, solo hay dos
posibilidades: 2a + 2b = 3b o 2a + 2b = 4b.

1) Si2a+ 2b = 3b, entonces b = 2a. De manera andloga al primer caso, obte-
nemos que a = mcd(a, 2a) = med(a,b) = 1. Luego,b =2yc=a+b =

3. La terna resultante (a,b,c) = (1,2,3) satisface el problema puesto que
med(1,2) = med(1,3) = med(2,3) =1y 1+ 2+ 3 = 6 es miltiplode 1, 2
y 3.

1) Si2a + 2b = 4b, entonces a = b. Luego, a = mcd(a,a) = med(a,b) = 1.
Como b = a = 1, se sigue que ¢ = a + b = 2y, en consecuencia, (a,b,c) =
(1,1, 2). Esta terna satisface el problema puesto que med(1,1) = med(1,2) =
1lyl+1+2=4esmiltiplode 1y 2.
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Concluimos que las soluciones con a < b < ¢ son (a,b,¢) = (1,1,1), (1,1,2) y
(1,2, 3). Permutando los valores de a, b y ¢, obtenemos un total de diez ternas (a, b, ¢)
que satisfacen el problema: (1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1), (1,2,3), (1,3,2),
(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2) y (3,2,1).

Solucién del problema 17. Observemos que ZCMY = $/CMA = $(180° —
ZAMB) = 90° — ZXMB. Dado que ZMXB = 90°, tenemos que ZCMY =
90° — LXMB = ZMBX. Ahora, en los tridngulos CMY y M BX, tenemos que
CMY = ZMBX, ZMYC = 90° = £ZBXM y CM = MB, esto es, son
triangulos congruentes (por el criterio LAA). En particular, tenemos que M X = CY

B

A

Fijémonos ahora en el tridngulo XY M. Yasabemosque MY = BX yque ZYM X =
LYMA+ ZAMX = /CMA+ $/AMB = §-180° = 90°. Como los tridngulos
XYM y MBX también comparten el lado M X, son congruentes (por el criterio
LAL). En particular, tenemos que ZM XY = ZXM B. Dado que M X es bisectriz
del dangulo ZAM B, obtenemos que /XM B = ZAM X. Esto implica que el tridngulo
M X Z tiene dos dngulos iguales y, por lo tanto, es isésceles con dngulo posiblemente
desigual en el vértice Z. Luego, M Z = X Z.

De manera andloga, se demuestra que los tridngulos XY M y CMY son congruentes
y, por lo tanto, /XYM = ZCMY = LY M A. Asi, el tridngulo MY Z es is6sceles
con dngulo posiblemente desigual en el vértice Z. Esto implicaque YZ = M Z. En
conclusion, YZ = MZ = X Z, esto es, Z es el punto medio de XY

Solucién del problema 18. Para cualesquiera indices distintos, 7, j con ¢ < j, tenemos

que a; —a; | a; (pues como a; — a; divide a a; y también a a; — a;, se sigue que a; —a;

dividealasumaa;+(a;—a;) = a;)y a; > aj—a1 > a;j—az > --- > a;—a,. Por otro

lado, todos los términos anteriores son divisores de a;, de manera que si los divisores

de a; en orden decreciente son a; > by > by > --- > by, entonces a; —a; < b;. Puesto
a;

que b; < 575, tenemos que a; — a; < zl-ll-_Jl’ lo cual implica que (i + 1)(a; — a;) < a;.

Por lo tanto, ia; < (i + 1)a; < ja.
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Solucién del problema 19. Notemos que

z(1+x) z(1—x)

S ) -
z(1+z zta? z(l-z z—a?

pues L) p(1) = = (4 boc), (1) = 255 (a—bee)y (1—22)p(0) =

(1—22)c=c—ca?

Si0 <z <1, por la desigualdad del tridngulo, tenemos que

(14 x) (1 —x)

L )] + S (=) + (1= 22)lp(0)]

< z(1+z) n z(1l—x)

- 2 2

5 (1 )2<5
1\ ") =71

Si —1 < x <0, por la desigualdad del tridngulo, tenemos que

p(z) =az® + bz 4 c= p(=1) 4+ (1 — 2)p(0),

laz® 4 bz + |

IN

+ (1 —2?)

jaa? 4 b+ of < = X2y - 2Dy (- ap(o)
zx(1+z) z(1-=x) 2
R

_§_(l+x)2<§
T4 2 -4

Por lo tanto, |p(z)| < 2 para todo « del intervalo [—1, 1].

Solucién del problema 20. Sean x,y, z enteros distintos que satisfacen la ecuacién
(x —y)y — 2)(z — x) =  + 4y + Tz. Si z,y, z dejan diferente residuo cuando se
dividen por 3, entonces (z—y)(y—z)(z—x) # 0 (mod 3); mientras que z+4y+7z =
r+y+2z=0+1+2 =0 (mod 3), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, al
menos dos residuos son iguales y, en consecuencia, el producto (x — y)(y — z)(z — x)
es multiplo de 3.

Sean ry, ro, 73 los residuos que se obtienen al dividir a x, y, z por 3, respectivamente.
Entonces,

(x—y)ly—2)(z—2) =0 (mod 3) <=z + 4y + 7z = 0 (mod 3)
<~ z+y+2=0(mod3)
T =T2 =73,
pues al menos dos residuos son iguales. Por lo tanto, z =y = z (mod 3) y (x —y)(y —
z)(z—x) = 0 (mod 27). Escribamos, z = y+3a,y = z+3by (zr—y)(y—2)(z—x) =

27k para ciertos enteros a, b, k. Entonces, 27k = 3a(3b)(—(3a+3b)) = —27ab(a+b),
esto es, —ab(a+b) = k. Como los enteros z, y, z son distintos, ninguno de los enteros

a,boa+besiguala0. Si|a| = |b] = 1, entonces a + b es par. Como a + b no es
cero, tenemos que |a + b| > 2. Asi, |k| = |a||b||a + b| > 2. El valor |k| = 2 se puede
obtener considerandoa = 1y b = 1, lo cual implicaque v = 0,y = -3y 2 = —6.

Por lo tanto, el valor minimo de |z + 4y + 7z| es | — 12 — 42| = 54.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2017 No. 4.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones.

Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogeran de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pafs.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Sean x, y niimeros reales diferentes de 0 tales que x> + > + 3z22y? =
23y, Determina todos los valores posibles de 2 + %

Problema 2. Dado un circulo con centro O y un punto exterior S, sean Py () los
puntos de tangencia de las tangentes que pasan por S. La recta S corta al circulo en A

y B con B mas cerca de S. Sea X un punto interior del arco menor PB yseanC'y D
las intersecciones de QX y PX con OS, respectivamente. Prueba que

1 N 12
AC ' AD = AB’



24 Problemas de Entrenamiento

Problema 3. Sea P(x) un polinomio de grado n con coeficientes enteros que satisface
lo siguiente:

k
P(k) = Pl paracada k=0,1,...,n.

Encuentra el valor de P(m) para cada entero m > n.

Problema 4. Un examen tiene 5 preguntas de opcion multiple, cada una con 4 opciones.
Si 2000 estudiantes presentan el examen, encuentra el menor entero positivo n para el
cual es posible que, si se escogen n estudiantes al azar, existan siempre 4 de ellos de
manera que cualquier par de esos cuatro tenga a lo més tres respuestas iguales.

Problema 5. Determina el mayor entero positivo n tal que la suma
VI + V2] + V3] + -+ [va)
sea un niimero primo. (Nota: |z | denota el mayor entero que es menor o igual que ).

Problema 6. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo con AB # AC. El incirculo w del
tridngulo ABC es tangente a los lados BC, CAy AB en D, E y F, respectivamente.
La recta perpendicular a BC' desde C' interseca a EF' en el punto M. De manera
similar, sea IV el punto de interseccion entre la perpendicular de BC' desde B con la
recta EF. Larecta DM interseca de nuevo a w en el punto P. Andlogamente, sea () el
segundo punto de interseccion de DN con w. Demuestra que DP = DQ).

Problema 7. Sean a, by ¢ niimeros reales positivos tales que abc > 1. Demuestra que

1 1 1
a3+2b3+6+b3+203+6+c3+2a3+6

1
< -.
-3

Problema 8. Sean w,, wp y w, tres circunferencias que son tangentes exteriormente
por pares. El tridngulo ABC' contiene en su interior a wg, wp y w. de manera que BC'
es tangente comun de w, y w,., C'A es tangente comun de w. y w,, AB es tangente
comin de w, y wp. Si los puntos de contacto de los pares de circunferencias (wp, w.),
(Weywa) Y (wq,wp) son A’, B'y C’, respectivamente, demuestra que AA’, BB"y CC’
concurren.

Problema 9. En una ciudad con n personas se sabe que si dos personas se conocen,
entonces no tienen a ningtin conocido en comun. También se sabe que si dos perso-
nas no se conocen, entonces esas dos personas tienen exactamente dos conocidos en
comun. Demuestra que hay un nimero & fijo tal que cada persona en la ciudad conoce
a exactamente k personas.

Problema 10. Sea GG una gréfica con n > 4 vértices y m aristas. Demuestra que si

m > n(Vin—3+1) V4"4_3+1), entonces G contiene un 4-ciclo, esto es, un ciclo de longitud 4.
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2017 No. 1.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 1, afio 2017. En esta ocasidn felicitamos a German Puga Castillo
por habernos enviado su solucién al problema 8 y aprovechamos para invitar a todos
los lectores a participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en
los nimeros posteriores de la revista. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista
aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No.
2, afio 2017, por lo que atn tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. La banda de los 5 piratas y su capitdn, se repartieron un botin como sigue:
el primer pirata tomd la mitad de los doblones de oro, el segundo pirata tomo la tercera
parte de los doblones restantes, el siguiente pirata tomo la cuarta parte de los doblones
sobrantes, y asi sucesivamente. Al final, quedaron 10 doblones que tomd el capitdn.
(Cuantos doblones de oro habia en el botin?

Solucién. Una forma de resolver este problema es “trabajando hacia atrds”. Si al final
el capitdn recibi6 10 doblones y el dltimo pirata tomo la sexta parte de lo que habia, ello
quiere decir que 10 doblones son % de lo que habfa antes que tomara su quinta parte el
dltimo pirata, es decir, habian 12 doblones. Pero, si el cuarto pirata tomo la quinta parte
de lo que habia y dej6 12 doblones, quiere decir que 12 doblones son % de lo que habia
antes de que el cuarto pirata tomara su parte, por tanto, habfan 15 doblones. El tercer
pirata tomd la cuarta parte y dej6é 15 doblones, de modo que 15 es % de la cantidad de
doblones que habia antes de que el tercer pirata tomara su parte, por lo que habian 20
doblones. Continuando este proceso vemos que habia 30 doblones antes que el segundo
pirata tomara su parte. Por lo tanto, al inicio del proceso habian 60 doblones.

Problema 2. Sean m y n enteros positivos. Si 2 —2" = 1792, ;cudnto vale m? +n??

Solucién. Dado que 2™ — 2™ = 27(2™~" — 1) = 1792, tenemos que n es el nimero
de factores 2 en la factorizacién en primos de 1792. Como 1792 = 2% - 7, entonces
n = 8.Luego, 2" " —1=2m"8 —1=17=23—1, porlo que m = 11. Concluimos
que m? +n? =112 + 8% = 121 + 64 = 185.

Problema 3. Demuestra que el ntimero de enteros positivos de 10 digitos que tienen la
propiedad de que cada digito es divisor de 2016, es un cubo perfecto.

Solucién. De la factorizacién 2016 = 25 - 3% - 7 obtenemos que los tnicos digitos
posiblesson 1,2,3,4,6,7,8,9.Como no hay restriccion en las repeticiones, la cantidad
total de nimeros es 810 = (23)10 = (210)3_ que es un cubo perfecto.

Problema 4. Encuentra todos los niimeros enteros positivos n tales que el producto de
sus digitos es igual a n? — 10n — 22.
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Solucién. Supongamos que n = 10 - d,,, + 10m1.d,,_14+---+10-dy + dy con
do,dy, . ..,d,, digitos. Luego, tenemos que

n=10" dpn+ 10" dp_1+---+10-dy +do
> d,, - 10™
>dm - dm_1---dy - dyg =n?® —10n — 22,

donde la tltima desigualdad es cierta porque dg, ds, . . . , d,,, son digitos. Entonces, los
niimeros 1 que buscamos deben cumplir n2 — 11n — 22 < 0. Las raices del polinomio
2 — 1z — 22 son ;= U=y209 y 5, — 4209 441 o5 niimeros enteros positivos
que satisfacen la desigualdad pedida son los nimeros del 1 al 12. Ahora, los niimeros
del 1 al 9 no cumplen lo pedido pues se tendria que = d; = 22 — 10z — 22y estos
deberian ser raices del polinomio z? — 11z — 22, pero ya vimos cudles son las raices
de este polinomio. Por ultimo, de 10, 11 y 12 es facil ver que el inico que cumple la
condicién es 12 pues 122 — 10(12) —22 =2 =1-2.

Problema 5. Demuestra que en un conjunto de 10 niimeros enteros positivos distintos
de dos digitos, siempre es posible encontrar dos subconjuntos disjuntos que tienen la
misma suma.

Solucién. Sabemos que en un conjunto de 10 elementos hay 2'° — 1 = 1023 sub-
conjuntos distintos no vacios. Ademads, cada suma de los elementos de un subconjunto
debe ser un nimero entre 10y 90491 +92+4934+94+ 95496 + 97498 +99 = 945.
Como hay 945 — 10 4 1 = 936 sumas posibles, por el principio de las casillas, deben
existir dos subconjuntos distintos A y B con la misma suma. Finalmente, es facil ver
que dos conjuntos que satisfacen el problemason A — (AN B)y B— (AN B).

Problema 6. Determina todas las ternas de enteros positivos (a, b, c), cona < b < ¢,
que satisfacen la igualdad

(-5 () (2) -2

Solucién. Si a = 1, laigualdad 2(1 + 7)(1 4+ 1) = 2 no es posible, pues 1 + 7 > 1y
1+ % > 1, asf el lado izquierdo es mayor que 2.
Sia > 4, entonces ¢ > b > a > 4; por lo tanto,

1 1 1) ( 1)3 5° 125
T+ )(1+2)(1+2)<(1+=) =2 =2 <o
(+a)<+b)(+c =71 TP <
Luego,a =20a = 3.
Sia =2, entonces (1+ §)(1+ 1) = 3, esto es, 4bc = 3(b+ 1)(c + 1). Simplificando
obtenemos que bc = 3b + 3¢ + 3. Esto implica que (b — 3)(c — 3) = 12. Como

¢c>b>a>2 tenemosque c—3 >b—3 > —1yclaramente (—1)(—1) # 12.
Ademas b — 3 # 0y c— 3 # 0. Luego, c — 3 > b — 3 > 1. De esta manera tenemos
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que (b—3,¢—3)=(1,12),(2,6), (3,4), de donde se sigue que las ternas (a, b, ¢) con
a < b < cson, en este caso, (2,4,15), (2,5,9)y (2,6,7).

Sia = 3, entonces (1+ 3)(1+ 1) = 3, estoes, 3bc = 2(b+ 1)(c + 1). Simplificando
obtenemos que bc = 2b + 2¢ + 2. Esto implica que (b — 2)(¢ —2) = 6. Como ¢ > b >
a > 3, tenemos que c—2 > b—2 > 1. Luego, (b—2,¢—2) = (1,6) 0 (2, 3), de donde
se sigue que las ternas (a, b, ¢) con a < b < ¢ son, en este caso, (3,3,8)y (3,4,5).
Por lo tanto, las soluciones son (a,b,c¢) = (2,4,15), (2,5,9), (2,6,7), (3,3,8) y
(3,4,5).

Problema 7. Sea n un entero positivo. Diego escribe n enteros positivos distintos. Juan
borra algunos de los nimeros (puede no borrar nimeros o borrarlos todos), coloca un
signo + o — enfrente de cada uno de los niimeros y suma todos los enteros con signo.
Juan gana si el resultado no es cero 'y 2017 lo divide, en otro caso gana Diego. ;Quién
tiene una estrategia ganadora?

Solucién. Para n < 10 Diego tiene una estrategia ganadora, le basta con escribir los
nimeros 1,2,...,2" !, Funciona porque los resultados que Juan puede obtener al
borrar nimeros y colocar signos, son enteros entre —1023 y 1023. Basta con observar
que el resultado tendrd el mismo signo del niimero m4ds grande que no sea borrado ya
que 2/ > 27 — 1 = Y771 2, para todo entero positivo j.

Para n > 11 el conjunto C' de nimeros que escribe Diego tiene 2" — 1 > 2017
diferentes subconjuntos no vacios. Entonces, el principio de las casillas garantiza que
las sumas de los elementos de dos de dichos subconjuntos, que se pueden denotar como
A'y B, son congruentes médulo 2017. Ademads, podemos asumir que los elementos de
Ay de B son distintos, pues bastaria eliminar la interseccién en ambos conjuntos (uno
de los conjuntos puede ser vacio). Si Juan coloca el signo + delante de los niimeros de
A, coloca el signo — delante de los nimeros de B y borra el resto de los elementos de
C, entonces gana. Por tanto, si n > 11, Juan tiene estrategia ganadora.

Problema 8. Un conjunto finito C' de enteros positivos se llamard bueno si para cada
entero k, existen a, b € C, a # b, tales que los nimeros a + k y b+ k no son coprimos.
Demuestra que si la suma de los elementos de un conjunto bueno C' es 2017, entonces
existe un elemento ¢ € C para el cual el conjunto C' — {c} es bueno.

Solucién de German Puga Castillo. Sea C' un conjunto bueno. Dado que los elemen-
tos de C' son positivos y suman 2017, la diferencia entre cualesquiera dos elementos de
C es menor a 2017. Asi, cualquier primo que divida alguna de estas diferencias debe
ser menor a 2017.

Sea n un entero positivo. Diremos que C' es n-completo si para todo entero 0 < 1 < n
existen x y y enteros distintos en C tales que z = y = | (mod n). Sea P el con-
junto de niimeros primos menores a 2017. Mostraremos que para algin p en P, C
es p-completo. Supongamos que no, entonces para cada ¢ en P existe algin residuo
C(t) moédulo ¢ para el cual no hay dos elementos en C' tales que son congruentes
a C(t) en médulo t. Por el teorema chino del residuo, existe un entero K tal que
—K = C(t) (mod t) para todo ¢t en P. Por hipétesis, existen a y b en C tales que
a+ K y b+ K tienen un factor en comtn. Asi, ese mismo factor divide a |a — b|; luego,
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existe r en Ptalquea = b= —K = C(r) (mod r), lo que es una contradiccién a
como tomamos C(r).

Sea p en P tal que C' es p-completo. Notemos que C' tiene por lo menos 2p elementos,
ya que hay dos elementos por cada clase residual. Ademds, ya que cada entero n lo
podemos asociar a su clase residual (mod p), se pueden escoger los dos enteros a 'y b en
C que se asocian al residuo —n para que p divide an+a y n+ b. Asi, los 2p elementos
forman un conjunto bueno, denotémoslo con N.

Demostremos que C' no puede tener exactamente 2p elementos. En efecto, si |C| = 2p,
entonces la suma de sus elementos seria congruentea 2(14+2+---+p) = p(p+1) =
0 (mod p). Pero, la suma de los elementos de C' es 2017; luego, p es un factor de 2017
y, como este es primo, p = 2017, lo que contradice que p esté en P.

Por el principio de las casillas, hay tres elementos de C' que estdn en una misma clase
residual de p. Por lo tanto, podemos quitar uno de estos elementos de C'y considerar
los 2p elementos que quedan para construir N como antes y terminar.

Problema 9. Sean I'; y I's dos circunferencias con centros O y P, respectivamen-
te. Sup6n que las circunferencias se intersecan en los puntos X e Y de forma que
ZOXP = /ZOY P = 90°. Sea AB un didmetro de I'; tal que B estd dentro de I's. Las
dos circunferencias que son tangentes a I'y y que pasan por O y A tocana I's en F'y
G. Demuestra que F'GOB es ciclico.

Solucién. Consideremos la inversién con respecto a I';. Como I'y y I's son ortogo-
nales (pues ZOX P = 90°), I'y se invierte en si misma. Entonces, el circuncirculo
del tridngulo AF'O se invierte en una recta tangente a I'; por F” y A, donde F” es el
inverso de F. Andlogamente, AG’ es tangente a I's, donde G’ es el inverso de G.

Por otro lado, si se invierte con respecto a I's, el inverso de A se calcula como el punto
medio del segmento formado por los puntos de tangencia desde A que son justamente
F’ y G’'. Supongamos que D es el punto medio de F' y G’. Tenemos que D debe estar
sobre I'q, pues esta circunferencia es ortogonal a I's. Como ZADB = 90° (por ser
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AB un didmetro), tenemos que los puntos B, D, G’ y F’ estdn en una recta. De la
inversion respecto a I'y, concluimos que FOGB es ciclico.

Problema 10. Un conjunto de enteros positivos con al menos tres elementos se llama
uniforme si el conjunto que queda al remover cualquiera de sus elementos se puede
dividir en dos subconjuntos que satisfacen que las sumas de sus elementos son iguales.
(Cudl es el menor nimero de elementos que puede tener un conjunto uniforme? Nota:
como consideramos el conjunto, no hay dos elementos iguales.

Solucion. Sea A = {a1, as, ..., ay} un conjunto uniforme. Sea S = a1 +as+- - -+ay.
Por la condicién del problema se sabe que S — a; es par paracadai = 1,2,...,n. Si
S es par, entonces todos los elementos de A son pares. Asi, a; = 2b;, con b; nimero
entero para cada ¢ = 1,2,...,n. El hecho de que A sea uniforme implica que B
también lo serd, con los subconjuntos correspondientes, donde B es el conjunto de los
enteros b;. Luego, se puede asumir que S es impar, lo que implica que a1, as,...,an
también son impares. Como la suma de una cantidad par de nimeros impares es par,
entonces 7 es impar.

Se demostrard que n = 7. Un andlisis directo de los casos demuestra que el conjunto
{1,3,5,7,9,11, 13} es uniforme. Los conjuntos con tres elementos no son uniformes
porque al quitar uno los otros dos deberian ser iguales. Resta demostrar que no hay
conjuntos uniformes de cinco elementos. Supongamos que A = {a1, as,as, as,as} es
un conjunto uniforme y que a; < az < az < a4 < as. Al considerar el conjunto
A — {a1}, la condicién de uniformidad garantiza que as + a5 = as + a4 0 que as +
a3 + a4 = as. Si se considera el conjunto A — {as}, se obtiene que a1 + a5 = as + a4
0quea1 —|—CL3+CL4 = as5.

» Siay+as =a3+asyar +as = as+ ay, entonces a; = as.

» Siay+as =a3+asya;+as+ as = as, entonces a; = —as.

» Siay+az+aq =as5ya;+as = as+ ayg, entonces a; = —as.

= Siay + a3+ a4 =asyar +az+ ag = as, entonces a; = as.

Dado que todas las opciones anteriores llevan a una contradiccién, se puede concluir
que no existe un conjunto uniforme de cinco elementos.



Concursos Estatales

32 Olimpiada Regional de Matematicas del Sureste

Del 6 al 8 de octubre de 2017, previo al concurso nacional de la XXXI Olimpiada
Mexicana de Matematicas, se llevo a cabo en Cancun, Quintana Roo, la 3% olimpiada
regional de matematicas del sureste, con la participacién de 37 alumnos provenientes
de Campeche, Chiapas, Quintana Roo, Tabasco y Yucatan.

A continuacién presentamos los problemas de la 3% Olimpiada Regional de Matemdti-
cas del Sureste. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una.

Problema 1. Sea ABC un tridngulo y C su circuncirculo. Sea D un punto de C en el
arco BC que no contiene a A, diferente de B y C' de tal manera que CD y AB no
son paralelas. Sean F la interseccién de C'D con AB 'y O el circuncentro del tridngulo
DBE. Demuestra que la medida del angulo ZO BE no depende de la eleccién de D.

Problema 2. En la liga local de fiitbol de Canciin participan 30 equipos. Para este
torneo se quiere dividir a los 30 equipos en dos grupos de manera que:

1) Cada equipo juegue exactamente 82 partidos.

2) El niimero de partidos entre equipos de diferentes grupos es igual a la mitad de
partidos jugados en total.

(Es posible realizar esto?

Problema 3. Sea p un nimero primo de la forma 3k + 2 tal que a® + ab+b? es divisible
por p para algunos enteros a y b. Demuestra que a y b son ambos divisibles por p.

Problema 4. Encuentra todos los enteros positivos m y n tales que n! + 5 = m?.
Problema 5. Considera un tridngulo acutdngulo ABC' con circuncentro O. Una cir-
cunferencia que pasa por B y O interseca a los lados BC'y AB en los puntos Py @,
respectivamente. Demuestra que el ortocentro del tridngulo O P(Q esta sobre AC'.

Problema 6. Considera f1 = 1, fo =1y fay1 = fn + fn_1 paran > 2. Determina si
existe n < 1000001 tal que los dltimos tres digitos de f,, son cero.



Concurso Nacional de la 12
Olimpiada Mexicana de
Matematicas de Educacion
Basica

Del 15 al 18 de junio de 2017 se llevé a cabo, en Oaxtepec, Morelos, la 1 Olimpiada
Mexicana de Matematicas de Educacion Bisica (OMMEB) en los niveles de primaria
y secundaria, con la participacién de 192 estudiantes representando a 23 entidades
federativas. La OMMERB estd compuesta de tres niveles:

a) Nivel I: Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria o una institucién equivalente.
b) Nivel II: Estudiantes de sexto afio de primaria y de primer afio de secundaria o una
institucién equivalente.

c¢) Nivel III: Estudiantes de segundo afio de secundaria o una institucioén equivalente.
Hay dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. El nivel I de la prueba individual
constd de 15 problemas para resolver en 90 minutos. Los niveles II y III de la prueba
individual constaron de 15 problemas para resolver en 120 minutos. Los problemas se
dividen en dos partes. La parte A consiste de 12 problemas. La parte B consiste de 3
problemas de redaccién libre. En los tres niveles, la prueba por equipos consistio de 8
problemas, a resolver en 70 minutos.

A continuacion, listamos los nombres de los alumnos que obtuvieron medalla de oro
en cada nivel de la competencia.

Nombre Estado Nivel
Eduardo Calderén Jacquez | Chihuahua I
Rosa V. Canti Rodriguez Ciudad de México I
Ana P. Galindo Romero Morelos 1
Fernando Alvarez Ruiz Nuevo Leén 1
Javier Mena Chavez Zacatecas 1
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Nombre Estado Nivel
Leonardo M. Cervantes Mateos | Ciudad de México II
Ana Illanes Martinez de la Vega | Ciudad de México II
Karla R. Munguia Romero Sinaloa II
Jacobo De Juan Millén Yucatédn II
Alberto Sosa Borunda Chihuahua I
Tomads F. Cantd Rodriguez Ciudad de México I
Dario Hinojosa Delgadillo Nuevo Ledn I
Teresa Rojas Rodriguez Yucatdn I

Ahora presentamos los problemas del concurso nacional de la 1* OMMEB. En el si-
guiente nimero de la revista publicaremos las soluciones.

Prueba individual. Nivel 1.

1) Los diez digitos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 se han colocado cada uno dentro de un
circulo de manera que las dos sumas, de los seis nimeros en cada hexdgono, son
iguales. ;Cudl es el valorde b+ ¢ — a?

? 23

2) En la siguiente operacién cada letra representa un digito entre 0 y 9. ;Cudnto vale
lasuma o+ m +m+ e+ b?

o m m
+ b 3
2 0 1

= o

3) Victor y Vicky compraron un pastel y se lo comieron de la siguiente manera: Una
mafiana Victor se comid la mitad del pastel, por la noche Vicky se comié la mitad
del pastel que quedaba. Este proceso siguié de la misma manera durante 4 dias,
comiendo cada uno la mitad del pastel que encontraban. En la mafiana del quinto
dia, Victor se comi6 lo que quedaba del pastel. ;Qué proporcién del pastel comid
Victor en los 5 dias?

4) Dada la lista de niimeros 1,2,3,4,5,6,7,8,9 una sublista se forma tomando al
menos un nimero de la lista y ordenados de menor a mayor, por ejemplo 1,2, 8 es
una sublista. Encuentra la cantidad de sublistas en las que ninguno de los nimeros
2,3,5 o 7 aparecen.

5) La siguiente figura estd compuesta por el tridngulo equildtero ABH; el rectingulo
CDFQ@G y el triangulo is6sceles DEF'; de maneraque AB = DEyCD =2BC =
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2GH. Si el perimetro de DEF es 8 y el perimetro de CDFG es 10, ;Cudl es el
perimetro de la figura?

A
C B/\H G
D F
E
. 1 268
6) Los enteros positivos a, b, ¢, d,e camplencon a + ———— = —.
b+ P m—— 187
d+—L

Encuentrael valorde a + b+ c+ d + e.
7) Al imprimir un libro, el impresor no incluyé las hojas que tienen pdginas que ter-
minan con la cifra 8. Si el total de las cifras de las pdginas que no se incluyeron es

230, ;cudl es el niimero maximo de padginas que puede tener el libro original?

8) En la siguiente figura, ABC' DFE es un pentdgono regular y ABF'G es un cuadrado.
(Cuadl es la medida, en grados, del dngulo ZGED?

D

9) Elntimero 100...00200...001 se form6 con un 1 seguido de 2017 ceros, luego un
2, seguido de otros 2017 ceros y al final un 1. ;Cudntos ceros tiene la raiz cuadrada
del nimero?

10) En la figura siguiente, la circunferencia mayor tiene radio 2 cm, ;cudl es el drea, en
cm?, de la regién sombreada?
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11) A Pedro y a Maria les dejaron de tarea recortar circulos de cartén en fracciones.
Maria recort6 cada circulo en 8 partes. Pedro las recorté en 6 partes. En total re-
cortaron 30 circulos y Marfa terminé con el doble de piezas que Pedro, cudntos
circulos recorté Maria?

12) Las bases de un trapecio miden 18 cm y 8 cm, y los otros dos lados, 8 cm y 6 cm.
Encuentra la longitud, en centimetros, del segmento que une los puntos medios de
las bases.

13) (Cuantos enteros de 2 digitos existen tales que al multiplicarlos por 3 se obtiene un
nimero de 3 digitos, todos ellos iguales?

14) Encuentra la cantidad de enteros positivos de 5 digitos distintos, tales que cada uno
de sus tres digitos intermedios es igual al promedio de sus dos digitos adyacentes.
Un ejemplo de estos nimeros es 12345.

15) Sea ABCDEF un hexagono regular de lado 2 cm. Sea P un punto dentro del
hexdgono de tal manera que ZAPB = 90° y que AP = PB. Encuentra el valor,
encm?, de DP2.

Prueba individual. Nivel I1. Parte A.
1) Coincide con el Problema 3 del Nivel 1.

2) Coincide con el Problema 4 del Nivel I.

3) Enlasiguiente figura, ABC DEF es un hexagonoregulary ABGH I es un pentdgono
regular. ;Cual es la medida, en grados, del dngulo ZIF'E?

E D

A B

4) Coincide con el Problema 13 del Nivel 1.
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5) Si se lanzan 3 dados, calcula la probabilidad de que el producto de los nimeros que
quedaron boca arriba tenga exactamente dos divisores positivos.

6) Coincide con el Problema 15 del Nivel 1.

7) Al realizar la multiplicacién (z + 1)(z + 2)(x + 3) -+ (x + 2017), ;Cudl es el
coeficiente de 220167

8) Coincide con el Problema 14 del Nivel 1.

9) Se escriben en fila los nimeros naturales a partir del 50, excluyendo aquellos que
tienen alguna cifra 3: 50515254555657585960616264 . . .
(Qué cifra queda en el lugar 20177

10) Enlasiguiente figura, D es un punto sobre el arco AB, los segmentos C Ay C'B son
tangentes al arco en los puntos A y B, respectivamente, y los puntos F, 'y GG son
los pies de las perpendiculares desde D alos lados AD, BC'y C A, respectivamente.
Si DG =9cmy DF = 4 cm, calcula, en cm, la longitud DE.

C

G

LR,

11) Encuentra el maximo comun divisor de 111444444 y 444111111.

12) Encuentra todos los enteros positivos z, que cumplan la ecuacién 22 — 20172 —
360 = 0.

Prueba individual. Nivel I1. Parte B.

1) Encuentra la suma de todos los nimeros positivos primos relativos con 100 y que
sean menores que 100.

2) Un entero positivo se dice balanceado si todos sus digitos aparecen la misma canti-
dad de veces. Por ejemplo, 1234, 101022 y 777 son ntimeros balanceados. Encuen-
tra la cantidad de ndmeros balanceados menores a 10%.

3) Sean ABCD un cuadrado de lado v/2 cm y E, F puntos tales que ACF y BDE
son tridngulos equildteros. Encuentra la razén del area del cuadrildtero DC'F'E en-
tre el drea del cuadrildtero ABF'E.

E F
A B
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Prueba individual. Nivel II1. Parte A.

1) El nimero 10! tiene 270 divisores positivos. ¢Cudl es la probabilidad de que al
tomar uno de ellos al azar, este divisor sea impar?

2) Las distancias desde los tres vértices A, B, C' de un tridngulo ABC' a una recta dada
miden 7 cm, 9 cm y 14 cm, respectivamente. Sean L y M los puntos medios de BC'
y C'A, respectivamente, y sea GG el punto de intersecciéon de AL y BM. Calcula la
distancia, en centimetros, desde GG a dicha recta.

3) Coincide con el Problema 9 del Nivel II.
4) Coincide con el Problema 11 del Nivel II.
5) Coincide con el Problema 5 del Nivel II.
6) Coincide con el Problema 7 del Nivel II.
7) Coincide con el Problema 10 del Nivel II.
8) Coincide con el Problema 12 del Nivel II.

9) Sea M el conjunto 1,2,3,...,2017. Para cada subconjunto .4 de M se denota
por S4 a la suma de todos los elementos de A. Calcula el promedio de todos los
nimeros S 4.

10) Encuentra todos los nimeros de tres cifras que sean cuadrados perfectos y tales que
el numero que se obtiene al invertir el orden de sus cifras también sea un cuadrado
perfecto.

11) En un autobus van seis pasajeros, cada uno lleva un boleto con niimero, los 6 nime-
ros son distintos. Ademads los nimeros de los boletos cumplen que ninguno es multi-
plo de 5 y para cada nimero de boleto hay exactamente otro, de los cinco restantes,
de manera que ese par de nimeros no tiene divisores positivos en comtn, aparte del
1. ;Cuadl es el nimero mas pequefio que se puede obtener al multiplicar los nimeros
de los seis boletos?

12) Enel tridngulo ABC, el segmento AB mide 1 cm, ZBAC = 90°y ZCBA = 60°.

Ademads M y N son los puntos medios de los arcos AC y @, respectivamente, de
la semicircunferencia. Calcula, en cm?, el valor del 4rea del tridngulo AN M.
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Prueba individual. Nivel II1. Parte B.
1) Coincide con el Problema 3 del Nivel II.

2) Los nimeros enteros positivos a, by ¢ son distintos y satisfacen que
alb+c+be, blc+a+ca, c|a+b+ abd.
Prueba que al menos uno de los nimeros a, b, ¢ no es primo.

3) El niimero natural M tiene exactamente 6 divisores positivos cuya suma es 3500.
Encuentra todos los valores posibles de M.

Prueba por equipos. Nivel 1.

1) Toio fue a la tienda. Tanto Toflo como el sefior de la tienda tienen solo monedas de
1, 2,5y 10 pesos. Tofo afirmd: “Puedo pagar con 3 monedas y de cambio recibir 2
monedas de valor distinto a las que usé para pagar”. ;Cudles son todas las posibles
cantidades que puede pagar Tofio?. Toma en cuenta que Toflo nunca usaria monedas
de mds, es decir, no usa monedas que al quitarlas, el valor de las monedas restantes
siga siendo mayor o igual a la cantidad que debe pagar.

2) Una pulga salta sobre los vértices de un poligono regular de 2017 lados. Los vértices
estdn numerados consecutivamente del 1 al 2017. La pulga inicia en el vértice 6,
siempre salta 4 vértices y cae en el quinto mds adelante (por ejemplo, del vértice
20 llega al 25), pero se regresa 2 vértices cuando cae en un vértice numerado con
una potencia de 2 (por ejemplo, después de un posible salto 27 — 32, regresa al 30).
(Después de cudntos saltos la pulga supera por primera vez el 1?

3) Se colocan los nimeros impares 3, 5, 7, 9, . . ., siguiendo una espiral como se mues-
tra en la figura. El nimero 3 quedo en un primer cuadrado de 1 x 1, al poner el 9
se cerrd un segundo cuadrado de 2 X 2, un tercer cuadrado se cerr6 al poner el 19.
(Qué niimero cierra el cuadrado nimero 18?

15 17 191 21
13,}? 23
11'9 7|25
133 31 29 27
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4) Los nadadores Omar, Mario, Miguel, Edgar y Beto van a competir en una carrera
de 100 metros libres en una alberca de 5 carriles. Se acomodan en los carriles de
forma que:

1. Beto no nada al lado de Mario, ni de Edgar.
2. Omar nada en un extremo.
3. Miguel nada en medio de dos personas y ninguna de ellas es Mario.

4. Edgar no estd en los carriles 2, 3 ni 5.
Indica en qué carril estd cada uno de los competidores.

5) Determina la cantidad maxima de tridngulos que tienen sus tres vértices en algunos
de los puntos de interseccién de 6 rectas y ninguno de sus lados estd sobre alguna
de las rectas.

6) El didmetro FE mide 4 cm y se divide en 4 partes iguales: FG = GH = HI =
IE. Se trazan circunferencias con didmetros FH, GI y HE. ;Cudnto mide el drea
sombreada, en cm?3?

7) Encuentra todos los nimeros miltiplos de 3, de 4 cifras, ninguna de ellas igual a 2
o0 4, tales que al dividirlos entre 3, resulte un nimero de 4 cifras con exactamente
las mismas cifras del nlimero original.

8) El nimero de la casa de Joaquin es el 932. Joaquin se da cuenta que este nimero
cumple las siguientes condiciones:

a) Todos los digitos son positivos y aparecen en orden decreciente (9 > 3 > 2 >
0).

b) La suma de 932 con el niimero que se obtiene invirtiendo el orden de los digitos
es un nimero que tiene todos sus digitos impares (932 + 239 = 1171).

(Cudles nimeros de 3 digitos, incluyendo el 932, tienen estas dos propiedades?

Prueba por equipos. Nivel I1.
1) Coincide con el Problema 3 del Nivel I.

2) Coincide con el Problema 4 del Nivel I.
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3) Sean A1 AsAs ... An_1A,y A1A3Bs. .. B, B, 11 dos poligonos regulares con n
y n + 1 lados, respectivamente, tales que comparten el lado A; A,. Ademads, el
poligono A; A As ... A,—1 A, esinterno al poligono A1 A3Bs ... By_1BnBni1-

Encuentra todos los valores de n > 3 tales que £A, By +1B, = %.

4) Coincide con el Problema 8 del Nivel 1.

5) Coloca los nimeros del 1 al 8 en las caras del octaedro regular, de manera que se
cumpla la siguiente condicién: si en cada vértice del octaedro se escribe el producto
de los niimeros que estdn en las 4 caras que lo tocan, entonces la suma de cada
pareja de niimeros escritos en vértices opuestos es la misma.

Y

6) Sea ABCD un cuadrildtero con sus vértices sobre una circunferencia C y tal que
AB > AD. Sea E un punto sobre el lado AB tal que BE = AD. Sea P un punto
sobre la circunferencia C con AP = PE. Muestra que ZDCP = Z/PCB.

P
A

C

7) Para cada entero positivo n, considera los enteros positivos a y b tales que: a y b
no tiene divisores positivos en comun diferentes de 1, ab = n'y a + b es minimo
(esto ultimo quiere decir que si n = ab = cd, entonces a + b < ¢ + d.) Definimos
f(n) = |s(a) — s(b)| donde s(j) representa la suma de los digitos de j. Calcula la
suma f(12 4 1) + f(22 +2) +--- + £(2017% + 2017).

8) Juan escribe un nimero, entre 1 y 1000 (inclusive). El reta a su hermano Mario a
adivinar qué nimero escribié. En cada paso, Mario puede hacer preguntas a Juan
de la siguiente forma: ;El nimero que escribiste es igual, mayor o menor a z?,
donde x es cualquier nimero entre 1 y 1000 que Mario puede escoger en cada
paso. Juan deberd responder esta pregunta con la verdad. Mario gana cuando Juan
le responde que el niimero que escribi6 es igual al nimero x por el cual preguntéd
Mario. Encuentra una estrategia en la cual Mario tarde a lo mds 9 preguntas en
ganar, independientemente de qué niimero escriba Juan.
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Prueba por equipos. Nivel III.

1) Colocalos nimerosdel 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 dentro de los circulos de la siguiente figura,
de manera que si dos circulos estdn conectados con un segmento los nimeros en
esos circulos no tienen divisores en comun distintos de 1.

2) Encuentra todas las ternas de enteros positivos (z, y, z) tales que

o3 + 322 + 2% + 22 + 3y = 2018.

3) Coincide con el Problema 3 del Nivel II.
4) Coincide con el Problema 6 del Nivel II.
5) Coincide con el Problema 7 del Nivel II.

6) Sea P un punto en el plano. Se dibujan n circunferencias de radio 1 tales que P es
un punto comtin a ellas. Encuentra el mdximo n de tal manera que no suceda que el
centro de alguna de las circunferencias quede en el interior o en el borde de otra de
las circunferencias.

7) Para cada entero positivo n que no termine en cero, sea n* el resultado de escribir
los digitos de n en orden inverso. Por ejemplo 2017* = 7102. Sea a un entero
positivo de menos de 8 digitos tal que a* es distinto de a y denotemos por D al
méximo comiin divisor de los nimeros a y a*. Se sabe que D es mayor a 2017 y lo
dividen al menos tres primos distintos. Halla un valor posible de a.

8) Un entero positivo n es bueno si el exponente del 13 en la factorizacién de primos
de n! es distinto de cero y divisible por 13. Encuentra todos los enteros positivos n
que sean buenos pero que ningin nimero menor a n — 13 lo sea.



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

42 Olimpiada Irani de Geometria

El 7 de septiembre de 2017 se aplic6 en México el examen de la 4* Olimpiada Iran{ de
Geometria. Este examen fue aplicado en 13 Estados del pais participando un total de
198 alumnos en los diferentes niveles de la competencia. México envid los resultados
de los mejores 4 alumnos de cada uno de los niveles elemental, intermedio y avanzado
y de un alumno en el nivel libre. El examen del nivel libre es el mismo que el examen
del nivel avanzado, solo que en el nivel libre participan alumnos de universidad. En esta
ocasion, se obtuvieron una medalla de oro, cuatro medallas de plata y ocho medallas
de bronce. México ocupé el noveno lugar de los 44 paises participantes.

Los resultados fueron los siguientes:

Nombre Estado Medalla | Nivel
Karla Rebeca Munguia Romero Sinaloa Plata Elemental
Ana Illanes Martinez de la Vega Ciudad de México | Plata Elemental
Adrian Arturo Garcia Lépez Jalisco Plata Elemental
Diego Alfonso Villarreal Grimaldo | Nuevo Leén Bronce Elemental
Ana Paula Jiménez Diaz Ciudad de México | Plata Intermedio
Eduardo Jaziel Juarez Martinez San Luis Potosi Bronce Intermedio
Alfredo Hernandez Estrada San Luis Potosi Bronce Intermedio
Dario Hinojosa Delgadillo Nuevo Leén Bronce Intermedio
Pedro Jacobo Gémez Landero Cota | Morelos Bronce Avanzado
Isaac Jair Jiménez Uribe Sinaloa Bronce Avanzado
Bruno Gutiérrez Chavez Colima Bronce Avanzado
Victor Antonio Dominguez Silva Nuevo Leén Bronce Avanzado
Leonardo Ariel Garcia Moran Jalisco Oro Libre

A continuacién presentamos los problemas de la 4* Olimpiada Irani de Geometria.
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Nivel Elemental
Tiempo: 4 horas. Cada problema vale 8 puntos.

Problema 1. En un cuadrado ABC'D de lado de longitud 4, cada lado se divide con
tres puntos en partes iguales. Escoge uno de los tres puntos en cada lado y conecta los
puntos de manera consecutiva para obtener un cuadrildtero. ;Cudles nimeros pueden
ser el drea del cuadrildtero? Solo escribe los nimeros sin demostracion.

A B

Problema 2. Encuentra los dngulos del tridngulo ABC.

A

03¢
Qe

Problema 3. En el pentdgono regular ABC DFE, la perpendicular a C'D que pasa por
C, interseca a AB en F. Muestra que AE + AF = BE.

Problema 4. Sean P, P, ..., Pigo cien puntos en el plano, no tres de ellos colineales.
Para cada tres puntos, decimos que el tridngulo formado por ellos es positivo si cuando
se leen los nombres de sus vértices desde el que tiene indice mds pequefio hasta el que
tiene indice mds grande, se leen en el sentido de las manecillas del reloj. ;Es posible
que el nimero de tridngulos positivos sea exactamente 20177

Problema 5. En el tridngulo isésceles ABC' (con AB = AC), sea { la recta paralela
a BC que pasa por A. Sea D un punto arbitrario en ¢. Sean E' y F los pies de las
perpendiculares desde A sobre BD y CD, respectivamente. Suponga que Py () son
los pies de las perpendiculares desde E y F', respectivamente, sobre £. Muestra que
AP+ AQ < AB.
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Nivel Intermedio
Tiempo: 4 horas y 30 minutos. Cada problema vale 8 puntos.

Problema 1. Sea ABC' un tridngulo acutangulo con ZA = 60°. Sean E y F los pies
de las alturas desde B y C, respectivamente. Muestraque CE — BF = %(AC — AB).

Problema 2. Dos circunferencias wy y ws se intersecan en A y B. Una recta arbitraria
que pasa por B interseca a wj y wo en C'y D, respectivamente. Sean E'y F' dos puntos
sobre wy y wa, respectivamente, tales que CE = CB'y BD = DF. Suponga que BF
interseca a wy en Py BE interseca a wy en (). Prueba que A, Py () son colineales.

Problema 3. Se tienen n puntos en el plano (n > 2). No hay tres de ellos colineales.
Para cada par de puntos, se dibuja la recta que pasa por ellos y entre los ocho puntos
restantes dados, se marca el punto mds cercano a esta recta (en cada caso este punto es
unico). ;Cudl es el mdximo nimero posible de puntos marcados para cada n?

Problema 4. Ver el problema 5 del nivel elemental.

Problema 5. Sean X, Y dos puntos sobre el lado BC' del tridngulo ABC tales que
2XY = BC (X entre By Y). Sea AA’ el didmetro del circuncirculo del tridngulo
AXY. Sean P el punto de interseccion de AX con la perpendicular desde B a BC'y
Q el punto de interseccién de AY con la perpendicular desde C' a BC'. Muestra que la
recta tangente desde A’ al circuncirculo del tridngulo AXY’, pasa por el circuncentro
del tridngulo APQ.

Nivel Avanzado
Tiempo: 4 horas y 30 minutos. Cada problema vale 8 puntos.

Problema 1. En un tridngulo ABC, su incirculo con centro I, toca el lado BC en un
punto D. La recta DI corta a AC' en X. La tangente por X al incirculo (diferente de
AC) interseca a AB en Y. Si la recta Y[ corta a BC' en un punto Z, muestra que
AB = BZ.

Problema 2. Se tienen seis circunferencias que por pares no se cortan y cada una
de radio mayor o igual que 1. Muestra que el radio de cualquier circunferencia que
interseca a cada una de las seis circunferencias dadas, es al menos 1.

Problema 3. Sea O el circuncentro del tridngulo ABC. La recta C'O interseca a la
altura por A en el punto K. Sean P y M los puntos medios de AK y AC, respectiva-
mente. Si PO intersecaa BC en Y y el circuncirculo del tridngulo BCM cortaa AB
en X, muestra que BXOY es ciclico.

Problema 4. Tres circunferencias wy, we, w3 son tangentes a una recta ¢ en los puntos
A, B, C (con B entre Ay C') y ws es tangente externamente a las otras dos. Sean X,
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Y los puntos de interseccién de wo con la tangente externa comun a wy y ws. La recta
perpendicular a £ por B, corta a we nuevamente en Z. Muestra que la circunferencia de
didmetro AC' tocaa ZX ya ZY.

Problema 5. Una esfera S toca a un plano. Sean A, B, C'y D cuatro puntos de tal
plano de manera que no hay tres de ellos colineales. Considera el punto A’ tal que
S es tangente a las caras del tetraedro A’ BC'D. Los puntos B’, C’ y D’ se definen
de manera similar. Muestra que A’, B/, C' y D’ son coplanares y el plano donde se
encuentran toca a S.

XXXII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Del 15 al 23 de septiembre de 2017 se celebr6 en la ciudad de Puerto Iguazii, Argentina,
la XXXII Olimpiada Iberoamericana de Matemaéticas, con la participacién de 22 paises
y un total de 80 estudiantes.

Toda la delegacidén mexicana fue premiada, los cuatro alumnos que nos representaron
obtuvieron medalla, logrando asf una destacada participacién: Leonardo Ariel Garcia
Moran (Jalisco) obtuvo medalla de oro, Oriol Andreu Solé Pi (Ciudad de México),
Isaac Jair Jiménez Uribe (Sinaloa) y Maximiliano Sanchez Garza (Nuevo Ledn) obtu-
vieron medallas de plata. Los profesores que acompafiaron a la delegacién fueron José
Antonio Gémez Ortega (lider) y Daniel Perales Anaya (tutor).

Sus logros, colocan a México en el cuarto lugar general por paises en el evento, que-
dando por encima de paises como Espaiia, Portugal y Colombia.

A continuacién presentamos los problemas de la XXXII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolver-
los.

Problema 1. Para cada entero positivo n sea S(n) la suma de sus digitos. Decimos que
n tiene la propiedad P si los términos de la sucesion infinita

n,S(n),S(S(n)),S(S(S(n))),...

son todos pares y decimos que n tiene la propiedad I si los términos de esta sucesion
son todos impares. Demostrar que entre todos los enteros positivos n tales que 1 <
n < 2017 son mas los que tienen la propiedad I que los que tienen la propiedad P.

Problema 2. Sean ABC' un tridngulo acutdngulo y I su circunferencia circunscrita.
Sea D un punto en el segmento BC, distinto de B y de C, y sea M el punto medio
de AD. La recta perpendicular a AB que pasa por D cortaa ABen Eyal en
F, con el punto D entre £y F. Las rectas F'C' y EM se cortan en el punto X. Si
/DAFE = /AFE, demostrar que la recta AX es tangente a I.
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Problema 3. Consideramos las configuraciones de nimeros enteros

a1

a1 az 2

a3 1 az 2 a3 3

Ga2017,1 Aa2017,2 Aa2017,3 -  A2017,2017

con a; j = @i4+1,j + Ai41,j+1 para todos los 7, j tales que 1 < j < ¢ < 2016.
Determinar la maxima cantidad de enteros impares que puede contener una tal confi-
guracion.

Problema 4. Sean ABC un tridngulo acutdngulo con AC' > AB 'y O su circuncentro.
Sea D un punto en el segmento BC' tal que O esta en el interior del tridngulo ADC'y
£LDAO + LADB = ZADC'. Llamamos Py () a los circuncentros de los tridngulos
ABD y ACD respectivamente y M al punto de interseccion de las rectas BP y CQ.
Demostrar que las rectas AM, PQ y BC son concurrentes.

Nota. El circuncentro de un tridngulo es el centro de la circunferencia que pasa por los
tres vértices del tridngulo.

Problema 5. Dado un entero positivo n, se escriben todos sus divisores enteros positi-
vos en un pizarrén. Ana y Beto juegan el siguiente juego:

Por turnos, cada uno va a pintar uno de esos divisores de rojo o azul. Pueden elegir
el color que deseen en cada turno, pero solo pueden pintar nimeros que no hayan
sido pintados con anterioridad. El juego termina cuando todos los nimeros han sido
pintados. Si el producto de los niimeros pintados de rojo es un cuadrado perfecto, o si
no hay ningtin nimero pintado de rojo, gana Ana; de lo contrario, gana Beto. Si Ana
tiene el primer turno, determinar para cada n quién tiene estrategia ganadora.

Problema 6. Sean n > 2 un entero positivo pary a1 < ag < --- < a, nimeros
reales tales que agy1 — ar < 1 paratodo kcon1 < k < n — 1. Sea A el conjunto de
parejas (i,j) con1 <i < j < nyj—ipary sea B el conjunto de parejas (i, j) con
1 <4< j<nyj—1iimpar. Demostrar que

I (@—a)> ] (a;—a).

(i,j)€A (i,5)€B
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XXXII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

A continuacién presentamos las soluciones de la XXXII Olimpiada Iberoamericana de
Matemdticas.

Solucion del problema 1. (Solucion de Maximiliano Sanchez Garza). Primero, ana-
licemos los nimeros del 1 al 29 y del 2000 al 2017.

= Nimeros del 1 al 9.
Claramente estos nimeros generan una sucesion constante, de donde se tiene que
cada uno tiene la propiedad P o I. De estos, los impares {1,3,5,7,9} tienen la
propiedad I y los pares {2, 4, 6, 8} tienen la propiedad P.

= Nimeros del 10 al 19.
En este caso la sucesion se vuelve constante en el segundo paso. Ademads, se tiene
que sin = 10+ 7, entonces s(n) = 147, luegon—s(n) = 10+5—(1+4) = 9;
por lo tanto el primer término de la sucesion y el segundo tienen distinta paridad,
de donde ninguno va a poder tener alguna de las dos propiedades.

= Nimeros del 20 al 29.
Paralosn = 204+ j con 0 < j < 7, se va a tener que s(n) = 2+ j es un
nimero de un digito y puesto que en este caso n — s(n) = 18 se va a conservar
la paridad de la sucesién. Luego, de este conjunto los que tienen la propiedad I
son {21, 23, 25,27} y los que tiene la propiedad P son {20, 22, 24, 26}. Para el
28 y 29 las sucesiones son 28,10,1,1,...y29,11,2 2, ... las cuales no tienen
ninguna de las propiedades.

= Nimeros del 2000 al 2009.
De manera muy similar al caso anterior se cumple que si n = 2000 + j con
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0 < j < 7 se tiene que s(n) es de un digito; por lo tanto basta ver si se con-
serva la paridad entre n y s(n). Esto es cierto pues n — s(n) = 1998; de donde
{2001, 2003, 2005, 2007} tienen I y {2000, 2002, 2004, 2006} tiene P. Asf co-
mo el caso de 28 y 29 las sucesiones para 2008 y 2009 no tendrdn ninguna de las
propiedades.

= Numeros del 2010 al 2017.
Sin = 2010 + j, entonces s(n) = 3 + j; de donde n — s(n) = 2007. Por lo
tanto, el primer y segundo términos de la sucesion tienen distinta paridad, por lo
que ninguno tendrd alguna de las dos propiedades.

Luego, los niimeros del conjunto analizado que cumplen I son 13 y los que cumple P
son 12, es decir hay uno mas con I.

Para finalizar veamos que en cada bloque de 10 nimeros consecutivos empezando por
{30,31,32,...,39} y terminando con {1990, 1991, ...,1999}, la cantidad de nime-
ros con la propiedad P es la misma que la cantidad de nimeros con la propiedad I.
Observemos que los nimeros a analizar son de la forma n = 1000a; + 100as +
10a3 + a4, con 0 < a; <1,y0 < ag,as,aq <9, donde no es posible que todos sean
0. Luego s(n) = a1 + as + as + aq4, por lo tanto n — s(n) = 999a; + 99as + 9as =
998a1 4 98as + 8as + (a1 + az + a3), de esto se deduce que n y s(n) tienen la misma
paridad siy sélo si a; + a2 + a3 es par.

Por la primera observacién, los nimeros analizados cumplen que s(n) < 28. Luego,
un niimero entero n tiene alguna de las propiedades si y solo si s(n) estd en el conjun-
to A ={1,2,3,...,9,20,21,22,...,27} (para que la sucesién a partir del segundo
término tenga paridad constante) y a; + a2 + a3 debe ser par (para que n 'y s(n) tengan
la misma paridad). Ademads, un nimero que cumpla esta caracterizacién estard en P o
en I segin su paridad.

Para demostrar la afirmacién dicha de los bloques analicemos los bloques segin el s(n)
del primer niimero de dicho bloque. Este valor a lo sumoes 1 + 9 + 9 = 19, pues el
digito de las unidades es cero; ademds como en cada bloque la cantidad a; + a2 + a3 es
fija, basta analizar los nimeros donde este niimero sea par, pues de lo contrario ningtin
numero del bloque tendrd alguna de las propiedades.

= 5(n) € {1,2,3...,9}. Eneste caso existe un primer digito j tal que s(n + j) =
10 (a saber j = 10 — s(n)), de donde los nimeros n+ j,n+j+1,...,n+9no
cumplirdn pues su s(n) no estaen A, mientrasque n,n+1,n+2,....n+j—1
tienen todos alguna de las dos propiedades. Como s(n) = a1 + as + as es par,
entonces j = 10 — s(n) también sera par, de donde el conjunto {n,n + 1,n +
2,...,n+ j — 1} tiene la misma cantidad de nimeros pares e impares; por lo
tanto, tienen la misma cantidad de elementos que cumplen la propiedad I que de
elementos que cumplen la propiedad P.

= s(n) = 10. En este caso, como a; + as + as es par, tenemos que s(n + j), con j
un digito, no estard en el conjunto A, de donde ningtin nimero tendrd alguna de
las propiedades.

= s(n) € {11,12,...,19}. En este caso, existe un primer digito j tal que s(n +
j) = 20, de donde los nimeros del bloque que tendrdn alguna propiedad son
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{n+j,n+j+1,...,n+9} (pues s(n) es menor a 28, ya que esa suma solo ocurre
con 1999 el cual estd en un bloque con a1 +as+as = 9+9+41 = 19, por lo que no
es de los que estamos analizando). Ahora, j = 20 — s(n) = 20 — (a1 + a2 + as),
como la suma en paréntesis es par se cumple que j es par y, por lo tanto, hay
la misma cantidad de niimeros pares con respecto a los impares en el conjunto
{n+j,n+j+1,...,n+9}de 10— j nimeros, de donde hay la misma cantidad
de nimeros con la propiedad I con respecto a los que tienen la propiedad P.

Lo anterior concluye la afirmacién, luego en el conjunto del 30 al 1999 hay la misma
cantidad de ndmeros con la propiedad P que con la propiedad I. De donde se reduce el
problema al andlisis inicial donde habia més con la propiedad I que con la propiedad
P.

Solucion del problema 2. (Solucién de Leonardo Ariel Garcia Moran). Sea G la
interseccién de DE con I, distinta de F' y sea Y™ la intersecciéon de AG y BC. Como
ABFG es un cuadrildtero ciclico, tenemos que /GBA = /GFA = ZEFA. Por
hipétesis LZEFA = ZEAD, porlo que ZGBE = ZFEAD, lo cual implica que GB y
AD son paralelas.

Esto dltimo garantiza que L2 = E como M es punto medio de AD, tenemos que
g que 55 y p q
gg fﬁ{ . % = Yg . é—g =1 Por el Teorema de Ceva, lo anterior implica que las

cevianas AB, DG y Y M del tridngulo AY D son concurrentes, es decir Y, M y E son
colineales.

F

Aplicando el Teorema de Pascal al hexdgono ciclico degenerado AABCFG, garan-
tizamos que los puntos £ = ABNFG, Y = AGNBCy X' = AANCF son
colineales; es decir, la interseccién X’ de EY con C'F yace sobre la tangente a I por
A.YaqueY, E'y M son colineales, el punto X’ es el mismo que X, y por lo tanto X
se encuentra sobre la tangente a I por A, asi AX es tangente a I'.

Solucién del problema 3. Consideremos el problema general para un arreglo de n
filas y m ndmeros d, 1,an,2,--.,Gn,, e la base. Sea M (n) el nimero méximo de
nimeros impares que se pueden obtener. Para contar el nimero de enteros impares,
podemos trabajar médulo 2, esto es, podemos suponer que los a; ; son 0 o 1y que
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@ij = Qit1,j + aip1,j41 (mod 2).
Es fécil ver que la sucesién M (1), M (2), M(3), ... comienza con los enteros 1, 2, 4,

7,10, 14, .. .. Estos valores maximos se pueden obtener por ejemplo asi:
1
0 01
1 11 110
1 10 101 1011
0 01 011 0110 01101
1 11 110 1101 11011 110110

. 1 . .
Observemos que si n = 0 0 2 (mod 3), entonces M (n) = %, mientras que si

n =1 (mod 3), entonces M (n) = % + . Esto significa que para estos casos,

ey
Demostraremos por induccién que (1) se cumple para todo entero n > 1.

En primer lugar, demostraremos por induccién que el valor dado por (1) efectivamente
se puede alcanzar poniendo 1 1 01 1 0... en la base del arreglo. Paran = 1,2,3 es
cierto. Supongamos que 7 > 3y que (1) se cumple para1,2,...,n — 1.

Si n = 3k, entonces habra 2k unos en la base. En la linea por encima de la base, ten-
dremos01101...,con2k— 1unos. En la linea siguiente tendremos 101 101...,
con 2k — 1 unos. En total, las tres lineas inferiores tienen 6k — 2 = 2n — 2 unos.
Andlogamente, si n = 3k + 2 habrd 2k + 2 unos en la base y 2k unos en cada una
de las dos lineas siguientes, para un total de 6k + 2 = 2n — 2 unos. Sin = 3k + 1,
entonces habrd 2k + 1 unos en la base, 2k unos en la linea siguiente y 2k — 1 unos en
la subsiguiente, para un total de 6k = 2n — 2 unos.

Como la cuarta linea, contando desde la base, vuelve a tenerel patron 1 1 011 0. . .,
por hipétesis de induccién en esa linea junto con las que estdn por encima de ella, habra
[("_3)3&-‘ unos y, en total, [w-‘ +2n—-2=[1(n®> —bn+6+6n—6)] =
[—"(";1)} . Por lo tanto, M (n) > {—"(nglw )

A continuacién probaremos, también por induccién, que el nimero de unos U(n) en
cualquier tridngulo con n lineas es a lo mas [@W . Esto es cierto paran = 1,2, 3.
Supongamos que n > 3y que el resultado es cierto para 1,2,...,n — 1. Sea r la can-
tidad de unos en la base del tridngulo. Ahora, observemos que a,,—1,; = 1 si o bien
anj =0yapjy1 =lobiena,; =1y ay,,j+1 = 0. Como cada 0 en la base puede
dar lugar a 1o més a dos unos en la linea n — 1y, en la base hay n — r ceros, es claro
que en la linea n — 1 puede haber a lo mds 2(n — r) unos. Luego, la base junto con la
linea n — 1 contienen a lo més r + 2(n — r) = 2n — r unos.

Consideraremos tres casos:

Caso 1: n = 0 (mod 3). Sir < £, entonces U(n) < 2 + @ = @ Si, en
cambio, r > 2?" + 1, entonces como entre las lineas n y n — 1 hay a lo mds 2n — r
unos, tenemos que

U(n)§2n—r+[(n_2)3(n_1)—‘ 2n (n=2)(n—1)4+1 n(n—i—l)'

<om—" g -
S anm 3 3

Caso2:n =1 (mod 3). Sir < 2% ‘entonces U(n) < 2%+ (";1)" = ”("gl)ﬂ =
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[@W . Si, en cambio, r > 2L 4 1, entonces

U(n) <2n—r+ {Ww

3
<2n_2n—|—1 (n—2)(n—1):n(n+1)_2
[n(n—i—l)"
3

Caso 3:n = 2 (mod 3). Si 7 < 221 entonces U(n) < 221 4 {@W —

ol g (”*13)”“ - ”("3+1). Si, en cambio, r > 221 4 1, entonces
(n—=2)(n-1) 2n—1 (n=2)(n—1) n(n+1)
U <2n-— — = <2n———1 = .
() < 2n—r+ 3 =TT + 3 3

Finalmente, para n = 2017, tenemos que M (2017) = [ 2122018 — 1356769.

Solucién del problema 4. (Solucion de Leonardo Maximiliano Sianchez Garza).
Sean X la interseccién de PQ con AO, ZDAO = 20, /ABC = 3, /BCA =~y
ZCAB = «. Claramente « + 3 + v = 180°. Vamos a demostrar que las rectas AM,
PQ y BC son los ejes radicales de tres circunferencias. Para esto, solo basta probar
que los cuadrilateros AMCB, PCQB 'y AM P(Q son ciclicos. Veamos primero que
AMCB es ciclico, y para esto, veamos que ZBMC = a.

Como P es el circuncentro del tridngulo ABD, se tiene que ZBPD = 2/BAD y, por
la misma razén, se tiene que ZPBD = 90° — @ = 90°— ZBAD. Andlogamente,
se tiene que ZQC'D = 90° — ZC' AD. Luego,

/BMC =180° — (LPBD + £DCQ) = 180 — (90° — ZBAD + 90° — ZCAD)
= /BAD + /CAD = /BAC = «
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que es justo lo que queriamos.

Ahora mostremos que AM QP es ciclico, para ello basta probar que ZPAQ = «.
Notemos que por ser P el circuncentro del tridngulo ABD, se tiene que ZPAD =
90° — 4‘4% =90° — LABC = 90° — . Anédlogamente ZDAQ = 90° — ~. Luego,

/PAQ = Z/PAD + /DAQ =90° — 8+90° —y =180° -8 — v = q,

justo como se queria.

Para finalizar veamos que BPQC' es ciclico. Primero notemos que como P, () son cir-
cuncentros de los tridngulos ABD y ADC, respectivamente, entonces P() es mediatriz
de AD. Por definicién, X es un punto sobre la recta PQ, entonces X A = X D, de don-
de ZXAD = ZX DA = 26. Por hipétesis se tiene que LZADC = LADB + /D AO,
luego ZADC — /DAO = LADB, pero ZDAO = /X DA, por lo tanto ZCDX =
LADB = z.

Ahora, ZADB + LZADX + ZXDC = 180° de donde 2x + 20 = 180°. Asi, x =
90° — 0, de donde LZADC = 90° + 0y LADB = 90° — . Tenemos que ZDQC =
2/DACy Z/PQD = $/AQD = ZACD. Por otro lado, ZPBD = 90° — BLD —
90° — ZBAD.

Luego, BPQC es ciclico si y solo si

/PBC + /CQP = 180° <(90° — ZBAD) + (/DQC + /PQD) = 180°
&(90° — ZBAD) + ZACD + 2/DAC = 180°
&/ACD +2/DAC — /BAD = 90°
&(LACD + £DAC) + LDAC — ZBAD = 90°
&/ADB + /DAC — /BAD = 90°
&(90° — 0) + ZDAC — Z/BAD = 90°
&0 =/DAC — /BAD
&0 = ZOAC + 20— /BAD
&0 = /BAD — ZOAC,

donde la pendltima equivalencia es cierta ya que ZDAC = ZDAO + ZOAC. Tene-
mos que por ser O circuncentro del tridngulo ABC' se cumple que

LAOC

ZOAC =90° — =90° - ZABC.

Entonces, PQCB es ciclico si y solo si 20 = 2/BAD — 2/0AC = 2/BAD +
2/ABC—-180°. Lo cual es equivalentea ZDAO = 2/ADC—180° (yaque LZADC =
ZBAD + ZABC, por angulo externo en el tridngulo ADB), esto es, 26 = (90° +
0) — 180°, lo cual claramente es cierto. Por lo tanto, PQC B es ciclico y se concluye la

concurrencia por el centro radical en los circuncirculos de los tres cuadrilateros ciclicos
AMCB, PCQBy AMPQ.

Solucion del problema 5. (Solucion de Isaac Jair Jiménez Uribe). Veremos dos
casos: cuando n es cuadrado perfecto y cuando no lo es.
Caso 1.n = k? con k € Z*. En este caso Ana gana. Como Ana empieza, su estrategia
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es pintar de azul el nimero ¥, lo cual se puede hacer porque k | k2. Ahora k? tiene
un niimero impar de divisores, pues por cada divisor d de k2, %2 también divide a k>
y % =d & k? = d® & |k| = |d| y como se toman divisores positivos, solo pasa si
k=d.

Entonces al pintar k, queda un nimero par de divisores y es turno de Beto. Asi, Ana
tomard los turnos impares y, como k? tiene un niimero impar de divisores, Ana tiene el
ultimo turno. Ahora, en cada turno, con excepcion del primero, Ana hara lo siguiente.
Cuando Beto pinte de rojo el nimero d, Ana pinta (justo en el turno siguiente a ese) el

k

7 2 . 2, . . 2z
nimero %. Como cada d tiene un 75 dnico y diferente al de los demds, esto se puede

. . . . . k2 . L1
hacer siempre. Si Beto pinta d de azul, pintard % de azul. Como Ana tiene el dltimo
turno, funciona esta estrategia.

. . . 2
Por lo tanto, si hay nimeros rojos, su producto es de la forma (d; - da - - - dl)(’;l—1 .
2 2 . L, . .
’;—2 e ]ji_z) = (k?)! que es un cuadrado. Si no hay niimeros rojos, entonces terminamos.
En ambos casos gana Ana.

Caso 2. n # ¢? para cualquier entero c. Gana Beto. Como n # ¢, existe un primo p tal
que la mdxima potencia de p que divide a n es impar; es decir n = p>**1k con « entero
no negativo y k entero positivo no mdltiplode p. Sean 1 = d; < dy < -+- < dp, = k
los divisores positivos de k. La estrategia de Beto es la siguiente:

Ordenamos los divisores en un tablero (2« + 2) x m tal que si el divisor d estd en la
fila i y columna j, entonces d = p'd; donde enumeramos la filas del 0 al 2a + 1 de
arriba hacia abajo y las columnas del 1 al m de izquierda a derecha.

Como todos los divisores de . son de la forma p*d con d y p primos relativos, 0 < ¢ <
2a + 1 entero y d divisor positivo de k, entonces el tablero tiene a todos los divisores
de n y ninguno se repite. En efecto, si p’d; = p’d, conl # r e i > j, entonces
pid; = d, pero d; # d, y p |/d,, 1o que es una contradiccion. Por lo tanto, como el
tablero tiene un nimero par de nimeros (pues 2« + 2 es par), n tiene un ndero par de
divisores. Como Ana empieza, Ana tiene los turnos impares y Beto los pares; entonces
Beto tiene el dltimo turno y siempre le puede contestar a Ana.

Si Ana pinta de un color a d;p’, Beto puede pintar del mismo color a d,,,_;p
puesto que [ no tiene la misma paridad que 2« + 1 — [. En efecto, si Ana pint6 un d;p'
divisor con i impar (par), entonces Beto pinta d,,,_;p?**t1~! con 2ac4-1 —1 par (impar),
de donde se sigue la siguiente afirmacion.

Afirmacion. Después del turno de Beto habra la misma cantidad de ndimeros pintados
(con alguno de los dos colores) de la forma p>?d; que de los de la forma p27+1dj.

Por otro lado, hay m(« + 1) divisores de la forma p’d; con i impar y hay m(a + 1)
divisores de la forma p'd; con [ par, entonces la estrategia de Beto serd la descrita
anteriormente hasta el pendltimo turno que le toque a Beto tirar. En ese momento habra
tres divisores. Por la afirmacién anterior, puede ocurrir uno de los siguientes casos.

200+1—1
b

Caso 2.1. Quedan dos divisores de la forma p?'d; y uno de la forma p?'*1d;. En este
caso sea R el producto de todos los nimeros pintados de rojo hasta ese momento y sea
x entero no negativo tal que p® | R pero p“*1 { R (si no hay nimeros rojos, entonces
x = 0). Si x es par, entonces Beto pinta de rojo el divisor de la forma p?**d;, de donde
la maxima potencia que divide al producto de los rojos x + 2! + 1 serd impar. Como
quedan solo divisores con potencia de p a un valor par, al concluir el juego quedard
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un producto con médxima potencia de p a un valor impar, lo cual quiere decir que el
producto de los nimeros rojos no es un cuadrado perfecto. Si en cambio x es impar,
entonces Beto pinta de azul el divisor de la forma pﬂ“dj y, como en el caso anterior,
no se podrd alterar la paridad de la potencia de p que aparece en el producto de los
rojos. Asi, este producto serd impar y, en particular, este producto no serd un cuadrado
perfecto.

Caso 2.2. Quedan dos divisores de la forma p**'d; y uno de la forma p?'d;. Sean
R y x como en el caso anterior. Si x es par, entonces Beto pinta de rojo el divisor de
la forma pzldj, el cual no altera la paridad de la potencia de p en el producto de los
rojos. En el dltimo turno si Ana pinta de un color un divisor, Beto pinta del otro color
el dltimo divisor. Asi, la potencia de p en el producto de los rojos serd de la forma
x+ 20+ 2i+1 que es impar y, por lo tanto, no serd un cuadrado perfecto. Si z es impar,
entonces Beto pinta de azul el divisor de la forma p®'d;. Despues, si Ana pinta de un
color un divisor en su dltimo turno, Beto pinta de ese mismo color el dltimo divisor,
con lo cual la paridad de la potencia de p en el producto de los rojos se mantiene impar
y, por lo tanto, no es cuadrado perfecto.

Como en ambos subcasos Beto gana, Beto tiene estrategia ganadora cuando n no es un
cuadrado perfecto.

Solucion del problema 6. (Solucion de Leonardo Ariel Garcia Moran). Sea k un
entero positivoy sean x1, X2, . . . , £ak+1 DUmeros reales positivos. Para indices 1 < i <
j <2k +1, consideramos S(4, j) = x; + ;41 + - - - + ;. En particular, S(4,1) = z;.
El resultado en que se basa la solucién de la desigualdad del problema, es el siguiente
lema:

Lema. Se satisface la desigualdad

H S(i,j)>£€2$4"'$2k H S(’Lv])
1<i<j<2k+1 1<i<j<2k+1
j—1 impar j—1 par
Demostracion. Para esto, iniciamos con el caso k = 1, que asegura que se cumple
(1 4+ x2)(x2 + x3) > x2(x1 + X2 + x3). En efecto, esta desigualdad es inmediata,
pues (1 + x2)(x2 + 23) — xa(x1 + X2 + 23) = 123 > 0.
Como corolario de este caso obtenemos el siguiente resultado crucial.

Sub-lema. Para 2 < ¢ < j < 2k, se satisface la desigualdad,
S(E—1,7)S3G,j+1) > S(i,7)S(i — 1,5 +1).

En efecto, esto es equivalente a la desigualdad del caso & = 1, con las variables 1 =
Ti—1, 02 = S(i,7) = T + Tip1 + -+ x5y B3 = 1. Asl, 21 + 22 = S(0 - 1, ),
zo a3 =500, +1),32=50,j)yr1 + 2 +x3=5>{—-1,j+1). O

Utilizando el sub-lema para cada pareja (i, j) con 7, j ambos pares, tenemos que

L= ] SG-1,7)8Gi+1)> ][] 864)S6G-1,j+1)=R.
1<i<j<2k 1<i<j<2k
1,] par 1,7 par
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Para finalizar la demostracién del Lema, basta ahora probar que los lados izquierdo
y derecho de esta expresion son de hecho equivalentes a las expresiones dadas en el
Lema. Si (a, b) es una pareja con a < by b — a impar, entonces uno de a y b es impar
y el otro es par. Si a es impar entonces a + 1 es pary a + 1 < b, luego en L el término
S((a+ 1) —1,b) = S(a,b) aparece. Mds atin, S(a,b) no aparece como un término
de la forma S(i,j + 1) en L, pues esto implicaria que a es par. Luego, S(a, b) aparece
exactamente una vez en L. De manera similar si b es impar, entonces S(a, b) aparece
como un término de la forma S(4,j + 1) en L, pero no como un término de la forma
S(i — 1,7). Se sigue que cada término del lado izquierdo de la expresién del Lema
aparece una vez en L.

De manera andloga se puede probar que R coincide con el lado derecho, cualquier
suma S(a,b) en el lado derecho cumple que a y b tienen la misma paridad. Si a y b
son pares, entonces S(a, b) aparece en R como término de la forma S(i, j), en este
caso (i,7) = (a,b) y, si ambos son impares, entonces S(a, b) aparece en R en la forma
S(i— 1,7+ 1), pero no en la forma S(4,j), (enestecaso i =a+ 1y j =b—1). Se
tendria un problemasi a > b — 2, pues entonces ¢ > j. Esto daque a = bpuesb—aes
par, lo cual entonces no ocasiona problemas pues S(a,a) = z, no aparece en el lado
derecho de R cuando a es impar.

Con esto ultimo queda demostrado el Lema.

Para aplicarlo al problema original, elegimos k tal que n = 2k + 2 (es posible ya
que n > 2), y definimos z; = a;+1 — a;. Entonces, por hipétesis, todos los nimeros

Z1,T2,...,T2k4+2 SON nimeros menores o iguales a 1; por lo tanto,
ToTy - Tog H S(i,§) > 12223 - - - Top41 H S(i,7)
1<i<j<2k+1 1<i<j<2k+1
J—ipar J—ipar
= I s6Gh- I S6Gi)
1<i=j<2k+1 1<i<j<2k+1
j—1 par
= I s
1<i<j<2k+1
J—i par

Por ser j — i # 0 cuando j — i es impar, tenemos que

I s@H= I sSGi.
1<i<j<2k+1 1<i<j<2k+1
J—1 impar J—1 impar
Luego, usando el Lema y estas dos dltimas observaciones se tiene que,
I s@H> I s
1<i<j<2k+1 1<i<j<2k+1
J—1 impar j—1 par

Para finalizar vemos que
S(i,J) =x + g1+ + 15

= (@it1 — a;) + (@ir2 — aip1) + -+ (@41 — aj) = aj41 — ai;
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por lo tanto, la desigualdad anterior es simplemente,

[T @a-a)> I (a1 -a)

1<i<j<2k+1 1<6i<j<2k+1
J—1 impar j—1 par

Al hacer ! = j + 1, la desigualdad anterior es,

H (a1 —a;) > H (a1 — a;).

1<i<i<2k+2 1<i<i<2k+2
l—1 par l—1 impar

Recordando que n = 2k + 2, lo anterior es

H (a; — a;) > H (a; — a;),

(z,0)eA (i,0)eB

que es justo lo que queriamos demostrar.



Apéndice

Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia =c (mod m)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Euler). Sia y n son enteros positivos primos relativos, entonces a®™ =
1 (mod n).

Teorema 4 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > kg, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
(m) - (n —m)lm!’

donde n! denota el producto1-2---n.

Teorema 6 (Binomio). Para a 'y b niimeros cualesquiera 'y n un entero no negativo se

cumple que
=3 ()
k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, SOn nimeros reales positivos, entonces

Ti+Ta+ -+ T

> /r1xe - Ty

n
y la igualdad se cumple si'y solo six) = x93 = -+ = Ty,
Teorema 8 (Desigualdad media aritmética - media arménica). Si 1, x2, ..., T, son

niimeros reales positivos, entonces

1+ a2+ -+ 2y n
n e 1 1
o Ta Tty
v la igualdad se cumple siy solo si x1 = x9 = -+ = Tn.

Teorema 9 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para cualesquiera niimeros reales x1,
ceesTny Y1y« -+ Yn, S€ cumple que,

(&) < (54) (5)

La igualdad se verifica si y solo si existe un niimero real \ tal que x; = \y; para todo
i=1,...,n

Teorema 10 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 11 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A’B'C’ son con-

gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C".
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Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ZABC = L/A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC CA

A/B/ - B/C/ - C/A/'
Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de

los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.

Teorema 12 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE:
Teorema 13 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene 5D _ BA

que oo = Ac-

Teorema 14 (Ley de senos). En un tridngulo de lados a, by c, se cumple la relacion
—_— m = o= = 2R, donde « es el dngulo opuesto al lado a, 3 es el dngulo

opuesto al lado b, y es el dngulo opuesto al lado ¢, y R es el radio de la circunferencia
circunscrita del tridngulo.

Teorema 15 (Ley de cosenos). En un tridngulo de lados a,by c, se cumple la relacion
2 = b2 + c® — 2bccos a, donde « es el dngulo opuesto al lado a.

Teorema 16 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay
AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C N son concurrentes

BL CM AN _
siysolosi 6§41~ = L

Teorema 17 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C Ay AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si f—é . % . % = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comin.

2. Angulo semi-inscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.
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3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 18 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 19 (Medida del dngulo semi-inscrito). La medida de un dngulo semi-inscrito
en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 20 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Tridngulos homotéticos). Decimos que los tridngulos ABC'y DEF son
homotéticos si AB | DE, BC || EF y CA || FD. Dichos tridngulos siempre son
semejantes y la razon de homotecia es la razon de semejanza entre los tridngulos. Si la
razon de semejanza es diferente de 1, las rectas AD, BE y C'F concurren en un punto
O al que llamamos centro de homotecia.

O

Teorema 21 (Circunferencia de los 9 puntos). Los pies de las tres alturas de un
tridngulo, los puntos medios de los tres lados y los puntos medios de los segmentos
que van de los vértices al ortocentro del tridngulo, estdn sobre una circunferencia de
radio %R, donde R es el radio de la circunferencia circunscrita del tridngulo.

Definicion 7 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 22 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.

Definicion 8 (Figuras en perspectiva). Dos figuras estdn en perspectiva si todas las
rectas que unen puntos correspondientes de las dos figuras son concurrentes. El punto
por el cual pasan estas rectas se llama centro de perspectiva.

Teorema 23 (Desargues). Dos tridngulos estdn en perspectiva si y solo si los puntos
de interseccion de lados correspondientes son colineales.

Teorema 24 (Recta de Euler). En un tridngulo ABC, el ortocentro, el centroide y el
circuncentro son colineales. La recta donde se encuentran estos puntos se conoce como
la recta de Euler.
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