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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrarés,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademas de ello, Tzaloa es una publicacién de interés para un publico mas amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matemdticas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2018, Numero 2

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, es lograr una publicacién
verdaderamente ttil. De esta forma, en cada uno de los nimeros buscamos proveer al
lector de material e informacién que puede no ser facil encontrar en otros medios. En
particular, el articulo de matematicas, que se incluye al inicio de cada nimero de la
revista, suele ser elaborado por destacados miembros de la comunidad olimpica mexi-
cana y sus contenidos son reflejo de una vasta experiencia. En este sentido, el articulo
de este nimero titulado Areas con tapetes, escrito por Marcos Torres Vivanco, no es
la excepcion. A través de sus pédginas, el lector conocerd un procedimiento muy util
conocido como Teorema de tapetes, que sirve para comparar y calcular dreas. Estamos
seguros que serd un buen aporte para incrementar tus competencias.

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.
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De especial interés para todos, en este segundo nimero del afio 2018 incluimos los
examenes con soluciones, de la XXX Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico
y de la 7% Olimpiada Europea Femenil de Matemadticas. Ambos certdimenes donde
Meéxico particip6 en el primer cuatrimestre de este afio 2018.

A partir de este nimero, tenemos la nueva seccién: “Olimpiada Mexicana de Mate-
madticas de Educacién Bésica” (OMMEB) en la cual aparecerd material de entrena-
miento para los mds pequefios. En esta ocasién hemos publicado los problemas y solu-
ciones de la cuarta etapa del nivel 2 de 1la 2* OMMEB de la Ciudad de México. Apro-
vechamos para invitar a todos los delegados estatales a que nos manden sus exdmenes
de sus concursos estatales para publicarlos en futuros nimeros de la revista.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
examenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jovenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

322 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
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= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 32 Olimpiada Mexicana de Matemadticas podran participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 1999. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2018-2019 y, para el 1° de julio de 2019, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 32 Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
4 al 9 de noviembre de 2018 en Campeche, Campeche. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2018 y hasta
la fecha de celebracién del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los in-
tegrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 60* Olimpiada Internacional
de Matemdticas (Inglaterra, julio de 2019) y a la XXXIV Olimpiada Iberoamericana
de Matematicas (México, septiembre de 2019).

De entre los concursantes nacidos en 2002 o después y premiados en el Concurso
Nacional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XXI Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (Reptblica Dominicana, junio de 2019).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la VIII Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) a celebrarse
en el mes de abril de 2019.

22 Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica

En el afio 2018, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas (OMM) organiza la Segunda
Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacién Basica (OMMEB). Podrén par-
ticipar los alumnos de Primaria y Secundaria, de acuerdo a los siguientes niveles.

Nivel I. Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria o una institucién equivalente.
Los estudiantes no deben haber cumplido 12 afios al 1 de julio de 2018.

Nivel II. Estudiantes de sexto afio de primaria y primer afio de secundaria o una insti-
tucién equivalente. Los estudiantes no deben haber cumplido 14 afios al 1 de julio de
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2018.

Nivel III. Estudiantes de segundo afio de secundaria o una institucién equivalente. Los
estudiantes no deben haber cumplido 15 afios al 1 de julio de 2018.

La participacién en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.

El concurso nacional de la 2* OMMEB se realizara en Mérida, Yucatdn, del 9 al 12
de junio de 2018. Cada Estado participante lo puede hacer con a lo mds un equipo en
cada categoria. Cada equipo estard integrado por un maximo de 4 personas: un lider y
3 estudiantes (una misma persona puede ser lider de mds de un equipo).

Habra dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual para el
nivel I constard de 15 problemas a responder en 90 minutos, mientras que para los
niveles II y III, constard de dos partes. La parte A consistird de 12 problemas en la cual
solo la respuesta es requerida. La parte B consistird de 3 problemas y las soluciones
tendran que ir acompafiadas de argumentos o explicaciones que sustenten la respuesta.
La prueba por equipos en los tres niveles, consistird de 8 problemas a resolver en 60
minutos.

Los ganadores de los distintos niveles se preseleccionardn para recibir entrenamien-
to y presentar exdmenes selectivos para conformar a los equipos que representaran a
Meéxico en la Competencia Internacional de Matematicas (IMC), que se celebrard en el
verano de 2019.
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Areas con tapetes

Por Marcos Torres Vivanco

Nivel Basico

Desde mi primer dia como participante en la olimpiada de mateméticas, me ha sorpren-
dido el ingenio necesario para resolver algunos de los problemas. En contraste con el
procedimiento que aprendi en la escuela, enfocado en ver un tema y resolver ejercicios
que usan solamente el tema visto, en la olimpiada nos daban los problemas y nos deja-
ban usar cualquier cosa que quisiéramos y seguir cualquier camino que se nos ocurriera
pararesolverlos. En especial me gustan aquellos problemas que no solo tienen solucio-
nes que son 0 muy tedricas o muy complicadas sino que también tienen una solucién
sencilla la cual no necesita muchas palabras para comprenderse. Estas soluciones son
muy importantes, sobre todo en concursos de primaria y secundaria y en las primeras
etapas de concursos estatales, los cuales suelen ser de opcién multiple y las soluciones
mds rdpidas y precisas son de mayor utilidad que aquellas que usan muchas cuentas.
En este articulo abordaré algunos problemas bdasicos en los que piden comparar o cal-
cular dreas y que se pueden resolver con un procedimiento conocido como teorema
de los tapetes, el cual puede ayudarnos a reducir las cuentas o a encontrar soluciones
mds ripidas. Ademds, con la ayuda de este teorema veremos un lema sobre dreas en
trapecios que es muy Uutil para resolver varios problemas.

Antes de que veamos el enunciado del teorema de los tapetes, recordemos el siguiente
lema.

Lema 1. Sean ABC y DEF dos tridngulos con la misma altura h, desde A 'y D
respectivamente, entonces

BC  [ABC]
EF ~ [DEF)’

donde [ABC)| denota al drea del tridngulo ABC.

-BC
Demostracion. La prueba se sigue de la igualdad [[ggﬂ = iy = %. O
2
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Para ver de qué trata el teorema de los tapetes y como se usa, veamos como ejemplo el
siguiente problema.

Problema 1. Sean M y N los puntos medios de los lados AB y BC' del cuadrado
ABCD. Sean P, Q y R los puntos de interseccion de AN con DM, AN con CM y
CM con DN, respectivamente. Pruebe que:

[AM P] + [BMQN] + [CNR] = [DPQR).

A M B
P Q
N
R
D C N’

Demostracion. Primero veamos una solucién directa de este problema. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que el cuadrado ABC'D tiene érea igual a 1. Dado que la
figura es simétrica con respecto de la diagonal B D, basta probar que:

[AMP] + [BMQ] = [PQD).

Por ser paralelas AD y BC tenemos que ZQDA = ZQBN. Ademds, ZAQD =
ZNQ@B por ser dngulos opuestos por el vértice. Por lo tanto, los tridngulos AQD
y NQ@QB son semejantes; entonces 3—% = % = 2. Por lo que 3QN = AN, de
donde tenemos que [AQB] = 2[ABN] = £. Por ser M punto medio de AB tenemos
que $[AQB] = [BMQ] = 15. Ahora, sca N’ el punto de interseccién de AN y
CD. Por un procedimiento andlogo, los tridngulos AM P y N'DP son semejantes y
% = % = i. Esto dltimo se debe a que DN’ = 2DC = 2AB = 4AM, pues
los tridngulos AN’D y NN’'C son semejantes, por el teorema de Tales y, dado que
N es punto medio de BC, ]‘i‘,—g = ﬁfvcl = 2. Por lo tanto, 5PM = DM, de donde
tenemos que [AM P] = :[AMD] = 5. Por la semejanza de los tridngulos AN'D
y NN'C tenemos que N'A = 2N Ay, por la semejanza de los tridngulos AMP y
N'DP, tenemos que 4P A = N’P, al sustituir estas igualdades tenemos

N'A=2NA,
N'P+ PA=2NA,
APA+ PA=2NA,

PA = gNA.

Como QN = %AN, resulta que PQQ = AN — %AN — %AN = %AN, de donde
obtenemos que [PQD] = L[AND] = Z, pues el tridngulo AN D tiene base y altura
igual a 1. Por dltimo, [AM P] + [BMQ] = [PQD], esto es, 55 + 15 = =.

o
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Esta solucion depende de que M y N sean puntos medios de los lados AB y BC,
ademds de que se necesitan muchas cuentas y trazos nuevos, por ejemplo encontrar el
punto N’. Existe una solucién mds sencilla, en la que no se realizan cuentas y funciona
para puntos arbitrarios M y N en ABy BC.

Para poder formular el teorema de los tapetes, consideremos lo siguiente. Supongamos
que tenemos un piso con cualquier forma y lo cubrimos con dos tapetes, las cuales
cubren por completo el cuarto y no se empalman. Si movemos estos tapetes y los vol-
vemos a colocar de nuevo en el piso del cuarto, entonces estos tapetes se empalman en
algunos pedazos y en otras partes no cubren el piso, pero como en un inicio los tapetes
si cubrian todo el piso, entonces la suma de las dreas del piso que ya no son cubiertas
por los tapetes es igual a la suma de las dreas donde los tapetes se empalman.

En este caso consideramos solo dos tapetes que cubrian a la regién, pero en general
pueden ser mds de dos tapetes, por lo tanto podemos formular una primera version del
teorema como sigue.

Teorema 1 (Primera version del teorema de los tapetes). Si R es una regiony Ay B
son dos conjuntos de tapetes dentro de R tales que [A] + [B] = [R], entonces el drea
que no estd cubierta por los tapetes es igual al drea donde se empalman los tapetes de

A con los de B.

Regresemos a la version generalizada de nuestro problema original, es decir, en don-
de M y N son dos puntos arbitrarios de los lados AB 'y BC, respectivamente. Dado
que los triangulos AN D y DM C tienen como base y altura los lados del cuadrado, el
drea de cada uno de ellos es la mitad del drea del cuadrado. Luego, [AN D]+ [DMC| =
[ABC D]y, porel teorema de los tapetes, tenemos que [PQRD] = [AM P]+[BMQN]+
[CNR].

También se tiene una segunda version del teorema de los tapetes que se puede enunciar
como sigue.

Teorema 2 (Segunda version del teorema de los tapetes). Sean A y B dos tapetes
con la misma drea. Si quitamos la region en donde se enciman, las regiones sobrantes
tienen la misma drea.

Lo anterior se sigue del hecho de que si C es el drea de la interseccién de los dos
tapetes y, A y B son las dreas de las regiones que sobran en cada tapete, entonces
A+ C=B+CCsiysolosi A= B.

Como ejemplo de esta version del teorema de los tapetes veamos una prueba elemental
del siguiente lema.
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Lema 2 (Areas en trapecios). Sea ABC'D un cuadrildtero convexoy sea P el punto de
interseccion de sus diagonales. Entonces, ABC'D es un trapecio con lados paralelos
AB y CD siy solo si los tridngulos APD y BPC tienen la misma drea.

Demostracion. Probaremos primero la ida. Por ser paralelas AB y C D, los tridngulos
ADC'y BCD tienen la misma altura y la misma base, por lo tanto tienen la misma
drea. Luego, por la segunda versién del teorema de los tapetes tenemos que [APD] =
[BPC.

A B

[ 4 3

D C

Para probar el regreso notemos que los tridngulos AC'D y BC D tienen la misma érea,
y tienen la misma base C'D por lo tanto la altura desde A y desde B al lado C'D mide
lo mismo, por lo tanto AB es paralelaa CD. O

Con estos teoremas y el lema de dreas en trapecios, tenemos todo lo necesario para
empezar a resolver unos cuantos problemas.

El siguiente es un ejemplo de un problema parecido a los que aparecen en las primeras
etapas de selectivos estatales, en los que piden calcular o comparar dreas sombreadas
de regiones.

Problema 2. En la siguiente figura ; Cudl region tiene mayor drea, las almendras del
centro o las sombrillas grises de alrededor?

Solucion. Consideremos dos conjuntos de tapetes, el conjunto A formado por los circu-
los horizontales y el conjunto B formado por los circulos verticales.

it 5
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Si cada uno de los circulos pequeiios tiene radio r, entonces el conjunto A tiene area
igual a [A] = 2772, Andlogamente, [B] = 27r2. Como el radio del circulo grade es
2r, su drea es 7(2r)% = 4mr? y, como [A] + [B] = 47r?, por el teorema de los tapetes
tenemos que el drea de las almendras negras es la misma que el drea de las sombrillas
grises. O

En el problema anterior pudimos haber calculado las areas de cada una de las regiones
para después compararlas, pero siguiendo el teorema de los tapetes obtuvimos una
solucién mds corta. También notemos que los tapetes no necesariamente son poligonos,
como tridngulos o rectdngulos, también pueden ser figuras curveadas.

Algo que muchos podrian pensar es que el teorema de los tapetes solo nos sirve para
problemas en los que nos piden probar que dos dreas son iguales, pero también se puede
usar en problemas de calcular dreas, pues con tal teorema podemos comparar regiones
en las que no es tan sencillo calcular el drea, con otras en las que si.

Problema 3. En la siguiente figura, si cada cuadrado de la reticula tiene lado 1, ; cudl
es el drea de la region sombreada?

Solucion. Considerando la siguiente figura tenemos que

[ABC] = [ADE] = %[ABCD].

A 7 B
E

F
D C

Luego, por la primera versién del teorema de los tapetes, tenemos que [ABFE] +
[EFC] = [AFD].Como AD y EC son paralelasy ZAFD = Z/CFE, los tridngulos
AFD y CFFE son semejantes y, como g—g = 2, se sigue que [AFD] = 4[EFC].
Ademis, [ABE] = 1, porlo que [EFC]| = 3 y [AFD] = 3.

1
3
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Como la figura es simétrica con respecto a la diagonal DB, tenemos que [AHI] =
[CFE] = % Ademas, DG es mediana del tridngulo D F'I, por lo que basta determinar
el drea del tridngulo DGI. Aplicando el lema de dreas en trapecios al trapecio AHG D,
obtenemos que [DGI| = [AHI] = L. Porlo tanto, [DFI] = 2.

A H B
I
G E
F
D C

O

El siguiente problema aparecié en el Examen Canguro Matemadtico Mexicano 2017,
nivel cadete.

Problema 4. En la siguiente figura se muestra un paralelogramo ABC D con drea 1.
El punto de interseccion de las diagonales del paralelogramo es O. El punto M estd
sobre DC. El punto de interseccion de AM y BD es E, y el punto de interseccion de
BM y AC es F. La suma de las dreas de los tridngulos AED y BFC es % ¢ Cudl es
el drea del cuadrildtero EOF M ?

D M C

A B

(a) 15 (b) 3 (c) 15 (d) § (e)
Demostracion. Dado que AB es paralela a C'D, tenemos que AB es paralela a CM;
luego, por el lema de dreas en trapecios en ABCM, tenemos que [AF M| = [BF (.
Ademés, como [ADE] + [BFC| = 1, se sigue que el drea del poligono céncavo
AFMED es

[AFMED] = [ADE] + [AFM] = [ADE] + [BFC] — %

Como las diagonales de un paralelogramo lo dividen en cuatro tridngulos con la misma
drea, resulta que [AOD] = 1. Luego, [EOFM] = [AFMED] — [AOD] =% — 1 =
%, por lo que la respuesta es (a). 0
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Podemos usar el teorema de los tapetes como una herramienta para resolver proble-
mas mds complicados, como veremos en el siguiente ejemplo. Antes necesitamos el
siguiente lema.

Lema 3. El drea de cualquier tridngulo ABC estd dada por AB'AC'+H(LBAC).

Demostracion. Sea D el pie de la altura desde A sobre el lado BC'.
C

A D B

Tenemos que sen(ZBAC) = 2, esto es, AC - sen(/BAC) = CD. Usando la

férmula usual para el drea de un tridngulo, tenemos que

(ABC] = AB-20D _ AB - AC - szen(ABAC)'

O

Problema 5. Cada una de las tres diagonales de un hexdgono convexo que une vértices
opuestos, divide al hexdgono en dos cuadrildteros con la misma drea. Pruebe que estas
tres diagonales concurren en un mismo punto.

Demostracion. Supongamos que las tres diagonales no concurren en un punto, for-
mando un tridngulo XY Z como se ve en la figura.

C D

F

Consideremos al par de diagonales AD y BE. Por hipdtesis, cada una de estas diago-

nales divide al hexdgono en dos cuadrildteros con la misma drea, por lo que [ABEF] =
[ABCD] = [ALQDEF]. Luego, por el teorema de los tapetes tenemos que [ABX]| =
[X DE]. Por ser dngulos opuestos por el vértice, tenemos que /BX A = /EXD, de
donde [ABX] = [X DE]. Luego, por el Lema 3, tenemos que BX'AX'SSH(ABXA) =
DX'EX'SZ“(ZEXD), lo cual implica que BX - AX = DX - EX. De manera andloga,
considerando las parejas de diagonales AD, CF'y BE, CF, tenemos que F'Y - EY =
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BY -CYyCZ-DZ = AZ - FZ. Multiplicando las tres igualdades anteriores obte-
nemosque AX -BX -CZ-DZ-EY -FY =AZ-BY -CY -DX -EX -FZ,lo
cual es una contradiccidn, pues cada término de la izquierda es menor a un término de
la derecha (AX < AZ, BX < BY,...,FY < FZ). Por lo tanto, las tres diagonales
AD, BE y CF concurren en un punto. o

Algunos de los problemas que se enumeran a continuacién se pueden resolver sin hacer
uso del teorema de los tapetes, en sus dos versiones, pero el uso de estos teoremas hace
que sea mas facil llegar al resultado o a la prueba. Los invito a encontrar diferentes ca-
minos para resolver el mismo problema y, especialmente, que alguno de estos caminos
use algunos de los resultados vistos en este articulo.

Problemas

1) Sea ABC'D un paralelogramo. Los puntos M, N y P estdn sobre los segmentos
BD, BC'y CD, respectivamente, tales que C N M P es un paralelogramo. Sean E
y F'las intersecciones de AN con BD y AP con BD, respectivamente. Prueba que
[AEF) = [DFP]+ [BEN].

2) Sean > 3 unnimero entero, los puntos A;, Ao, ..., A, son colineales al igual que
los puntos By, Bs, ..., B,—1. Ademas, el cuadrilatero A; B1B,,_1A,, es un para-
lelogramo. Las lineas que unen los dos conjuntos de puntos y la diagonal A, B;, 1
forman tridngulos por arriba y abajo de la diagonal, como se ve en la siguiente
figura.

A1 Az A3 e An—2 Anfl An

B B2 Bz - Bn_2 Bn-1

Prueba que el area total de los tridngulos por arriba de la diagonal es igual al drea
de los tridngulos por debajo de la diagonal.

3) AWYMIC, 2016) Sean D un punto en el lado AB y E un punto en el lado AC' del
tridngulo ABC. Sea P el punto de intersecciéon de BE y CD. El 4rea del tridngulo
ABC es 12 cm?. Los trigngulos BPD, CPE vy el cuadrilitero ADPE tienen la
misma drea. ;Cuadl es el drea del cuadrilatero ADPE?

4) (AMC 10, 2009) En un cuadrilatero convexo ABC'D se tiene que AB = 9cmy
CD = 12 cm. Las diagonales AC'y BD se intersecan en F; AC = 14 cm y los
tridngulos AED y BEC tienen la misma 4rea. ;Cudl es el valor de AE?
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5) Sean I'1,I's y I's, tres circunferencias tales que sus centros son colineales. I's y
I'3 son tangentes exteriormente en un punto; I'; interseca a cada una de las otras
dos circunferencias en dos puntos los cuales son los extremos de un didmetro de la
circunferencia correspondiente. Demuestra que el 4rea de las lunas grises es igual
al drea de los paraguas negros.

6) (AMC 10, 2015) En la figura, los cuadrilateros ABC'D y EFGH son cuadrados.
Si AB = 10cmy CE = 2+/5 cm, ;cuénto mide el drea del cuadrado EFGH?

B C

A D

7) AIWYMIC, 2015) ABCD es un paralelogramo. E es un punto sobre el segmento

AB tal que g—g = %. F es un punto sobre el segmento DC, AF'y DFE se intersecan

en Gy CEy BF se intersecan en H. Si el drea de ABC'D es 1 cm? y el 4rea del
triangulo BHC' es % cm?, encuentra el 4rea del triangulo ADG.

8) Sea ABCD un rectdngulo, si FFGH e IFJH son rectangulos tales que J y G
estdin en DC; [ y E estdn en AB; F estien BC'y H estd en DA, demuestra que
[EFGH]+ [[FJH] =[ABCD).
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este segundo nimero del afio 2018. Aprovechamos para invitarte a que contribu-
yas a enriquecer esta seccion de la revista. Estamos seguros que conoces problemas
interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicion la direccién
revistaomm@gmail.com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Cuando van en carretera, Choco y Chiqui juegan a sumar los niimeros en
las placas de los coches. En su pafis, las placas van desde el 001 hasta el 999. Choco
obtiene 1 punto cada vez que el nimero de la placa suma 6 y Chiqui obtiene 1 punto
cada vez que el nimero suma 21. En un viaje muy largo, vieron todos los coches del
pais. ;Quién obtuvo mds puntos?

Problema 2. El tridngulo ABC' de la figura es equilatero. El camino punteado es tal
que sus picos forman dngulos de 60° y los extremos del camino coinciden con los lados
del tridngulo. Si la longitud del camino es 2018 cm, ;cudl es el perimetro del tridngulo
ABC?

A

Problema 3. Sea /(n) el tltimo digito de la suma de los digitos de n. Por ejemplo,
£(39) = 2, porque 2 es el dltimo digito de 3 + 9 = 12. Calcula el valor de la suma
(1) +0(2) +€(3) + - - - +£(99) + £(100).
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Problema 4. En un tridngulo ABC con AB = AC se marca el punto medio M de AC.
Un punto N en el segmento BC, es tal que M N es perpendicular a BC'. Determina el
< ON

valor de la razén 5.

Problema 5. Eduardo tiene diez primos que viven en el mismo pais que €él, pero no en
la misma ciudad. Ademas, sus dos hermanos también se encuentran en otras ciudades.
Eduardo tiene ahorrado para viajar por el pais y visitar a cinco personas, pero quiere
visitar al menos a uno de sus hermanos. ;De cudntas formas distintas puede hacer

Eduardo este viaje?

Problema 6. Sea p(z) = z* + az® + bz? + cx + d un polinomio de grado 4 para el
que existen nimeros reales positivos u y v con u # v, tales que p(—u) = p(u) —uy
p(—v) = p(v) — v. Demuestra que p(—z) = p(x) — x para todo niimero real .

Problema 7. Determina todos los enteros positivos n con la siguiente propiedad: para
cualesquiera enteros positivos a y b, si 11 | (a™ + b™), entonces 11 | a 'y 11 | b.

Problema 8. Se dice que una permutacién (a1, az, ..., a,) de {1,2,...,n} tiene a ¢
(1 < i < n) como punto fijo si a; = i. Sea p(n, k) el nimero de permutaciones que
tienen exactamente k puntos fijos. Demuestra que

n

Z kp(n, k) = nl.

k=0

Problema 9. En una reunién hay representantes de n paises, (n > 2), sentados en una
mesa redonda. Se sabe que si dos personas son del mismo pais, entonces sus respec-
tivos vecinos de la derecha son de paises diferentes. Encuentra el mayor nimero de
representantes que puede haber.

Problema 10. Sea ABC' un tridngulo is6sceles con AB = C'A. Si B’ y C’ son puntos
sobre BC tales que BC' = B’'C’ (con C'y C' del mismo lado con respectoa B’)y Py
@ son las intersecciones del circuncirculo de ABC con AB’ y AC’, respectivamente,
demuestra que P(Q pasa por el punto medio de B'C.

Problema 11. Sean z, y, z nlimeros reales positivos que satisfacen el siguiente sistema
de ecuaciones:

3lz] — {y} +{=z} = 20.3,
3lyl +5]z] — {z} = 15.1,
{y} +{z} =0.9.

Determina el valor de « + y + z. (El simbolo |z | denota el mayor entero menor o igual
que z y el simbolo {z} denota la parte fraccionaria de x, esto es, {x} = = — [z]).

Problema 12. Determina todos los enteros n > 1 tales que n® 4+ n% 4+ n* + 4 sea un
nimero primo.
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Problema 13. Sea A el conjunto de los enteros del 1 al 2018. Determina el nimero
de enteros n de A con la siguiente propiedad: el residuo que se obtiene cuando n es
dividido por 20 es menor que el residuo que se obtiene cuando n es dividido por 18.

Problema 14. Sean a, b, ¢ y d nimeros reales tales que (a +b)(c+d) = 2, (a+¢)(b+
d) = 3y (a+d)(b+c) = 4. Determina el valor minimo de la suma a? + b% + ¢ + d2.

Problema 15. Sea ay, ag, .. ., ay,, . .. una sucesién de enteros positivos tal que a; 1 es
el nimero de divisores (positivos) de a; para todo i > 1. Si a2 # 2, demuestra que
existe un entero positivo m tal que a,, es un cuadrado.

Problema 16. Sean ABC'D y AEFG dos cuadrildteros ciclicos semejantes (tienen
los mismos dngulos y los lados respectivos estdn a una razén dada), cuyos vértices
se nombran en el sentido de las manecillas del reloj. Sea P el punto comin de las
circunferencias de los cuadrildteros aparte de A. Demuestra que P estd en la recta que
contienea Bya E.

Problema 17. Se dice que un nimero natural n es olimpico si existen dos niimeros
naturales @ > 1y b > 1 tales que n = a® + b. ;Es posible encontrar 2018 nimeros
naturales consecutivos con la propiedad de que exactamente 2016 de ellos son olimpi-
cos?

Problema 18. Demuestra que no existen cuatro enteros consecutivos cuyo producto es
de la forma y? — 2018, para algin entero y.

Problema 19. Sean x, y y z nimeros reales positivos tales que zy + yz + zax = 3zyz.
Demuestra que 22y + 3%z + 22z > 2(x + y + z) — 3 y determina cuando se da la
igualdad.

Problema 20. Dos participantes juegan el siguiente juego: Alternadamente escriben en-
teros mayores que 1 y en cada turno los jugadores tienen prohibido escribir un nimero
que sea combinacidn lineal, con coeficientes enteros, de algunos nimeros que ya se
escribieron previamente. El jugador que no puede realizar un movimiento pierde el
juego. ;Algin jugador tiene una estrategia ganadora?



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de préctica elegidos para
este nimero de la revista. Antes de leer estas soluciones, te recomendamos hacer tu
propia solucién a los problemas o al menos, haberle dedicado un tiempo considerable
a cada uno de ellos.

Es muy comtin en matemdticas que cada problema tenga més de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Gnicas. Aunque hayas
resuelto el problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos a
leer estas soluciones y discutirlas con tus compafieros. Si logras encontrar una solucién
diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas en tus soluciones, te invitamos a
compartirla con nosotros en la direccion electrénica revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Imaginemos dos parejas de tres cajas: las primeras tres cajas,
A, B, C estén vacias, las segundas tres cajas, X, Y, Z tienen 9 pelotas cada una, para un
total de 27. Vamos a sacar en total 6 pelotas y colocarlas en las cajas vacias: si sacamos
una pelota de la caja X, la colocamos en la caja A; si sacamos una pelota de la caja
Y, la colocamos en la caja B; y si sacamos una pelota de la caja Z, la colocamos en la
caja C. Si interpretamos cada tercia de cajas como una placa de tres digitos, podemos
darnos cuenta que para cada placa que sume 6, existe una que suma 21. Concluimos
que Choco y Chiqui obtuvieron la misma cantidad de puntos.

Solucién del problema 2. Tracemos lineas paralelas a los cortes que lleguen a los
lados del tridngulo. Como el camino esta formado por cortes de 60° y el tridngulo es
equildtero, las figuras que se forman son paralelogramos. Como los paralelogramos tie-
nen su lados opuestos iguales, podemos ver que todos los caminos que “suben” suman
lo mismo que un lado del tridngulo, y todos los caminos que “bajan” suman lo mismo
que otro lado del tridngulo. Si la longuitud del camino es 2018 cm, entonces la longitud

de cada lado es % = 1009 cm y el perimetro del tridngulo es 1009 - 3 = 3027 cm.

Solucién del problema 3. Veamos que desde £(10k) hasta £(10k + 9), la sucesion
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aumenta de 1 en 1. Luego, estamos sumando los niimeros del 0 al 9, del 1 al 0, del 2
al 1,del 3 al 2,del 4 al 3, del 5 al 4, del 6 al 5, del 7 al 6, del 8 al 7y del 9 al 8, mds
el 1 de £(100). Es decir, cada niimero aparece exactamente 10 veces excepto el 1 que
aparece 11. Como 1 4+ 2 + - -- + 9 = 45, larespuesta es 451.

Solucién del problema 4. Sea P el punto medio del lado BC. Como el tridngulo ABC'
es isosceles, tenemos que AP es perpendicular a BC'y, por lo tanto, AP es paralela a
NM. Como M es punto medio de AC, resulta que N es punto medio de PC. Luego,

_ CN _ 1
NB = 3CN de donde B = 3

B P N C

Solucién del problema 5. En total son 12 personas. Sin ninguna restriccién, Eduardo
puede visitar a 5 personas de 12 - 11 - 10 - 9 - 8 maneras. De esos posibles viajes,
en exactamente 10 - 9 - 8 - 7 - 6 no visita a ninguno de sus hermanos. Luego, son
12-11-10-9-8—-10-9-8-7-6=10-9-8(12-11—7-6) = 720(132 — 42) = 64800
viajes distintos en que Eduardo puede visitar al menos a uno de sus hermanos.

Solucién del problema 6. Observemos que

p(—u) = p(u) — u = 2au® + 2cu — u = 0,
p(—=v) = p(v) — v = 2av® + 2cv —v = 0.

Como u y v no son cero, se tiene 2au® + 2c = 1y 2av? + 2¢ = 1, por lo tanto
a(u? —v?) = 0, pero u,v > 0y u # v, luego a = 0y de 2au? + 2¢ = 1 se tiene
¢ = 3 por lo que p(z) = 2* + ba? + Lz + d. Es claro que tal p(z) cumple que
p(—z) = p(x) — x para todo nimero real .

Solucién del problema 7. Observemos primero que 11 | 10* + 11 y 10%*+1 4+ 1 =
9-11-10%*~1 4 10%%~! 41 para cualquier entero positivo k. Luego, por un argumento
inductivo, se sigue que 11 | 10™ + 1™ para todo entero positivo impar n. Como 11 { 1
(también 11 { 10), la implicacién requerida es falsa para niimeros naturales impares.
Mostraremos que la implicacion es verdadera para cada nimero natural par. Sin = 2m,
entonces a” = (a™)? y b" = (b™)? son cuadrados de niimeros naturales. Por lo tanto,
a™ =1le+ fyb"™ = 11g + h para algunos enteros e, f, gy h, con f y h elementos
del conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Luego, por un cdlculo estdndar, tenemos
que " = 11A+ C y b"™ = 11B + D para algunos enteros A, B, C'y D,con C'y D
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elementos del conjunto {0, 1, 3,4, 5,9}. Ahora, es facil ver que 11 | C'+ D si y solo si
C=D=0.

Como 11 | (a™ +b™), tenemos que 11 | (11A+ C'+ 11B + D), de donde se sigue que
11 | (C'+ D). Luego, por lo demostrado antes, resultaque C' = D = 0. Asi, a™ = 114
y b™ = 11B, lo cual implica que 11 divide a ™ y a b™. Como 11 es primo, concluimos
quell|ayll]|b.

Solucién del problema 8. Vamos a contar cudntos puntos fijos (con multiplicidades)
hay entre todas las permutaciones. Como cada permutacién con exactamente k puntos
fijos aporta k de ellos, la cantidad de puntos fijos es la suma de kp(k, n) al variar k, es
decir

> kp(n, k). ()

k=0
Por otro lado, si tomamos un nimero j € {1,2,...,n} fijo, hay (n—1)! permutaciénes
que lo dejan fijo (justamente son las permutaciones de {1,2,...,n} \ {j}). Como j

tiene n posibilidades, el total de puntos fijos es
n-(n—1)=nl )
Por el principio de doble conteo, se deduce que las cantidades en (1) y (2) son iguales.

Solucién del problema 9. Las parejas de representantes consecutivos pueden ser de
n? tipos diferentes (n posibilidades del pais de un representante y otras n posibilidades
del representante a su derecha). Si hay n? + 1 o mds personas, entonces hay al menos
n? + 1 parejas de representantes, pero como solo hay n? tipos diferentes, se tiene por
el principio de las casillas que hay dos parejas del mismo tipo, lo cual es contrario a
la hipétesis del problema. Ahora, veamos por induccién, que para cada n > 2 hay un
acomodo de n? representantes (de hecho n representantes de cada uno de los n paises)
en la mesa, como sefiala el problema.

Para n = 2 se muestra en la siguiente figura.

Ahora haremos el paso inductivo a partir de una mesa con n? representantes, con n
de cada pais. Para el pais ¢, los n vecinos de la derecha de sus n representantes son
de paises diferentes. En particular, para el pafs ¢ hay un representante que tiene por
vecino de su derecha a una persona del mismo pais ¢. Entre estos dos representantes
del mismo pais 7, colocamos a un representante del pais n + 1 y una persona mads, al
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(n+1)-ésimo representante del pais i. Al hacer esto, para cada pais i, coni = 1,...,n,
la cantidad de representantes aumenta en 2n personas. Cada pafs de los primeros n tiene
ya acomodados a sus n + 1 representantes y del pais n + 1 ya se acomodaron n de sus
representantes. En este nuevo acomodo los n + 1 vecinos de la derecha de las personas
de un mismo pais ¢ = 1,...,n son de paises diferentes y los vecinos de la derecha de
las n personas del pais n + 1 son de los paises ¢ = 1, ..., n. Falta agregar una persona
mds del pais n + 1. Esto se puede hacer a la derecha de un representante de su mismo
pafs. Tenemos ahora acomodados a n® +2n +1 = (n+ 1)? en lamesay sonn + 1 de
cada uno de los n + 1 paises, que cumplen las condiciones del problema.

Solucion del problema 10. Sea X la interseccién de PQ con BC'. Veamos la siguiente

igualdad de angulos

Ci-CQ AB-CQ
2 - 2

/QPA = = /QC'C, 3)
donde la igualdad central se da por ser isdsceles el tridngulo y las igualdades de los
extremos por calculo de dngulos con arcos en el circuncirculo del tridngulo ABC.

La igualdad en (3) implica que el cuadrildtero B’ PC’(Q es ciclico. Por potencia de un
punto se concluye que

BX - XC=PX -XQ=BX- XC. “)

Sia = BB’, como B'C’' = BC se tiene que CC’ = a. Seanx = B'X,y = XC.
Entonces la ecuacion (4) se puede reescribir como (a + x)y = z(y + a). Lo anterior
implica que ax = ay, esto es, ¢ = y como se queria probar.

Solucién del problema 11. Notemos que 0 < {x} < 1 para cualquier nimero real z.
De la primera ecuacion del sistema tenemos que 19 < 20.3 + {y} — {2} < 22. Luego,
el valor de 3|z ], que es un entero multiplo de 3, debe ser necesariamente 21, de donde
|x| = 7. Considerando ahora la segunda ecuacion, tenemos que 15 < 3|y| + 5|z =
15.1 4+ {z} < 17, de donde 15.1 + {x} = 16 (pues 3|y]| + 5|z] es un entero). Por lo
tanto, {z} = 0.9. Laigualdad 3|y] +5|z] = 16 implicaque [z] = 2 —3|y] < 18 <
4 pues |y| > 0 al ser y > 0. Luego, los valores posibles de | z| son 0, 1, 2 'y 3. Es facil
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verquesi |z| = 0,103, los valoresde 3|y| = 16—5| z] no son miiltiplos de 3. Luego,
necesariamente | z| = 2, en cuyo caso |y| = £(16 — 5|z|) = 2. Finalmente, usando
la tercera ecuacion, obtenemos que  +y +z = x| + |y] + [z] +{z} + {y} + {z} =
7T+24+2409409=128.

Solucién del problema 12. Sea p = n® + n® + n* + 4 un nimero primo para algin
entero positivo n. Tenemos que p | n’p, esto es, p | n'® + n® + nb + 4n?. Como
n® 4+ nb = —n* — 4 (mod p), tenemos que

0=n""4+n+n° +4n? =n'" —n* —4 +4n* =n'" — (n? = 2)? (mod p).

Porlo tanto, p | (n°—n?+2)(n°+n?—2). Como p es primo, se sigue que p | n®—n?+2
op|n®+n?—2.Comop >n®—n?+2yp>n’+n?— 2 para todo entero positivo
n, la tnica posibilidad es que n® — n? +2 = 0 0 n® + n? — 2 = 0. Claramente,
n® —n?+2 > 0 para todo entero positivo n y n° +n? —2 > ( para todo entero n > 2.
Luego, la tinica posibilidad es n = 1, en cuyo caso, n° +n? —2 =0y p = 7. Asf, el
tinico entero positivo n > 1 tal que n® + n% 4+ n* 4 4 es primo, es n = 1.

Solucién alternativa. Observemos que:

n®4+nb Fnt44=n*+n?+2)% - (08 +4n* + 4n?)
= (n*+n?+2)2 — (n® + 2n)?
=n*+n?+ 2403 +2n) (0 +n?+2—n3—2n).

Si n® + n% 4 n* + 4 es primo, alguno de los factores debe ser 1. Como n* + n? +
2 +n3+2n > n* +n?+ 2 — n3 — 2n para todo entero positivo n, se sigue que
n*+n?+2-n3—2n=1,estoes, n* +n%+1 = n34 2n. De aqui que n | 1. Luego,
la tinica posibilidad es n = 1y, en este caso, n® +n® + n* + 4 = 7, que es primo.

Solucién del problema 13. Sea n un entero de A. La propiedad: el residuo que se
obtiene cuando n es dividido por 20 es menor que el residuo que se obtiene cuando
n es dividido por 18, es equivalente al enunciado: el mayor miltiplo de 20 menor o
igual que n es mayor que el mayor miltiplo de 18 menor o igual que n. Por lo tanto,
para determinar el resultado, basta contar la cantidad de enteros positivos n menores o
iguales que 2018 tales que el residuo obtenido cuando n es dividido por 80 es mayor o
igual a 20 y menor que 18-2 = 36, o es mayor o igual que 40 y menor que 18-3 = 54, 0
es mayor o igual que 60 y menor que 18-4 = 72. Como 2000 es multiplo de 80 y no hay
ningtn entero n mayor o igual que 2001 que satisfaga las condiciones del problema,
tenemos que el nimero de enteros n que satisfacen el problema es % (164+14+12) =
25(42) = 1050.

Solucién del problema 14. Tenemos que

a® +b* +c* + d?
=(a+b+c+d)? —(a+b)(c+d) —(a+c)(b+d) — (a+d)(b+c)
=(a+bt+c+d?—-2-3—-4=(a+b+c+d?-09.
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Por otra parte, tenemos que
((a+d)+b+c)?—4dla+d)(b+c)=((a+d) — (b+¢)? >0,

de donde, (a + b+ ¢+ d)?> > 4(a + d)(b + ¢) = 16 con la igualdad si y solo si
a+ b+ c+d = +4. Porlo tanto, a® 4+ b? + c® + d?> > 16 — 9 = 7 con la igualdad si
y solosia+ b+ ¢+ d = +£4. Si, por ejemplo,

34v2 1+vV2 3-V2 1-+2
(a7bﬁc7d): 2 ) 2 b 2 9 2 b

entonces la igualdad en la desigualdad anterior se sostiene, lo cual significa que el valor
minimo de la suma a® + b2 + ¢®> + d% es 7.

Solucion del problema 15. Observemos que para todo ¢ > 1, a;41 < a; (pues cada
divisor positivo de a; es menor o igual que a;) y que a;4+1 = a; siysolosia; =102,
pues para a; > 3 el nimero a; — 1 no es divisor de a;.

Si a; = 1, entonces a; es un cuadrado. Si a; = 2, entonces ay = 2, lo que contradice
la hipétesis. Por lo tanto, podemos suponer que a; > 3, en cuyo caso la sucesion
disminuye en cada paso hasta que alcanza el valor 2 (por la primera observacién). Sea
k > 2 el primer indice para el cual a;, = 2. Entonces, a,_; €s un nimero primo, pues
solo los nimeros primos tienen exactamente dos divisores positivos. Supongamos que
ag—1 = 2.Como k —1 > 1 (pues k > 2), tenemosque k —1 =20k —1 > 2.Si
k—1 = 2, entonces az = 2, lo que es una contradiccion; y si k —1 > 2, contradecimos
la definicién de k. Por lo tanto, a;_; es un primo impar. Luego, ax_2 tiene un niimero
impar de divisores (positivos), lo cual implica que ax_2 es un cuadrado (si ax_2 no
fuera un cuadrado, el conjunto de sus divisores positivos se podria dividir en parejas de
la forma (a, “2=2) con a # “=2 y a divisor de aj_2, lo cual implicarfa que el nimero

a a
de divisores positivos de ax_s €s par).

Solucién del problema 16. Sean (Q y R puntos en las tangentes de ABCD y de
AFEFG desde los puntos B y F, respectivamente, de forma que ZABQ = ZAER. Lo
anterior se puede realizar porque los cuadrildteros ABC'D y AEFG son semejantes.
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Por la semejanza tales cuadrildteros, los dngulos incritos a los arcos que delimitan
lados correspondientes de los cuadrilateros son iguales; por tanto, ZAPB = ZAPE.
Es decir, B, E'y P son colineales. (Note que en este caso, el punto P qued¢ fuera del
segmento BE. El caso en que P esté entre B y E es andlogo).

Solucién del problema 17. Primero observemos que existen 2016 enteros consecutivos
que son olimpicos, basta con tomar N + 2, N + 3,..., N + 2017, donde N = 2217,
Para un nimero natural n, denotemos con f(n) al nimero de enteros olimpicos en el
conjunto {n,n+1,...,n+ 2017}.

Tenemos que f(i) = f(i+ 1), f(i) = f(i+1)— 10 f(i) = f(i + 1) + 1 para cual-
quier entero ¢ del conjunto {1,2,..., N}. Dado que f(1) < 2016 (pues los nimeros
1,2,3,4,5 no son olimpicos) y f(IN) > 2016, existe un nimero natural ng tal que
f(no) = 2016. En efecto, si no existiera tal entero ng, la funcién f no podria pasar
de un nimero menor que 2016 a uno mayor, pues al pasar de f(i) a f(i + 1), con
i €{1,2,...,N},el valor de la imagen aumenta o disminuye en a lo més una unidad.

Solucién del problema 18. Asumamos lo contrario, es decir, que existen enteros x, y
tales que x(z+1)(z+2)(x+3)+2018 = y>. Al examinar la ecuacién anterior médulo
5 se tienen dos casos: x(z+1)(x+2)(z+3) es divisible por 5 0 z(x+1)(z42)(z+3) =
1(2)(3)(4) = 4 (mod 5). Es decir, el lado izquierdo de la ecuacién es congruentea 3 0 a
2 mddulo 5. No obstante, el cuadrado de un entero es congruente con 0, 1 0 2 médulo 5,
lo cual es una contradiccién porque ambos lados de la ecuacién deben ser congruentes
al mismo nimero médulo 5. Por lo tanto, no existen cuatro enteros consecutivos cuyo
producto es de la forma y? — 2018, para algin entero y.

Solucién del problema 19. La condicién del problema es equivalente a la igualdad
3+ + 1 = 3. Por la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica, se

sabe que 2y + % > 2, /a2y - % = 2. Andlogamente se obtiene que y*z + 1 > 2yy
z%—i—% > 2z. Al sumar las desigualdades anteriores se obtiene la desigualdad deseada.

La igualdad se satisface cuando z2y = %, Y2z = % y 220 = %, que es equivalente a
quer =y ==z2=1.

Solucién del problema 20. Sean a y b nimeros reales. Se define L{a, b} = {ax+ by :
z,y € NU{0}}. Primero se demostrard el siguiente lema:
Lema. Sean a > 1y b > 1 enteros primos relativos.

a) N = ab — a — b es el ndmero natural mds grande que no estd en L{a, b}.

b) Para cualquier entero z se tiene que z € L{a,b} siy solo si N — z no estd en
L{a,b}.

Demostracién: a) Si N = (b — 1)a — b = ax + by par algunos ndmeros enteros
x € {0,...,b—1},y, entonces x = b— 1 (mod b); por tanto, x > b— 1. Asi, y < 0, lo
cual es una contradiccién, entonces N no estd en L{a,b}. Que sea el mdximo es una
consecuencia del inciso b). En efecto, si > N, entonces por el inciso b) tenemos que
N —z € L{a,b}. Pero esto dltimo es imposible, pues ningtin nimero negativo, en este
caso N — z, estd en L{a, b}.
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b) Si z € L{a,b}, entonces N — z no estd en L{a,b} (de otra forma N = z + (N —
z) € L{a,b}). Ahora, sea z € Z \ L{a,b}. Como mcd(a,b) = 1, existe un entero
x €{0,...,b— 1} tal que ax = z (mod b). Pero, z € Z \ L{a,b}, entonces z < az.
En consecuencia, ax — by = z para algiiny € N (y > 0 porque z € Z \ L{a, b}). Asi,
setiecneque N —z=(b—1—ax)a+b(y — 1) € L{a,b}.

Sea A el primer jugadory B el segundo. Se demostrard que A tiene estrategia ganadora.
En el primer turno A escribe un nimero primo a > 5y B es escribird un nimero b tal
que a no divide a b. El juego es finito, pues solo hay una cantidad finita de niimeros
naturales que pertenecen a L{a, b}. En consecuencia, uno de los jugadores tiene una
estrategia ganadora.

Consideremos un juego en el que A escoja el nimero N en su segundo movimiento.
Si este es un movimiento ganador, A escogerd N y ganara. En caso contrario, B puede
escoger un natural ¢ € Z \ L{a,b} en su segundo movimiento que deja a A en una
posicién perdedora. Entonces, A puede escoger el nimero ¢ en su segundo movimiento
en lugarde NV y continuar con la estrategia ganadora de B en el caso anterior. En efecto,
las condiciones en las que estaria B en caso de que A escogiera el nimero ¢ en su
segundo turno, son las mismas que tenia A cuando B escoge ¢ en su segundo turno.
Para verificar la afirmacién anterior basta observar que por el lema anterior, N — c estd
prohibido, asi que después de escoger el niimero ¢, el nimero N = (N —c¢)+ ¢ también
estd prohibido.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2018 No. 2.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones.

Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogeran de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. jTe invitamos a intentarlo!

Problema 1. Sea O el centro del plano cartesiano. Se toma un punto A en el primer
cuadrante con coordenadas (a,b) y se traza el segmento OA. Se gira OA en direc-
cién contraria a las manecillas del reloj hasta un punto B con coordenadas (b, a). Si
/ZAOB = 30°, encuentra el valor de %.

Problema 2. Encuentra todas las ternas (z,y, z) de enteros no negativos tales que
P tyz=19 +rz=2y2%+ay=4.

Problema 3. Andrea tiene 7 cuyos de los cuales 3 son hembras y 4 son machos. Ella
quiere repartirlos en 4 jaulas distintas (ninguna jaula quedard vacia). ;| De cudntas ma-
neras puede hacer esto si quiere que, donde haya al menos una hembra, no haya ningtn
macho? Nota: Los cuyos son diferentes entre si.



22 Problemas de Entrenamiento

Problema 4. Si escribimos la secuencia AAABABBB alo largo del perimetro de un
circulo, cada palabra de longitud 3 que consiste en las letras A y B (es decir, AAA,
AAB, ABA, BAB, ABB, BBB, BBA, BAA) aparece exactamente una vez en el
perimetro. Muestra que es posible escribir una secuencia de letras de un alfabeto de k&
elementos a lo largo del perimetro de un circulo, de tal manera que cada palabra de
longitud ¢ (es decir, una /-tupla de letras ordenada) aparezca exactamente una vez en
el perimetro.

Problema 5. Sean a y d dos enteros positivos. Demuestra que existe una constan-
te K tal que cada conjunto de K elementos consecutivos de la progresion aritmética
{an}s2; = {a + nd}S2, contiene al menos un nimero que no es primo.

Problema 6. Sea d(n) el mdximo divisor impar de n, con n un entero positivo. De-
muestra que para todo entero positivo m,
2m

donde S(m) = >, @.
Problema 7. Determina todas las parejas de enteros positivos (a,n) con a > n > 2,
tales que (a + 1)™ 4+ a — 1 sea una potencia de 2.

Problema 8. Se escoge un punto K en la diagonal de un cuadrildtero convexo ABC'D
de forma que KD = DC, ZBAC = %AKDC’ y LDAC = %LKBC. Prueba que
LKDA=/BCAo/ZKDA = /ZKBA.

Problema 9. Encuentra el menor entero positivo n con la siguiente propiedad: para
todo conjunto finito X de puntos en el plano, si por cada m < n puntos del conjunto
existen dos lineas que contienen a todos los m puntos, entonces existen dos lineas que
contienen a todos los puntos de X.

Problema 10. Determina todas las funciones f : R — R tales que para cualesquiera
nimeros reales z,y € R se satisface f(zf(y) — yf(x)) = f(zy) — zy.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2017 No. 3.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 3, afio 2017. En esta ocasién felicitamos a Ivdn Garcia Mestiza
por habernos enviado su solucién al problema 7 y aprovechamos para invitar a todos
los lectores a participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en
los niimeros posteriores de la revista. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista
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aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No.
4, afio 2017, por lo que atn tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Encuentra todos los nimeros m de tres digitos tales que si formamos el
numero de seis digitos obtenido al escribir de forma consecutivam y m+-1, el resultado
es un cuadrado perfecto.

Solucién. Si el niimero de tres digitos es m = abc, entonces 1001m = abcabe y, por lo
tanto, 1001m + 1 es un cuadrado perfecto. El cuadrado a? que obtenemos debe tener
seis digitos, de modo que a < 999, pero, también debe cumplir que a > 317 (pues si
fuera menor a 316, su cuadrado tendria solo cinco digitos).

Entonces, a® = 1 (mod 1001) y, como 1001 = 7 - 11 - 13, basta considerar las 8
posibilidades con ¢ = +1 médulo 7, 11 y 13.

Por ejemplo, si a = 1 médulo 7, 11 y 13, entonces a es congruente a 1 médulo 7 - 11 -
13 = 1001 (pues 7, 11 y 13 son primos relativos dos a dos) y, por lo tanto, a = 1 (pues
a < 999) que no estd en el rango buscado. Ahora,sia =1 (mod 7) y a = 1 (mod 11)
peroa = —1 (mod 13), obtenemos que ¢ = 155, que no nos sirve. Sia = 1 (mod 7) y
a = —1 (mod 13), pero a = —1 (mod 11), obtenemos que a = 274, que tampoco nos
sirve. Sin embargo, cuando ¢ = 1 (mod 7), a = —1 (mod 11) y a = —1 (mod 13),
obtenemos que a = 428 y, como a? = 183184, resulta que m = 183.

Las demds soluciones que se obtienen son a = 573y m = 328 sia = —1 (mod 7),
a=1(mod1l)ya =1 (mod 13);a = 727y m = 528 sia = —1 (mod 7),
a=1(mod1l)ya = —1 (mod 13);a = 846y m = 715sia = —1 (mod 7),
a = -1 (mod 11)y a =1 (mod 13); finalmente, si a = —1 en los tres médulos 7,11
y 13 se obtiene a = —1 (mod 1001) y, por lo tanto, a = 1000, el cual estd fuera del
rango deseado.

Problema 2. Hay n islas conectadas via aérea por m aerolineas (todas las rutas son de
ida y vuelta). Sea d; el nimero de aerolineas que tienen vuelos que salen de la isla ¢. Si
1 < d; <2010 para toda ¢, demuestra que

> d? < 4022m — 2010n.

i=1

Solucién. Las condiciones del problema implican que el producto (d; — 1)(2010 — d;)
nunca es negativo, para cualquier ¢, es decir 0 < 2011d; — df — 2010y, por lo tanto,
df < 2011d; — 2010. Por otro lado, el teorema de la suma de los grados en una gréfica
nos dice que Y"1 ; d; = 2m. Al sustituir en la cota para la suma de los valores de d?
obtenemos el resultado buscado.

Problema 3. Tres puntos A, B y C estdn sobre la circunferencia 2. Sea X un punto
variable sobre el arco BC que no contiene a A y considera I3 y I3 los incentros de los
triangulos ABX y C AX, respectivamente. Demuestra que los circuncirculos de los
tridngulos [; X I intersecan a €) en un punto fijo.
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Solucién. Sean D y E los puntos medios de los arcos BA y AC, respectivamente.
Consideremos un punto Y (distinto de A) sobre €2, tal que g—g = %. A continuacién

se determina cémo encontrar un punto Y. Sea R el pie de la bisectriz del dngulo ZDAFE

en DE y sea S el punto medio del arco DE que contiene a A. Tenemos que Y puede

ser el punto de interseccion de R.S con €2, pues el teorema de la bisectriz garantiza

que 4 = DE — DY Sea X un punto sobre el arco CB. Es conocido® que D es el

circuncentro del tridngulo AI; B, entonces se tiene que DA = DI;. Andlogamente se
tiene que £ A = E 5. Como I1 X es bisectriz del angulo inscrito ZAX B, tenemos que
I, X pasa por el punto medio del arco @, esto es, pasa por D, lo que significa que los
puntos D, I; y X son colineales. De manera andloga tenemos que los puntos E, Is y
X son colineales.

Por otro lado, tenemos que £Y DI; = Y E 1, porque estos angulos subtienden el arco

XY en Q. Todo lo anterior implica que g—g = g—g = %, que junto con la igualdad

de dngulos nos permite concluir que los tridngulos DY I; y EY I» son semejantes. Por
lo tanto, /1Y D = ZI,Y E, en particular ZI,Y ], = /ZEYD = /EXD = /I, X 14,
donde la segunda igualdad se da porque el cuadrilitero DE XY es ciclico.

Lo anterior implica que I; IoY X es ciclico y, por lo tanto, Y pertenece al circuncirculo
del tridngulo I; X I5. Como lo anterior se mostré para cualquier punto X, se tiene que
las circunferencias descritas pasan todas por el punto Y que es fijo y que esta sobre (2
por construccion.

Problema 4. Cada vértice de un n—agono regular se colorea de un color entre verde,
rojo y azul de manera que hay una cantidad impar de vértices coloreados de cada color.
Si n es impar, demuestra que existe un tridngulo iSosceles tal que ningtin par de vértices
son del mismo color.

2Si ABC es un tridngulo cuyos vértices estin sobre una circunferencia €2, I es el incentro del tridngulo

ABC'y M es el punto medio del arco /B% sobre €2 que no contiene a A, entonces M, I y A estan alineados
yMI=MB=MC.
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Solucién. Pensemos al n—dgono regular como una grafica completa de n vértices y su-
pongamos que existe una coloracién de los vértices de manera que no existen tridngulos
isdsceles con vértices de los tres colores. Hagamos un doble conteo de las aristas que
tienen un vértice de color rojo y otro verde. Fijémonos en un vértice de color verde,
digamos v. Sea O, el conjunto de las aristas cuyos extremos son vértices del n—agono
y que tienen a v en su mediatriz. Como n es impar, todos los vértices estan en exac-
tamente una arista de O,. Mas atin, cada diagonal del n-agono estd en exactamente
un conjunto O,,. Ahora, veamos que cada arista en O,, debe cumplir que sus extremos
son una combinacién de colores (verde,verde), (rojo, rojo), (azul,azul), (verde, rojo) o
(verde, azul), esto pues no hay tridngulos isésceles con vértices de tres colores. Puesto
que hay una cantidad impar de vértices rojos y cada arista de tipo (rojo, rojo) tiene dos
vértices rojos, la cantidad de aristas de tipo (rojo,verde) en O,, es impar. Puesto que O,
es una particién de aristas de la grafica y solo contaremos aristas de tipo (rojo,verde)
cuando v sea de color verde o rojo en total debe haber una cantidad impar + impar =
par (es una cantidad impar de los conjuntos de la forma O,, con v verde y otra cantidad
impar de los conjuntos de la forma O,, con u rojo). Por otro lado, por la regla del pro-
ducto, la cantidad total de aristas de tipo (rojo,verde) son una cantida impar x impar
= impar, lo cual es un absurdo. Por lo tanto, deben existir tridngulos is6sceles con sus
vértices de tres colores distintos.

Problema 5. Sean a y b enteros positivos tales que b | a® + 1. Si b > a, demuestra que

b—a>+/a.

Solucién. Escribamos b = a + d con d positivo. Por hipétesis, tenemos que a + d
divide a a® + 1. Como a + d | (a + d)(d — a) = d* — a?, se sigue que a + d divide a
a?+14+d?>—a?>=d?>+1.Porlotanto,a+d < d>+1,dedonde 0 < d> —d—a + 1.
Ast, d > 1"‘7\/30_3’ pues el polinomio en d describe una pardbola que toma valores
positivos fuera del intervalo de sus raices y, como d es positivo, d es mayor o igual
que la raiz més grande. Por dltimo, es facil ver que LW > \/a para enteros a
mayores o iguales que 1 (basta con desarrollar la desigualdad y elevar al cuadrado),

con la igualdad en a = 1. Por lo tanto, a — b = d > +/a.

Problema 6. Sea GG una grafica conexa con k aristas. Demuestra que se pueden eti-
quetar las aristas con los nimeros 1, 2, ..., k, de manera que para cualquier vértice de
grado mayor que 1, el madximo comun divisor de todas las aristas que llegan a él es 1.

Solucién. Seleccionemos una arista arbitraria y etiquetémosla con 1. Luego, recorra-
mos a partir de ella un camino tan largo como sea posible y etiquetemos las aristas
de forma consecutiva. Todos los vértices por los cuales se pasd, tienen dos aristas con
etiquetas consecutivas y, por tanto, el maximo comdun divisor es 1, excepto en las eti-
quetas inicial y final.

La etiqueta inicial no es problema, pues contiene la arista 1 y, por tanto, también el
maximo comun divisor es 1. Para la etiqueta final hay dos casos: el camino termina
porque se llegd a un vértice de grado 1, en cuyo caso el mdximo comun divisor no
importa, o ha llegado a un vértice por el cual se pasd antes y, como ya sabemos que
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tiene dos aristas con nimeros consecutivos, su maximo comun divisor se mantiene en
1.

Esta estrategia no garantiza que se recorrieron todas las aristas; sin embargo, de ser
asi, se escoge una nueva arista adyacente a una de las que ya se etiquetaron (lo cual es
posible por la conexidad de la gréfica), se coloca el siguiente entero que no se usé y se
repite el mismo argumento anterior de caminos. Al realizar este procedimiento tantas
veces como sea necesario, se cubriran eventualmente todas las aristas.

Problema 7. Determina todas las parejas de enteros positivos (a, b) tales que

a’+b b +a
b2 —a y a?—b

sean ambos enteros positivos.

e rd z . 2 2 . .
Solucion de Ivan Garcia Mestiza. Al ser 1 jg y sz‘; enteros positivos, son mayores

o iguales a 1, de donde a®> +b > b> —a > 0y b> +a > a®> — b > 0. Luego,
a?+b—(*—a)>0yb*+a—(a®—b)>0.

Ademds, tenemos que b2 — a | a® + b, por lo que b — a | a? + b — (b* — a); es decir,
b2 —a | (a+b)(a — b+ 1). Andlogamente, tenemos que a® — b | b2 + a — (a? — b),
de donde a® — b | (a + b)(b — a + 1). Estas relaciones de divisibilidad implican que
(a+b)(a—b+1)>b*—ay(a+b)(b—a+1)>a%—by,comoa-+b>0,sesigue
quea—b+1>0yb—a+12>0,dedonde obtenemosqueb+1>a >b—1.
Puesto que a y b son enteros positivos, a puede tomar 3 valores: a = b+ 1,a = bo
bien a = b — 1. Analizaremos los distintos casos que se producen.

Caso 1: a = b+ 1. Tenemos que b> — a | (a+b)(a — b+ 1); asi, al sustituir el valor de
a, llegamos a que b> —b—1 | 4b+2. Como 4b+2 > 0, se sigue que 4b+2 > b2 —b—1,
de donde se obtiene que 5b + 3 > b

Podemos observar que la desigualdad anterior solo se cumple para b < 5. En efecto, si
b > 5, entonces podemos escribir b = 5 4+ n, donde n es un entero positivo. Entonces,
b? = (54+n)2 =25+ 10n+n? =25+5n+5n+n? > 25+5n+6 > 25+ 5n+3 =
5(5+n)+3 = bb+3. Asi que los posibles valores para la pareja (a, b) son: (2, 1), (3,2),
(4,3),(5,4) y (6,5). Al hacer las sustituciones en las fracciones iniciales, tenemos que
la dnica pareja (a, b) que cumple es (3, 2).

Caso 2: a = b. Tenemos que a® — a | a* + a, de donde a(a — 1) | a(a + 1), por lo que
a—1|a+1;luegoa—1](a+1)— (a—1)y, finalmente, llegamos aque a — 1 | 2.
Entonces, los valores posibles de a — 1, al ser entero positivo, son 1y 2, lo que genera
las parejas (2,2) y (3, 3) que si cumplen la condicién.

Caso 3: a = b — 1. Dada la simetria en las fracciones, con b = a + 1 llegamos a
las mismas soluciones que en el Caso 1, por lo que ahora tenemos que la tnica pareja
(a,b) que cumple es (2, 3).

Por lo tanto, las parejas (a, b) que satisfacen las condiciones del problema son: (2, 2),
(2,3), (3,2) y (3,3).

Problema 8. Sean n > 2 un enteroy 0 < z; < 1 ndmeros reales parai = 1,2,... n.
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Demuestra que

n
(1 +x2+ +xn) — (T172 + T2T3 + -+ Tp1Tpn + Tpx1) < bJ :

y determina cudndo se da la igualdad.

Solucion. Denotemos por S(z1, 2, . . ., ,) al lado izquierdo de la desigualdad. Ob-
servemos que

S(x1,x2,...,2y) <mdx{S(0,za,...,x,),S(1l,x2,...,2,)}.

En efecto, todo depende del signo de 1 — x2 — x,, que es el factor por el que se
multiplica z;. De esta manera, un argumento inductivo garantiza que basta demostrar
la desigualdad cuando todos los nimeros reales 0 < x; < 1 son iguales a 0 o a 1. Por
otro lado, si consideramos la siguiente identidad

28(x1, 29, ..., xn)=n—(1—z1)(1 —22) — (1 —22)(1 —2a3) — - -

—(1—2p)(1 =) —21%2 — T2X3 — -+ — Tp_1Ty — Tpl1,

se sigue que 25 (1, 22, ..., on) < ncuandox; € {1,0},esdecir, S(z1, z2,...,2,) <

|3

Problema 9. Sea ABC un tridngulo con semiperimetro s. Los puntos F y F' estdn
en la recta AB de tal forma que CE = C'F = s. Demuestra que el excirculo w; del
triangulo ABC opuesto a C' interseca al circuncirculo w del tridngulo EF'C.

Solucién. Sean P y @ los puntos de tangencia de wy con las rectas C A y CB, respec-
tivamente.

Dado que es conocido que CP = C'@Q) = s, entonces los puntos F, P, Q y F estin en
una misma circunferencia we con centro en C'y radio s. Se invertird con respecto a wa.
Dado que w es una circunferencia que pasan por el centro de wo, entonces se invierte en
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una recta. No obstante, E/' y F' se invierten en si mismos con respecto a ws. Entonces,
w se invierte en E'F. Ahora, w; es ortogonal a wy, asi que w; se invierte en si misma
con respecto a wq. Pero, w; y E'F comparten al punto de tangencia de w; con el lado
AB del tridangulo ABC, al cual denotaremos con R. Asi, w y w; comparten el punto
R/, el inverso de R con respecto a wo.

Problema 10. Sea A = {1,2,...,m + n}, donde m y n son enteros positivos y sea
f + A — A una funcién definida por las ecuaciones:

s f(i)=i+1lparai=1,2,....m—1,m+1,....m+n—1,
- fm) =1y fmtm)=m+1.

Demuestra que si m es par, entonces m = n si y solo si existe una funciéng: A — A
tal que g(g(a)) = f(a) paratodo a € A.

Solucién. Sim = n,seag : A — Atalque g(i) = m+iparai = 1,2,...,m,
gm+i)=1i+ 1parai=1,2,...,m — 1y g(2m) = 1. Una verificacién directa por
casos demuestra que g(g(a)) = f(a) paratodo a € A.

Ahora, supongamos que existe una funcién g : A — A tal que g(g(a)) = f(a) para
todoa € A. Sea M = {1,2,...,m}. Por la definicién de f se sabe que f(M) = M.
De la misma forma f(A\M) = A\M. Asi, f es biyectiva. Dado que g(g(A)) =
f(A) = A, entonces g es biyectiva.

Demostraremos que g(M) N M = (. Supongamos lo contrario, entonces existe 1 € M
tal que g(i) € M. Ahora, en el conjunto

{i,9(1),9°(0) = g9 (D)), ..., g°™ (i) = f™ (i) = i}
aparecen todos los elementos del conjunto

en las posiciones pares y en este dltimo aparecen todos los elementos de M. Dado que
g(i) € M, entonces g(i) = f7(i) para algiin j € M. Asi, g?**1(i) = ¢**(fI(i)) =
fE(f7(i)) = f*+9(i) € M, paratodo k € M. Por lo tanto, g(M) = M.

Se sigue que existe una permutacién a1, as, . . ., a,, de los elementos de M, tales que
g(ai) = Qj+1 parai = 1,2,...,m — 1; g(am) = ayy f(agi_l) = Q241 para
i=1,2,...,5—1; f(a2s—1) = a1, donde m = 2s. Pero, las tltimas identidades no

son posibles por como estd definida la funcién f. Por lo tanto, g(M) N M = (. De
manera anéloga se demuestra que g(A\M) N A\M = 0.
No obstante, si se retoma el andlisis con el conjunto

{i,9(i), g*(i) = g(g(3)), ..., 9> (i) = f"(i) = i},

se sabe que cuando se toma un elemento de M y se le aplica la funcién g, entonces
se llega a un elemento de A\ M. Ademds, al aplicar por segunda vez la funcién g, se
regresa a M. El mismo andlisis se puede hacer al iniciar con un elemento de A\ M.
Ast, {i,g(i),g%(i) = g(g(i)),...,9°™(i) = f™(i) = i} = A. Por lo tanto, A tiene
2m elementos y n = m.



Olimpiada Mexicana de
Matematicas de Educacion
Basica

En el afio 2017 se celebré el primer concurso nacional de la Olimpiada Mexicana de
Matematicas de Educacion Basica (OMMEB) con sede en Oaxtepec, Morelos, con la
participacién de 23 Estados del pais. La intencién es que esta Olimpiada actie como
el proceso selectivo nacional para elegir a los equipos que nos representan en la IMC
(Competencia Internacional de Matemadticas), competencia de Primaria y Secundaria
que cada afio se celebra en el sureste asidtico. Aunque México lleva varios afios par-
ticipando en la IMC, esta fue la primera vez que se formé una preseleccién a partir
de estudiantes que hubieran presentado exdmenes que tienen el mismo formato que la
competencia internacional. Los exdmenes y soluciones del primer Concurso Nacional
de la OMMEB fueron publicados en los nimeros 3 y 4 de Tzaloa, afio 2017; los exdme-
nes selectivos del proceso 2017-2018 aparecieron en el Folleto Introductorio OMMEB
2018; y los resultados del primer equipo IMC formado de esta manera los tendremos
hasta julio de este afio. Como el Concurso Nacional de la OMMEB se celebra en junio,
el equipo lleva mds de un afno prepardndose para la competencia internacional veranie-

ga.

Una de las grandes oportunidades que nos abri6 la creacién de la OMMEB fue la po-
sibilidad de llegar a participantes mds jévenes con el mismo entusiasmo que sus com-
pafieros y compafieras que participan en la Olimpiada Mexicana de Matematicas. Sin
embargo, es probable que encuentren la mayoria del contenido de esta revista ligera-
mente por encima de su nivel, de modo que quizas no sea muy ttil. Con eso en mente,
iniciamos esta seccién que estd pensada para nuestros competidores mas jovenes.

Puesto que unicamente hemos celebrado una edicién, una de las tareas mds importantes
es construir un banco de problemas para entrenar y prepararnos. Este conjunto se ird
haciendo méds grande de manera natural conforme pase el tiempo y podremos compartir
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examenes selectivos de distintos estados. Ademads, hay problemas de otros exdmenes
que funcionan bastante bien para entrenamiento como los Examenes Eliminatorios que
propone el Comité de la Olimpiada o los exdmenes del Canguro Matematico, que estan
disponibles en ommenlinea.org -no olvides hacerlos sin leer opciones. En esta primera
entrega, presentamos los problemas de los exdmenes selectivos del nivel 2 de la cuarta
etapa en la Ciudad de México, uno de los equipos mas fuertes de la primera edicién.
Al momento de escribir esto, falta todavia una etapa para definir al equipo que repre-
sentard a la Ciudad de México en el Concurso Nacional de la 2 OMMEB. Tres de los
participantes de la Ciudad de México en la 1* OMMEB, formaron parte de los equi-
pos mexicanos para la IMC 2018: Mateo Ivdn Latapi Acosta y Rosa Victoria Cantd
Rodriguez, del equipo de primaria, y Tomds Francisco Canti Rodriguez, del equipo
de secundaria. La presencia en internet de la Olimpiada de Matematicas en la Ciu-
dad de México sigue haciendo referencia al Distrito Federal en el nombre de su sitio
http://www.omdf. matem.unam.mx/, y el proceso selectivo para la OMMEB se cono-
ce como el Concurso de Primaria y Secundaria. Para cuando esta revista llegue a tus
manos, los equipos de la Ciudad de México estardn listos para refrendar su excelente
papel en la segunda edicién de la OMMEB.

Tanto las categorias como el formato de la OMMEB/IMC son muy diferentes a lo que
estamos acostumbrados. Vamos a repasarlo:

Nivel 1: Para estudiantes de 4° y 5° de Primaria.

Nivel 2: Para estudiantes de 6° de primaria y 1° de secundaria.

Nivel 3: Para estudiantes de 2° de secundaria.

Ademads, presentan dos pruebas distintas: una prueba individual y una prueba por equi-
pos. Incluimos aqui problemas disefiados para pruebas individuales. Para el Nivel 1, la
prueba individual consiste de 15 problemas de respuesta cerrada (sin procedimiento ni
explicacion) para resolver en 90 minutos. Para los Niveles 2 y 3, la prueba consiste de
12 problemas de respuesta cerrada y 3 problemas abiertos para 120 minutos. Ademas,
el examen tiene sus propias costumbres y reglas muy estrictas: tu respuesta debe escri-
birse en el lugar indicado para ello o no se tomard en cuenta; tu explicacién debe caber
en una pagina y nada mds una. Las respuestas deben expresarse de una forma simplifi-
cada y como una expresion cerrada, evitando dejar operaciones indicadas en la medida
de lo posible. Este concurso es muy rapido: hay que resolver muchos problemas con
relativamente poco tiempo, de modo que hay que venir armados con muchos trucos,
estrategias, heuristicas y algo de suerte. Para los Niveles 2 y 3, la parte de respuesta
cerrada y la parte de respuesta abierta tienen el mismo valor en puntos, de modo que es
tan importante resolver los problemas rapido como saber explicarlos.

OMMEB, Ciudad de México, Cuarta Etapa, Nivel 2
Parte A

1) Denisse tiene una calculadora que tiene una tecla ®. Cuando Denisse escoge dos
nimeros a y b y hace la operaciéon a ® b, la calculadora calcula el resultado de
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(2xa)+ (3 xb).Porejemplo, 1®4 = (2x1)+(3x4) =2+12 = 14. ;Cuédnto
da la calculadora si Denisse le pide que calcule ((1 ® 2) ® 3) ® 4?

2) Lalo tiene 4 llaves y 4 candados. Cada llave abre exactamente un candado. Sin
embargo, Lalo olvid6 cudl llave abre cudl candado. Si Lalo prueba una llave por
candado a la vez, ;cudntas veces debe Lalo probar las llaves en los candados para
saber cudl llave abre cudl candado?

3) Un hexdgono regular de drea 1 se muestra en la figura. ;Cudl es el drea de la region

sombreada?

4) ;Cudnto vale la suma de los digitos del nimero 102°*® — 2018?

5) Karla invit6 a varios amigos a su casa, pero no sabe si van a venir 7 u 8 personas.
Quiere partir un pastel en pequefios pedazos, no necesariamente todos del mismo
tamafio, de manera que no importe cudntas personas vengan a la fiesta, pueda servir
todo el pastel y darle la misma cantidad de pastel a cada invitado y a ella misma.
(Cudl es la minima cantidad de piezas en las que debe partir el pastel?

6) Alfie organiz6 una fiesta para su cumpleafios. Invito a tres grupos de amigos: los de
la escuela, los de su cuadra y los de la olimpiada. Los amigos de cada uno de los
tres grupos se conocen todos entre si, pero no conocen a ninguna persona de otro
de los grupos de amigos. Cuando llegaron a la fiesta, todos saludaron a Alfie y se
saludaron entre ellos. Los que ya se conocian se saludaron con un abrazo y los que
no se conocian se saludaron ddndose la mano. Si a la fiesta fueron 10 amigos de la
escuela, 4 de la cuadra y 15 de la olimpiada, ;cudntos apretones de mano hubo?

7) El tridngulo acutdngulo isésceles ABC, con AB = AC, estd inscrito en una cir-
cunferencia. La tangente BP a la circunferencia en B, con P y A del mismo lado
con respecto a BC, forma con el lado BC' un angulo de 66°. ;Cudnto vale el angulo
LACB?

8) Sean a y b enteros positivos tales que a® tiene exactamente 5 divisores positivos y
b* tiene exactamente 7 divisores positivos. ;Cudntos divisores positivos tiene a X b?

9) (Cuantos niimeros de 3 digitos abc existen tales que cuando les sumas el nime-
ro que resulta de invertir sus digitos, (es decir, el cba) te da el doble del nimero
original?

10) En el cuadrado ABC'D, sea P un punto dentro de €l tal que el tridngulo APD es
equildtero. Sea () el punto de interseccion de la bisectriz del dangulo ZPAD con
DC. Si BC = 2, calcula el perimetro del cuadrilatero APQD.
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11) Un entero positivo n deja 35 de residuo cuando se divide entre 2018 y también
cuando se divide entre 2019. ;Cudl es el residuo cuando se divide a n entre 30277

12) ;Cudntos cuadrados perfectos menores que 22918

sean impares?

existen tales que todos sus digitos

Parte B

1) En el rectangulo ABCD, AE = FB = CG = GH = HI = DI. ;Cudles la
razon del drea sombreada entre el area del rectingulo ABC'D?

A E F B

T H G C

2) Encuentra el nimero de parejas de enteros positivos (a,b) con 1 < a < b < 15
tales que existe al menos un entero positivo m con a < m < b tal que m es divisible
por todos los divisores comunes de a y b.

3) La rana Reneé estd parada en un lirio acudtico que tiene el nimero 1. Enfrente de
ella hay 19 lirios mds, en fila, numerados del 2 al 20. La rana Reneé puede saltar 1, 2
o 3 lirios en cada salto que da y su objetivo es llegar al lirio nimero 20. Por ejemplo,
al principio podria llegar al lirio marcado con el 2, el 3 o el 4. Desgraciadamente,
los lirios que tienen nimeros primos estdn envenenados y si cae en uno de ellos, se
muere. ;De cudntas formas distintas puede llegar la rana Reneé al lirio nimero 20?

Soluciones de los problemas de la parte A

1) Hacemos paso a paso, de adentro hacia afuera: 192 = (2x1)+(3x2) = 2+6 = 8;
803 = (2x8)+(3x3) = 164+9 = 25; 254 = (2x25)+(3x4) = 50+12 = 62.
La respuesta es 62.

2) Para saber cudl llave abre el primer candado, Lalo debe probar a lo mds 3 llaves;
si ninguna abre el candado, entonces debe abrirlo la cuarta. Ahora solo le quedan 3
llaves y debe probar a lo mds 2 para saber cudl abre el segundo candado. Solo debe
probar una de las que le quedan para saber cudl llave abre el tercer candado y la
llave que sobra tiene que abrir el dltimo candado. En total, son necesarios a lo méds
3+ 2+ 1 = 6 intentos para saber cudl llave abre cudl candado. (Son necesarios
44 3 + 2+ 1 = 10 intentos para de hecho abrir los candados).

3) El hexdgono se parte en 6 tridngulos equildteros iguales, en uno de los cuales se en-
cuentra el drea sombreada. Dos de las lineas trazadas cortan al hexdgono en dngulo
de 90°, de modo que son alturas - y por lo tanto bisectrices, medianas y mediatri-
ces - del tridngulo equildtero marcado. Si estuvieran marcadas las tres alturas, el
tridngulo estarfa dividido en 6 pedazos iguales, de los cuales estdn sombreados 2.

Luego, el drea sombreada es % de %, es decir, 1—18.
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4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11

La resta es de 1 seguido de 2018 ceros menos 2018. Si hacemos 10000 — 2018 el
resultado es 7982. Si a 102918 e restamos 10000, el resultado es 999 . ..990000
donde el digito 9 se repite exactamente 2018 veces. Luego, la suma que buscamos
es9 x 2014 +7+9+4 842 =18152.

No sabemos si el pastel se repartird entre 7 u 8 personas. Si dividimos el pastel
en 56 pedazos iguales, esto resuelve la situacién: si vienen 7, cada quien recibe 8
pedazos; si vienen 8, cada quien recibe 7 pedazos. Sin embargo, los pedazos no
necesariamente son iguales y eso nos da mucha libertad. Partimos el pastel en 8
pedazos iguales. Luego, el tltimo pedazo se parte en 7 pedazos. Veamos que esta
divisién en 14 pedazos funciona: si llegan 8 personas, cada quien recibe uno de los
pedazos grandes (una persona recibird su pedazo partido en 7 pedacitos, pero recibe
lo mismo que los demads); si solo llegan 7 personas, cada quien recibe un pedazo
grande y uno de los pedazos pequeiios.

Los apretones se dan entre las personas que no se conocen entre si: los 10 de la
olimpiada saludaron a 19 personas que no conocian. Después de eso, los 4 de la
cuadra saludaron a los 15 de la olimpiada (porque ya saludaron a los de la escuela).
Contando de esta manera tenemos 10 X 19 44 x 15 = 190 + 60 = 250 saludos en
total.

Tenemos que /PBA = LZACB = ZABC ya que el dngulo tangente es igual al
angulo inscrito. Como ZPBC = 66° = LPBA+/ABC = 2/ABC, los angulos
del tridngulo miden 33°, 33° y 114°.

Si a fuera primo, necesitariamos que b fuera 4 para que a’ tuviera 5 divisores. Si b
fuera 4, tenemos que b* = 4% = 22¢ tiene 7 divisores, de donde 2a = 6 ya=3,
que es primo. Luego, (a,b) = (3,4) es una solucién y 3 x 4 = 12 tiene 6 divisores.
Si a no fuera primo, b podria ser 2 o 1. Sin embargo, ninguna potencia de 1 tiene 7
divisores y, si b fuera 2, entonces a tendria que ser 6 para que 2° tuviera 7 divisores.
Sin embargo, 62 = 36 no tiene 5 divisores. Tenemos que (3, 4) es la Gnica solucién.

Lo que buscamos es un entero de la forma abc tal que abe + cba = 2(abe). Esto
ocurriria solo si cha = abe, es decir, si a = ¢. Como a tiene 9 valores posibles
(porque no puede ser 0) y, para cada uno de esos valores, b tiene 10 valores posibles,
en total son 9 x 10 = 90 nimeros.

Calculamos lado por lado. Sabemos que AD = 2 porque es un lado del cuadrado.
También AP = 2 porque es un lado del tridngulo equildtero APD. Como Q) es el
punto sobre DC'y sobre la bisectriz del angulo ZPAD, el tridngulo AD(Q) es medio
tridngulo equilatero, es decir, sus dngulos miden 30°, 60°, 90°. Si la altura mide 2,
los lados DQ = =y QA = 2 cumplen que 4 + 22 = 422, de donde DQ = z =
%. Como los triangulos ADQ y APQ son congruentes, PQQ = DQ = % El
perimetro del cuadrilatero APQD es 4 + %.

El nimero n es 35 mds que un multiplo de 2018 o un multiplo de 2019. Luego, se
puede escribir como n = (2018 x 2019k + 35). Como 3027 = 1009 x 3,2018 =
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12)

1009 x 2,2019 = 3 x 673, entonces n también es 35 mds que un multiplo de 3027
y el residuo que deja es también 35. (El menor n que cumple es, de hecho, 35).

Veamos que 1 y 9 cumplen. Ademds, es necesario que sea el cuadrado de un nimero
impar, para que el dltimo digito sea impar. Para todos los mayores el digito de
la decenas serd par. Consideremos los ultimos digitos ab, que son los tinicos que
influyen en unidades y decenas. Tenemos que (ab)? = (10a + b)? = 100a® +
20(a x b) + b?). El término de en medio es siempre par, de modo que el digito de
las decenas es par siempre que si b “lleva” algo, sea par. Eso se verifica facilmente
viendo que 12 = 1,32 = 9,52 = 25,72 =49y 92 = 81.

Soluciones de los problemas de la parte B

1y

2)

3)

Veamos que EF'GI es un rectangulo, de modo que sus diagonales se intersecan a
la mitad de la altura, en P. Entonces XY H I es un paralelogramo con XY = %I G.
A E F B
X Y

1 H G C

Luego, el tridngulo XY P tiene la cuarta parte de la altura y la cuarta parte de la
base del rectingulo ABC'D. Luego, su édrea es 31—2 del area del rectdngulo. Como
el drea del paralelogramo X PY H es el doble del area del tridngulo XY P, el drea
sombreada es 11—6 del drea del rectangulo ABC'D.

Hay % = 105 parejas que cumplen la primera condicién. De esas, hay 14
parejas de niimeros consecutivos que no funcionan. Ademads, si a es par, la pareja
(a,a + 2) no sirve y son 6 parejas de ese tipo; si a es miiltiplo de 3, la pareja
(a,a + 3) no sirve y son 4 parejas de ese tipo. Son 2 parejas (a,a + 4) con a
miuiltiplo de 4, otras 2 parejas (a, a+5) con a mdltiplo de 5. Es una pareja (a, a + k)
con a, k multiplos de 6 o 7. Todas las demds parejas deberian funcionar, que son:

105-14-6-4-2-2-1-1=75.

La rana Reneé puede pisar tinicamente los lirios 1, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18,
20. A cada lirio n le asignamos un ndmero s(n) que es la cantidad de maneras de
llegar a ese lirio. Por las reglas del problema, s(n) = s(n—1)+s(n—2)+s(n—23).
(Para los primos p, s(p) = 0). Es fdcil ver que s(1) = s(4) = s(6) = s(8) =
y que s(14) = s(12),5(20) = s(18). Empezamos con s(9) = s(8) + s(7)
5(6) = 2. Si seguimos esta estrategia tendremos que s(10) = 3, s(12) = 5, s(14)
5,s(15) = 10, s(16) = 15, s(18) = 25y, finalmente, s(20) = 25.

También es posible ver que hay 5 maneras de llegar desde 1 hasta 12: 1, 4, 6, 8, 9,
10,125 1,4, 6, 8,10, 12; 1,4, 6, 8,9, 12; 1,4, 6,9, 10, 12; y 1, 4, 6, 9, 12. De
manera andloga, hay 5 maneras de llegar desde 12 hasta 18, pues los nimeros 12,
14,15, 16, 18 son 6, 8, 9, 10, 12 aumentados en 6 cada uno, respectivamente. Como
solo es posible llegar a 20 desde 18, hay 5 x 5 = 25 caminos desde 1 hasta 20.

I+ —
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XXX Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

Desde 1990, México ha participado en la Olimpiada Matematica de la Cuenca del
Pacifico (APMO, por sus siglas en inglés). Este concurso, a diferencia de las demds
olimpiadas internacionales en las que México participa, es bajo la modalidad por co-
rrespondencia.

Durante el mes de marzo de 2018 se aplicé el examen de la XXX Olimpiada Matemati-
ca de la Cuenca del Pacifico a los alumnos preseleccionados para las competencias
internacionales y se enviaron los resultados de los diez mejores exdmenes al comité
organizador de dicho concurso, para su revision. En esta ocasion, el pais organizador
es México.

En esta competencia, México obtuvo un total de 7 medallas distribuidas de la siguiente
manera: 1 de plata y 6 de bronce. Ademds, se obtuvieron 3 menciones honorificas.
En total, México obtuvo 132 puntos quedando en el lugar nimero 18 de 39 paises
participantes.

A continuacién hacemos mencién de los 10 alumnos que nos representaron en esta
competencia y sus resultados.

= Victor Antonio Dominguez Silva (Nuevo Leén): Medalla de plata.
» [saac Jair Jiménez Uribe (Sinaloa) : Medalla de bronce.

= Oriol Andreu Solé Pi (Ciudad de México): Medalla de bronce.

= Bruno Gutiérrez Chavez (Colima): Medalla de bronce.

= Pablo Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo Ledén): Medalla de bronce.
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Diego Hinojosa Tellez (Jalisco): Medalla de bronce.

Nuria Sydykova Méndez (Ciudad de México): Medalla de bronce.

Violeta Alitzel Martinez Escamilla (Morelos): Mencién honorifica.

Cristina Irene Sotomayor Vivas (Ciudad de México): Mencién honorifica.

Carlos Alberto Paez De la Cruz (Querétaro): Mencién honorifica.

Finalmente, presentamos los 5 problemas de la XXX Olimpiada Matematica de la
Cuenca del Pacifico. Los alumnos tuvieron 4 horas para resolverlos.

Problema 1. Sea H el ortocentro del tridngulo ABC'. Sean M y N los puntos medios
de loslados ABy AC, respectivamente. Supdn que H estd en el interior del cuadriatero
BMNC'y que los circuncirculos de los tridngulos BM H y C'N H son tangentes entre
si. La recta que pasa por H y es paralela a BC interseca a los circuncirculos de los
tridngulos BM H y CNH en los puntos K y L, respectivamente. Sea F' el punto de
intersecciéon de M K y NL y sea J el incentro del tridngulo M H N. Demuestra que
FJ=FA.

Problema 2. Sean f( )y g(x) funciones dadas por f(z) =L 4+ Lo+ L. 4
— vy = 2+ + L+ + L Demuestra que | f(z) — g(z)| > 2

r—3

para cualquier numero real x que no sea entero y satisfaga 0 < x < 2018.

Problema 3. Una coleccién de n cuadrados en el plano es llamada tri-conectada si los
siguientes criterios se satisfacen:

1) Todos los cuadrados son congruentes.

ii) Si dos cuadrados tienen un punto P en comin, entonces P es vértice de cada
uno de los dos cuadrados.

iii) Cada cuadrado toca exactamente otros tres cuadrados.

(Cudntos enteros positivos n existen con 2018 < n < 3018, tal que hay una coleccién
de n cuadrados que sea tri-conectada?

Problema 4. Sea ABC un tridngulo equilétero. Del vértice A dibujamos un rayo hacia
el interior del tridngulo de manera que el rayo llegue a uno de los lados del tridngulo.
Cuando el rayo llega a un lado, rebota siguiendo la ley de reflexion, esto es, si llega con
un angulo dirigido «, sale con un dngulo dirigido 180° — «.. Después de n rebotes, el
rayo regresa a A sin haber llegado antes a alguno de los otros dos vértices. Encuentra
todos los posibles valores de n.

Problema 5. Encuentra todos los polinomios P(z) con coeficientes enteros tales que
para cualesquiera ndmeros reales s y ¢, si P(s) y P(t) son ambos nimeros enteros,
entonces P(st) es también un nimero entero.
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72 Olimpiada Europea Femenil de Matematicas

Del 9 al 15 de abril, se llevé a cabo la séptima edicién de la Olimpiada Europea Femenil
de Matematicas (EGMO), en la Ciudad de Florencia, Italia. El equipo mexicano estu-
vo integrado por: Nuria Sydykova Méndez (de la Ciudad de México), Violeta Alitzel
Martinez Escamilla (de Morelos), Marcela Cruz Larios (de Campeche) y Ana Paula
Jiménez Diaz (de la Ciudad de México). Se obtuvieron excelentes resultados, pues las
cuatro estudiantes obtuvieron medalla de plata. México obtuvo el séptimo lugar de 52
paises participantes. Los profesores que acompafiaron a la delegacion fueron: Enrique
Trevino (lider) e Isabel Hubard Escalera (tutor).

Aunque este concurso es europeo, se invitan a paises de otros continentes. México ha
sido invitado desde 2014 y esta es la quinta ocasion en que participa.

Usualmente la participacion de las mujeres en las olimpiadas internacionales de ma-
tematicas es de entre el 10y el 20 por ciento del total de participantes. Conscientes de la
necesidad de enriquecer la formacidn de las nifias en esta drea del conocimiento, algu-
nos paises europeos como Inglaterra, Turquia y Luxemburgo, impulsaron la European
Girl’s Mathematical Olympiad (EGMO). En este concurso pueden competir mujeres
de hasta 20 afios de edad que hayan sido seleccionadas en las olimpiadas nacionales de
cada pafs.

A continuacién presentamos los problemas de la 7* Olimpiada Europea Femenil de
Matematicas. Las alumnas tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Sea ABC un tridngulo con CA = CB y ZACB = 120°, y sea M el
punto medio de AB. Sea P un punto variable de la circunferencia que pasa por A, B
y C. Sea (@ el punto en el segmento C'P tal que QP = 2QC. Se sabe que la recta
que pasa por Py es perpendicular a la recta AB interseca a la recta M () en un Unico
punto V. Demuestre que existe una circunferencia fija tal que N se encuentra en dicha
circunferencia para todas las posibles posiciones de P.

Problema 2. Considere el conjunto
1
A= {14—% | k:1,2,3,...}.

a) Demuestre que todo entero z > 2 puede ser escrito como el producto de uno o més
elementos de A, no necesariamente distintos.

b) Para todo entero 2 > 2, sea f(x) el menor entero tal que = puede ser escrito como
el producto de f(x) elementos de A, no necesariamente distintos.
Demuestre que existen infinitos pares (x, y) de enteros con z > 2, y > 2, tales que
flzy) < f(x) + f(y). (Nota: Los pares (z1,y1) y (22, y2) son diferentes si z1 # z2 0
Y1 7 y2)-



38 Problemas de Olimpiadas Internacionales

Problema 3. Las n concursantes de cierta EGMO se llaman C71, . .., C),. Después de
la competencia, se ponen en fila fuera del restaurante de acuerdo a las siguientes reglas:

e El Jurado escoge el orden inicial de las concursantes en la fila.
e Cada minuto, el Jurado escoge un enteroi con 1 < ¢ < n.

- Si la concursante C; tiene al menos otras 7 concursantes delante de ella, le
paga un florin® al Jurado y se mueve exactamente i posiciones adelante en
la fila.

- Si la concursante C; tiene menos de 7 concursantes delante de ella, el res-
taurante se abre y el proceso termina.

a) Demuestre que el proceso no puede continuar indefinidamente, sin importar las
elecciones del Jurado.

b) Determine para cada n el maximo nimero de florines que el Jurado puede recolectar
escogiendo el orden inicial y la secuencia de movimientos astutamente.

Problema 4. Un domino es una fichade 1 X 2 o de 2 x 1 cuadrados unitarios.

Sea n > 3 un entero. Se ponen dominds en un tablero de n x n casillas de tal manera
que cada domind cubre exactamente dos casillas del tablero sin superponerse (en otras
palabras, sin traslaparse). El valor de una fila o columna es el niimero de dominds que
cubren al menos una casilla de esta fila o columna. Una configuracién de dominds se
llama balanceada si existe algun entero & > 1 tal que cada fila y cada columna tiene
valor k.

Demuestre que existe una configuracion balanceada para cada n > 3 y encuentre el
minimo nimero de dominds necesarios para una tal configuracion.

Problema 5. Sea I la circunferencia que pasa por los vértices de un tridngulo ABC.
Una circunferencia €) es tangente al segmento AB y tangente a I' en un punto situado
al mismo lado de la recta AB que C'. La bisectriz del angulo Z/BC'A interseca a {) en
dos puntos distintos P y Q). Demuestre que ZABP = ZQBC.

Problema 6. (a) Demuestre que para todo niimero real ¢ tal que 0 < ¢ < % existe
un entero positivo n con la siguiente propiedad: para todo conjunto S de n enteros
positivos, existen dos elementos distintos x, y de S y un entero no negativo m (esto es,
m > 0), tal que |z — my| < ty.

(b) Determine si para todo nimero real £ con 0 < ¢ < % existe un conjunto infinito .S
de enteros positivos tal que |x — my| > ty para todo par de elementos distintos x, y de
Sy para todo entero positivo m (esto es, m > 0).

3Moneda antigua usada en los siglos XIII y XIV en Florencia.
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XXX Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

A continuacién presentamos las soluciones de la XXX Olimpiada Matematica de la
Cuenca del Pacifico.

Solucién del problema 1. (Soluciéon de Marcela Cruz Larios). Como N es el punto
medio de AC'y M es el punto medio de AB, tenemos que M N y BC' son paralelas,
lo que implica que M N, BC'y LK son paralelas.

Sea ZHBA = «. Dado que se forma un cuadrildtero ciclico con BC'y los pies de
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las alturas del tridngulo ABC' desde B y desde C, tenemos que ZACH = «. Por
ciclicos, tenemos que /NLH = /NCH = ay ZMKH = ZMBH = «. Asi, el
triangulo LF' K es is6sceles, en consecuencia, LF' = F K. Sea ¢ la tangente comtin al
circuncirculo del tridngulo M H B y al del tridngulo N HC, asi, ¢ pasa por H. Ahora,
sea ( un punto sobre ¢ de tal forma que @) y C' estan en lados distintos respecto a LK.
Entonces, ZQHM = /H BM por inscrito-semiinscrito, de donde ZQHM = «. De
igual manera, tenemos que ZQHN = ZHCN = «. Luego, ¢ es bisectriz del angulo
INHM y ZNHM = 2q. Por lo tanto, J estd sobre £. Ahora, ya que el tridngulo
LFK esisoscelesy ZFLK = /ZFKL = a, se sigue que ZLFK = 180° — 2q.
Entonces, ya que ZNHM = 2o, NFMH es un cuadrilatero ciclico. Luego, M N
y LK son paralelas, de donde /FMN = /FKL = /KLF = ZMNF = a.
Entonces, el tridngulo N F' M es isdsceles y asi, F' estd sobre la mediatriz de NM.
Ademds, por suma de dngulos en el tridngulo formado por B, A y el pie de la altura
desde B, tenemos que ZCAB = 90° — «, lo cual implica que ZNAM = 90° — .
Ahora, ZNJM = 180° — ZINM — ZNMJ = 180° — (£ZXM 4 ZNMH) pero,
por suma de angulos, ZHNM + ZNMH + ZNHM = 180°. Luego,

1 1 1 1
SZHNM + 2 /NMH = 2(180° — ZNHM) = 90° — = (2a) = 90° — o,

lo cual implica que ZNJM = 180° — (3 ZHNM + $ZNMH) = 90° + c. Por lo
tanto, ZNAM + ZNJM = (90° — a) + (90° + a) = 180°, lo que significa que el
cuadrilatero AN JM es ciclico. Trazamos una recta A perpendicular a F'M y que pase
por M. Luego, el angulo entre A y NM es de 90° — a. Pero, ZNAM = 90° — «,
entonces, A es tangente al circuncirculo del tridngulo N AM . Luego, el centro de tal
circuncirculo estd sobre F'M, pero sabemos que estd sobre la mediatriz de N M. Por
lo tanto, el centro del circuncirculo del tridngulo N AM es F. Esto implica que FFA =
F'J, pues ambos son radios.

Solucion del problema 2. (Solucion de Isaac Jair Jiménez Uribe). Sea 2 un ndmero
real no entero. Resolveremos el problema en dos casos.
Caso 1: Sea 2k < = < 2k + 1 para algtin entero k € {0,1,...,1008}. Asi

>

’m2n

para k < m < 1008. Entonces,

1 1
-1 y 2m—+1—=x 2m—+2—x

f@)—g@) =2+ (25— =)+t (o )
I = \z=2  7-1 c—2%—2 z—2%—1) " z—2

1 1 1 1
+(2/<:+1—m_2/«+2—x)+"'+(2017—m_2018—x)’

donde cada sumando entre paréntesis es positivo.

Ahora, como (x — 2k) (2k +1—z) =1, entonces min{z — 2k, 2k + 1 —z} <

por tanto, max{—L— }>2.8i - ! > 2, la desigualdad f(z) — ( ) >
>

x—2k’ 2k+1 T —2k
1
se sigue de la expresmn anterior. Por otro lado, si ——57 < 2, entonces 53 +1 —

Asi, basta cambiar 17216 por 2k+17x y <2k+1171 - 2k+27x> por <z lzk 2k+12 z
en la expresion anterior de f(x) — g(x) para obtener que f(x) — g(z) > 2. En efecto,
,pues z < 2k + 1.

1.
2°
2
2.
):

T — 2k > 2k+2 x
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Caso 2.Sea 2k — 1 < = < 2k para algdn entero k € {1,...,1009}. Asi
paraO<n<k—1y2m — >

>
> z—(2n+1)
para k < m < 1008. Entonces,

1
xr— 2n 2m—+1—x

r—1 T

g(z)‘f(m):( 1 ‘l)+"'+(m—(21k—3)_m—(21k—2)>+:c—(21k:—1)+

+(1_1)++(1_1)+1
% -z 2%k+1-=z 2016 — = 2017 —x) ' 2018 — '

donde cada sumando entre paréntesis es positivo.

Ahora, como (z—(2k— 1)) (2k—z) =1, entonces min{z—(2k—1),2k—z} < %;por
tanto, rnax{Tl)7 7} >2.Si w > 2,ladesigualdad g(z)— f( ) > 2se
sigue de la expresion anterior. Por otro lado, si m < 2, entonces 5r— > 2. Asi,

: 1 1 1

basta cambiar -—mr— por 37— ¥ <2kfz - 2k+17m) por (17(21671) - 2k+1fz>’ €n
la expresi6n anterior de g(z) — f(x) para obtener que g(x) — f(x) > 2. En efecto,
@D > i Pues @ < 2k. En conclusion, | f(x) — g(z)| > 2 para cualquier
ndmero real x que no es entero y que satisface las desigualdades 0 < z < 2018.

Solucién del problema 3. Demostraremos que no hay colecciones triconectadas si n
es impar y que las colecciones triconectadas existen para todo entero n par con n > 38.
Como hay 501 enteros pares en el rango de 2018 a 3018, la respuesta es 501.

Para cualesquiera dos cuadrados distintos A y B escribiremos A ~ B para indicar que
el cuadrado A toca al cuadrado B. Como cada cuadrado toca exactamente a otros tres
cuadrados y hay n cuadrados en total, el nimero total de parejas de cuadrados (4, B)
tales que A ~ B es 3n. Como A ~ B siy solosi B ~ A, el nimero total de parejas
de cuadrados (A, B) tales que A ~ B, es par. Por lo tanto, 3n es par, esto es, n es par.
Ahora daremos una construccién de colecciones triconectadas para cada entero n par
en el rango. La idea es usar las siguientes configuraciones.

) X<

Observemos que en cada configuracion, cada cuadrado toca a tres cuadrados, a excep-
cién de los cuadrados de mds a la izquierda y de mds a la derecha, los cuales tocan
a dos cuadrados. Notemos que la configuracion de la izquierda es de longitud varia-
ble. También observemos que podemos unir mdultiples copias de la configuracion de
la derecha para terminar alrededor de las esquinas. Poniendo los dos tipos de configu-
raciones anteriores juntas, como se muestra a continuacién, obtenemos una coleccién
triconectada para cada entero par n > 38.
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Solucién del problema 4. (Solucién de Bruno Gutiérrez Chavez). Veamos que cuan-
do la bola de billar rebota sobre una pared de la mesa, podemos reflejar la mesa sobre
esa pared y el movimiento del rebote en la reflexion solo es continuar la trayectoria en
linea recta. De esta manera, podemos analizar el problema con el siguiente diagrama.

AVAVAVAVAS Y,
AVAVAVA'AVAV%V

AVAVAVAVAVAVAV

En efecto, el problema se traduce en encontrar los enteros n que satisfacen que el
rayo de la trayectoria termina en un A y no contiene otro vértice de la tridngulacion.
Notemos que cada punto X de la triangulacién se puede identificar con coordenadas
(a,b), donde a y b son las longitudes (en términos del nimero de lados de un tridngulo
equilétero) de los lados del paralelogramo definidos por AX. Ademds, si AX no pasa
por otro vértice de la triangulacion, entonces el rayo interseca un total de (a — 1) +
(b—1)+(a—1+1+b—1)=2a+ 2b— 3rectas (basta ver el nimero de cortes en
cada direccidn), lo cual es justamente el nimero de rebotes que hubo antes de regresar
a alguna esquina.

Si el rayo AX no pasa por otro vértice de la triangulacién y X tiene coordenadas (a, b),
entonces med(a, b) = 1, pues de lo contrario, si 1 < d = mcd(a, b), entonces la recta
AX también pasarfa por el punto (5, d) y este punto estd en la triangulacién, lo cual
es una contradiccion a las hipétesis del rayo AX.

Notemos que los vértices de la triangulacién que estdn identificados con A, tienen
coordenadas de la forma (z, z), (z + 3k, z) o (x,x + 3k) con x y k enteros positivos
tales que 0 < z < x + 3k < médx{a,b}. Como X debe tener coordenadas de alguna
de las formas anteriores, hay dos casos: si X tiene coordenadas de la forma (z, z),
entonces solo pudo ser (1,1). Ast, los rebotes son solo 1. Ahora, supongamos que X
tiene coordenadas (x, y) con x # y, sin pérdida de generalidad supongamos que = < y,
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entonces y = x + 3k con k entero positivo. Como med(z, 3k) = med(z, z + 3k) = 1
se tiene en particular que x es primo relativo con 3.

Siz =1 (mod 3), se tiene que n = 2z + 2y — 3 = 4o + 6k — 3 = 1 (mod 6). Si
x = 2 (mod 3), entonces n = 4x + 6k — 3 = 5 (mod 6). Por lo tanto, los tGnicos n
posibles son los niimeros congruentes con 1 o 5 médulo 6.

Para ver cudles de estos se pueden lograr, veamos que si X tiene coordenadas (1, 14+-3k)
entonces n = 2(3k+2)—3 = 6k+1. Paralos nimeros de la forma 12k+5, tenemos que
si X tiene coordenadas (3k — 1, 3k +5) con k par o tiene coordenadas (3k — 4, 3k + 8)
con k impar funcionan, y estos nos dan todos los enteros de la forma 12k + 5 para
k > 2. Ademas, es fécil ver con casos que 5y 17 no se pueden. Para los nimeros de la
forma 12k + 11, tomamos las parejas (3k — 1, 3k 4 2), que nos dan todos los enteros
de la forma 12k + 11. Por lo tanto, la respuesta son los enteros de la forma 6k + 1y
los de la forma 6k + 5 exceptoel 5y el 17.

Solucién del problema 5. Notemos que si P(z) es una solucién, entonces también
son solucién P(x) + ky —P(z) + k para cualquier entero k, de tal manera que pode-
mos asumir que el coeficiente principal de P(x) es positivo y que P(0) = 0, esto es,
podemos asumir que P(z) = > a;x" con a, > 0y n un entero positivo. Demos-
traremos que P(xz) = z™ en este caso.

Sea p un nimero primo grande tal que p > >, |a;|. Como P tiene coeficiente prin-
cipal positivo y p es grande, existe un nimero real ¢ tal que P(¢) = p (en efecto, como
P(z) es un polinomio con coeficiente principal positivo, P(z) es continua y toma va-
lores tan grandes como se desee; en particular, existe un ndmero real positivo y tal que
P(y) > p. Como P(1) < > |a;| < p, por el teorema del valor intermedio, existe
un nimero real 1 < ¢t < y tal que P(t) = p). Denotemos con f(z) al méximo comun
divisor de los polinomios P(z) — py P(2z) — P(2t). Dado que t es raiz de P(x) — p
y de P(2z) — P(2t), tenemos que t es raiz de f(z). Luego, f(x) es un polinomio no
constante. Usando las hipétesis para s = 2 y ¢, tenemos que P(2¢) es un entero. Como
P(x) — py P(2x) — P(2t) son polinomios con coeficientes enteros, f(z) se puede
elegir como un polinomio con coeficientes racionales.

Demostraremos que f(x) es un mdltiplo constante de P(x) — p. En efecto, suponga-
mos que P(x) —p = f(z)g(x) donde f(x)y g(x) son polinomios no constantes. Por
el lema de Gauss*, existen polinomios con coeficientes enteros f1(z) y g1(x) tales que
P(z) — p = fi(x)g1(x) donde f1(x) es un mdltiplo escalar de f(x) y g1(x) es un
multiplo escalar de g(z) y alguno de f1(x), ¢1(z) tiene término constante igual a 1 o
—1 (esto dltimo es porque —p = P(0) —p = f(0)g(0) con p primo). Luego, P(z) —p
tiene al menos una raiz r cuyo valor absoluto no es mayor que 1 (por las férmulas de
Vieta, el producto de las raices del polinomio con término constante +1 es £1). Sin

embargo,
n n
> aw' —p|>p=Y_lai| >0,
i=1 i=1

“Lema de Gauss: Si f(z) es un polinomio con coeficientes enteros primos relativos y f(x) = A(z)B(x)
donde A(z) y B(z) son polinomios con coeficientes racionales de grado positivo, entonces existen po-
linomios con coeficientes enteros a(z) y b(z) tales que f(z) = a(z)b(z), donde a(z) = pA(z)y
b(x) = p~ ! B(x) para algin nimero racional .

[P(r) —pl =
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lo que es una contradiccién. Por lo tanto, f(z) es un miltiplo constante de P(x) — p,
de manera que P(22) — P(2t) es un miiltiplo constante de P(z) — p, ya que ambos po-
linomios tienen el mismo grado. Comparando coeficientes principales, obtenemos que
P(2z) — P(2t) = 2"(P(z) — p). Comparando el resto de los coeficientes, obtenemos
que P(z) = a,x™. Si hacemos a = b = (1/a,)'/™, entonces P(a) = P(b) = 1, de
donde P(ab) también debe ser entero. Como P(ab) = -, se sigue que a,, = 1y, por
lo tanto, P(x) = 2™. En conclusion, la respuesta es P(z) = ™ + k, —x" + k con n
entero no negativo y k entero.

72 Olimpiada Europea Femenil de Matematicas

A continuacién presentamos las soluciones de la 7* Olimpiada Europea Femenil de
Matematicas.

Solucién del problema 1. (Solucién de Ana Paula Jiménez Diaz). Sabemos que
PQ = 2QC. También tenemos que C'M es perpendicular a AB porque M es pun-
to medio de AB y el tridngulo ABC' es is6sceles. Luego, al ser PRy C' M paralelas
(pues ambas son perpendiculares a AB), tenemos que los tridngulos QNP y QMC
son semejantes, en efecto, tenemos que ZPNQ = LZCMQy ZQPN = ZQCM.
Luego, tenemos que NQ = 2QM y NP =2CM.

C

D

Ahora, sabemos que los puntos equivalentes a /N cuando P varia estdn en una circun-
ferencia si y solo si los puntos correspondientes que equivalen a () estan en una circun-
ferencia, ya que podemos aplicar una homotecia con centro M y razén 3 y tendriamos
dos figuras iguales. De la misma manera, observemos que los puntos que equivalen a @
cuando P varia forman una circunferencia si y solo si los puntos correspondientes que
equivalen a P estdn en una circunferencia, en efecto, basta con hacer una homotecia
con centro en C'y razén % Como los distintos valores posibles de P estdn sobre una
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circunferencia (la circunferencia que pasa por A, B y ('), entonces todos los puntos
equivalentes al punto /V estdn en una circunferencia.

Solucion del problema 2. (Soluciéon de Violeta Alitzel Martinez Escamilla). Dado
que 1 + % = %, los elementos de A son todos los racionales de la forma k—zl con
k entero positivo. Sea n un entero mayor que 2. Observemos que n = n’ = ntl,

n n
2 .
—Zﬁ -+ —3—, en efecto, el numerador de cada factor se cancela con el denominador

del siguiente factor. Por tanto, todo entero n mayor que 2 se puede expresar como
producto de uno o mds elementos de A, lo que demuestra el inciso a).
Para el demostrar el inciso b), primero demostraremos tres resultados.

Lemal. f(n) > [log,n].

Demostracién. Si n = 2, entonces f(2) = 1 = [log,2]. Ahora, sea 2 < 27 <
n < 2%+ con z un entero positivo. Si a € A, entonces 0 < a < 2. Asi, si tomamos
x elementos de A, el producto de estos elementos serd a lo mas 2 < n. Por tanto,
necesitamos al menos x + 1 = [log,n] elementos de A para que al multiplicarlos nos
den como resultado n.

Lema2. f(11)>5.

Demostracién. Por el Lema 1, tenemos que f(11) > [log,11] = 4. Supongamos
que existen 4 elementos de A, tales que al multiplicarlos nos den 11. Asi, existen ente-

x+1 y+1 241 w4+l _
ros z, y, 2 y w tales que = - o w T 11. Luego,

zyz +rxyw +zzw+yzw t+xy+rzt+rwtyz+ywtzwt+zrz+y+z+w+1

10 =
TYzW
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=4+-+-4+-+-—-t-—-+t—+t—+—+—+—+—+ —
T Yy z w Yy T2 TW Yz Yw W  TYZ TYW  TZW
1 1
— +
Yyzw  xYyzw

=S

Notemos que = y = z = w = 1 no se puede porque 2* # 11. De la misma forma,
r=y=2z=1yw = 2no se puede porque 23 - % 2 11. Por tanto, alguno es mayor o
igual a 3 o hay al menos dos nimeros tales que son mayores o iguales a 2.

Si existe un entero, entre {x, y, z, w}, que es mayor o igual que 3, entonces

1 1 11 11,1 1 8
< — — — — — — — - = —
S<I+l4ldo+l+lto+ltototltototota=T+5<I0,

lo cual es una contradiccidn, por tanto, este caso no funciona.
Si existen dos enteros, entre {z, y, z, w}, que son mayores o iguales que 2, entonces

S<ititislppely 1 1 11 1l
= 2 "2 2272247227444

8 4
= — - = 1
3+2+4 8 < 10,
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lo cual es una contradiccidn, por tanto, este caso no funciona. En conclusién, f(11) >
5.

Lema3. f(2°+1)=xz+1=[logy(2* +1)].

Demostracién. PorelLema 1, f(27+1) > [log,(2°+1)] = z+1. Al tomar x veces
el elemento 2 en A y una vez el elemento T;jl en A, obtenemos que la multiplicacién
de esos = + 1 elementos de A es 27 - £+1 = 27 1 1. Por tanto, f(2° +1) =z + 1 =

5
[log, (2" + 1)].

Ahora, como 2° = 32 = —1 (mod 11), entonces 2'° = 1 (mod 11); asf, 210*+5 = —1
(mod 11) para todo entero z. Por tanto, existen infinitos enteros positivos n tales que
" = —1 (mod 11), es decir, existen infinitos enteros positivos n tales que 2" + 1 =
11 - x, para algtin entero positivo x, mayor que 2.
Sea np uno de los enteros tales que 2" 4+ 1 = 11 - z, para algtin entero positivo z,
mayor que 2. Por propiedades de los logaritmos, log,(2™ + 1) = log,x + log,11.
Ahora, por propiedades de la funcién techo, [log, (2™ + 1)] = [logyz + log,11] <
[log,x| + [log,11]. Por el Lema 3, f(2™ + 1) = [log,(2" + 1)]; por el Lema
2, [logy11] < f(11); y por el Lema 1, [log,z] < f(z). Por tanto, f(2™ + 1) =
f(z - 11) < f(11) + f(z). Como hay infinitos valores posibles para ng, entonces
existen infinitas parejas de enteros positivos mayores que 2, (x, y), tales que f(zy) <

f(@) + £ (y)-
Solucién del problema 3. Sea S el conjunto

S ={(i,7)|i < jy Cj estd delante de C, }.

W = Z 2,
(

i,j)€S

Sea W el siguiente “peso’:

Demostraremos que cada movimiento reduce W por un nimero mayor o igual a 2. Esto
demostraria el inciso a) y de paso pondria la cota superior de W/2 para el inciso b).
Notemos que si C; se desplaza ¢ posiciones, entonces alguno de los que desplaza es
mayor a ¢ ya que solo existen ¢ — 1 nimeros menores a 7. Digamos que j es el que
desplaza, entonces (i, ) € S. Al hacer el movimiento, W pierde uno de los sumandos
2% pero puede generar nuevos sumandos como 2,22, ..., 2i~1. En el peor de los casos
tenemos que el nuevo W, llamémoslo W, estd acotado de la siguiente manera:
W <W-—24+2+2°+. . +27 =W -2.
Acotemos W. Supongamos que todas las C;, C; estdn de orden equivocado, entonces
W<onlyo.2n243.9"3 4. 4 (n—1)-2!

=Q2+2%+ +2")+ 24224+ +2" )+ + (2+22) +(2)

=2"-2)+ (2" —-2)+--+(2°-2)+ (22 -2)

=2"t 4 _2(n—1)=2"" —2n -2
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Como cada movimiento reduce W por al menos 2, entonces el maximo nimero de flo-
rines que puede recolectar el Jurado es W/2 < 2" — 1 —n.

Demostraremos que el Jurado puede recolectar 2" — 1 — n florines. Primero demostra-
remos que el Jurado puede recolectar 2"~! — 1 florines de la configuracién

Cn-1Cp—2...C1Cy,

donde las concursantes se mueven de izquierda a derecha, es decir, las concursantes
a la derecha son las que estdn en frente. Demostrémoslo por induccién. Sin = 1,
entonces se recolectan 0 florines y 2!=! — 1 = 0. En el caso n = 2 se recolecta un
florin y 22! — 1 = 1. Ahora demostraremos el caso de n a partir de que suponemos
que se cumple para n — 1. Tenemos C,,_1C),_2 ... C1C,,. Consideremos las dltimas
n — 1 concursantes. Por induccién se pueden recolectar 2”2 — 1 florines cuando las
concursantes empiezan con C,,_oC),_3...C1C,_1. Pero, notemos que C;,_; nunca
puede rebasar a alguien en esta dindmica, de modo que el arreglo C,, _2C),—3 ... C1C,
costaria el mismo nimero de florines para llegar a C,,C,,_2C),_3 ... porque C,
tampoco se puede mover en esta situacién. Entonces, después de gastar 22 — 1 flori-
nes, estamos en la situacion:

Cpn-1C,Cp—z...Ch.

Al gastar un florin més tenemos C,,C),_» . .. C1Cy,_1. Ahora cuesta 2”2 — 1 florines
acomodar este tltimo arreglo. Por lo tanto, gastamos 2772 — 1 4142772 — 1 =
2"~1 1 florines. Entonces, por induccién tenemos un acomodo donde el Jurado puede
recolectar 2" % — 1 florines.

Abhora, consideremos el acomodo donde todas las concursantes estan en desorden (el
que da el maximo W), es decir, C;C2C5 - - - C),. Lo demostraremos por induccidn.
Cuando n = 1 no hay costo y tenemos 2! — 1 — 1 = 0. Cuando n = 2 tenemos que el
méximo costo es 1y 22 —2 — 1 = 1. Entonces, tenemos el caso base. Supongamos que
aplica para n — 1. Ahora analicemos el caso de n. Usando la hipétesis de induccion,
podemos recolectar 2"~ — (n — 1) — 1 florines para reordenar a las primeras n — 1
concursantes: C,_1C),_o - - - C1C,,. Ahora, por lo que se demostré anteriormente, se
pueden recolectar 27—1 _ 1 florines para terminar en la configuraciéon C,,C,,_1 - - - C1.
Entonces recolectamos 2" ! — (n — 1) — 1+ 2""1 — 1 = 2" — n — 1 florines. Por lo
tanto, se pueden recolectar 2" — n — 1 florines y ya se demostrd que es el maximo.

Solucion del problema 4. (Solucion de Nuria Sydykova Méndez). Cada dominé cu-
bre exactamente 3 filas o columnas. Asi, al sumar el valor de cada fila y cada columna,
se obtiene como resultado el triple de la cantidad de fichas que hay en el tablero. Ahora,
en un tablero balanceado la suma de los valores de las filas y de las columnas es 2nk.
En efecto, hay n filas y n columnas y en cada una hay k fichas. Asi, el nimero total
de fichas es % Se dividira el resto de la solucidn en tres casos: cuando 3 divide a n;
cuando 3 no divide a n y n es par; y cuando 3 no divide a n y n es impar.

Como el nimero de fichas en un tablero balanceado es proporcional a k, el minimo
numero de fichas se alcanza cuando k es minimo también.
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Caso 1. Aqui el minimo valor posible de k£ es 1, entonces la minima cantidad de
fichas posible es %" A continuacién, daremos un ejemplo de un tablero balanceado

con esa cantidad de fichas.
Sin = 3, basta con considerar el siguiente acomodo de las fichas.

En general, se puede cuadricular el tablero de n X n, en tableros con cuadrados de 3 x 3.
Asi, en cada uno de los cuadros de una diagonal se coloca un cuadrado con dos fichas
como en el caso de n = 3. Por tanto, el tablero quedard como en la siguiente figura:

Se verifica de inmediato que cada columna y cada fila tiene una sola ficha, y que la

cantidad de fichas es 2 - (%) = %”

Caso 2. Como hay % fichas y med(2,3) = med(n,3) = 1, entonces 3 divide a
2n-3

k, es decir, £ > 3. Asi, el minimo numero de fichas es =5 = 2n. A continuacion,
daremos un ejemplo de un tablero balanceado con esa cantidad de fichas.
Como n es par, entonces es posible dividir el tablero original en subtableros de 2 x 2.

En todos los subtableros de 2 x 2 que estdn en la diagonal que empieza en la esquina

inferior izquierda pondremos el acomodo: , mientras que a la derecha de cada

uno de los subtableros anteriores colocaremos al acomodo (para el caso del

subtablero en la esquina superior derecha, se pondra su subtablero correspondiente en
la esquina superior izquierda). Por tanto, el tablero quedard como en la siguiente figura:



Soluciones de Olimpiadas Internacionales 49

Como cada fila y cada columna pasa por exactamente un acomodo y un acomodo

, entonces el valor de cada fila y cada columna es 3. Ademds, por construccién,

hay exactamente 2n fichas, n horizontales y n verticales.

Caso 3. Igual que en el caso anterior se demuestra que k¥ > 3 y que la minima
cantidad de fichas es 2n. Demostraremos por induccién sobre n que para todos los
impares n. > 5 existe un tablero de lado n y que es balanceado con k£ = 3. En las
siguientes dos figuras se da la configuracién para los casos basen =5yn = 7.

Asi, la hipétesis de induccién es que para todo entero impar n, talque 5 < n < my
que m > 7 es impar, existe un tablero de lado n y que es balanceado con k£ = 3. El
siguiente entero impar es m + 2. Por hipétesis de induccion, existe un tablero 7" de lado
m — 2y que es balanceado con £ = 3. Coloquemos una copia de 7" en el centro de un

tablero de (m + 2) x (m + 2). Ademds, coloquemos subtableros de la forma en

las esquinas superior izquierda e inferior derecha, y subtableros de la forma en

las esquinas superior derecha e inferior izquierda. Por tanto, el tablero quedard como
en la siguiente figura:
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Observemos que cada fila y cada columna tienen valor 3. En efecto, el centro estd
balanceado con £ = 3 y no se afectaron a las columnas y las filas que pasan por el
centro. Como T tiene 2(m — 2) fichas y se agregaron 8 fichas, la nueva configuracién
tiene 2(m — 2) + 8 = 2(m + 2) fichas, con lo que se termina la induccién.

Al juntar los tres casos, se concluye que para todo entero n > 3 existe una configura-
ci6én balanceada. Ademas, el minimo de dominés necesarios para lograr una configu-
racién balanceada cuando n es multiplo de 3 es %" y para el resto es 2n.

Solucién del problema 5. (Solucién de Marcela Cruz Larios). Sean O; y O los
centros de I" y (2, respectivamente; M la intersecciéon de C'P con I'; S el punto de
tangencia de I" con © y R el punto de tangencia de 2 con AB. Por los cuadrildteros
ciclicos y porque CM es bisectriz, se tiene que LZABM = LACM = LMCB =
/M AB. Entonces, el tridngulo AM B es isosceles con M A = M B, luego M estd en
la mediatriz de AB. Como AB es cuerdade I', O; estd sobre la mediatriz de AB. Asi,
O1 M es mediatriz de AB, es decir, O1 M y AB son perpendiculares.

Por otro lado, por ser tangente (2 en R, tenemos que AB y O2 R son perpendiculares, lo
cual implica que O1 M y O2 R son paralelas. Claramente, al ser {2 y I tangentes en S,
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se tiene que S, O1 y Oz son colineales. Veamos que el tridngulo M O1.S es semejante
al tridngulo RO3S, pues 015 = O1M, O35 = OsRy LMO1S = ZRO5S. De
lo anterior se deduce que M, R y S son colineales. Luego, /RSB = /MSB =
LMCB = ZABM,lo cual implica que M B es tangente al circuncirculo del tridngulo
RSB en B. Asi, MB? = MR- MS. Ademds, por potencia de M con respecto a {2,
tenemos que MR- MS = MP - MQ@. Por lo tanto, MB? = MP - MQ, entonces
M B es tangente al circuncirculo del tridngulo BP(Q en B. Lo anterior implica que
/ZPBM = ZMQ@B. Por otro lado, por propiedad de dngulo externo de un tridngulo,
tenemos que LM QB = ZQ BC+ ZBC(Q, de donde, por suma de dngulos, ZPBM =
/MBA+ ZABP = /ZMQ@QB = ZQBC + ZBCQ. Por lo tanto, ZABP = ZQBC
(pues LM BA = /BCQ).

Solucion del problema 6. (a) Sea S = {s1,$2,...,spftalque 0 < 51 < $9 < -+ <
Sn. Supongamos que no existen x,y € S,m € {0,1,2,...} tales que |x — my| < ty.
Asf, tenemos que so—s1 > ts;. Esto implica que s3 > (1+t)s;. Similarmente tenemos
que s;+1 > (1+1)s;. Luego, s, > (1+1)s,—1 > (1+1)%8,,0 > -+ > (1+)" " Lsy.
Por otro lado, escogiendo y = s,, ¢ = s1 y m = 0, tenemos que s; > ts,. Luego,
s1 > tsy, > t(1+ t)"’lsl. No obstante, como ¢ es positivo, existe un entero n sufi-
cientemente grande tal que (1 + t)”*1 > % Por lo tanto, obtenemos que s; > si, lo
que es una contradiccion.

(b) Si se puede. Empecemos con s; = 2. Sea s un impar suficientemente grande
que satisfaga que s2(5 — t) > 1. Tal sy existe, ya que ¢ < 3. Como sy es impar
entonces |so — ksi| > 1 > ts; para cualquier entero k. Escojamos un s3 mayor a so,
tal que s3 = 1 (mod 2) y s3 = 2271 (mod s3). Por el teorema chino del residuo,
como sy es impar, existe una solucién médulo 2s5. Por lo tanto, podemos escoger s3
suficientemente grande que satisfaga esa congruencia médulo 2s,. Ya que s3 es impar,
tenemos que |s; — ksy| > 1 para cualquier entero k. Por otro lado, s3 = msa + 522_1
para algin entero no negativo m. Si k < m, entonces s3 — ksg > 522_1 > tso, €sto
tltimo porque s2(1/2 —t) > 1. Por otro lado, si k > m + 1 entonces |s3 — ksa| >
52—;1 > tso. Por lo tanto, sj, s y s3 cumplen los requisitos.
Notemos que s3 es primo relativo con so. Esto es porque

So—1 so+ 1) -1
2 72 ) 7

Ya que 2, s2 y $3 son primos relativos dos a dos, por el teorema chino del residuo existe
un entero sy tal que s, = 1 (mod 2), s4 = 2222 (mod s2) y s4 = =21 (mod s3).
Podemos escoger s4 > s3 porque hay infinitas soluciones al sistema de congruencias.
Por las mismas razones que en el caso de s3 tenemos que |s4 — msy| > ts1,|sq —
msa| > tSa, |s4 — mss| > tss. También por construccién, tenemos que s4 es primo
relativo con 2, s3 y S3.

Continuamos este proceso obteniendo ss, Sg, . . .. Como el procedimiento crea nimeros
mads grandes que son primos relativos con todos los anteriores podemos siempre invocar

el teorema chino del residuo. Como se sigue la regla de s, = %=2=1 (mod s;_1)

2
entonces siempre se satisface la desigualdad |s; — msi_1| > % > tsip_1 (la
dltima parte es porque para s > s tenemos que s(3 —t) > 1y, porlo tanto, £ > s).

-1
mcd(s3, s2) = med (SQT, 32) = mcd (
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Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
muiltiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicion 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia =c(modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).

n

3. Sia = c (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.

4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el
mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 4 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - -n.

Teorema 5 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que )
(a+b)"= Z (Z) akpnr,

k=0

Teorema 6 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., T, Son niimeros reales positivos, entonces

Ti+xa+ -+ T
n

> Fas
v la igualdad se cumple siy solo si x1 = x9 = - -+ = T

Teorema 7 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 8 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC' y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC 'y A'B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C', ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B’ T B'C’ T CrA’"

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.
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Teorema 9 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"
Teorema 10 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene 5D _ BA

que 5c = Ac:

Teorema 11 (Ley de senos). En un tridngulo de lados a, by c, se cumple la relacion
oo = benB = —2— = 2R, donde « es el dngulo opuesto al lado a, B es el dngulo
opuesto al lado b, y es el dngulo opuesto al lado ¢, y R es el radio de la circunferencia
circunscrita del tridngulo.

Teorema 12 (Ley de cosenos). En un tridngulo de lados a,by ¢, se cumple la relacion
2 = b2 + c® — 2bccos a, donde o es el dngulo opuesto al lado a.

Teorema 13 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay
AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C N son concurrentes

siysolosi TG Fr41 N = L

Teorema 14 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C A y AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y
BL . CM . AN

N son colineales si 'y solo si 7 - 511 - g = —1 donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comun.

2. Angulo semi-inscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 15 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Medida del dngulo semi-inscrito). La medida de un dngulo semi-inscrito
en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 17 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 18 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si'y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /DAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.



Bibliografia

[1] A. Alberro Semerena, R. Bulajich Manfrino, C. J. Rubio Barrios. Problemas
avanzados de olimpiada. Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas. Instituto de
Matematicas de la UNAM, 2010.

[2] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gémez Ortega, R. Valdez Delgado. Desigualdades.
Cuadernos de Olimpiadas de Matemadticas. Instituto de Matematicas, UNAM,
2010.

[3] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gémez Ortega. Geometria. Cuadernos de Olimpiadas
de Matematicas. Instituto de Matematicas de la UNAM, 2010.

[4] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gémez Ortega. Geometria. Ejercicios y Problemas.
Cuadernos de Olimpiadas de Matemdticas. Instituto de Matematicas, UNAM,
2010.

[5] R. Bulajich Manfrino, C. J. Rubio Barrios. Olimpiadas en SLP, elemental. Cua-
dernos de Olimpiadas de Matematicas. Instituto de Matematicas, UNAM, 2011.

[6] R. Bulajich Manfrino, C. J. Rubio Barrios. Olimpiadas en SLP, avanzado. Cua-
dernos de Olimpiadas de Matemiticas. Instituto de Matemdticas, UNAM, 2012.

[71 J. A. Gémez Ortega, R. Valdez Delgado, R. Vazquez Padilla. Principio de las
casillas. Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas. Instituto de Matematicas de
la UNAM, 2011.

[8] A. Illanes Mejia. Principios de olimpiada. Cuadernos de Olimpiadas de Ma-
tematicas. Instituto de Matematicas de la UNAM, 2011.

[9] Loren C. Larson. Problem-Solving Through Problems. Springer-Verlag, 1983.



56 Bibliografia

[10] I. Niven, H. Zuckerman, H. Montgomery. An Introduction to the Theory of Num-
bers. Wiley, 1991.

[11] M. L. Pérez Segui. Combinatoria. Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas.
Instituto de Matematicas de la UNAM, 2010.

[12] M. L. Pérez Segui. Combinatoria avanzada. Cuadernos de Olimpiadas de Ma-
tematicas. Instituto de Matematicas de la UNAM, 2010.

[13] M. L. Pérez Segui. Con la colaboracién de L. M. Garcia Veldzquez y M. Rag-
gi Pérez. Matemdticas preolimpicas. Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas.
Instituto de Matematicas de la UNAM, 2011.

[14] M. L. Pérez Segui. Teoria de niimeros. Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas.
Instituto de Matematicas de la UNAM, 2011.

[15] P. Soberén Bravo. Combinatoria para olimpiadas internacionales. Cuadernos de
Olimpiadas de Matemdticas. Instituto de Matemadticas de la UNAM, 2010.

[16] L. Shively. Introduccion a la Geometria Moderna. Compaiiia editorial continen-
tal. México, 1972.



