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Presentacion

Tzaloa', la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
temadticas que se realizan dentro y fuera de nuestro pafs.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matemaéticas.

Tzaloa, Ao 2018, Numero 3

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, es lograr una publicacién
verdaderamente ttil. De esta forma, en cada uno de los nimeros buscamos proveer al
lector de material e informacién que puede no ser facil encontrar en otros medios. En
particular, el articulo de matematicas, que se incluye al inicio de cada nimero de la
revista, suele ser elaborado por destacados miembros de la comunidad olimpica mexi-
cana y sus contenidos son reflejo de una vasta experiencia. En este sentido, el articulo
de este nimero titulado Del incirculo al incirculo mixtilineo: Un recorrido por algu-
nas circunferencias tangentes a dos lados de un tridngulo, escrito por Olga Medrano
Martin del Campo y Julio César Diaz Calderdn, no es la excepcion. A través de sus
paginas, el lector conocerd varias construcciones que son utiles en distintos problemas
de geometria, principalmente en aquellos problemas en donde aparece el incentro de
un tridngulo y los distintos circulos curvilineos o mixtilineos del tridngulo. Estamos

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.
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seguros que esta aportacion de nuestros amigos Olga y Julio serd de mucha utilidad
para lectores principantes, pero principalmente para lectores avanzados.

De especial interés para todos, en este tercer nimero del afio 2018 incluimos los exdme-
nes con soluciones, de la XX Olimpiada Matemética de Centroamérica y El Caribe, y
de la 59¢ Olimpiada Internacional de Matemadticas. Ambos certimenes donde México
participé en el segundo cuatrimestre de este afio 2018.

También presentamos los problemas con soluciones de la Competencia Internacional
de Matemiticas (IMC) del aio 2017 en el Nivel Elemental (Primaria). Estamos seguros
que este material serd de mucha utilidad para los mas pequefos y servird como material
de entrenamiento para la OMMEB.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
exdmenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacidon de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovenes con talento matemdtico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

322 Olimpiada Mexicana de Matematicas
El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
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= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 32 Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 1999. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2018-2019y, para el 1° de julio de 2019, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 32 Olimpiada Mexicana de Matemadticas se realizara del
4 al 9 de noviembre de 2018 en Campeche, Campeche. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2018 y hasta
la fecha de celebracién del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los in-
tegrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 60* Olimpiada Internacional
de Matemdticas (Inglaterra, julio de 2019) y a la XXXIV Olimpiada Iberoamericana
de Matematicas (México, septiembre de 2019).

De entre los concursantes nacidos en 2002 o después y premiados en el Concurso
Nacional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XXI Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (Reptblica Dominicana, junio de 2019).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la VIII Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) a celebrarse
en el mes de abril de 2019.



Del incirculo al incirculo
mixtilineo: Un recorrido por
algunas circunferencias
tangentes a dos lados de un
triangulo

Por Ol Medrano Martindel Campo y Julio César Dz Clderin

Nivel Avanzado

Introduccion

Manejar las propiedades del incirculo es muy importante en la geometria de olimpiada.
Sin embargo, hay ocasiones en las que la configuracién del problema no presenta un
tridngulo y su incirculo, pero si construcciones cercanas que se pueden atacar con técni-
cas similares. Por ejemplo, los circulos mixtilineos (o mixtilineales) de un tridngulo
son circunferencias tales que son tangentes al circuncirculo y a dos lados del tridngulo.
(Coémo trabajar con esas configuraciones geométricas y qué relaciones tienen con las
técnicas para trabajar con incirculos? Esta es la pregunta que motiva este articulo. Las
propiedades y relaciones que surgen aqui no son inmediatas, y vale la pena aprender-
las. Asi, se tendrdn herramientas claras que sirvan de punto de partida para desarrollar
ideas originales, que serdn necesarias para resolver los problemas de olimpiada de este
tipo.

En este articulo se presentan varias construcciones que uno puede encontrar en dis-
tintos problemas de geometria, sobretodo en aquellos problemas en donde aparece el
incentro de un tridngulo y los distintos circulos curvilineos o mixtilineos del tridngulo.
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Se combinan algunos resultados conocidos en forma de lemas junto con ejemplos de
diversas olimpiadas. Al final se dejan algunos problemas para el lector.

Incentros y excentros

Angulos rectos en una cuerda del incirculo. El incirculo de AABC es tangente
alos lados BC, CAy ABen D, E y F, respectivamente. Sean M y N los puntos
medios de BC'y de AC, respectivamente. La recta B/ interseca a la recta EF en K,
donde I es el incentro de AABC. Demuestra que BK es perpendicular a CK y que
el punto K se encuentra en la recta M N.

Solucién. Comenzaremos por nombrar las medidas de los dngulos de AABC de
manera usual como /A = 2a, /B = 23,y ZC' = 2+, respectivamente. Por suma de
angulos internos, sabemos que 2« + 23 + 2y = 180°. Ahora, por ser I el incentro de

ANABC, tenemos que LZACI = % =~y /ZABI = % =p.

Por otro lado, nétese que LZCAB = LZFAF = 2ay AE = AF, ya que ambos son
segmentos tangentes al incirculo de A ABC desde A. Por tanto, AAFEF es is6sceles y
ZAFE = /AEF = B0=£BAF _ 180 -%a _ g4 4 Entonces, ZKFB = 180° —
LAFE =2a+6+vy LFBK = ZFBI = j3, por ser I incentro de AABC. Por suma
de dngulos internos en AFBK, tenemos /FKB = 180° — 2a+ 3 +7v) — (8) = 1.
Por otro lado, teniamos que ZAC'I = ~; por tanto, ZACI = ZFK B, con lo que se
concluye que I EK C es ciclico. Por esto mismo, /BKC = ZIKC = ZIEC = 90°,
ya que £ es un punto de tangencia del incirculo de AABC con AC. Entonces, BK L
CK.

Ahora, si prolongamos C' K mas alld de K hasta intersecar a AB en P, podemos notar
que /ZBKP = /BKC = 90°. Ademds, BK = BKy /PBK = ZCBK por ser
BK parte de la recta bisectriz de ZB. Por el criterio de congruencia de tridngulos ALA,
podemos decir ABK P = ABKC, en conclusién, K P = KC'. Por esto mismo y por
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el hecho de que M y N son puntos medios de CB y C A, respectivamente, tenemos
que g—]X = g—fg = % = % Por ultimo, el teorema de Tales nos garantiza que K, M

y N son colineales, o equivalentemente, que K estd sobre la recta M N. ]

El lema del incentro/excentro. Sea ABC' un tridngulo con incentro /. La recta A
interseca al circuncirculo del tridngulo AABC en L. Sea I4 la reflexién de I con
respecto a L. Demuestra que:

a) Los puntos I, B, C' e I4 se encuentran en una circunferencia de didmetro 174 y
centro L. En particular, LI = LB = LC = LI 4.

b) Las rectas BI4 y CI4 bisecan a los dngulos exteriores del AABC; esto es, [ 4 es
el excentro del AABC opuesto al vértice A.

Solucién. a) Sean /A = 20, /B = 28y Z/C = 2~. Al igual que en el problema
anterior tenemos que ZA + ZB + ZC = 180° implica que o + 5+~ = 90°. Primero,
demostraremos que LI = LB, por medio de la igualdad de angulos Z/IBL = Z/LIB,
lo que nos va a permitir establecer una relacién importante entre los dngulos y los
segmentos de la figura.

Por dngulos inscritos en el circuncirculo de AABC, ZCBL = ZCAL = /TAC = «
implica que ZIBL = ZIBC + ZCBL = § + «. Por otro lado, /BIL = 180° —
LAIB = /ZIBA+ /BAI = a+ (. Entonces, ZIBL = a+ = ZBIL, por lo que
ALBI esisosceles, con LI = LB, que es lo que querfamos.

De manera andloga, obtenemos que LI = LC. Entonces, se tiene la igualdad LB =
LI = LC, que implica que L es el centro de un circulo que pasa por B, I, C, el cual
nombramos como (BIC'). Si recordamos que L es el punto medio de 114, notamos
que IL = LIy, por lo que 1,4 también estd sobre (BIC) y la cuerda I1, es ademas
didmetro del mismo circulo.
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b) Para esta parte, queremos demostrar que /I, BC = %(180O —28) =90° -3
y que ZI4,CB = %(180O — 27) = 90° — v, ya que estos resultados implican que
BI,4y C1I4 son bisectrices externas de ZABC'y ZAC B, respectivamente. Al usar el
resultado de la parte a), sabemos que 114 es didmetro del circulo (BIC), por lo que
LIBIj = ZICT4 = 90°. Esto implica que £ZI4BC = LI,BI — ZIBC = 90° — .
De modo similar, obtenemos /BCT4 = 90° — . OJ

La configuracién del problema anterior aparece mucho en geometria de olimpiadas; jes
dtil tenerla en mente para reconocerla cuando vuelva a aparecer en un problema!

Ejemplo 2.1. Sea AABC un triangulo con circuncirculo wy, y sean I e I 4 su incen-
tro y excentro correspondiente a A, respectivamente. Sean N y M los puntos medios
de los arcos C/D@ y B?Z’ en wi, respectivamente. NI interseca de nuevo a w; en P,
y P’ es el punto en la recta NI tal que PI = PP’. Demuestraque NA, BC'y [4 P’

concurren.

Solucién. Si usamos el resultado del problema anterior, sabemos que C, I, B e I4
estdn sobre una circunferencia wo de centro M, por lo que IM = MI4. Ademas,
IP = PP’ por construccién. Ahora, por el teorema de Tales, tenemos que PM ||
P’I4,1o cual implica que ZIPM = /IP'I4.

Por otro lado, como N y M son puntos medios de los arcos CAB y EE’, tenemos
que M N es un didmetro de wy, por lo que ZIPM = ZNPM = 90°. Por lo tanto,
ZIP'T4 =90°,y como I, es didmetro de wo, entonces P’ también esté sobre dicha
circunferencia. Tenemos ahora las siguientes igualdades de dngulos:

/NAIp = /NAM = /NPM = /NP'I4 = 90°.

N

Ia

Por lo tanto, N AP'I 4 es un cuadrildtero ciclico; llamemos w3 a su circuncirculo. No-
temos lo siguiente:

m AN es el eje radical de wy y ws.
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= B(C esel eje radical de wy y wo.
» [4 P’ esel ejeradical de wo y ws.

Es un hecho conocido que dados tres circulos, sus tres ejes radicales por parejas con-
curren, con lo que concluimos el problema. (|

Nota para el lector: El punto P es de hecho el punto de tangencia del circuncirculo
de AABC con el circulo A—mixtilineo de AABC que vamos a definir més adelante.
Este punto tiene muchas propiedades interesantes, que también vamos a discutir mas
adelante.

Dualidad de ortocentros y excentros. Si 4, Ip e Ic son los excentros del tridngulo
AABC, entonces, el tridngulo AABC' es el tridngulo 6rtico (es decir, el tridngulo
formado por los pies de las alturas) del triangulo Al s I I¢ y el ortocentrode AT g1,
es .

Solucién. Primero, notemos que, de manera similar a como se demuestra que las tres
bisectrices internas de AABC concurren, también Bl (externa), CI, (externa) y
Al 4 (interna) concurren. Sabemos entonces que [ estd sobre la recta A4, ya que ésta
es bisectriz interna de ZA.

De acuerdo con el lema del incentro/excentro anterior, tenemos que I, B, I 4 y C estan
sobre una misma circunferencia €2 cuyo centro es el punto medio de /74. Ademds,
tenemos que /14 es didmetro de 2 y, por dngulos inscritos en esta circunferencia,
podemos ver que LIBI4 = ZIgBI4 = 90°. Por lo tanto, B es el pie de altura en
NI IgIc desde el vértice Ig.

De manera similar vemos que A y que C son pies de altura en Al4Ipl- desde los
vértices I 4 e I, respectivamente. Entonces, la interseccion de Al4, BIp 'y Clc es el
ortocentro de Al 4Iplc. Si recordamos que estas tres rectas son bisectrices internas,
sabemos que I es su interseccion. Por lo tanto, [ es el ortocentro de AT, Iplc. O
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Puntos de tangencia de incirculos y excirculos

Punto medio de las alturas. Sea ABC un tridngulo con incentro I y con excentro
14, opuesto al vértice A. Ademads, sean D y X los puntos de tangencia asociados al
incentro y al excentro correspondiente con el lado BC, respectivamente. Demuestra
que las rectas D14 y X I concurren en el punto medio de la altura desde A.

Solucién. Primero, consideremos la altura AK en AABC desde el vértice A, con K
sobre el lado BC'. Sea M el punto medio de AK . Nuestra demostracién va a consistir
en dos partes:

1) Trazamos AX y AD. Sean E y Y, respectivamente, los puntos en que las rectas

anteriores intersecan al incirculo y al excirculo, respectivamente, de AABC'. Por
homotecia entre el incirculo y el excirculo de AABC' desde el punto A, notemos
que (I,1,),(D,Y),y (E, X) son parejas de puntos correspondientes. Eso implica
que si nos enfocamos en el segmento BC', que es perpendiculara I D, y en la recta
r, que es perpendicular a 11,4, estos van a ser paralelos. Ademds, /4 X | CB, por
tangencia del excirculo con BC'; por lo que 14X es perpendicular a r, de donde
I X esparalelaa I4Y, lo cual implica que X, /4 y Y son colineales. De manera
similar, D, I y E son colineales.
Notemos la semejanza entre los tridngulos rectdngulos AX AK ~ AXED, la cual
es cierta debido a que X A||XE, XK| XDy BC L DEFE implican que DE||AK;
por otro lado, por construccion, I‘?[—% = 1. Ademds, I es incentro de AABC, por
lo tanto ID = IE, lo cual implica que % = 1. Podemos notar entonces que M e
1 son puntos correspondientes en la semejanza AX AK ~ AXFED,lacual es ala
vez una homotecia desde X, por lo que X, I y M son colineales.
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2) Con las construcciones y las propiedades anteriores y al usar que AK | CB L
XY implica AK || XY, podemos mostrar andlogamente que ADAK ~ ADY X
y que esta semejanza también puede interpretarse como una homotecia desde D.
Ademas, M es punto medio de AK mientras que I 4 es punto medio de XY, lo que
implica, por la homotecia desde D, que M e I4 son correspondientes. Por lo tanto,
D, M, I, son colineales.

Hemos demostrado que D, I 4 y M son colineales y que X, I y M son colineales. Con
esto concluimos nuestra demostracion. (]

Punto de concurrencia en el incirculo. Sea AABC un tridngulo con incentro I y
sean D, 'y F los puntos en los que el incirculo de AABC es tangente a los lados
BC,CAy AB, respectivamente. Si M es el punto medio del lado BC, demuestra que
las rectas EF, AM y DI concurren.

Solucién. Primero, notemos que esta concurrencia es equivalente a decir que si X es
el punto de interseccién de F'E con DI, entonces AX es la mediana de AABC' desde
A. Un punto principal para resolver este problema, es observar que el punto M solo
es una distraccién, pues no tiene muchas relaciones directas con la figura. Podemos
olvidarnos de M si trazamos una linea paralela a BC' por X . Esta recta interseca a AB
ya AC en B’y C', respectivamente. Ademds, queremos que X sea el punto medio de
B’C’, ya que la homotecia entre AABC'y AAB’C’ desde A conservaria las razones.
Por tangencia, sabemos que DX | BC'y DX | B'C’,lo que implica que ZIX B’ =
90° = ZIXC'. Por otro lado, ZIFB’' = 90° = ZIEC’, por la misma tangencia del
incirculo. Por lo tanto, I X B'F' 'y IX EC’ son cuadrilteros ciclicos.

Ahora, al mover algunos dngulos, podemos notar que:

180° — LA =/AB'C'+ ZAC'B' = /XIF + /XIE = /FIE

1
=/B'IE+ /FIB' = /B'IE+ /EIC' = /B'IC". )

Donde para las dltimas igualdades basta usar las identidades de los dngulos opuestos
por el vértice, en efecto /FIB' = /FXB' = /ZEXC' = ZFEIC’. Esto implica que
AB’IC’ es un cuadrilétero ciclico.

Por otro lado, AT es bisectriz del dngulo /B’ AC" y el circulo en el que estd inscrito
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AB’IC’ es también el circuncirculo de AAB’C’. La interseccién de estas dos curvas,
es decir I, tiene que ser punto medio del arco E’—CT’ Por lo tanto, BT = C’I. Ahora,
dado que IX es altura desde I, tenemos que B’X = X C’. Concluimos que X es el
punto medio de B'C". O

Incirculos mixtilineos

Circulos inscritos en segmentos. Sea AB una cuerda de una circunferencia 2. Sea
w una circunferencia tangente a la cuerda AB en K y tangente internamente a ) en

T. Demuestra que el segmento T'K pasa por el punto medio M del arco AB que no
contiene a T'. M4s atin, demuestra que M A% = M B? es la potencia del punto M con
respecto a w.

Con la notacién del hecho anterior, sea C' otro punto en el arco AB que contiene a T’
y sea D un punto en AB tal que C'D es tangente a w en L. La circunferencia w se
conoce como el incirculo curvilineo del AABC. Cuando D varia a lo largo de AB,
se obtienen miiltiples incirculos curvilineos. La circunferencia que se obtiene cuando
A = D se conoce como la circunferencia A-mixtilineal.

Solucién. Los centros de w y €2 son colineales con 7', ya que existe una tangente
comun entre los dos circulos, por lo que existe una homotecia desde 7" que manda w a
Q. Llamemos A’, B’ a los puntos que son mandados por la homotecia anterior hacia A
y B, repectivamente. Por homotecia, podemos decir que g‘: = %, lo cual implica
que A’ B’||AB. Por angulos inscritos, vemos que ZA'TK = /A'B’'K. Ademas, por
angulos alternos internos entre paralelas, /A’B'K = /B’ K B, y por dngulos semins-

critos, /B'KB = /KTB’. En resumen, ZA'TK = /KTB’, lo cual implica que

KT es bisectriz de ZAT B. Asi, T K pasa por el punto medio M del arco AB que no
contiene a 7.

T

Qi
Si usamos el resultado anterior, /ZMTB = /MTA = /ZMBA. Por otro lado, te-
nemos que /BM K = /T M B. Ahora, por el criterio de semejanza AA, ANTMB ~
™M

ABM K. Asi, por razones de semejanza 53 = MK , lo cual implica que MK-MT =

M B?2. Lo anterior es igual a M A? por ser M punto medio del arco AB. Por ultimo,
sabemos que el valor M K - MT es la potencia de M hacia w. 0
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Ejemplo 4.1. Sea w un circulo y BC' una cuerda de w. Sean I un punto sobre el arco
BC y D un punto en el segmento BC'. La recta DI interseca por segunda vez a w en
A. Sea 7 el circulo que es tangente a BC' en D y que pasa por A. Demuestra que 7y es
tangente a w si y solo si AT es bisectriz interna del tridngulo AABC.

Solucién. Notamos primero que la implicaciéon = se demostré anteriormente. Para
demostrar el reciproco, supongamos que Al es bisectriz interna de ZBAC. Esto im-
plica que I es punto medio del arco EE’, por lo que IB = IC. Ademas, si O es el
centro de w, tenemos O 1 BC'. Ahora, definimos al punto P como la interseccion de
AO y de la perpendicular a BC que pasa por D.

Por construccién, PD 1 BC, lo cual implica que PD || OI. De esta manera, como
AP || AO, AD || AI, PD || OI, podemos concluir que AAPD ~ AAOI. Por
razén de semejanza, % = ﬁ—g. Como O es centro de w, sabemos que OI = AO 'y,
en consecuencia, PD = AP. Por lo tanto, un circulo « con centro en P y radio AP
seria tangente a BC' (por ser PD 1 BC) en D como tangente a w (por ser O, P, A

colineales) en A. O

Cuerdas del incirculo curvilineo. Sea AABC un tridngulo y sea D un punto en el
segmento AB. Una circunferencia w es tangente a C'D en L, a AB en K y también
es tangente al circuncirculo de AABC en T. Demuestra que el incentro de AABC se
encuentra en la recta LK.

Solucién. Sea I la intersecciéon de LK con C'M. Si recordamos el resultado del pro-
blema anterior, M es punto medio del arco @, entonces C' M es bisectriz de ZACB.
Ademas, la homotecia de w hacia () desde T" manda al arco ﬁ hacia el arco m,
por lo que los dngulos inscritos correspondientes tienen medidas iguales; en particu-
lar, ZMCT = ZK LT, lo cual implica que ZICT = ZILT, estoes, C, L, I, T son
conciclicos. Nombremos o« = /A MTI,8 = /ZITL,yv= ZLTC.Como CLIT es cicli-
co,tenemos ZITL = ZICL = 8y ZCTL = ZCIL = vy,dedonde ZDLK = 3+.
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Ademds, Z/DLK esseminscritoenwy /DLK = ZLTK = ZLTI+/ZITK = +a.
Por lo anterior, tenemos /DLK = +vy=a+ = a="1.

Entonces, v = LCTL = ZCIL = ZMIK = a, lo tltimo por dngulos opuestos
y porque « = ZMTI. Por tanto, /ZMIK = Z/MTIy ZIMK = ZTMI. Por el
criterio de semejanza AA, vemos que AMKI ~ AMIT. Asi, por razén de seme-
janza, tenemos que MI? = MK - MT. Por el problema anterior recordemos que
MA2 = MB?2 = MK - MT. Por lo tanto, MA = M B = M. Para concluir, de la
seccion de incentros y excentros sabemos que lo anterior implica que I es el incentro
de AABC. I estd por construccion sobre LK, por lo que concluimos. 0

Ejemplo 4.2. Sean AABC un tridangulo inscrito en el circulo w y 7y un circulo tan-
gente al arco BC,a ABya AC en P, Q y R, respectivamente. Sean A’ el punto medio

del arco BC que contiene a A e I, el incentro de AABC'. Demuestra que P, [ 'y A’
son colineales.

Solucién. Primero notamos que, por construccién, P A es simediana de AQ PR des-
de P (yaque 7y es circuncirculode AQPR,y ARy AQ son dos tangentes a 7). Por otro
lado, sabemos que I es punto medio de R() (un caso particular del problema anterior),
por lo que PI es mediana de AQPR desde Py, por tanto, PA y PI son isogonales
con respecto a ZQPR. Es decir, ZRPA = ZIPQ.
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Prolongamos PQ y PR hasta que vuelvan a intersecar aw en Q" y R’. Ya sabemos que
dichos puntos bisecan a los arcos AB y AC en w, respectivamente. Ademds, por dngu-
los en w, tenemosqueﬂ = @ = @ — AATB = A'B-— @ = @’. En resu-
men, R'A = X’a’. Entonces, por dngulos inscritos, tenemos que /R'PA = /A’ PQ’.
Si recordamos que /RPA = /R'PA = /IPQ = ZIPQ’, tenemos LA'PQ" =
ZIPQ’, lo cual implica que A’, I, P son colineales. O

Incirculos mixtilineos. Sea AABC un tridngulo y sean K, L y T los puntos en los
que su circunferencia A-mixtilineal es tangente a AB, a AC' y al circuncirculo del
AABC, respectivamente. Llamemos D y F a los puntos de tangencia del incirculo y
del excirculo opuesto a A en BC, respectivamente. Demuestra que:

1) El punto medio I de K'L es el incentro de AABC.

2) Las rectas TK y T'L pasan por los puntos medios de los arcos AB y AC que no
contienen a 7.

3) Larecta T'I pasa por el punto medio del arco BC que contiene a A.

4) Los cuadrilateros BKIT y C'LIT son ciclicos.

5) Los angulos L BAT y £C AE son iguales.

6) Los angulos K BT Ay £CT'D son iguales.

Solucién. Recordemos del lema de cuerdas del incirculo curvilineo que I esté sobre

KL, ya que esta construccion es el caso particular de dicho lema en el que A = D.
Llamemos w a dicha circunferencia A-mixtilineal y €2 al circuncirculo de AABC.

1) Tenemos que Al es bisectriz de /K AL. Ademas, AL = AK por ser tangentes
desde un mismo punto, hacia w. Entonces, I es el pie de la bisectriz en un tridngulo
iséceles, por lo que es punto medio de LK.
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2) Esto es un corolario del primer problema de esta seccion; w es tangente a AB en K

yaQen T, porlo tanto T K pasa por el punto medio del arco AB que no contiene
aT. El resto es andlogo.

3) Esto es por el Ejemplo 4.2.

4) Tenemos, gracias a la homotecia desde T, que LK ||[NM, por lo que ZIKT =
/LKT = ZNMT.Por dngulos inscritos en €, tenemos que ZNMT = ZNBT =
ZIBT. Asi, ZIKT = ZIBT, por lo que BKIT es ciclico. La prueba de que
CLIT es ciclico es andloga.

5) Primero, tomamos como hecho el problema 7 de la dltima seccién de este articulo
(EGMO 2013, 5). Entonces, si trazamos la tangente a w por () que es paralela a
BC, sucede que ZCAQ = £LBAT. Por otro lado, por homotecia entre el incirculo
de AABC, wy el excirculo de AABC, los puntos correspondientes sobre dichos
circulos son colineales junto con A. En particular, A, Q y F son colineales, por lo
que LBAT = LCAE = ZCAQ.

6) Al usar el resultado de arriba, tenemos /BAT = ZCAE. Entonces, si AF inter-
seca al arco BC' en G, obtenemos que T'GBC' es un trapecio isdsceles. Por otro
lado, sabemos que BE = DC ya que D es el punto de tangencia del incircu-
lo y E es punto de tangencia del excirculo. Por dicha simetria en TGBC'y los
segmentos BE = DC, tenemos que la interseccion de 7D y GFE con el cir-
cuncirculo de AABC (A 'y A’, respectivamente) son simétricas con respecto a la

mediatriz de BC. En otras palabras, AA’BC' es un trapecio isiceles, por lo que
/BTA=/CTA = £ZCTD.

O

Ejemplo 4.3. Sea AABC un tridngulo escaleno inscrito en el circulo Q. El incirculo
de AABC toca al lado BC en D. La bisectriz de ZA intersecaa BC'yaQen Ey F,
respectivamente. El circuncirculo de A DFEF interseca al excirculo correspondiente a
A, Q4,enS1y SoyaQenT # F. Demuestra que el segmento AT pasa por uno de
los dos puntos S1, Ss.
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Solucion.  Sin pérdida de generalidad, supongamos que AB < AC. Sean K el punto
de contacto de 24 con BC'y L la interseccion de T'D con 2. Tenemos las igualdades:

/FTL=/FTD =180° - ZFED = 180° — ZAEC
=/FAC+ LECA =/BAE + /BCA = ZACF

Asi, ZFTL = LACF, es decir, L es el reflejo de A con respecto a la mediatriz de
BC. Si reflejamos los puntos colineales 7', D, L con respecto a la misma mediatriz,
obtenemos los puntos 77, K, A. Esto implica que /BAT = LCAT' = /CAK.

Ahora, llamemos S a la reflexiéon de K con respecto a Al. Ya que Al es la bisectriz
de LAy Q4 es simétrico con respecto a dicha linea, S esta sobre {2,4. Ademads, te-
nemos /BAT = LZCAK = ZBAS , entonces A, S, T son colineales. Notemos, sin
embargo, que D y K son isotomicos en BC' (es decir, BD = C'K) y que F' es punto
medio del arco menor /B?' . Por lo tanto, FF'D = F' K. Entonces, S, por ser reflexion de
K con respecto al eje radical de los circuncirculos de AFED y AFEK (que tienen
el mismo radio), estd sobre el circuncirculo de ADFEF también. Por lo tanto, S es la
interseccion que se desea. (|

Nota: La conclusion de los primeros dos parrafos (/BAT = ZC AK) se puede hacer
tan solo de notar que como 7 es la interseccion del circuncirculo de ADEF con §2,
también es el punto de tangencia del circulo mixtilineal con respecto a A.

Ejemplo4.4. Sea AABC un tridngulo, w su circulo A-mixtilineal, {2 su circuncircu-
lo e 14 su excentro con respecto a A. Sea H el pie de altura desde A hacia BC, F el
punto medio del arco BAC. Sean M y N los puntos medios de BC'y AH, respecti-
vamente, y sea P la interseccion de AF con M N. Sea S el punto no en 2 tal que el
circuncirculo de ABSC' es tangente a w. Demuestra que 14, S'y P son colineales.

Solucién. Sea I el incentro de AABC'y sea ) el punto donde dicho incirculo toca
a BC. Si usamos el lema punto medio de las alturas de la seccion 3, tenemos que I N
interseca a BC en J, el punto de tangencia entre BC'y el excirculo € con respecto a A.
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Entonces I4J | BC implicaque I4J || AH || AN. Al usar estas paralelas, vemos la
NH

semejanza AITNA ~ AIJI, y obtenemos % = % =70

Ia

Notese que arriba usamos que /@) L. BC. Por otro lado, por ser E punto medio del

arco EZE’, tenemos que B = EC, lo cual implica que EM 1 BC, de donde
EM || AN. Al usar la semejanza AAPN ~ AEPN, obtenemos 25 = ZM — BH.
Sea V el punto de tangencia de w y 2. Por el ejemplo 4.2 sabemos que V', I y E son
colineales. Digamos que la recta que pasa por dichos puntos interseca a BC en D.
Entonces, puesto que IQ || EM L BC'y por la semejanza ADIQ ~ ADEM, ob-
tenemos que % = % Asi, al multiplicar las expresiones de arriba, obtenemos que
% . % . % = J}[—g . % . % = 1. Luego, por el teorema de Menelao, P, D, e I4
son colineales. Ahora, se demostrard un resultado previo.

Lema. Los puntos A, I 4,V y S son conciclicos.

Demostracion. Consideremos la transformacioén p, que es la composicién de una inver-
sién con centro A y radio vV AB - AC'y de una reflexion con respecto a AI. Sabemos
que A, I4,V,y .S son conciclicos solo si los inversos de 14, V, y S son colineales, lo
cual sucede si y solo si p(I4), (V) y p(S) son colineales.

Ahora, notemos que p(B) = C'y que p(C) = B. Ya que 2 pasa por el centro de
inversion, por By por C, p(2) es larecta BC. Ademds, tenemos que, por la parte 4 de
incirculos mixtilineos, /BAJ = ZC AV, donde J era el punto de contacto entre BC
y el A—excirculo €. A esto sumamos que, por dngulos inscritos, ZAVC = ZABF, lo

que implica que AAVC = AABF. Por tanto,

AV AB

_ . f— . 2 =
i AJ:>AV AJ = (VAB-AC)* = p(V)=J.
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Ahora, como w no pasa por A, entonces p(w) es un circulo. Dado que w es tangente
alas rectas AB y AC (las cuales se preservan con g), y pasando por V, tenemos que
p(w) es tangente a AB y a AC' y que pasa por J. Por lo tanto, p(w) = €. Como S
se encuentra sobre w, entonces e(.S) se encuentra sobre €. Por otro lado, tenemos por
angulos en 2 que AAIB ~ AACIy4, lo cual implica que Al - AI4 = AB - AC
de donde p(74) = I. Por lo tanto, lo que buscamos demostrar es que p(14) = I,
p(V) = Jy p(S) son colineales.

Para esto, tracemos la tangente a € por p(S), hasta intersecar a BC (i.e. la tangente a
e por J) en K. Lo que queremos probar se reduce a que I estd sobre la polar de K, lo
cual ocurre si y solo si K estd sobre la polar de I. Ahora, definimos a ¥/ como el circulo
que pasa por I, B, I 4, C. Denotemos con Q¢ y con (Qp a las intersecciones de ) y ¢;
y con Pc y con Pp alas intersecciones de 9 y e.

Sea 7 el circuncirculo de ABSC'. Al usar ejes radicales es posible obtener las siguien-
tes concurrencias:

m Q. ¢, 0(y) — los tres ejes radicales QcQ@p, p(S)K y BC (misma recta que
FK) concurren, en K.

= 9, ¢, — los tres ejes radicales Pc Pp, QcQp y BC concurren.

Al combinar lo anterior obtenemos que Po Pp, QcQ B, 9(S)K y BC concurren en un
mismo punto, K. Notemos que ¥ es un circulo de didmetro 14,y que 4 Pc = 14 Pp,
entonces PcPp L Il4. Sillamamos Y a la interseccidon de dichas perpendiculares,
entonces sabemos que Al oY Po ~ A4 Pol = IAPC% =1,Y 141 = Y eselinver-
so de I en una inversioén con respecto a €. Como LKY Iy = ZPgY 14 = 90° = K
estd sobre la polar de I, con lo que se demuestra el lema. ]
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Sabemos que los tres ejes radicales de cada pareja de w, 2 y v concurren. El eje radical
de 2 y w es la tangente a w por V; el eje radical de v y w es la tangente a w por S
y el eje radical de v y w es BC, por lo que existe un punto X sobre las tres rectas
mencionadas, lo cual directamente implica que XS = XV.

Mis atin, sabemos que XD = XV ya que ZXVD = /XVE = VE = VBLBE _

@ = /BDV = ZXDYV. En otras palabras, X es el circuncentro de ASDV.
Llamemos ZDSV = a. Veamos, por angulos en una circunferencia, que 2ae = ZDXV
implica que /X DV = 90° — «. Por lo anterior, si E’ es el punto medio del arco

BC que no contiene a A, notamos que Z XDV = % = 90° — V:E:/ = 90° —

/V EFE’, lo cual implica que /VEE' = «. Sabemos que A, E’, I 4 son colineales,
ya que Al es bisectriz de ZBAC, y que E’ es punto medio del arco BC opues-
to a A. Ademas, AI,V'S es ciclico; por lo tanto, LZVAI, = ZVSI4. Asi, o =
LVEE = VAE = /VAI4 = ZVSI4. Por definicion, tenemos ZVSD = a,
entonces ZVSD = /V S14, es decir, S, D, e 14 son colineales. Al combinar lo ante-
rior con que P, D, I 4 son colineales, concluimos la prueba. 0

Problemas olimpicos

1) (USAMO 1988, Problema 4) Se tiene un tridngulo A ABC' con incentro . Prueba
que los circuncentros de AIAB, AIBC'y AT AC se encuentran sobre un circulo
cuyo centro es el circuncentro de AABC.

2) El tridngulo A ABC estd inscrito en un circulo I'. Sea I'4 el circulo tangente a T,
AB,y AC (es decir, el circulo A-mixtilineal). Sea A’ la interseccionde I' y I" 4. De
manera similar se definen B’ y C’. Demuestra que AA’, BB’, y CC" concurren.
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3) Sea (2 el circuncirculo de u tridngulo AABC, y sean P, ) y R los puntos de tan-
gencia de B?Z’, AC'y AB con el circulo A-mixtilineal, respectivamente. Sean Q' y
R’ los segundos puntos de intersecciéon de PQ y PR con {2, respectivamente. Sea
K el punto de interseccion de los circuncirculos de AAQ'Q y A AR’ R. Demuestra
que AQ'K R’ es un paralelogramo.

4) (EGMO 2018, Problema 5) Sea I" 1a circunferencia que pasa por los vértices de un
triangulo AABC. Una circunferencia (2 es tangente al segmento AB y tangente a
I" en un punto situado al mismo lado de la recta AB que C. La bisectriz del angulo
/BC A interseca a €2 en dos puntos distintos, P y (). Demuestra que ZAPB =
ZQBC.

5) (Olimpiada de Jap6n, 2009) El tridngulo AABC estd inscrito en I'. Se traza un
circulo con centro O, tangente a BC' en P, y tangente internamente al arco BC' de

I que no contiene a A en el punto ). Demuestra que si ZBAO = ZC AO, entonces
ZPAO = ZQAO.

6) (APMO 2006) Sean A, B dos puntos distintos sobre una circunferencia O y sea P
el punto medio del segmento AB. Sea O el circulo tangente a AB en Py también
tangente al circulo O. Sea [ la linea tangente, distinta a AB, a O que pasa por A.
Sea C la interseccién de [ y O, tal que C' # A. Sea () el punto medio del segmento
BC'y Os el circulo tangente a BC en () y tangente al segmento AC. Prueba que el
circulo O es tangente al circulo O.

7) (EGMO 2013, Problema 5) Sea 2 el circuncirculo de AABC. El circulo w es tan-
gente a los lados del tridngulo, y es tangente internamente a {2 en P. Una linea

paralela a AB que pasa por el interior del tridngulo AABC es tangente a w en Q.
Prueba que ZACP = ZQCB.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este tercer nimero del afio 2018. Queremos agredecer y felicitar en esta ocasién
a Oriol Andreu Solé Pi por su aportacién con los Problemas 16, 17 y 18; asi como a
Diego Hinojosa Tellez por su aportacion con el Problema 19 y también a Pablo Alhui
Valeriano Quiroz y Eric Ivan Herndndez Palacios por su aportacion con el Problema 20.
Aprovechamos para invitarte a que contribuyas a enriquecer esta seccion de la revista.
Estamos seguros que conoces problemas interesantes que quieres compartir y por €so
ponemos a tu disposicion la direccién revistaomm@gmail . com, donde con gusto
recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Pablito escogi6 un entero positivo n y escribi6 las siguientes n fracciones
en el pizarrén:
1 2 3 n—1

n—1"n-2"n-3"n—(n-1)

0
n’

Si n es divisible por el entero positivo d, demuestra que entre las fracciones escritas
hay una que es igual a d — 1.

Problema 2. EI nimero 999 tiene la propiedad de que es divisible por 27 y que sus
digitos suman 27. El nimero de cuatro digitos 7749 también cumple que es divisible
por 27 y que sus digitos suman 27. Muestra que los nimeros de cuatro digitos abcd
que cumplen esta propiedad, son exactamente los que satisfacena +b+c+d =27y
3|c—b.

Problema 3. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que a + b+ ¢ = 1. Demuestra
que
ad b3 c3

a2+bc+b2+ca+02+ab

1
> —.
-2

Problema 4. Hay 268 tarjetas numeradas alrededor de una circunferencia. En la otra
cara de cada tarjeta se escribié un nimero entero positivo. Se sabe que el nimero en la
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tarjeta 17 es 3, el nimero en la tarjeta 83 es 4, el niimero en la tarjeta 144 es 9 y que
la suma de los nimeros escritos en cualesquiera 20 tarjetas consecutivas es 90. ;Qué
numero se escribi6 en la tarjeta 2107

Problema 5. Un entero positivo se llama “cuate” si no tiene digitos 0 y la suma de los
cuadrados de sus digitos es un cuadrado perfecto. Por ejemplo, 122 y 34 son cuates
pero 304 y 12 no lo son. Demuestra que existe un nimero cuate con n digitos, para
cada entero n > 1.

. P d
Problema 6. Muestra que para cualesquieran > m > 1 enteros, el nimero W (:1)
€es un entero.

Problema 7. Sea z un nimero real distinto de 0. Demuestra que si |z3 + Z%| < 2,
entonces |z + 1| < 2.

Problema 8. Sea n un entero positivo. En una fila se acomodaron 2n + 1 fichas, cada
una es blanca o es negra. Una ficha se dice “balanceada” si la cantidad de fichas blancas
a su izquierda mas la cantidad de fichas negras a su derecha es igual a n. Determina si
la cantidad de fichas balanceadas es par o impar.

Problema 9. Demuestra que hay una infinidad de enteros positivos n tales que 2" — 8
es multiplo de n.

Problema 10. Sea ABC' D un cuadrado de lado 1 cm y sea X un punto tal que X A =
VBemy XC = /7 cm, como se muestra en la figura.

D A

Determina la medida, en cm, de X B.

Problema 11. Dos enteros positivos a¢ y b son “amigos” si el producto ab es un cua-
drado perfecto. Demuestra que: (i) Si a es amigo de by b es amigo de ¢, entonces a es
amigo de c; (ii) Si a es amigo de b, entonces a es amigo de d, donde d es el mdximo
comun divisor de a y b; (iii) Si « es el menor nimero que es amigo de a, entonces x
divide a todos los amigos de a.

Problema 12. Halla todas las parejas de nimeros primos (p, q) tales que p?™* + gP*+!
es un cuadrado.

Problema 13. Sean u, v, w nimeros complejos de médulo 1. Demuestra que se pueden
elegir signos + o — tales que | T u + v £ w| < 1.



20 Problemas de practica

Problema 14. Sea n un entero mayor o igual que 3. A cada subconjunto no vacio
del conjunto {1,2,...,n} se le asocia un punto distinto en el plano, de modo que si
tres subconjuntos A, B y C se intersecan, esto es, AN B N C =# (J, entonces sus
puntos correspondientes son colineales en el plano. Demuestra que todos los puntos
son colineales.

Problema 15. Decimos que un niimero natural n es “abundante” si la suma de sus
divisores positivos es mayor que el doble de n. Encuentra un niimero abundante impar
y demuestra que hay una infinidad de nimeros abundantes impares.

Problema 16. Sea S un subconjunto de 9n elementos de {1,2,3,...,12n}, con n un
entero positivo. Encuentra el minimo nimero de parejas (a, b) de elementos distintos
de S que cumplenque a | bo b | a.

Problema 17. Determina si existe una sucesion infinita de enteros positivos (no nece-
sariamente distintos) ap = 1, a1, ag, ... que cumpla que: para todo entero positivo n
y cualquier particién del conjunto {a1,as, ..., a,} en dos partes, la suma de los ele-
mentos de uno de los conjuntos de la particién no divide a la suma de los elementos del
otro conjunto.

Problema 18. Hay m gusanos en la esquina inferior izquierda de un tablero de n X n.
Cada gusano puede moverse Unicamente hacia arriba y hacia la derecha. Supongamos
que en algin momento a cada casilla del tablero la atravezé al menos un gusano. En-
cuentra el menor valor que puede tomar m.

Problema 19. Encuentra todos los conjuntos .S de n puntos en el plano, conn > 3, en
posicion general (es decir, que no haya tres colineales) con la siguiente propiedad: si
A, B, C son puntos en S, entonces el circuncentro del tridngulo ABC estd en S.

Problema 20. Encuentra todas las funciones f : R — R tales que para cualesquiera
nimeros reales x, y, se cumple que

fla+y) = f(f(@)—z—y)=2f(y) — (z+y)fly — ).



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de préctica elegidos para
este nimero de la revista. Antes de leer estas soluciones, te recomendamos hacer tu
propia solucién a los problemas o al menos, haberle dedicado un tiempo considerable
a cada uno de ellos.

Es muy comtin en matemdticas que cada problema tenga més de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Gnicas. Aunque hayas
resuelto el problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos a
leer estas soluciones y discutirlas con tus compafieros. Si logras encontrar una solucién
diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas en tus soluciones, te invitamos a
compartirla con nosotros en la direccion electrénica revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Supongamos que n = kd para algin entero positivo k.

Entonces, en el pizarrén estd la fraccion ”T’k = L};k =d-1.

Solucién del problema 2. Notemos que si el nimero abed cumple lo requerido, enton-
ces a + b+ c+ d = 27. Para la segunda condicién veamos que
abed = 10%°a +10%b+10c+d = (9+ 1)’a+ (9 + 1)*b+ (9 + 1)c+d
=(9°+3-92+3-9+1)a+(92+2-9+ )b+ (9+1)c+d
=(9°+3-92+3-9a+9%+(2-9+9)+a+b+c+d
=27((274+ 9+ 1a+3b+b) + (=90 + 9c) + 27
como en la expresion anterior todo es multiplo de 27 salvo —9b + 9c¢, que el nimero

sea divisible por 27 es equivalente a que 27 | —9b+ 9¢, lo cual equivale a que 3 | ¢ — b,
que es lo que se queria demostrar.

3 3
.z a a’+abc—abc __ . 1
Solucion del problema 3. Observemos que - = “LP5-2¢ = q — abc + .

Aplicando la desigualdad MA-MG, tenemos que a> + be > 2v/a2bc = 2a+/be. Luego,
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— e 2 — P \/— Por lo tanto, 2+b > a—abe- \1/17_ =a— 3Vbe > a - e,
donde la dltima desigualdad se obtlene aphcando la desigualdad MA-MG.
De manera andloga obtenemos que b2 Tea >b— c;’l'“ Y = _:ab >c— “—+b . Finalmente,
sumando las tres desigualdades obtenidas y usando que a + b+ ¢ = 1, obtenemos que

a3 b3 3

a2+bc+b2+ca+02+ab

1 1
>a+b+c—1(2b—|—20—|—2a) 2(a—|—b—|—c):§_

Solucién del problema 4. Dado que la suma de cualesquiera 20 tarjetas consecutivas
es constante, se debe cumplir que ¢; = t21, donde ¢; es la tarjeta con el ndmero i.

Luego, tenemos a lo mds 20 nimeros distintos escritos en las tarjetas, t1,to, .. ., t20.
Asf, tag1 = t1 y, si empezamos a contar desde ahf, tenemos que t261+20—268 = t13 =
t1, t1a = ta,...,t20 = ts. Ahora, t13 = t13490(12) = t253 = l253+20-268 = l5. De
manera andloga, obtenemos que t14 = t¢, . . . , tog0 = t12. Repitiendo el proceso anterior

varias veces, obtenemos las siguientes relaciones: tg = t1 = t13 = t5 = t17,t10 =
to = t1g = tg = f18,t11 = t3 = t15 = 7 = t19,t12 = t4 = t16 = tg = t20, de
modo que hay solo 4 nimeros distintos y cada uno aparece 5 veces. Como ya tenemos
los ndmeros 3, 4, 9, estos suman 5 x (3 + 4 + 9) = 80, de modo que el nimero que
falta es 2. Por ultimo, veamos que t219 = t19 que no estd en el mismo grupo que 7,
tgg = t3 (6] t144 = t4, de modo que t210 =2.

Solucién del problema 5. Veamos que para n = 2, el ndmero 34 es cuate y, para
n = 3, el nimero 122 es cuate. Ahora, cualquier nimero n puede escribirse como
n = k% 4+ r, donde r < 2k + 1 es la diferencia con el mayor cuadrado menor o igual
que n. Veamos que el nimero 55...53434 ...34 es un nimero cuate de n digitos,
donde el digito 5 se repite n — 2r veces y el bloque 34 se repite r veces. Lo anterior es
posible porque r < 2k < E=n—r para k > 2. Es decir, paran > 4, n > 2r. Por lo
tanto, en total, el nimero tiene (n — 2r) + 2r = n digitos y la suma de los cuadrados
de sus digitos es 52(n — 2r) + (3% + 42)r = 25(n — 2r + 1) = 25(n — r), que es un
cuadrado, pues n — r = k2.

Solucién del problema 6. Sean a = mcd(“:n oy Y b= . Tenemos que

n
med(m,n)

)= = (a0

el cual es entero. Entonces, b divide al producto a(:l), pero a y b son primos relativos,

mcd(:ln,n) (n) _1

lo que implica que b divide a ( ) Por lo tanto, m 3 (7’7’1) €s un entero.

Solucién del problema 7. Notemos que 2° + & = (z + 1)(z2 + &5 — 1) = (z +
1)((z + 1)? — 3). Supongamos, por contradiccién, que |z + 1| > 2. Entonces,

1\2
<z+—) -3 >
z

1 12

Z+ - _|3|7
z

:
Z+ |-
z
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pues |a — b| > ||a| — |b|| para cualesquiera nimeros reales a y b.
Luego, |2®+ %| > 2(4—3) = 2,10 que es una contradiccién. Por lo tanto, [z + 1| < 2.

Solucién del problema 8. Supongamos que hay en total k fichas blancas y 2n + 1 —
k fichas negras. Empezamos con el arreglo donde estdn acomodadas primero las &
fichas blancas y luego las negras. No es dificil ver que exactamente una de las fichas
es balanceada. Efectivamente, veamos que si n = k + r, con r > 0, entonces la ficha
2n 4 1 — r es la tinica balanceada y si, en cambio, n = k — r, entonces la ficha r es la
unica balanceada.

Veamos ahora qué sucede cuando una ficha blanca se mueve hacia la derecha y pasa
por encima de una ficha negra, es decir, si intercambiamos ...BN... por .. NB... y
todo lo demds permanece igual. Si al inicio, el valor de la ficha blanca es b + m, el
valor es el mismo para la ficha negra (pues la ficha negra tiene una blanca mds a su
izquierda pero una negra menos -s{ misma- a su derecha). Luego del cambio, el valor
de ambas es b+ m — 1, pues la blanca pierde una negra a su izquierda y la negra pierde
una blanca a su derecha. Luego, tanto antes como después del movimiento tenemos
que o ambas fichas son balanceadas o ninguna lo es. Es facil ver que podemos obtener
cualquier acomodo general a partir de nuestro acomodo inicial y con una cantidad finita
de movimientos como los descritos. Como los movimientos no cambian la paridad y
al inicio hay una tnica ficha balanceada, la cantidad de fichas balanceadas en todo
acomodo es impar.

Solucién del problema 9. Demostraremos que todos los enteros de la forma n = 3p
con p > 3 numero primo, satisfacen que 2" — 8 es multiplo de n. Por el teorema
pequefio de Fermat tenemos que 2P = 2 (mod p), lo cual implica que 237 — 8 =
(2P)3 — 8 = 23 — 8 = 0 (mod p). Por otra parte, como 2 = —1 (mod 3) y 3p es un
entero impar, tenemos que 23” = (—1)3 = —1 (mod 3) y, por lo tanto, 237 —8 = —1—
8 =0 (mod 3). Como 3 y p son primos relativos, se sigue que 237 — 8 = 0 (mod 3p).

Solucién del problema 10. Tracemos desde el punto X las perpendiculares X M y
XN sobre CB y AB, respectivamente. Asi, BM X N es un rectangulo. Sean a =
BM = NX yb= BN = MX las longitudes de los lados de BM X N.

D A

Por el teorema de Pitdgoras en los tridngulos rectangulos AN X y CM X, obtenemos
que AN? + NX? = AX?yCM? + MX? = XC? estoes, (1 +b)?+a?> =5
y (1 + a)? + b?> = 7. Restando la primera ecuacién de la segunda, obtenemos que
2(a —b) = 7—5,de donde a = b + 1. Luego, (1 +b)?> + (b+ 1)? = 5y, en
consecuencia, (b + 1)? = % Por lo tanto, b = \/g —lya = \/g Finalmente,
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aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo rectdngulo BM X, obtenemos que

XB>=a?+0®=3+3—2,/3+1=06- 10, de donde XB = /6 — V10 cm.

Solucién del problema 11. (i) Si a es amigo de b y b es amigo de c, entonces los
nimeros ab y bc son cuadrados perfectos, digamos ab = m?,bc = n?, para m,n
enteros positivos. Entonces, ac = % = (%)2 es un cuadrado perfecto.

(i) Sea d el mdximo comun divisor de a y b. Se tiene entonces que 5 y g son primos
relativos. Como sabemos que a y b son amigos, entonces ab = (%)(2)(d?) es un
cuadrado perfecto. Como d? es un cuadrado y o1 % son primos relativos, cada uno debe
ser un cuadrado. Tenemos entonces que ad = (%)(dz) es también un cuadrado, por ser
el producto de dos cuadrados.

(iii) Procedemos por contradiccién. Supongamos que x es el menor amigo de a pero
que x no divide a todos los amigos de a. Sea b un amigo de a que no es divisible por z.
Luego, b y x también son amigos por (i). Ademads, d, su mdximo comun divisor, menor
a ambos, es amigo de ambos por (ii) y es amigo de a por (i). Hemos encontrado un
amigo de a menor a z, lo que es una contradiccién. Luego, el menor amigo de a debe
dividir a todos sus otros amigos.

Solucién del problema 12. Si p = ¢ = 2, entonces p9t! 4¢P+ = 23423 = 16 = 42,
asi que el par (2,2) cumple. Supongamos que al menos uno de p y ¢ es impar y, sin
pérdida de generalidad, supongamos que es p. Luego, si p?t! + ¢P+! = 22 para algin
entero positivo , entonces p?+! = (z — ¢P+D/2)(x 4 ¢PT1)/2), con 2L entero.
Sea d el maximo comtn divisor de z — ¢?T1/2 y 2 + ¢(»*1/2 Tenemos que d | p?**.
Sid > 1, entonces d = p" para algiin entero ~ > 1. Entonces, p | dy d | z —q®+1/2 —
(z+qPHt1/2) = —2¢(P+1)/2 Como p es impar y divide a 2¢(P+1)/2, se sigue que p | ¢
y, por lo tanto, p = ¢. Luego, 2pP*! = 22, de donde z = v/2p(*+1)/2 o cual implica
que /2 es racional, lo que es un absurdo. Por lo tanto, d = 1. Asi, x — q(p“)/2 =1y
x+qPtD/2 = pttl De aqui que 2¢P+1)/2 = pat1 —1.Si g es impar, entonces ¢ = 1
03 (mod 4) y 2¢®*+1)/2 = 2 (mod 4), mientras que p?** — 1 = 0 (mod 4) (pues p =
2a+1y g+ 1 = 2bimplican que p?*! = (2a+1)? = (4a% +4a+1)° = 1 (mod 4)).
Por lo tanto, ¢ = 2. Tenemos entonces que 2(P3)/2 = p3 — 1 = (p — 1)(p® +p + 1),
de donde p — 1y p? + p + 1 son potencias de 2. Como p? + p + 1 es impar (pues p es
impar), la dnica posibilidad es p? +p +1 = 20 = 1, esto es, p? + p = 0, lo cual es
imposible. En conclusién, la tnica solucién es (2, 2).

Solucién del problema 13. Sean u, v, w puntos sobre la circunferencia unitaria. Se
sabe que el ortocentro / del tridngulo uvw tiene coordenadas u + v + w. Si el tridngulo
uvw es acutdngulo, h estd dentro del tridngulo wvw y se cumple que |u + v + w| <
1. Si el tridngulo wvw no es acutdngulo, digamos que tiene un dngulo obtuso en w,
cambiamos w por w’ = —w. Ahora, el tridngulo uvw’ es acutdnguloy b’ = u +v —w
estd dentro del tridngulo uvw’ y, por lo tanto, |u +v — w| < 1.

Solucién del problema 14. Comenzamos probando el siguiente resultado.
Lema. Si un conjunto del plano satisface que cualesquiera tres de sus puntos son coli-
neales, entonces todos los puntos son colineales.
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Demostracion: En efecto, sean a y b dos puntos fijos y x cualquier otro punto. Clara-
mente a y b estdn en la recta ab. Ademads, la terna a, b, x estd sobre la misma recta y,
por lo tanto, x estd en la recta ab. Asf, todos los puntos estan en la recta ab. O
Ahora, para cada i sea F; la familia de subconjuntos de {1,2,...,n} que tiene a 1.
Claramente cualesquiera tres de ellos se intersecan, pues tienen a ¢. Asi, por el lema
anterior los puntos asociados estdn en una misma recta ;.

Afirmamos que todas las rectas ¢; son la misma. Supongamos que este no es el caso.
Entonces existen rectas ¢; y ¢; distintas. Estas se tienen que intersecar, pues ambas
tienen al punto correspondiente a {i, j}, y este es su tinico punto de interseccién. Pero
tenemos al menos un elemento k # i y k # j. El conjunto {4, j, k} también tiene que
estar en /; y en £;, pero ya no hay otro punto donde pueda estar. Esto es una contradic-
cion. Esto muestra que todas las rectas ¢; son una misma recta ¢ y, por lo tanto, todos
los puntos son colineales.

Solucién del problema 15. Sea n = p{'p5* - - - p;’* la factorizacién en potencias de
primos. Entonces, S(n) = (1+p1 +pf+- -+ pi") (1 +p2+p3+---+p32)--- (1 +
Pk + Pt + - + pi*) es la suma de los divisores positivos de n (ver el articulo “El
Teorema Fundamental de la Aritmética” de Tzaloa No. 1, afio 2013). Buscamos un n
impar tal que S(n) > 2n. Es decir, tal que

(I4+pr+pi+- 4Pt ) (I +pa+ps+- - +p32) -+ (1+pe+pet- - +pet) > 2p51ps® - - ppk,

esto es,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
(1+—+—2+'"+Tl)(1+—+—2+'"+T2)"'(1+—+—2+"'+Tk)>2.
P11 Pi D1 b2 P3 23 Pk Di Dy

Como cada p; > 0, cada uno de los factores del lado izquierdo en la desigualdad
anterior también es positivo y, en particular, mayor que 1. Sabemos que si a y b son
mayores que 1, entonces ab > a 'y ab > b. Luego, si encontramos un nimero impar
abundante, podemos encontrar una infinidad. En efecto, agregando un nuevo factor
primo g, se tiene que S(ng) = S(n)(1 + %) y, como 1 + % > 1, entonces S(ng) >
S(n) > 2n. Luego, basta verificar que n = 3% x 5 x 7 cumple, pues S(n) = 1920 >
2-945 =n.

Solucion del problema 16. Primero, analicemos las parejas de la forma (a, 2a) con a €
{1,...,6n}. Por el principio de las casillas, tenemos que habr4 al menos 3n de dichas
parejas en S. Ahora, tomemos las parejas de la forma (b, 3b) conb € {1,...,4n}. Otra
vez por principio de las casillas sabemos que habrd al menos otras n de las parejas en
S. Asi, hay al menos 4n parejas de elementos distintos en S que satisfacen el problema.
Pero,con S = {3n+ 1,3n + 2,...,12n} se tienen exactamente 4n parejas. En efecto,
no hay parejas de la forma (¢, dc) con d > 4 pues, si existiera, se tendria que dc >
4-(3n+1) = 12n+4 > 12n, lo cual es una contradiccién. Ademds, no hay elementos
de la forma (¢, 2¢) y (2¢, 4¢), pues habria un elemento de la forma (¢, dc) con d > 4.

Solucién del problema 17. Si existe. Basta construir la sucesién elemento por ele-
mento de forma que se cumplan dos cosas: 1) la suma de los primeros m térmi-
nos de la sucesién es un nimero primo y 2) cada término de la sucesién es ma-
yor que 1. Lo anterior siempre se puede hacer porque hay infinitos nimeros primos;
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asi, siempre se puede escoger a un nimero primo p,, que sea mayor que la suma
de los primeros m elementos mds uno, para cualquier entero positivo m; por tanto,
G = Pm — G0 — @1 — "+ — Gm—1 — L.

Abhora, las sumas de los elementos en los conjuntos de la particién deberdn ser nime-
ros primos relativos y mayores a 1, asi que no son divisibles entre si. En efecto, si la
suma de cada parte de la particién tuviera un primo comun como divisor, entonces la
suma de todos los elementos tendria ese mismo primo como divisor positivo, lo cual es
una contradiccién porque la suma de los elementos de cualquier conjunto de la forma
{a1,as9,...,a,} es un primo por construccién y todos los elementos de la sucesién
son mayores que 1.

Solucién del problema 18. Nos fijamos en la diagonal que va de la esquina superior
izquierda a la inferior derecha. Cada gusano pasa por, a lo mds, una casilla de esta
diagonal, asi que: m > n. Por otro lado, es fécil construir un ejemplo para n gusanos.
Una posibilidad es hacer que el i-ésimo gusano suba por la primera columna hasta la
1-ésima fila, que atraviese toda la fila hasta la n-ésima columna y que termine en la
casilla en la esquina superior derecha del tablero.

Solucién del problema 19. Supongamos que hay un conjunto S que cumple con las
condiciones del problema. Sean A, B y C tres puntos en .S. Por hipétesis, el circun-
centro O del tridngulo ABC estd en S. Ademds, se cumple que OA = OB = OC.
Ahora, el circuncentro de AOB también pertenece a S. Si el circuncentro anterior
lo denotamos con (), notemos que () es distinto de A, B y O, mds atin, cumple que
QRO = QA = @QB.Si Q = C, entonces A y B son las intersecciones de las cir-
cunferencias con centro en C'y con centro en O y radio C'O. En particular, ACO es
equildtero. Asi, basta con retomar los puntos A, By C por A, C'y O y repetir los
pasos para poder asegurar que () y C son distintos. Ahora, tomemos el circuncentro
de QAB. Este va a ser un punto R tal que RA = RQ) = RB. Si R es distinto de O,
tendremos que (), O y R son tres puntos en la mediatriz de AB, lo cual no es posible
porque los puntos en S estdn en posicién general; entonces, R tiene que ser O. Esto
implica que OA = OB = 0Q = QA = @QB. Por lo anterior, OQ B es equilatero. Si
X esel circuncentrode OQB y Y es el circuncentro de OX B, observemos que @), X,
Y son colineales (estdn en la mediatriz de OB). Entonces, no existe ningtin conjunto
S que cumpla lo que buscamos.

Solucién del problema 20. Si x = y = 0, tenemos por hipétesis que f(0) = f(f(0)).
Luego,conx = 0y y = f(0), tenemos que f(f(0)) — f(0) = —f(0)2. Pero, f(0) =
f(£(0)), entonces f(0)? = 0, por lo que f(0) = 0. Luego, con z = 0, vemos que
fy) = f(=y) = —yf(y), porloque (y + 1)f(y) = f(—y). Asi, si k = —y, entonces
f(k) = (—k + 1) f(—k). Ahora, como tenemos que f(—y) = (y + 1) f(y) para todo
niimero real y, entonces sustituimos y = k y obtenemos que f(—k) = (k+1) f (k). Por
tanto, para todo nimero real k, f(k) = (=k+1)f(—=k) = (—k+ 1)((k+ 1) f(k)) =
(1—k2)f(k), porlo que f(k) = (1 —k?)f(k) para todo nimero real k. Asi, si f(k) es
distinto de 0, entonces al dividir entre f(k) ala expresion anterior queda que 1 = 1—k?,
lo cual pasa si y solo si k = 0. En conclusion, si k es distinto de 0, f(k) = 0. Pero, ya
tenfamos que f(0) = 0; por lo tanto, f(x) = 0 para todo ndmero real x.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2018 No. 3.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de tu
revista. En esta ocasion, queremos agradecer y felicitar a Pablo Alhui Valeriano Quiroz
y Eric Ivdn Herndndez Palacios por ser autores del Problema 7; asi como a Bruno
Gutiérrez Chdvez, por ser autor del Problema 9; y nuevamente a Eric Ivdan Herndndez
Palacios, por ser autor del Problema 10.

Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogeran de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pafs.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucidén, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. jTe invitamos a intentarlo!

Problema 1. Sean z, y, 2 niimeros reales tales que 22 + y2 + 22 = 1. Demuestra que

(& —y)(y— =) — ) < %

Problema 2. Para un entero positivo a, se obtiene el entero a’ de la siguiente manera:
la escritura decimal de a’ es la inversa de la escritura decimal de a (es posible que
a’ empiece con un 0, pero no es posible para a). Por ejemplo, si a = 2370, entonces
a’ = 0732 = 732. Sea a; un entero positivo y {a, }»>1 la secuencia definida por a; y,
paran > 1, apy1 = ay + a,,. (Es posible que a7 sea primo?
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Problema 3. Un rectingulo R con lados enteros impares es dividido en pequefios
rectangulos con lados enteros. Prueba que existe al menos un rectdngulo, de entre estos
rectangulos mas pequefios, tal que la distancia de cada uno de sus lados al rectdngulo
‘R son todos enteros impares o son todos enteros pares.

Problema 4. Demuestra que el nimero 7(2*) 4+ 7(2") 4 1 tiene al menos 21 divisores
primos distintos.

Problema 5. Sea ABC D E un pentagono convexotal que AB = BC = CD, /EAB =
/BCDy /EDC = ZCBA. Demuestra que la perpendicular por £ a BC'y los seg-
mentos AC'y BD concurren.

Problema 6. Sean n un nimero compuestoy sean 1 < a; < ag < --- < ap < n todos
sus divisores positivos. Se sabe que a; + 1,a2 + 1, ..., ax + 1 son todos los divisores
positivos de algtin entero positivo m, excepto 1 y m. Encuentra todos los enteros n que
cumplen esto.

Problema 7. Sea ABC un tridngulo y sean D, E puntos en los lados AB y AC, respec-
tivamente, tales que BC' es paralela a DE. Sean {1 y {5 las mediatrices de AD y AF,
respectivamente y lldmese a su intersecciéon O. Denotemos con M a la interseccion de
{1 con DE y con N alade /5 con DE. Prueba que AO, BM y C'N concurren.

Problema 8. Sea p > 2 un niimero primo. Eduardo y Fernando juegan el siguiente
juego haciendo movimientos alternadamente: en cada movimiento el jugador en turno
escoge un indice del conjunto {0,1,...,p — 1} que no ha sido escogido por ninguno
de los dos jugadores con anterioridad y después escoge un elemento a; del conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Eduardo juega primero. El juego termina después de que
todos los indices {0,1,2,...,p — 1} han sido escogidos. Después se calcula el valor

de la suma
p—1
i=0

El objetivo de Eduardo es que la suma anterior sea divisible por p y el objetivo de
Fernando es lo contrario. Demuestra que Eduardo tiene estrategia ganadora.

Problema 9. Sea ABC un tridngulo que satisface que 3AB = BC + CA. Sean D, E
y F los puntos de tangencia del incirculo del tridngulo ABC' con los lados BC, C'A
y AB, respectivamente. Sea [ el incentro de ABC. Ademas, Py () son los puntos de
tangencia del A-excirculo con BC'y del B-excirculo con AC, respectivamente?®. Sean
X,Y y Z las intersecciones de AP con BD, Al con F'D y E'F con BI, respectiva-
mente. Demuestra que X, Y y Z son colineales.

Problema 10. Sea n un entero positivo y sea k el mayor entero tal que para cada primo
p que divide a 2" + 1, 2% divide a p — 1. Demuestra que 2* no divide a n.

ZPara la definicién de A-excirculo se puede consultar el articulo de este niimero.
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2017 No. 4.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 4, afio 2017. Aprovechamos para invitar a todos los lectores a
participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en los ndmeros
posteriores de la revista. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista aparecerdn
las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No. 1, afio
2018, por lo que atn tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Sean z, y niimeros reales diferentes de 0 tales que z° + y3 + 3z2y? =
23y, Determina todos los valores posibles de 2 + %

Solucién. Sea £ =  + 1. Observe que (z +y)* = 2® + 32%y + 3ay® + y° =
23y3 — 322y? + 3zy(z + y); es decir, (z + y)? — 23y® = 3ay(x + y) — 322y2. Asf,
(z+y—2y)(z+y)* + (z + y)zy + 2%y?) = 3zy(x + y — zy). Por tanto, se cumple
quexr+y—ay =00 (z+y)?+ (v + y)wy + 2?y*> = 3xy. El primer caso implica
que E = 1, lo cual se puede obtener con x = y = 2. Si se multiplica la segunda
igualdad por 2, se obtiene que 2(z + y)? + 2(x + y)zy + 22%y? — 62y = 0, esto es,
222 + dxy + 2y% + 222y + 22y? + 22%y? — 62y = 0, que es equivalente a la relacién
22(y + 1)+ y*(z + 1)? + (z — y)? = 0. Como z, y no pueden ser cero, entonces la

dltima igualdad solo es posible si x = y = —1. Para el caso anterior, & = —2, el cual
se puede obtener con x = y = —1. Por lo tanto, los tnicos valores posibles de £ son
-2yl

Problema 2. Dado un circulo con centro O y un punto exterior .S, sean Py () los puntos
de tangencia de las tangentes que pasan por S. La recta SO corta al circuloen Ay B
con B mads cerca de S. Sea X un punto interior del arco menor PB y sean C'y D las
intersecciones de QX y PX con OS, respectivamente. Prueba que Al_C + % = %.

Solucién. Extendamos el rayo PC para que interseque al arco 6/2?3 enY.
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Por simetria, los arcos BX y BY son congruentes, de maneraque ZCPB = /Y PB =
/BPX = /BPD. Luego, PB es la bisectriz del dngulo ZC'PD. Como ZAPB es
recto, P A es la bisectriz externa del dngulo ZC' P D y, por el teorema de la bisectriz (ca-
s0 interno y externo), tenemos que 2¢ = £¢ — 4¢ de donde £S = B2 Usando las

BD PD AD> AC — AD-
relaciones BC = AB— AC'y BD = AD — AB, obtenemos que ABA_CAC = AE,)L\_DAB-

Luego, 48 — 1 =1 — 48y, porlo tanto, AB(-5 + -15) = 2, que es equivalente a

lo que se queria demostrar.

Problema 3. Sea P(x) un polinomio de grado n con coeficientes reales que satisface
lo siguiente:

k
P(k) = Tl paracada k£ =0,1,...,n.

Encuentra el valor de P(m) para cada entero m > n.

Solucién. Notemos que la condicién dice que el polinomio Q(z) = (z + 1)P(x) — x
de grado n + 1 tiene como raices a los nimeros en el conjunto {0, 1,2, ...,n}, por lo
tanto el polinomio @Q(z) se puede factorizar de la siguiente manera

Q(z)=azx(x—1)(z—2) - (x —n).

Por otro lado, al sustituir z = —1 en la definicién de Q(z) se tiene que Q(—1) = 1;
combinando esto con la factorizacién obtenemos que 1 = a(—1)""*(n+1)!, de donde
n+41
se tiene que a = %, por lo tanto
(_ 1)n+1

(x+1)P(x) —z=Q(x) = z(x—1)(x—2)-- (x —n).

(n+1)!

1 m
Luego, se tiene que P(m) = —— | (=1)" " (m —n +m .
g q ()m+1<()( ]
Problema 4. Un examen tiene 5 preguntas de opcién multiple, cada una con 4 opciones.
Si 2000 estudiantes presentan el examen, encuentra el menor entero positivo n para el
cual es posible que, si se escogen n estudiantes al azar, existan siempre 4 de ellos de
manera que cualquier par de esos cuatro tenga a lo mds tres respuestas iguales.

Solucion. Cada examen lo podemos representar como (a1, ag, as, a4, as) donde cada
a; s un nimero entre 1 y 4 que corresponde a la respuesta escogida de la pregunta ;.
Ahora, para cada eleccidén de la respuesta a la primera pregunta, hay 256 posibles for-
mas de terminar el examen, de modo que por el principio de casillas (como 2000 =
256 - 7 + 192) hay al menos 8 alumnos que coincidieron en las dltimas 4 preguntas.
Ponemos a esos 8 alumnos aparte y repetimos el argumento con 1992 alumnos, encon-
trando 8 que coincideron en las tltimas 4 preguntas, los ponemos aparte y de los 1984
restantes hallamos 8 que coinciden en las tdltimas 4 preguntas.

Entre los 24 alumnos que se seleccionaron, si se toman 4 al azar, habra dos que coinci-
dan en las dltimas cuatro preguntas (y por tanto, en mas de tres preguntas), con lo cual
se demuestra que n > 25.
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Veamos que con n = 25 si es posible. Considera el conjunto de los exdmenes tales que
la suma aj + as + as + a4 + as es un miltiplo de 4. Observemos que si dos exdmenes
en ese conjunto contienen 4 respuestas en comun, la quinta también lo serd. Por tanto,
cuatro valores de a; determinan al quinto y hay 256 elementos del conjunto.

Lo anterior quiere decir también que dos elementos distintos del conjunto no pueden
tener mds de tres respuestas iguales en comun. Si escogemos 250 elementos del conjun-
to, y que cada uno de ellos haya sido entregado 8 veces, se consiguen 2000 exdmenes
y hay 8 grupos de alumnos. Si se escogen 25 resultados, como 25 = 3 - 8 + 1, por el
principio de las casillas debe haber 4 alumnos en un mismo grupo y estos cumplen lo
requerido, de manera que con n = 25 sf existe forma de lograrlo.

Problema 5. Determina el mayor entero positivo n tal que la suma
V1] + V2] + V3] + -+ [V

sea un nimero primo. (Nota: |z | denota el mayor entero que es menor o igual que z).

Solucién. Consideremos la sucesion infinita (a,,) de nimeros naturales, definida por
an = |y/n]. Es fécil ver que esta sucesion es no decreciente. Ademas,

k=V2<VkE2+1< - <VE2+2%k< VK2 +2k+1=Fk+1,

de modo que la sucesion contiene cada nimero natural k exactamente 2k + 1 veces.
Para cada ntimero natural n, sean s,, = Z?:l a; y k = |\/n]. Entonces, n = k? + ¢
paraalgin ¢ € {0,1,...,2k}. Luego, usando las relaciones 1+2+- - -+n = In(n+1)
y12+ 22+ ... 4 n? = in(n + 1)(2n + 1), obtenemos que

b1 k—1 k—1
sn=p i+ 1) FR(E+H1) =2 P+ i+ k(C+1)
i—1 =1 i=1
B DEZ L YRR | o DEZLED |y
_ (k—l)k3(2k— b k(kz— DV %(4’”1) k1),

Supongamos que k > 6y sea p un nimero primo tal que p | k.
Si p es primo relativo con 6, entonces 6p | (kK — 1)k(4k + 1) (pues p divide a k y 6
L . k—1)k(4k

divide a (k — 1)k(4k + 1)), de donde se sigue que p | %. Luego,p | sn 'y
$n > k(£ +1) > k > p, de donde s,, no es primo.

Ahora, si p = 2, entonces k = 2j para algin entero 5 > 3 (pues k > 6). Luego,
(k_l)k6(4k+1) = (2'7_1)§(8'7+1). Si j es par, entonces % es par y s, €s par.
Como 6 < k < sp, se sigue que s, no es primo. Si j es impar, entonces j tiene un
divisor primo impar q. Si ¢ # 3, entonces ¢ divide a W y, por ende, ¢ divide
a s,. Como g < j < k < sy, resulta que s, no es primo. Si ¢ = 3, entonces j = 3i
para algtin entero ¢ > 1 (pues j > 3). Luego, w = (60 —1)i(24i+ 1) y,
como ¢ > 1, existe un primo r que divide a ¢, de donde se sigue que 7 es divisor de
w y, por lo tanto, r es un divisor primo de s,,. Comor < i < j < k < sy,
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se sigue que s, no es primo.
Finalmente, si p = 3, entonces k = 37 para algin entero 7 > 2 (pues k > 6). Entonces,
(k_l)k6(4k+1) = (3'7_1)3512j+1). Si 7 es impar, entonces j tiene un divisor primo impar
q (pues 7 > 2) vy, por ende, ¢ es divisor de w (pues ¢ y 2 son primos
relativos). Asi, g es un divisor primo impar de s,,. Como ¢ < 7 < k < s,, se sigue
que sy, no es primo. Si j es par, entonces j = 2¢ para algin entero ¢ > 1 (pues j > 2).
Entonces, W = (6¢ — 1)i(24i + 1) y existe un primo r tal que r | i. Luego,
(3j*1)j2(12j+1)

r es un divisor primo de
se sigue que s, no es primo.

Esto muestra que s, no es primo si k > 6. Por lo tanto, &k = |\/n] < 6, de donde
n < (6 + 1)2 = 49. Si n = 48, entonces s43 = 203 = 7 - 29, que no es primo. Si
n = 47, entonces s47 = 197 que es primo. Asi, el mayor entero positivo n tal que s,
es primo, es 47.

y, por ende, de s,,. Como 7 < i < j < k < sp,

Problema 6. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo con AB # AC'. El incirculo w del
triangulo ABC' es tangente a los lados BC, CAy ABen D, E'y F, respectivamente.
La recta perpendicular a BC' desde C interseca a EF' en el punto M. De manera
similar, sea IV el punto de interseccién entre la perpendicular de BC' desde B con la
recta FF. Larecta DM interseca de nuevo a w en el punto P. Andlogamente, sea () el
segundo punto de interseccion de DN con w. Demuestra que DP = DQ.

Solucién. Sea S el punto de interseccién de E'F'y la altura del tridngulo A BC' desde A.

Dado que BN, AS 'y CM son paralelas, los tridngulos BN F'y ASF' son semejantes,

. . BN _ BF , AS _ AE
al igual que los tridngulos ASE'y CM E. Por lo tanto, = = 3% Y &7 = o5

T . . . BN _ BF AE
Al multiplicar las dos igualdades anteriores se obtiene que Z3; = 7% - & Por ser

tangentes a una circunferencia desde un mismo punto, se sabe que AE = AF, BF =
BDyCE = CD. Asi, g—]\]\; = g—g = g—g. Se sigue del criterio LAL que los tridngulos
BDN y CDM son semejantes. Por tanto, ZBDN = ZC DM. Dado que los dngulos
anteriores son seminscritos a w, se tiene que los arcos DQ y D P son iguales; es decir,

DP = DQ.

Problema 7. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que abc > 1. Demuestra que

1 1 1
a3+2b3+6+b3+2c3+6+c3+2a3+6

1
< Z.
-3
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Solucién. Observemos que por la desigualdad entre la media aritmética y la media
geométrica, a® + b3 + 1 > 3aby b + 1 + 1 > 3b. Entonces,

1 < 1
a3+2b34+6 — 3ab+3b+3°

1 1 1
ab+b+1 + be+c+1 + cata-+1 S L

Asi, basta demostrar que S =

Como abe > 1, entonces 7 Por lo tanto,

1 1
c+abc+ab S ab+b+1 y abc+ab+b S ab+b+1"°

1 ab b
Cab+b+1 +ab20+abc+ab+abc+ab+b
1 ab b ab+b+1

< + + = =
ab+b+1 ab+b+1 ab+b+1 ab+b+1

Problema 8. Sean w,, wp y w, tres circunferencias que son tangentes exteriormente
por pares. El tridngulo ABC contiene en su interior a w,, wy, Y w. de manera que BC
es tangente comun de wp y w,., C'A es tangente comun de w. y w,, AB es tangente
comin de w, y wp. Si los puntos de contacto de los pares de circunferencias (wp, w.),
(We,wa) Y (Wa,wp) son A’, B'y C’, respectivamente, demuestra que AA’, BB’y CC’
concurren.

Solucion. Sean O, Oy y O, los centros de las circunferencias w,, wp Y we, respectiva-
mente. Consideremos X el punto de interseccion de las tangentes comunes por B’ y C”
a los pares de circunferencias correspondientes. Como X B’ y X C’ son las tangentes
desde X a w, se tiene que X B’ = X (', de donde se tiene que /XC'B’ = /C'B'X.
Consideremos B” y C” (distintos de B’ y C") puntos sobre w,. y wp, respectivamente,
de manera que B’, B”,C" y C" son colineales.

B//
———

/

~J

AN

—_
Puesto que los dngulos seminscritos asociados a los arcos B’B" y C""C"’ son iguales,
los dngulos centrales asociados a estos mismos arcos coinciden, esto es, ZC'0,C" =
/B"0.B’, luego los tridngulos isésceles C'O,C" y B”O.B’ son semejantes, ademds
los lados C'C" y B”B’, son paralelos, esto implica que este par de tridngulos son
homotéticos con razén igual a la razén de los radios de las circunferencias wy y w,. Lo
anterior significa que estos tridngulos son homotéticos desde el centro de homotecia
externo de este par de circunferencias. Por tltimo, al ser BC' tangente comtin externa
awp Y we, el centro de homotecia externo de estas circunferencias estd sobre BC, esto
junto con lo anterior implican que BC'y B’C” se intersecan en el centro de homotecia
externo de las circunferencias wyp y we.
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. = *c

De manera andloga se puede concluir que C’' A’ interseca a C'A en el centro de homo-
tecia externo de w. y wy, asi como que A’ B’ interseca a AB en el centro de homotecia
externo de w, y wp. Aplicando el teorema de Menelao al tridngulo O,0,O,. con los
centros de homotecia externos, se concluye que estos tres son puntos colineales, lo
cual implica que ABC'y A’B’C’ son tridngulos en perspectiva desde una recta. Por
el teorema de Desargues, lo anterior nos dice que ABC' 'y A’B’C’ también estdn en
perspectiva desde un punto, que es lo que se queria demostrar.

Problema 9. En una ciudad con n personas se sabe que si dos personas se conocen,
entonces no tienen a ningtin conocido en comun. También se sabe que si dos perso-
nas no se conocen, entonces esas dos personas tienen exactamente dos conocidos en
comun. Demuestra que hay un nimero & fijo tal que cada persona en la ciudad conoce
a exactamente k personas.

Solucién. Supongamos que A y B son personas que se conocen y denotemos por M 4 'y
M p los conjuntos de conocidos por A 'y B, respectivamente. Por hipétesis M4NMp =
(), ademés si X € Mp — {A}, como X no conoce a A (y no es A), se debe de cumplir
que X y A tienen exactamente dos conocidos, uno es By el otro es un dnico X 4 que
es conocido de A, por lo tanto a cada X € Mp — {A} se le asocia un tinico X 4 en
M4 — {B}; de manera andloga a cada persona en M4 — {B} se le asocia una dnica
personaen Mp — {A}. Lo anterior implica que hay una biyeccién entre Mp — {A} y
My — {B}, lo cual quiere decir que la cantidad de personas que conoce A es igual a
la cantidad de personas que conoce B.

Problema 10. Sea GG una gréfica con n > 4 vértices y m aristas. Demuestra que si

m > n(Van—3+1) V4"4_3+1), entonces G contiene un 4-ciclo, esto es, un ciclo de longitud 4.

Solucion. Contemos el nimero de ternas (v, a, b) tales que v es un vértice adyacente
a los vértices a, b. Si d(v) es el grado de v, entonces hay d(v)(d(v) — 1) ternas que
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inician con v. Entonces, el nimero de ternas es la suma de estos numeros corriendo

sobre todos los vértices.

Como la suma de todos los grados es 2m y xz(x — 1) es una funcién convexa, apli-

camos la desigualdad de Jensen y obtenemos que la cantidad de ternas es al menos
2m 2m _ 2m : : :

n-(22) (22 —1) = 2m (%2 — 1). Si no existen 4-ciclos, para cada a, b solo puede

haber un v adyacente cuando mucho y, por tanto, hay a lo mds n(n — 1) ternas de este
estilo. De este modo, si

2m <27m —1) >n(n—1),

necesariamente habrd un 4-ciclo, es decir, si 4m? —2nm —n2(n —1) > 0, que podemos
considerar como un polinomio cuadritico en m y que tendrd valor positivo cuando
m sea mayor que las dos raices, lo cual, por la férmula cuadratica, sucede cuando

n(v/4n—3+1)
m > f.



Competencia Internacional de
Matematicas 2017 (Nivel
Elemental)

Este afio celebramos el segundo concurso nacional de la Olimpiada Mexicana de Ma-
tematicas de Educacién Béasica (OMMEB) que se llevé a cabo a principios de junio
en Mérida, Yucatdn. Tenemos ya la segunda pre-seleccion rumbo a la Competencia In-
ternacional de Matemdticas (IMC) que nace de la OMMEB, hecha a la medida. Para
seguir practicando, presentamos aqui los enunciados y las soluciones de la prueba indi-
vidual en el nivel elemental (primaria) de la InIMC 2017, que se celebré en Locknow,
India. En esa ocasién, México particip6 con dos equipos de nivel secundaria y con un
equipo de primaria, obteniendo cuatro medallas de plata, cinco medallas de bronce y
tres menciones honorificas en las pruebas individuales. En las pruebas por equipos, se
obtuvieron dos medallas de plata. En el equipo de primaria, Jacobo de Juan Millén
(Yucatan) y Luis Alejandro Alcaraz Orozco (Chihuahua) obtuvieron medalla de plata,
Luis Eduardo Martinez Aguirre (Nuevo Ledn) obtuvo medalla de bronce y Fernando
Alvarez Ruiz (Nuevo Le6n) obtuvo mencién honorifica.

Estos problemas estdn por encima del nivel necesario para ganar en una OMMEB,
pero pueden ayudarte a dar una idea. A partir de lo que hemos visto en las primeras
ediciones de la OMMESB, los consejos son simples: administra muy bien tu tiempo y
valen mucho mds un par de problemas bien resueltos que un montén de problemas con
dudas. Por lo que hemos visto en los cortes de las dos primeras OMMEB, sacar la mitad
de los puntos es suficiente -y en general mds- para asegurar Plata y pre-seleccion; pero
es importante notar que las personas con mds experiencia, preparacion y con la meta
clara de ir a la Competencia Internacional obtienen mucho mds que eso.

La IMC, al igual que la OMMEB, es muy estricta en cuanto a la presentacion de las
respuestas: para que sean tomadas en cuenta, deben estar escritas en la seccion de la
hoja marcada especificamente para que se escriba ahf la respuesta; para los problemas
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con solucidn, debe estar escrita necesariamente en una pagina, pues no se calificard
mds que eso. Si tu respuesta estd correcta pero escrita en otro lugar de la hoja o tu
solucién tom6 mds de una pagina, simplemente no se tomara en cuenta. Como ademas
no es posible hacer preguntas durante las pruebas, esto exige mucha responsabilidad
de parte de los organizadores.

La prueba individual de la EMIC (Elementary Mathematics International Contest) con-
siste de 15 preguntas en el que se requiere que las respuestas sean solo nimeros (nada
de andar tratando de explicar o poner anotaciones). Son 90 minutos, cada problema
vale 10 puntos y no hay puntos parciales. Como verds, la mayoria de los problemas son
retadores pero no exageradamente complicados; este tipo de problemas normalmen-
te requieren algin pequefio truco, teoremita o simplemente mucha rapidez para hacer
cuentas. Sin embargo, considera que estos problemas son para estudiantes de primaria
y que los presentan en condiciones de extrema presion - para el caso de los mexicanos,
normalmente es en un pais muy lejos de casa, donde no entienden nada de lo que dicen
las demads personas.

Examen Individual, Nivel Elemental (Primaria)

Problema 1. La suma de los reciprocos de tres enteros positivos es 1. Sabemos que uno
de ellos es multiplo de 2 y que otro es miltiplo de 3. El cociente de dividir el multiplo
de 2 entre 2 se suma al cociente de dividir el multiplo de 3 entre 3. ;Cudl es la mdxima
suma que podria obtenerse?

Problema 2. Weni corta una barra de pan en 10 rebanadas paralelas del mismo grosor,
pero deja la barra pegada. Lia y Anggi encuentran la misma barra de pan y hacen lo
mismo, pero con 15 y 18 rebanadas, respectivamente. Los cortes de todos son paralelos.
Luego la barra de pan se separa en rebanadas. ;Cudntas rebanadas habrd en total al
final?

Problema 3. El rectdngulo ABCD tiene drea 2016 cm?. El punto £ en C'D y el punto
F en AB cumplen que EF' y AD son paralelas. La distancia del punto X hasta C'D
es el doble de la distancia de X hasta AB. La distancia del punto Y hasta AB es el
doble de la distancia de Y hasta C'D. La distancia del punto Z hasta AB es el doble
de la distancia de Z hasta C'D. La distancia del punto Y hasta EF es el doble de la
distancia de Y hasta BC. La distancia del punto Z hasta F'F es el doble de la distancia

de Z hasta AD. Encuentra el 4rea del tridangulo XY Z en cm?.

A L B

X

ZAQY

F,
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Problema 4. Dos jugadores A 'y B empiezan con 50 d6lares cada uno. Por turnos jue-
gan lanzando una moneda. Cuando cae “dguila”, el rival debe pagar 4 délares. Cuando
cae “sol”, se deben pagar 3 ddlares al rival. Después de que cada uno lanza la moneda
10 veces, el jugador A tiene 42 délares mds que el jugador B. Si el jugador A obtuvo
dguila 6 veces, ;cudntas veces obtuvo dguila el jugador B?

Problema 5. En el tridngulo ABC, /A = 2/B, C'D biseca el dangulo ZACB, AC' =
11 cmy AD = 2 cm. Halla la medida de BC' en centimetros.

c

Problema 6. Burton calcula el minimo comun multiplo de los primeros n enteros posi-
tivos. Vargas hace el mismo célculo, pero incluye los siguientes cuatro enteros positivos
de la lista de Burton. Si ambos obtienen la misma respuesta, ;cudl es el menor valor
posible del mayor nimero en la lista de Burton?

Problema 7. La figura muestra ocho tridngulos rectangulos is6sceles acomodados alre-
dedor de un punto. La hipotenusa de cada tridngulo coincide con el cateto del tridngulo
que estd pegado a él. Si el drea total de los ocho tridngulos juntos es 637.5 cm?, en-
cuentra el 4rea del tridngulo sombreado (en cm?).

Problema 8. Mary escribe 2017 el primer dia. Cada dia que sigue ella escribe la su-
ma de los cubos de los digitos del nimero que escribi6 el dia anterior. ;Qué nimero
escribird Mary el dfa 2017?

Problema 9. ;Cudntos nimeros de 4 cifras hay tales que la suma de las primeras tres
cifras es 20 y la suma de las tltimas tres cifras es 177
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Problema 10. ;De cudntas formas se pueden acomodar los nimeros 1,2, 3,4,5,6 en
un renglén de forma que la resta entre cada pareja de nimeros adyacentes no sea 37

Problema 11. En la figura, el cuadrito del centro del renglén superior de un rectdngulo
de 4 x 5 estd sombreado. ;Cudntos rectdngulos hay formados por algunos de esos 20
cuadrados que contengan al cuadrito sombreado?

Problema 12. Angus escribe todos los niimeros impares positivos del 1 al 2017. Luego
borra todos los digitos pares. ;Cudntos digitos quedan?

Problema 13. Un nimero de 2017 cifras empieza con el digito 3. Todos los nimeros
de dos cifras formados por cifras adyacentes en ese niimero son multiplos de 17 o
bien multiplos de 23. Sabemos que hay exactamente dos niimeros que cumplen las
condiciones anteriores. ;Cudl es la diferencia positiva de ambos nimeros?

Problema 14. Los cuadrados ABCD y DEFG cumplen que el punto E estd en la
extension de BC'. El punto M es punto medio de AG y DN mide el doble de GN. Si

el drea del tridngulo DCE es 14 cm?, encuentra el drea del triangulo M DN en cm?.

T~

E

Problema 15. La figura muestra una cuadricula de 7 x 7 con 17 cuadritos negros y
32 cuadritos blancos. Elige cualquier pareja de cuadritos, el primero negro y el otro
blanco, que no tengan puntos en comun. ;Cudntas parejas diferentes hay?
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Soluciones del Examen Individual

Solucién del Problema 1. La respuesta es 4. El entero 1 puede expresarse como suma
de reciprocos de tres enteros positivos de tres maneras distintas: % + % + % = % + % +
1=35tstg La primera no sirve porque ninguno de los enteros es multiplo de 2 y la
segunda tampoco sirve porque ninguno es multiplo de 3. En la tercera tenemos varios

casos posibles:

a) Si el numero divisible entre 3 es 6, entonces el divisible entre 2 es 2; tenemos la
suma g + % = 3.

b) Si el nimero divisible entre 3 es 3 y el divisible entre 2 es 2, tenemos la suma
3.2
3+35=2
37172

c¢) Si el nimero divisible entre 3 es 3 pero el divisible entre 2 es 6, tenemos la suma
3.6
s+5 =4
37T 2

Solucién del Problema 2. La respuesta es 34. El minimo comdn mdltiplo de 10, 15y
18 es 90. Tomamos una pieza de pan de 90 unidades. Weni hizo 9 cortes, Lia hizo 14
y Anggi 17. Si estos cortes no coinciden, entonces la cantidad de piezas es 9 + 14 +
17 4+ 1 = 41. Sin embargo, veamos que Weni hizo un corte cada 9 unidades, Lia hizo
un corte cada 6 unidades y Anggi cada 5 unidades. Entonces los cortes de Weni y Lia
coinciden en 18, 36, 54 y 72 unidades; los cortes de Lia y Anggi coinciden en 30 y
60 unidades; los cortes de Anggi y Weni coinciden en la marca de las 45 unidades; y
observa que, por la manera en que medimos el pan, no hay un lugar donde coincidan
los tres cortes (pues el primero serfa precisamente 90). Entonces, la cantidad de piezas
esdl —(4+2+1) =34

Solucién del Problema 3. La respuesta es 224 cm?. La base Y Z mide %AB mientras
que la altura de X a YZ mide %AD. Por lo tanto, el area del tridngulo XY Z es

3 X 2% £ x2016 = 224 cm?.

Solucién del Problema 4. La respuesta es 3. Luego de 10 lanzamientos, A tiene
100142 — 71 d6lares y B tiene 12942 = 29 délares. Sabemos que los lanzamien-
tos de A cayeron seis veces aguila, de modo que B pierde 6 x 4 — 4 x 3 = 12 ddlares
de esa manera. Dado que B pierde 50 — 29 = 21 ddlares en total, 21 — 12 = 9 d6lares
los perdi6 en sus propios lanzamientos. Si los lanzamientos de B no caen nunca dguila,
sus pérdidas hubieran sido 30 ddlares, que son 21 mas de lo que ocurrié. Cambiando

un aguila por sol representa una ganancia de 7 délares. Luego, B saco % = 3 4guilas.

Solucién del Problema 5. La respuesta es 13 cm. Dado que ZA = 2/B, entonces
BC > AD. Tomamos un punto E sobre el lado BC tal que EC' = AC'y trazamos
DE. Observa que los tridngulos CED y C'AD son congruentes, de modo que ED =
AD.
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c

&

A D B

Como /BDE = L/CED — /DBE = LA — /B = /B, entonces tenemos que
BE = DFE.Porlotanto, BC = BE+CE=DE+CA=AD+AC =2+11=13.

Solucién del Problema 6. La respuesta es 32. Si uno de nuestros cuatro nimeros adi-
cionales tiene un primo nuevo o un primo viejo elevado a una potencia mayor, eso va
a hacer que el mfnimo comtn muiltiplo aumente. Nuestro primer candidato es 23, pues
24, 25, 26 y 27 no son primos. Sin embargo, tanto 25 = 52 como 27 = 33 causan pro-
blemas. El siguiente candidato es 31, pero 32 = 2° causa problemas. Luego, el primero
que funciona es 32, pues los nimeros 33, 34, 35 y 36 no causan problemas.

Solucién del Problema 7. La respuesta es 40 cm?. Como son tridngulos rectdngulos
isésceles, cada uno de los tridngulos puede dividirse en dos tridngulos iguales entre
si e iguales al anterior si trazamos la altura-mediana desde el vértice opuesto al lado
mayor. Supongamos que el drea del tridngulo mds pequefio es 1. Entonces, las dreas
de los siguientes rectdngulos son 2, 4, 8, 16, 32, 64 y 128, respectivamente; 255 en

total. Luego, el drea sombreada representa 21565 del total, que es 637.5 cm?, es decir
637.5x16 _ 4() o2
255 :

Solucién del Problema 8. La respuesta es 217. En el segundo dia, Mary escribi6 23 +
02 + 13 + 73 = 352. En el tercer dia escribié 3% + 5% 4+ 23 = 160. En el cuarto dia
escribié 1% + 63 4 03 = 217. Como la suma de los cubos de los digitos de 2017 es
la misma que la de 217, tenemos un ciclo de longitud 3 y todos los dias maltiplo de 3
escribe el 160. Como 2016 es multiplo de 3, en el dia 2017 escribe el 217.

Solucién del Problema 9. La respuesta es 35. Como los dos digitos de en medio se
repiten en ambos casos, sabemos que el primer nimero es 3 unidades mayor que el
ultimo; ademas, si definimos la suma de los dos de en medio, los otros dos deben estar
definidos. Lo mds que pueden sumar los dos de en medio es 17 (si el dltimo es 0) y
lo menos que pueden sumar es 11 (si el primero es 9). Entonces, los dos de en medio
pueden sumar 11,12, ...,17. Si tomamos en cuenta que son digitos, hay 8 parejas que
suman 11; 7 parejas que suman 12 y asi, hasta 2 parejas que suman 17. En total son
8+ 7+6+5+4+ 3+ 2 = 35 parejas y, por lo tanto, 35 niimeros de 4 digitos que
cumplen las condiciones.
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Solucién del Problema 10. La respuesta es 240. Los dos niimeros en cada una de las
parejas (1,4), (2,5) y (3,6) no pueden quedar adyacentes. Luego, tenemos cinco pa-
trones bésicos: ABACBC, ABCABC, ABCACB, ABCBAC, ABCBC A, donde
dos letras iguales representan los nimeros de una misma pareja. Para elegir qué nime-
ro es A tenemos 6 opciones, para elegir qué nimero es B tenemos 4 opciones y, para
elegir qué nimero es C, quedan 2 opciones. (Otra manera de resolverlo es pensar que
son 3 opciones de pareja para A, 2 opciones para B y una opcidn para C, y que cada
pareja todavia tiene 2 opciones para acomodarse). En total son 5 X 6 x 4 x 2 = 240
maneras posibles.

Solucién del Problema 11. La respuesta es 36. Vamos a numerar las lineas de la
cuadricula de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha. Las lineas verticales son
H1, H2, H3, H4, H5, y las verticales son V1, V2 ... V6. Observa que nuestro
rectdngulo siempre debe incluir H 1. La otra linea horizontal puede ser cualquiera de
H2, H3, H4 o Hb5, son 4 opciones. Ahora, podemos hacer parejas de lineas verticales
tomando alguna de V1, V2 o V3 y alguna de V4, V5 o V6; son 3 X 3 = 9 parejas
posibles. Una vez que elegimos nuestras 3 lineas, el rectingulo queda determinado de
manera Unica. Entonces tenemos 4 x 9 = 36 rectangulos posibles.

Solucién del Problema 12. La respuesta es 2513. Al principio tenemos 5 niimeros de
un digito, 45 niimeros de 2 digitos, 450 de 3 digitos y 509 nimeros de 4 digitos. Es
decir, tenemos 5 + 90 + 1350 + 2036 = 3481 digitos en total. Vamos a contar los
digitos pares segun la posicion y luego los restamos.

(i) Como todos los nimeros son impares, no hay ningin digito par en las unidades.
(i1) De los ntimeros del 10 al 2009, la mitad tiene un digito par en las decenas. Son
2000 ndmeros, de los cuales 1000 nimeros son impares; luego, son 500 digitos menos
(contamos hasta el 2009 porque ninguno desde 2010 y hasta 2017 cumple).

(iii) De los ntimeros del 100 al 1899, la mitad tiene un digito par en las centenas. Son
1800 nimeros, de los cuales 900 son impares; luego, son 450 digitos menos. Del 1900
al 1999 ninguno tiene digito par en las centenas pero del 2000 al 2017 todos lo tienen.
Son 459 digitos menos.

(iv) En las unidades de millar, los nimeros 2001, 2003, . . ., 2017 son los tnicos impa-
res que tienen digito par. Son 9 digitos menos.

Tenemos entonces 3481 — 500 — 249 — 9 = 2513 digitos restantes.

Solucién del Problema 13. La respuesta es 717. Los muiltiplos de 17 menores que 100
son 17, 34, 51, 68 y 85. Los multiplos de 23 menores que 100 son 23, 46, 69 y 92.
Observa que para cada digito del 1 al 9 existe un multiplo que termina en ese digito
o empieza en ese digito, con la excepcion del 7 (no hay ningin 70) y del 6 (hay dos
60). Esto nos dice varias cosas: (1) si el 17 aparece en la lista, debe ser el nimero
final; (2) para cada digito excepto el 6, existe una tinica manera de continuar la lista.
Sin embargo, si usamos 68 en lugar de 69, estamos obligados a seguir con 85, 51,
17. Es decir, la cadena 68517 solo puede usarse al final, por (1). Sabiendo que la lista
empieza en 3 y usando lo anterior, el nimero empieza 34, 46, 69, 92, 23, es decir, el
bloque 34692 se repite (a) hasta terminar el nimero, (b) todo el nimero excepto al
final. Como es un bloque de 5 digitos, sabemos que los primeros 2010 digitos de los
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dos nimeros posibles son iguales, de modo que tinicamente nos importan los dltimos
7. Uno de los nimeros termina en 3469234, mientras que el otro cambia en el digito
6, es decir, 3468517, exactamente 7 digitos. La diferencia entre ellos es simplemente
3469234 — 3468517 = 717.

Solucién del Problema 14. La respuesta es % cm?. Extendamos el segmento AD has-
ta un punto H tal que G H sea perpendiculara AH. Como E estd sobre la prolongacion

de BC, tenemos que ZECD = 90° = ZGHD.
M

E

Observaque /GDH+ /HDFE =90° = ZHDFE+ ZEDC, de modo que /GDH =
ZEDC. Como tenemos también que GD = ED, entonces los tridngulos GHD y
ECD son congruentes. Luego, GH = C'E 'y, por lo tanto, la distancia de G a AD es
iguala C'E. Asf, los tridngulos ADG y C' DE tienen la misma drea. Se sigue que el drea
del tridgngulo DM G es 14 x 1+ = 7 cm? y el drea del tridngulo MDN es 7 x 2 = 1
cm?.

Solucién del Problema 15. La respuesta es 464. Hay 32 x 17 = 544 parejas de cua-
drados de distinto color. Vamos a eliminar aquellas que comparten vértice fijindonos
en la posicién del cuadrado negro.

(i) Cada uno de los 4 cuadrados negros de las esquinas comparte puntos con 2 cuadra-
dos blancos. Son 4 x 2 = 8 parejas menos.

(i1) Cada uno de los 4 cuadrados negros de las orillas del tablero comparte puntos con
5 cuadrados blancos. Son 4 x 4 = 20 parejas menos.

(iii) El cuadrado negro central comparte puntos con 4 cuadrados blancos. Son 4 parejas
menos.

(iv) Cada uno de los restantes 8 cuadrados negros dentro del tablero comparte puntos
con 6 cuadrados blancos. Son 8 x 6 = 48 parejas menos.

Luego, el total de parejas buscadas es 544 — 8 — 20 — 4 — 48 = 464.
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XX Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Cari-
be

Del 18 al 22 de junio de 2018 se llevé a cabo la XX Olimpiada Matemética de Cen-
troamérica y el Caribe en la Habana, Cuba. La delegacién mexicana estuvo integrada
por los alumnos Katia Garcifa Orozco (Chihuahua), Tom4s Francisco Cantd Rodriguez
(Ciudad de México), Dario Hinojosa Delgadillo (Nuevo Leén) y Diego Alfonso Villa-
rreal Grimaldo (Nuevo Le6n). Los profesores que acompaiiaron a la delegacién fueron
José Antonio Gomez Ortega (lider) y Leonardo Ariel Garcia Moran (tutor).

Meéxico ocup6 el primer lugar general por paises en el evento de un total de 12 paises,
quedando por encima de El Salvador, Colombia y Cuba, entre otros. Tomds y Diego
obtuvieron medalla de oro, mientras que Dario y Katia obtuvieron medalla de plata.
Todos ellos estudiantes de secundaria.

A continuacidn, presentamos los problemas de la XX Olimpiada Matemadtica de Cen-
troamérica y El Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para
resolverlos.

Problema 1. Se tienen 2018 tarjetas numeradas desde 1 hasta 2018. Los nimeros de
las tarjetas son visibles todo el tiempo. Tito y Pepe juegan tomando una tarjeta en cada
turno hasta que se acaben, empezando por Tito. Cuando terminan de tomar todas las
tarjetas, cada uno suma los nimeros de sus tarjetas, y aquel que obtenga como resultado
un nimero par gana el juego. Determine cudl jugador tiene una estrategia ganadora y
explique por qué funciona.

Nota: Un jugador tiene una estrategia ganadora si sabe en cada turno como jugar para
lograr la victoria, sin importar cémo juegue el otro jugador.
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Problema 2. Sea ABC' un tridngulo inscrito en la circunferencia w de centro O. Sean
T el punto diametralmente opuesto a C'y T” la reflexion de T con respecto a la recta
AB. Larecta BT interseca a w en un segundo punto R. La recta perpendicular a TC'
que pasa por O interseca a la recta AC en L. Sea N el punto de interseccién de las
rectas TRy AC. Pruebe que CN = 2AL.

Problema 3. Sean z, y nimeros reales tales que los tres nimeros

2_,2 .3_ .3
rT—yY, -y, oY
son positivos y nimeros primos. Demuestre que z — y = 3.

Problema 4. Determine todas las ternas (p, ¢, ) de enteros positivos, donde p y ¢ son
nimeros primos, tales que:

2 2
-5
0T
p*—1
Problema 5. Sea n un ndmero entero tal que 1 < n < 2018.Paracadai =1,2,...,n

se define el polinomio:
Si(x) = 2% — 2018z + ¢;

donde ¢1, ¢, ..., ¢, son enteros positivos distintos. Si el polinomio S; () + Sa(x) +
-+ -+ Sy (x) tiene al menos una raiz entera, demuestre que al menos uno de los nimeros
l1,0s,...,¢, es mayor o igual que 2018.

Problema 6. En La Habana se realiza un baile con 2018 parejas. Para el baile, se
dispone de una circunferencia donde inicialmente se marcan 2018 puntos distintos,
etiquetados con los nimeros 0, 1, ..., 2017. Las parejas son ubicadas sobre los puntos
marcados, una en cada punto. Para ¢ > 1, se define s; como el residuo (resto) de dividir
¢ entre 2018 y r; como el residuo de dividir 2¢ entre 2018. El baile comienza en el
minuto 0. En el i-ésimo minuto después de iniciado el baile (¢ > 1), la pareja ubicada
en el punto s; (si la hay) se mueve al punto r;, la pareja que ocupaba el punto r; (si la
hay) se retira, y el baile contintia con las parejas restantes. El baile termina después de
20182 minutos. Determine cudntas parejas quedardn al terminar el baile.

Nota: Si en el minuto 7, s; = r;, la pareja que estd en s; (si la hay) se mantiene en su
lugar y no sale del baile.

592 Olimpiada Internacional de Matematicas

Del 3 al 14 de julio de 2018 se llevé a cabo la 59% Olimpiada Internacional de Ma-
temdticas en la ciudad de Cluj-Napoca, Rumania. La delegacién mexicana estuvo in-
tegrada por los alumnos Victor Antonio Dominguez Silva (Nuevo Ledn), Eric Ivan
Herndndez Palacios (Nuevo Le6n), Isaac Jair Jiménez Uribe (Sinaloa), Alfredo Alef
Pineda Reyes (Estado de México), Oriol Andreu Solé Pi (Ciudad de México) y Pablo
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Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo Ledn). Los profesores que acompafiaron a la delega-
ci6én fueron Marco Antonio Figueroa Ibarra (lider), Daniel Perales Anaya (tutor) y Luis
Eduardo Garcia Hernandez (observador).

En esta ocasion, Victor Antonio obtuvo medalla de plata; Oriol, Isaac, Pablo y Alfredo
obtuvieron medalla de bronce y Eric obtuvo mencidn honorifica. México quedé en el
lugar 36 de 107 paises participantes.

A continuacién presentamos los problemas de la 59 Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Sea I' la circunferencia circunscrita al tridngulo acutdngulo ABC'. Los
puntos D y E estdn en los segmentos AB y AC, respectivamente, y son tales que
AD = AE. Las mediatrices de BD y C'E cortan a los arcos menores AB y AC deT
en los puntos F'y G, respectivamente. Demostrar que las rectas DE y F'G son parale-
las (o son la misma recta).

(Problema sugerido por Grecia)

Problema 2. Hallar todos los enteros n > 3 para los que existen nimeros reales
a1,Qz2,...,0n 2, tales que a, 11 = a1y appo = az,y

a;a;r1+1=a;2

parai=1,2,....n

(Problema sugerido por Eslovaquia)

Problema 3. Un tridngulo anti-Pascal es una disposicién de nimeros en forma de
tridngulo equildtero de tal manera que cada nimero, excepto los de la dltima fila, es el
valor absoluto de la diferencia de los dos nimeros que estdn inmediatamente debajo de
él. Por ejemplo, la siguiente disposicién es un tridngulo anti-Pascal con cuatro filas que
contiene todos los enteros desde 1 hasta 10.

8 3 10 9

Determinar si existe un tridngulo anti-Pascal con 2018 filas que contenga todos los en-
teros desde 1 hasta 1 + 2 4 --- 4- 2018.
(Problema sugerido por Irdn)

Problema 4. Un lugar es un punto (x,y) en el plano tal que x, y son ambos enteros
positivos menores o iguales que 20.
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Al comienzo, cada uno de los 400 lugares estd vacio. Ana y Beto colocan piedras al-
ternadamente, comenzando con Ana. En su turno, Ana coloca una nueva piedra roja en
un lugar vacio tal que la distancia entre cualesquiera dos lugares ocupados por piedras
rojas es distinto de v/5. En su turno, Beto coloca una nueva piedra azul en cualquier
lugar vacio. (Un lugar ocupado por una piedra azul puede estar a cualquier distancia de
cualquier otro lugar ocupado). Ellos paran cuando alguno de los dos no pueda colocar
una piedra.
Hallar el mayor K tal que Ana pueda asegurarse de colocar al menos K piedras rojas,
sin importar cdmo Beto coloque sus piedras azules.

(Problema sugerido por Armenia)

Problema 5. Sea aj,as, ... una sucesion infinita de enteros positivos. Supongamos
que existe un entero N > 1 tal que para cadan > N el nimero
An—1 2%

ay az
az  ag Qn ai

es entero. Demostrar que existe un entero positivo M tal que a,, = a,,+1 para todo
m > M.
(Problema sugerido por Mongolia)

Problema 6. Un cuadrildtero convexo ABC D satisface AB - CD = BC - DA. El
punto X en el interior de ABC'D es tal que

LXAB=/XCD y /ZXBC=/ZXDA.

Demostrar que Z/ZBX A + ZDXC = 180°.

(Problema sugerido por Polonia)
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XX Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Cari-
be

A continuacién presentamos las soluciones de la XX Olimpiada Matemética de Cen-
troamérica y El Caribe.

Solucién del problema 1. (Solucién de Katia Garcia Orozco). Gana el que tenga una
cantidad par de cartas impares. La estrategia ganadora es del primer jugador y es asi:
El primer jugador toma una tarjeta par. No importa cudl tome el segundo, el primero
tomard una de la misma paridad de esta. Hacemos esto hasta que el segundo jugador
tome la dltima tarjeta impar de la mesa. Serd el segundo jugador el que la tome, pues el
primero lo estd imitando. De esta forma nos aseguramos que el segundo jugador tenga
una tarjeta mds que el primero con un nimero impar y, a partir de entonces, ambos
jugadores toman puras tarjetas pares. Por lo tanto, como hay 1009 tarjetas de niimero
impar, el primero tendrfa 12%=1 = 1908 — 504 y ¢l segundo tendrfa 505 ya que tiene
una mds. Asi, el primero tiene una suma par de sus tarjetas impares independientemente
de cudles haya tomado el segundo. Como las demds tarjetas son pares, su suma total
serd par.

Solucion del problema 2. (Solucion de Dario Hinojosa Delgadillo). Sea M la in-
terseccion de AB y TT'. Sea ZACT = «. Como OA = OC por ser centro O,
entonces LZACT = LZACO = ZCAO = «. Como abren el arco ﬁ, LACT =
ZABT. Como MT = MT’, entonces /TMB = /T'MB = 90° y comparten
M B, los tridngulos BMT y BMT' son congruentes por el criterio LAL. Por lo tanto,
/ABT = /BMT = /MBT' = «, de donde /TBR = 2a, lo cual implica que
ZRBC = 90° — 2ay, por lo tanto, ZRT'C' = 90° — 2.
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En el tridngulo ALO tenemos que /LAO = o, ZALO = Z/LOC+/Z0CL = 90° 4+«
y, por lo tanto, ZAOL = 180° — o — (90° + «) = 90° — 2a.. Ahora, en el tridngulo
CNT tenemosque ZNCT = LZACT = ay ZNTC = ZRTC = 90°—2q. Entonces
entre estos dos tridngulos tenemos que ZNTC = LAOL 'y LZLAO = ZNCP, lo
cual implica que los tridngulos ALO y CNT son semejantes, de donde se sigue que
AL = 49 = 1 yaque CT es didmetro y AO es radio. Por lo tanto, 2AL = CN,

CN crT
como queriamos demostrar.

Solucion del problema 3. (Solucion de Diego Alfonso Villarreal Grimaldo). Sean
p, q y v nimeros primos positivos talesque z —y = p, 2> —y? = qyz3 —y3 =7r
para ciertos nimeros reales z, y, z. Claramente, % = x4y y esto implica que p + % =

2 2
(x —y) + (x +y) = 2z, esto es, ij'q = 2z. Por lo tanto, z = pzzq_ Seai =p? +q.
. . 2
Si i es impar, entonces y =x —p = 55 —p = “;pp con j = i — 2p? impar. Luego,

2 sy 52

1“4+
o~y = (z - y)(@® + 2y +y?) ZP(T) =
Tenemos entonces que i2 + ij + j2 = 4pr, lo cual implica que i 4 ij + j2 es par, lo
que es una contradiccion ya que ¢, j son impares. Por lo tanto, i es par, esto es, i = 2a
para algtin entero positivo a. Se sigue que j = i — 2p? también es par, esto es, j = 2b

para algiin entero positivo b. Por lo tanto, z — y = %% = p, de donde @ — b = p?. En

particular, p | (a — b). ’

Por otro lado, sustituyendo z = £,y = % en la relacion p(2? + xy + y?) = r,
a’+ab+b?
p2
también divide a a? + ab + b*. Como p divide a (a — b)? (pues p divide a a — b), se
sigue que p divide a la diferencia a® + ab + b*> — (a — b)> = 3ab. Como p es primo,

tenemos que p | 30 p | ab.
Si p | ab, entonces p | a 0o p | b ya que p es primo. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que p | a, esto es, a = pk para algiin entero positivo k. Entonces, z =

obtenemos que p ( ) = r, de donde a? + ab + b?> = pr. Esto muestra que p
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% = k, esto es, = es entero y, en consecuencia, y = x — p también es entero. Luego,
Ty = % es entero, esto es, p | ¢. Como p y ¢ son primos positivos, la dnica posibilidad
esp = ¢. Entonces,p =2 —y = (z — y)(z + y) = ¢, lo cual implicaque z + y = 1.
Por otro lado, como z, y son enteros, también r = 23 — y> = p(z? + zy + 3?) es
enteroy p | . Como p y r son primos positivos, la inica posibilidad es p = r. Luego,
22 + 2y +y* = 1. Por lo tanto, (x + y)? — (22 + zy + y*) = 0, de donde se sigue
quexry =0.Asi,z =00y =0.Siy =0,entoncesz =1yp=x—y = 1,loquees
un absurdo puesto que p es primo y 1 no es primo. Ahora, si z = 0, entonces y = 1y
p =2 —y = —1 que tampoco es primo. En conclusién, p 1 ab.

Luego, p | 3y, como p es primo positivo, la tnica posibilidad es p = 3, esto es,
x —y = 3. (Observe que siz = L,y = 2 entonces z —y = 3, 22 —¢y? = 19y
2% — 32 = 97 son niimeros primos positivos).

Solucion del problema 4. (Solucion de Diego Alfonso Villarreal Grimaldo). Re-
cordemos primero que todo cuadrado es congruente con 0 o 1 médulo 3 y que todo
cuadrado es congruente con 0, 1 0 4 médulo 8.

Supongamos que 3 1 p. Entonces, p> = 1 (mod 3), lo cual implica que p? — 1 =
0 (mod 3). Como p?—1 divide a r2 — 542, se sigue que 3 divide también a 72 —5¢2, esto
es, 72 —5g* = 0 (mod 3). Si ahora 3 1 g, entonces ¢> = 1 (mod 3) y, en consecuencia,
r2=5=2 (mod 3), lo cual no es posible. Por lo tanto, ¢ es multiplo de 3 y, como g es
primo, la tnica posibilidad es ¢ = 3. Luego, r? — 5¢*> = r? — 45 = 0 (mod 3). Como
45 es mdltiplo de 3, resulta que r* = 0 (mod 3) y, como 3 es primo, obtenemos que

3 | r. Supongamos que = 3k para algtin entero posmvo k. Entonces, 92 —45 _ 9,

Si p = 2, tenemos que 9k — 45 = 6, de donde k? = ? que no es entero. Por lo
tanto, p # 2. Como p es primo, p debe ser impar, de modo que p?> = 1 (mod 8),
esto es, p> — 1 = 0 (mod 8). Esto implica que 72 — 45 = 0 (mod 8), esto es,
r? =5 (mod 8), lo cual no es posible. Esto demuestra que 3 | p y, como p es primo, la
Ginica opcién es p = 3. Luego, 72 — 5 = 16. Si q es impar, entonces ¢> = 1 (mod 8)
y 5q?> = 5 (mod 8). Como 16 = 0 (mod 8), resulta que 7> = 5 (mod 8), lo cual
no puede ser. Por lo tanto, g es par y, como q es primo, necesariamente ¢ = 2. Luego,
tenemos que 72 = 36. Como 7 es positivo, la tnica posibilidad es 7 = 6. Asi, tenemos
que la dnica terna que satisface las condiciones del problemaes (p, ¢, 7) = (3,2, 6).

Solucién del problema 5. (Solucién de Tomas Francisco Canti Rodriguez). Sean
P(z) y Q(x) los polinomios

P(x)zzn: Z:v —22018x+22 = nx —2018nx+2£1,

MH

Q(z) = z* — 2018z + L
donde L =1 & o
Sea m una raiz entera de P(z). Como nQ(x) = P(z) y n # 0, es ficil ver que

m también es raiz de Q(x). Sea r la otra raiz de Q(z). Como Q(x) es de grado 2 y
monico, tenemos que Q(x) = (z — m)(z — r). Ademds, tenemos que m + r = 2018 y
mr = L. Como m+r es un entero y m también lo es, se sigue que r es entero también.
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Ademads, como m + r es un entero positivo, al menos uno de m o r debe ser positivo.
Mais ain, ambos m y r son positivos, pues si uno es positivo y el otro es negativo o
cero, entonces mr serfa negativo o cero, lo que es una contradiccién ya que mr =
L > 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m > r > 0. Demostraremos
que el valor minimo que puede tomar L es 2017. Para esto, demostraremos que si
aumenta la diferencia entre m y r, el producto mr disminuye, lo cual implicard que
el minimo producto rm se obtiene cuando m — r es maximo. Sean m; = m+ ky
r1 = r — k con k cualquier entero positivo. Entonces, m; + 7, = m +r = 2018y
miry = (m+k)(r — k) = mr + k(r —m) — k?. Comor —m < 0y —k% < 0,
tenemos que mi1ry < Mmr.

Ahora, comom > r > 1, tenemos que 2018 = m+r > m+1,dedonde m < 2017y,
por tanto, m —r < 2017 — 1 = 2016. Asi, el valor mdximo de m — r es 2016 y, por lo
anterior, los valores correspondientes de m y r nos dardn el valor minimo del producto
mr. Resolviendo el sistema de ecuaciones m + r = 2018 y m — r = 2016, obtenemos
que m = 2017y r = 1. Por lo tanto, L = mr > 2017.

Supongamos ahora que ¢; < 2018 para ¢ = 1,...,n. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que {1 < {y < --- < £,. Tenemos entonces que

£, <2018 —1,0,_1 <2018 — 2,...,¢; <2018 —n,
lo cual implica que

n(n—i—l).

Oh+lo+ - +£,<2018—(1+2+---+n)=2018 — 5

Por otra parte, tenemos que L = w > 2017, estoes, {1+ by +---+ 4, >

2017n. Entonces, 2017n < 2018 — w, esto es, (40354+n)n < 4036. Sin embargo,
comon > 1, resulta que (4035+n)n > 4035+ 1 = 4036, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, al menos uno de los nimeros /1, . .., ¢, es mayor o igual que 2018.

Solucién del problema 6. (Solucion de Tomas Francisco Canti Rodriguez). El pro-
blema lo podemos replantear de la siguiente manera: Si existe una pareja en la posicién
1y otraen r;, se va a perder la pareja de ¢ (lo podemos ver no como que se mueve la de
1, sino como que se sale. Como todas las parejas son iguales para fines del problema,
no cambia nada).

Notemos las siguientes observaciones:

1) Las primeras 1009 parejas Py, Ps, ..., Pigog se van a perder, porque P; se sale en
el minuto 1 pues la posicién 2 tiene una pareja, P, se sale en el minuto 2 pues la
posicién 4 sigue ocupada, P5 se sale en el minuto 3 y asi sucesivamente hasta que la
pareja Pjggg se sale en el minuto 1009 pues la posicién 2018 sigue ocupada. Como
va en orden este proceso, efectivamente las parejas P, Ps, ..., Pigog, s€ salen en
los minutos del 1 al 1009. Luego, despies de estos 1009 minutos quedaron las
parejas en las posiciones 0, 1010, 1011, ...,2017.

2) Enlos minutos del 1010 al 2018 cada pareja en las posiciones en el mismo intervalo
de nimeros se moverdn a las posiciones 2, 4, 6, ...,2016, 0. Lo anterior se debe a
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que estos son los residuos r; que se obtienen cuando se varia ¢ entre 1010 y 2018.
Ademds, no se sale ninguna pues las posiciones a donde se van moviendo son todas
distintas y si el lugar no estaba libre antes de todo este proceso, como se realiza en
orden de tiempo se va liberando cada posicion.

3) Reducimos a 1009 parejas en las posiciones pares. Como ya no se van a tocar resi-
duos impares, solo analicemos los minutos pares y posiciones pares. El mismo pro-

cedimiento que en 1), muestra que las parejas en las posiciones 2,4, 6, ..., 1008 se
salen, esto pues en cada minuto 2 la posicion 4¢ < 2018 estd ocupada. Después de
este tiempo quedan entonces las parejas en las posiciones 1010, 1012, . ..,2016, 0.

4) Asicomo 2), después de los minutos 2018 4+ 1010,2018 + 1012, ...,2018 + 2018
sucede un fendmeno similar y todas las parejas se mueven salvo que ahora los saltos
serdn de 4 en 4 y empezando por la posicion 2. Entonces las posiciones ocupadas
ahora son las de la forma 4% + 2 con k entre 0 y 504. Hasta ahora han transcurrido
2-2018 = 4036 minutos.

5) Por dltimo, en los siguientes 1009 minutos la pareja en la posisicion 4k + 2 en
ese mismo minuto pasard a estar en la posiciéon 8k + 4 (la cual estd libre segin
hemos analizado el proceso) donde k varfa entre 0 y 252. Y cada movimiento en
cada minuto va dejando mds pares consecutivos hasta que en el minuto 1009 todas
las posicones pares mayores o iguales a 1010 estdn ocupadas y regresamos a la
situacion en 4). Hasta este momento han pasado 4036 + 1009 < 20182 minutos,
por lo analizado en este punto en este momento se cicla el proceso y no se elimina
ninguna pareja, por lo tanto las parejas que prevalecen son un total de 505.

592 Olimpiada Internacional de Matematicas

A continuacién presentamos las soluciones de la 59 Olimpiada Internacional de Ma-
temadticas.

Solucién del problema 1. (Solucién de Isaac Jair Jiménez Uribe). Sean P # F
la interseccion de F'D con I' y Q # G la intersecciéon de GE con I'. Como BF AP
es ciclicoy FF'B = FD por estar F' en la mediatriz de BD, tenemos que ZFBD =
LAPD = /FDB = ZADP,lo cual implicaque AP = AD = AE.

Andlogamente, como CGAQ es ciclicoy GE = GC por estar G en la mediatriz de
EC, tenemos que ZGCE = LAQFE = ZGEC = LAEQ, lo cual implica que AQ =
AE = AD = AP. Por lo tanto, QDEP es ciclico con centro de su circunferencia
circunscrita en A. Entonces, /PDFE = /PQFE = /PQG = Z/PFG, por ser PGFQ
ciclico. Luego, /PDFE = ZPFGy, por lo tanto, DE y F'G son paralelas.
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Solucién del problema 2. (Solucién de Victor Antonio Dominguez Silva). Demos-
traremos que los n que cumplen son los mdltiplos de 3.
Denotemos los indices médulo n y extendamos a; incluso con ¢ negativo. Asi, por
ejemplo, ag = an, a—1 = a,—1, etcétera.
Es posible que n sea multiplo de 3, para esto consideremos la secuencia infinita

-1,2

L, —-1,2,-1,-1,2

,—1,2,...
claramente si a;, a;4+1 Y a;42 son tres términos consecutivos de la secuencia, entonces
a;ai+1+1 = a;r2 (note que (—1)(—1)+1 =2y (—1)2+1 = —1). Ademds, azy+r =
asi4+r para cualesquiera indices enteros u, [ y r entero. Entonces podemos tomar una
cantidad de elementos multiplo de 3 de esta secuencia y la secuencia aj, as, ..., a3,
formada por estos elementos (v > 0) funciona.

Supongamos que cierto n funciona. Demostraremos que:

1) no hay dos positivos consecutivos en la secuencia.

2) no hay un 0 en la secuencia.

3) no hay tres negativos consecutivos en la secuencia.

4) no hay un negativo entre dos positivos de la secuencia.

Esta demostracién aplicard para la secuencia infinita. Asi, la secuencia infinita tendrd
siempre dos elementos negativos seguidos, luego un positivo, luego dos negativos,
etcétera, luego aj,as son en ese orden G, 4+1,an+2. Asi, los signos de aj,as serdn
en ese orden, (—, —), (—, +) o (4, —). Es fécil ver que esos signos coinciden con los
de ap+1, an+2 solamente cuando n es mdltiplo de 3.
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1) Si hay dos positivos, digamos a; y a1, el siguiente término a;42 €s positivo y
mayor que 1. Por induccidn, todos los elementos son positivos y mayores que 1,
incluso a; y a;+1, pues la secuencia es periddica. Sea a,;4; el mds grande de esta
secuencia, luego a;+1 > a;t2, a; < @41, pEro COMO a; y a;+1 SON mayores que
1, tenemos que a;12 = a;a;41 + 1 > max{a;,a;41} + 1 > a;t1, lo que es una
contradiccidn.

2) Si hay un 0, digamos a; = 0, se tiene que que a;+2 = a;a;+1 + 1 = 1, asi mismo
ai+1 = aj—1a;+1 = 1. Pero a;4+1 y a;+2 son dos elementos positivos consecutivos
en la secuencia, una contradiccion.

3) Consideremos dos negativos juntos en la secuencia (si los hay), digamos a;, a;4+1 <
0, luego a;a;y1 > 0y a;a;+1 +1=a;42 > 0.

4) Supongamos que hay un negativo entre dos positivos en la secuencia, digamos —b,
con b nimero real positivo. Digamos que su antecesor es a, con a numero real
positivo. Luego, el siguiente es —ab 4+ 1 > 0. Esto es ab < 1. Por 1), el siguiente
términoa —ab+1,ab®> —b+1 < 0.Sib < 1,entonces 1 —b > 0y ab®>—b+1 > 0,
una contradiccion. Luego b > 1. Asi, como ab < 1, resulta que a < 1. Luego, si
los dos términos anteriores a a son a;, a;11, entonces a;a;+1 + 1 = a < 1. Luego
a;a;+1 < 0. Esto quiere decir que entre a; y a;+1, Uno es negativo y otro positivo.
Por 1), a; es positivoy a;+; es negativo. Sean ¢ = a; y —d = a;41, con ¢, d nimeros
reales positivos. Luego, a = —cd + 1, asique cd — 1 < 0 0o cd < 1. Como a4
es un negativo entre dos positivos, andlogamente a la pareja (a,b), ¢ < 1. Ahora,
—b=ad+1=cd®> —d+1,b=d—1—cd? < d— 1, en particular, b < d. Por

inducciodn a la izquierda, podemos ver que a;4+3 = b, Giq-1, Gi—15 -« Qif1—20, - - - »
son todos negativos y los demds elementos son positivos.

Ademads, también podemos mostrar por induccion a la izquierda que a; 13 = —b >
Qi1 =—d > a;_1 > -+ > ajy1-9y > - - -. Sin embargo, —b tiene que ser igual a

un ndmero de la forma a;+1-2,, con u < 0, pues la secuencia es periddica, esto es
una contradiccion.

Se sigue que solo los miultiplos de 3 funcionan.

Solucién del problema 3. Demostraremos que no existe un tridngulo anti-Pascal con
2018 filas que contenga todos los enteros desde 1 hasta 1 + 2 4 - - - + 2018. Sea T un
tridngulo anti-Pascal con n filas que contiene a cada entero desde 1 hasta 1 +2+---+n
y sea a; el inico ndimero de la primera fila en T', como se muestra en la Figura 1. Sean
az y by = a; + az los dos numeros que estdn inmediatamente debajo de a;; as y
bs = a1 + a2 + a3 los dos nimeros que estdn inmediatamente debajo de as y asi
sucesivamente hasta llegar a la fila de mas abajo donde a,, y b,, = a1 + a2+ --- 4+ an
son los dos niimeros que estin inmediatamente debajode b, 1 = a1 +as+- -+ ap_1.
Como los nimeros aj son n enteros positivos distintos cuya suma no es mayor que el
mayor nimero de 7', el cual es 1 4+ 2 4 - - - + n, se sigue que forman una permutacién
de los nimeros 1,2, ..., n.
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an—lbn_1

an

Figura 1 Figura 2

Consideremos ahora (Figura 2) a los dos subtridngulos equildteros de 1" cuyas filas de
mads abajo contienen a los nimeros a la izquierda, respectivamente derecha, del par
Gn, by. (Uno de estos subtridngulos puede estar vacio). Al menos uno de estos sub-
tridngulos, digamos 7", tiene lado de longitud ¢ > [(n — 2)/2]. Como T" satisface la
propiedad anti-Pascal, 7" contiene ¢ enteros positivos distintos a}, a, . . ., aj, donde
a} estd en la cispide de T" y aj, b}, = a} + a4 + - - - + @}, son los dos vecinos inme-
diatamente debajo de bj,_, para k = 2,3,...,¢. Como los nimeros a, estdn fuera de
T"y forman una particién de los nimeros 1, 2, . .., n, se sigue que los nimeros aj, son
todos mayores que n. Por lo tanto,

(2n+041)
2

Y

by>n+1)+n+2)+-+(n+l)=
2

n—2 5n(n —2)
2 —+ 1) =—

1 n—
2 2

Y

— n(nt+1)
el cual es mayorque 1 +2+---+n = —5—

diccion.

para n = 2018, lo que es una contra-

Solucion del problema 4. (Solucion de Pablo Alhui Valeriano Quiroz). Primero, ob-
servemos que en lugar del plano, el problema es equivalente a considerar un tablero de
20 x 20 donde cada lugar en el plano es el centro de una casilla del tablero. Ahora, vea-
mos que la restricciéon de que Ana no puede dejar 2 piedras rojas en lugares en el plano
que estén a distancia v/5, es equivalente a que Ana no puede dejar 2 piedras rojas en
lugares en el tablero que estén a distancia v/5. Demostremos que 2 lugares en el tablero
estan a distancia /5 si y solo si sus casillas correspondientes son esquinas opuestas de
un subtablero de 2 x 3 o de uno de 3 x 2. Por un lado, el teorema de Pitdgoras garantiza
que la distancia entre 2 lugares que son esquinas opuestas de un subtablero de 2 x 3
o de uno de 3 x 2 es v12 + 22 = /5. Por otro lado, la distancia entre cualesquiera
dos lugares es v a? + b2, donde a es el nimero de columnas que se deben pasar hori-
zontalmente desde uno de los lugares para llegar a la columna del otro lugar y b es el
equivalente con las filas. Observemos que las dnicas soluciones de v/a2 + b2 = 5 son
a=1yb=20a = 2yb=1.Las soluciones anteriores corresponden a lugares que
son esquinas opuestas de un subtablero de 2 x 3 o de uno de 3 x 2.
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Por lo tanto, la condicién del problema es equivalente a que Ana no puede dejar 2 pie-
dras rojas en lugares que son esquinas opuestas de un subtablero de 2 x 3 o de uno de
3 x 2. Para simplificar, coloreemos el tablero con el patrén de uno de ajedrez. Ademas,
veamos que le problema es equivalente a que Ana coloque caballos (en vez de piedras
rojas) en casillas vacias de modo que no haya dos caballos que se ataquen, mientras
que Beto pone piedras azules en casillas vacias sin alguna otra restriccion.

Ahora, en el tablero hay 200 casillas blancas y 200 casillas negras. Ademas, un caballo
en cada movimiento cambia de una casilla de un color a una con el otro color. Asi,
si Ana solo pone caballos en casillas negras, no habrd dos que se ataquen. Por cada
casilla que ponga Ana en una casilla negra, Beto pone a lo mds una piedra azul en una
casilla negra. Como hay 200 casillas negras, Ana garantiza que puede colocar al menos
&20 = 100 caballos. En conclusién, en el problema original, Ana puede asegurarse de
colocar al menos 100 piedras rojas, sin importar cémo coloque Beto sus piedras azules.
A continuacion, se demostrard que 100 es el mdximo nimero de caballos que Ana pue-
de asegurarse que puede colocar sin importar coémo juegue Beto. Es decir, se describird
cémo puede jugar Beto de modo que Ana no pueda colocar mds de 100 caballos. Para
ello se dividird el tablero en 25 subtableros de 4 x 4 como se muestra en la siguiente
figura:

4 x 44 x4f... 4 x4
4 x4(4x4|... 4 x4
4x4|4 x4 4 x4

Ahora, se verd que Beto puede lograr que en cada subtablero de 4 x 4 Ana pueda poner
alo mds 4 caballos. Lo anterior implicaria que Ana podria poner a lo mas 4 x 25 = 100
caballos, que es lo que se desea. Para demostrarlo, se dividirdn las casillas de un tablero
de 4 x 4 en cuatro rombos A; B;C; D;, con 1 < ¢ < 4, como se muestra a continuacion:

ErSEvs
ek
ool S
A
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Veamos que para 1 < ¢ < 4, las parejas de casillas (A;, B;), (A;, D;), (B, C;) y
(C;, D;) cumplen que son esquinas opuestas de un subtablero de 2 x 3 o de uno de
3 x 2. Asi, Ana no puede poner un caballo en ambas casillas de una de las parejas
anteriores, es decir, Ana puede poner caballos en a lo mds dos casillas de un mismo
rombo (yasea A; y C; 0 B; y D).

Las observaciones anteriores nos permiten plantear una estrategia para Beto: si Ana
pone un caballo en una esquina de un rombo, Beto pondrd una piedra en la esquina
opuesta de ese rombo. Por lo visto anteriormente, Ana no podrd poner mds caballos en
ese rombo. Por tanto, si Beto sigue la estrategia anterior, Ana podrd poner a lo mds un
caballo en cada rombo. Como son cuatro rombos, Ana pondra a 1o mds cuatro caballos
en cada subtablero de 4 x 4, con lo que se concluye que Ana podrd poner a lo mas 100
caballos en el tablero bajo la estrategia anterior de Beto. En conclusién, Ana puede
garantizar que puede colocar a lo mas 100 caballos.

Solucion del problema 5. (Solucion de Alfredo Alef Pineda Reyes). Sea a; = pi* -
p5? - - - pin la factorizacién de aq en primos. Ademds, se define .S,, = atett
In-1 4 9n Agf paran > N, se tiene que

Qn, ai

(079 Ap41 (07
_|_ -
An+1 a1 ay

SnJrl -5, =

n 1+ (@n+1=n)ant1 3 mhién es un entero. Por lo tan-

es un nimero entero. Entonces,

An4101
to, a,+1 divide a a,a;. El resultado anterior permite obtener por induccién que a1
o . .« . 2 n—N .« . n+17N
divide a ana1, que a,a divide a a,—1a7, ..., que an41a; divide a anyaj .

Lo anterior implica que todos los elementos de la sucesion tienen los mismos factores
primos que a1 y que ap. Sea p; un primo divisor de a; - a . Denotemos como vy, (a,)
a la maxima potencia de p; que divide a a,, para cualquier » € N. Se demostrard que
existe un entero positivo M; tal que v, (a,) es constante para r > M;. Si la secuencia
vp, (as) es no creciente para s = N, N 4 1,. . ., entonces si se cumpliria lo anterior. En
efecto, dado que la secuencia es de enteros no negativos, la secuencia solo puede de-
crecer por una cantidad finita de veces, entonces, eventualmente, se vuelve constante.

Ahora, supongamos que existe un entero positivo ¢ > N + 1 tal que v, (a;) >

Vp; (ai—1). Asi, at*laﬁéf;l_a“l)a“ es un entero. Por lo tanto, a;a; divide a a;_1a; +

(ag — ar—1)ay — arar = (ay — ar—1)(ar — a1). Se sigue que vy, (ara1) < vp,(ar —
ai—1) + Vp, (ar — a1); es decir, vy, (ar) + vp, (a1) < vp, (ar — az—1) + vp, (ar — a1).
Pero vy, (ar) > vp,(ai—1), entonces vp, (ar — ai—1) = vp,(ar—1). Asi, vp,(ar) +
Vp; (al) < Vp, (atfl) + Vp; (at - al) < Vp; (at) + Vp; (at - al)' Es decir, Vp, (al) <
Vp; (at _al)' Si Vp, (al) > Up; (at)9 €Ntonces vy, (at - al) = Vp, (at) < Up; (al)’ lo cual
es una contradiccién pues vy, (a1) < v, (a; — a1 ). Ahora, si v, (a1) < vp, (a;), enton-
ces v, (a; — a1) = vy, (a1), que también es imposible. Por tanto, v, (a;) = vp,(a1).
Para concluir el problema serd necesario demostrar el siguiente lema:

Lema Siv,,(a;) = vp,(a1), entonces v, (a;11) = vp,(a1) para cualquier entero
positivo j > N + 1.
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Demostracién: Podemos repetir lo que se demostré antes para obtener que a;41aq
divide a (aj+1 — aj)(aj+1 — al). ASf,

Vpi(@j41) + vp,(a1) < vp,(aj1 — aj) + vp, (a1 — ar).

Si vy, (aj+1) < vp,(a1) = vp,(a;), ambos términos en la parte derecha de la desigual-
dad anterior son iguales a v, (a;+1). En consecuencia, la desigualdad se simplifica a
Vp, (aj41) > vp,(a1), lo cual es imposible. Ahora, si vp, (aj11) > vp, (a1) = vp, (a;),
entonces la desigualdad anterior equivale a vp, (aj+1) + vp, (a1) < 2vp,(a1). Lo an-
terior implica que v, (a1) > vy, (a;j+1), lo cual es imposible. Por tanto, v, (a,4+1) =
vp, (a;) = v, (a1), con lo que se concluye el lema. O
Como vy, (a) = vp,(a1) y t > N + 1, por el lema anterior tenemos que existe M; =t
tal que vy, (ar) = vp, (a1), una constante, para todo entero r > M;. En conclusién, sin
importar como sea la secuencia infinita a1, ag, . . ., todos los factores primos de a5, con
s > N, son factores de a; o de ay y para cada factor primo p; de a; o de ay, existe un
entero M; tal que v, (a,) es constante para todos los enteros r > M;. Si p1,p2, ..., Ps
son los primos que dividen a a; 0 a an; My, ..., M, son sus M; correspondientes y
M es un entero tal que M > max({M,..., M,}), entonces a,,+1 = a,, para todo
entero m > M.

Solucién del problema 6. La solucion consiste de dos pasos. En el primero se demues-
tra que son suficientes

XB _ AB 0
XD CD
y
XA DA
XD~ BC' 2)

En el segundo paso demostraremos estas igualdades.
Paso 1. Usando la ley de senos y la igualdad (1), se obtiene que

sen ZAXB AB  CD sen ZCXD

sen/XAB XB XD sen/XCD’

Luego, sen ZAX B = sen ZC' X D por las hipétesis del problema. Andlogamente, la
relacién (2) implica que sen ZDX A = senZBXC. Si almenos uno de los pares
(LAXB,ZCXD)y (£{BXC,ZDXA) consiste de dngulos suplementarios, el pro-
blema se concluye. De lo contrario, ZAXB = ZCXDy /BXC = ZDXA, en este
caso X es el punto de intersecciéon de AC'y BD vy, las condiciones del problema dicen
que ABC'D es un paralelogramo y entonces es un rombo. En este caso el problema
sigue siendo cierto.

Paso 2. Para mostrar la igualdad (1), consideremos la inversion de centro X y cualquier
radio. Las imdgenes de los puntos después de la inversion las denotaremos con primas.
Se tiene que
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LA'B'C' = L/XB'A'+ /XB'C' = /XAB+ /XCB = ZXCD + ZXCB = ZBCD.

Anélogamente, los dngulos correspondientes del cuadrildtero A’ B’C’ D’ son iguales.
Mas atin, se tiene que

AB CD BC DA

— . — B . DA
XA-XB XC-CD XB-XC XD-XA BC - DA

A/B/'CIDI:

Bl

A/

D/

Ahora usaremos el siguiente lema.

Lema. Sean XY ZT y X'Y'Z'T’ cuadrildteros con dngulos correspondientes iguales
talesque XY -ZT =Y Z-TXyX'Y'-Z'T' =Y'Z'-T'X’. Entonces, los cuadrildteros
son semejantes.

Demostracion. Consideremos el cuadrildtero XY 71T semejante a X'Y'Z'T’ que
tiene lado XY tal que, Z; y T estdn sobre los rayos Y Z y X T, respectivamente. Por
los dngulos, se tiene que ZT' || Z'T". Se necesita demostrarque Z; = Zy T = T.

X Y

Ty

T

Sin pérdida de generalidad supongamos que T'X > XT}. Los segmentos X Z y Z,T}

. . X X _ TX _ XY Xy
se intersecan en U. Se tiene que T < TU — 7T — YZ < vz de donde,
WX -YZ, <Ti1Z; - XY, lo que es una contradiccion. O
Aplicando el lema anterior, obtenemos que los cuadrildteros ABCD y A’B'C’D’ son
: BC _ A'B" _ _AB _ XD-XA _ AB XD
semejantes. Entonces, 75 = 547 = x1.xB i~ = 4p ° x5 Y. por lo tanto,
XB AB? AB?

_ _ _ AB . ..
XD = BOAD = AB.cD — op- De esta forma se obtiene (1). De manera similar se

demuestra (2).
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Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
muiltiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicion 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia =c(modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).

n

3. Sia = c (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.

4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el
mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 4 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 5 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0

Teorema 6 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, SOn nimeros reales positivos, entonces

Ti+Ta+ -+ T
n

2 {/r1w2 Ty
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = x3 = -+ = Ty,

Teorema 7 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 8 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC' y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC' son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC 'y A’B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C’, /ACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B" T B'C’ T C'A”

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.
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Teorema 9 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"

Teorema 10 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se

BD _ BA
tiene que 55 = Ac-

Teorema 11 (Ley de senos). En un tridngulo de lados a, by c, se cumple la relacion
- = Scnﬁ = = = 2R, donde « es el dngulo opuesto al lado a, 3 es el dngulo

opuesto al lado b, 7y es el dngulo opuesto al lado ¢, y R es el radio de la circunferencia
circunscrita del tridngulo.

Teorema 12 (Ley de cosenos). En un tridngulo de lados a,by c, se cumple la relacion
2 = b2 + ¢® — 2bccos a, donde o es el dngulo opuesto al lado a.

Teorema 13 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C N son concurrentes
si 'y solo si fé gj\g ]’?]g =1

Teorema 14 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C'A y AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . % . J’?f—% = —1, donde los segmentos se estdn
considerando como segmentos dirigidos.

Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comin.

2. Angulo semi-inscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 15 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Medida del dngulo semi-inscrito). La medida de un dngulo semi-inscrito
en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 17 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, B y T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 18 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.
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