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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemdtica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrarés,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un puiblico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucion de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2016, Numero 1

Tzaloa recibe el nuevo afio con optimismo y llena de ese sano espiritu renovador que
impulsa los grandes cambios. Con este nimero Tzaloa inicia su octavo afio de publica-
ciones trimestrales ininterrumpidas. La consistencia de su publicacién en el contexto
nacional, es un ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes que
con su trabajo comprometido contribuyen al proyecto. Asi, queremos dar la bienvenida
tanto a José Antonio Gémez Ortega como a Julio César Diaz Calderén, quienes desde
ahora se integran al Comité Editorial de la revista. Asimismo, aprovechamos la ocasién
para agradecer y dar una afectuosa despedida a Marco Antonio Figueroa Ibarra (cono-
cido en la comunidad olimpica como “El Nifio”), quien particip6 en este comité desde
el afio 2011, y que ahora pasa a ser el nuevo coordinador académico de la olimpiada
mexicana de matemadticas. Asi mismo queremos agradecer al profesor José Antonio

Vocablo néhuatl cuyo significado en espaiiol es aprender.
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Goémez Ortega, por estos 4 afios de trabajo (2012-2016) como presidente de la OMM y
que ahora se integra al equipo editorial de Tzaloa.

Es asi, que inciamos este 2016 llenos de entusiasmo. La eleccién del Dr. Rogelio Val-
dez Delgado como nuevo presidente del Comité Organizador de la OMM no pudo ser
mds acertada. El indiscutible y apasionado compromiso de Rogelio, junto con su ex-
periencia en el mundo olimpico, constituyen sobradas garantias de que durante esta
nueva etapa, el movimiento olimpico mexicano seguird madurando y alcanzando cada
vez mayores logros.

Pasando al contenido, destaca el articulo Sangaku, el segundo teorema de Mikami-
Kobayashi, contribucién de Julio César Magaifia Caceres. En €l, el lector principiante
y el lector avanzado, encontrardn un par de resultados sobre geometria, que fueron
colgados en los templos antiguos de Japén en los siglos XVII y XVIII, conocidos ac-
tualmente como teoremas de Mikami-Kobayashi. En particular, el articulo muestra una
bella aplicacion del segundo teorema en la resolucion del problema mads dificil del con-
curso nacional de la 26 OMM, celebrada en el afio 2012 en la ciudad de Guanajuato.
A lo largo del articulo, nuestro amigo Julio nos muestra varios problemas sangaku para
adentrarnos en el fascinante mundo de la resolucién de problemas.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
examenes, informacién olimpica y demds contenidos han sido escogidos, revisados y
preparados especialmente pensando en el lector. De tal forma, que estando todo listo,
solo nos queda desear que todos nuestros lectores tengan un feliz y préspero afio 2016.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mds importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovenes con talento matemético ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
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to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

302 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccidn y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 30* Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 1997. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2016-2017 y, para el 1° de julio de 2017, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberan inscribirse directamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 30* Olimpiada Mexicana de Matemdticas se realizara del
6 al 11 de noviembre de 2016 en Acapulco, Guerrero. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccién que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2016 y hasta
la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXIX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 58 Olimpiada Internacio-
nal de Matematicas (Brasil, julio de 2017) y a la XXXII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (Argentina, septiembre de 2017).

De entre los concursantes nacidos en 2000 o después y premiados en el Concurso
Nacional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XIX Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (Panamad, junio de 2017).

De entre los mds jovenes se seleccionard la delegaciéon mexicana que nos represen-
tard en la Competencia Internacional de Matematicas (IMC) a realizarse en la India en
julio de 2017.

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
México en la VI Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO) a celebrarse en
Zurich, Suiza, en el mes de abril de 2017.



Sangaku, el segundo teorema de
Mikami-Kobayashi

Por Julio César Magaiia Caceres

Nivel Intermedio

La historia de Japén se divide por eras. Cada uno de estos periodos recibe el nom-
bre del respectivo emperador que gobierna. La era Tokugawa, también conocida como
Edo, inici6 en el siglo XVII y finaliz6 en el siglo XIX. En esta época, Jap6n estuvo en
aislamiento de otros paises por cuestiones religiosas, manteniendo su relacién solo con
China y Corea. Esta politica se conoce como sakoku o pais cerrado. Durante el sakoku,
algunas personas se entretenian resolviendo problemas de matemadticas, generalmente
de geometria, que encontraban escritos en tablas de madera colgadas en los muros y te-
chos de los templos budistas y sintoistas de todo Japén. Estos problemas, son llamados
sangaku, cuya traduccion literal es tablas de madera (ver Figura 1).

Figura 1: Cuatro sangaku del santuario Itsukushima en Hiroshima (1885).
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En este articulo vamos a enunciar y demostrar dos sangaku que fueron colgados en
el templo de Zenkoji en la ciudad de Nagano y que actualmente son conocidos como
los teoremas de Mikami-Kobayashi. El que ahora se conoce como Segundo teorema,
fue colgado en el afio 1796, mientras que el que se conoce como Primer teorema, fue
colgado en el afio 1804. Sin embargo, ambos aparecieron con anterioridad en el libro
Shinpeki Sanpo del autor Fujita Kagen, en el afio 1789 (ver Figura 2).
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Figura 2: Templo de Zenkoji en la ciudad de Nagano y la ilustracién del Segundo
teorema de Mikami-Kobayashi en el libro Shinpeki Sanpo.

El Primer teorema de Mikami-Kobayashi trata sobre circunferencias inscritas en una
triangulacién de un poligono convexo ciclico, en donde por triangulacion entendere-
mos el trazo de todas las diagonales del poligono desde un vértice especifico.

Teorema 1 (Primer teorema de Mikami-Kobayashi). En cada poligono convexo
ciclico, la suma de los radios de las circunferencias inscritas a los tridngulos de cual-
quier triangulacion es constante.

Demostracion. La demostracién serd por induccion en el nimero de lados del poligono
convexo. Primero analizaremos el caso particular de un hexdgono convexo ciclico.
Consideremos la siguiente figura.
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Denotemos por r1, 72,73 y 74 los radios de las circunferencias inscritas a los tridngu-
los ABC,ACF, FCE y ECD respectivamente. Si R es el radio de la circunferencia
circunscrita al poligono, aplicando el teorema de Carnot” a los tridangulos anteriores
tenemos que,

R+ri = mi+mo—mg,
R+ry = mg+me—my,
R+rs = ms+my+me,
R+ry = m3z+myg—me,

donde m1, ma, ms, my, ms y mg denotan las distancias del centro de la circunferencia
circunscrita a los lados del poligono, y m,, m; y m. denotan las distancias del centro
de la circunferencia circunscrita a los segmentos AC, CF'y C'E, respectivamente.
Esto implica que

Observemos que la expresion anterior no depende de la triangulacion elegida, pues tal
expresion ya no depende de los radios de las circunferencias.

El argumento usado en el hexdgono se puede aplicar a un cuadrildtero convexo ciclico
para demostrar que Z?:l T = (Z?:l mi) — 2R, lo cual constituye el caso base de
la induccidn.

2El teorema de Carnot establece que en todo tridngulo, la suma de las distancias (con signo) desde el
circuncentro a los lados del tridngulo es igual a la suma de los radios de las circunferencias inscrita y cir-
cunscrita. El signo del segmento es negativo si el segmento se encuentra completamente afuera del tridangulo,
y es positivo en cualquier otro caso.
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Supongamos que para un poligono convexo ciclico de n > 3 lados y cualquier trian-
gulacién, se tiene que Z;’;f ri = (3 iz1 mi) — (n — 2)R, donde los m;’s denotan
las distancias del centro de la circunferencia circunscrita a los lados del poligono, y
consideremos un poligono convexo ciclico A; ... A, 41 de n + 1 lados. Aplicando la
hipétesis de induccién en el poligono convexo ciclico A; . .. A, con una tridngulacion
desde el vértice A1, obtenemos

n—2 n—1
er = (Zmz> +mg — (n—2)R,
j=1 i=1

donde m,, es la distancia del centro de la circunferencia circunscrita al segmento A,, A;.
Aplicando el teorema de Carnot al tridngulo A; A, A, 11, tenemos que R + 7,1 =
My + Mp41 — Mg. Por lo tanto,

n—1 n—1
er = (Zmz> +mg—(n—2)R+mpy+mpy1 —meg — R
j=1 i=1
n+1
i=1
Esto concluye la induccién. o

Teorema 2 (Segundo teorema de Mikami-Kobayashi). Si ABC D es un cuadrildtero

ciclicoy Oy, Oz, O3, O4 son los centros de las circunferencias inscritas a los tridngulos
ABD, ABC, BCD y CDA respectivemante, entonces 01020304 es un rectdngulo.

Demostracion. Demostraremos primero que los cuadriliteros CO302B y BO201 A
son ciclicos.
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Aplicando el resultado del Ejercicio 1 tenemos que

ZCDB ZCAB

ZC0O3B =90° + =90° +

= /CO,B,

lo que significa que el cuadrilatero CO302 B es ciclico. Luego, Z0302B+/Z03CB =
180°. Aplicando nuevamente el resultado del Ejercicio 1 tenemos que ZBO2A =
90°+ %CA =90°+ 4BQ—DA = /B0 A, lo que significa que el cuadrilatero BO,O1 A
es ciclico. Luego, ZB0O201 + Z01 AB = 180°. Entonces,

Z/0302B + Z/B0,0; = (180° — Z05CB) + (180° — Z01 AB)
= 360° — (LO3CB + L0, AB)
/DCB + /DAB
)
= 360° — 90° = 270°.

= 360° — (

Se sigue que £Z010203 = 360° — (LO302B + £ZB0207) = 360° — 270° = 90°.
Andlogamente se demuestra que £020304 = £03504,01 = £0401:05 = 90°. Por
lo tanto, 0102030 es un rectangulo. O

El Segundo teorema de Mikami-Kobayashilo podemos aplicar para resolver el proble-
ma 6 del concurso nacional de la 26 Olimpiada Mexicana de Matemadticas, realizada
en Guanajuato, Guanajuato, en el afio 2012. De los 196 participantes en esta olimpiada,
s6lo 6 lo resolvieron completamente obteniendo 7 puntos, y 134 participantes obtuvie-
ron cero puntos de calificacién. Veamos cémo aplicar el Teorema 2 en la solucién de
este problema.

Ejemplo 1 (OMM, 2012/6). Considera un tridngulo acutangulo ABC con circuncircu-
lo C. Sean H el ortocentro del tridngulo ABC'y M el punto medio de BC'. Las rectas
AH, BH y CH cortan por segunda vez a C en D, E y F, respectivamente. La recta
MH corta aC en J, de manera que H queda entre M y J. Sean K y L los incentros
de los tridngulos DEJ y DFJ, respectivamente. Muestra que K L es paralela a BC'.

Demostracion. De acuerdo con el Ejercicio 2, tenemos JM es bisectriz del dngulo
/FJE.Dado que JB es bisectrizdel ZF'JD y JC es bisectriz del ZD.JFE, los puntos
K y L estan sobre los segmentos C'J y B.J, respectivamente. Sabemos que H es el
incentro del tridngulo D E'F'. Por el Segundo teorema de Mikami-Kobayashi, K L es la
diagonal del rectdngulo K H LI formado por los incentros respectivos (I es el incentro
del tridngulo F'JE). Como JM es bisectriz del ZF'JFE entonces [ estd sobre JM y
este segmento biseca a K L. Por lo tanto, los tridngulos K JL y BJC son semejantes
y KL es paralela a BC. (|
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Figura 3: Problema 6 del concurso nacional de la 26 OMM.

A continuacién demostraremos dos resultados basicos que servirdn posteriormente para
resolver otros problemas sangaku.

Lema 1. Consideremos un tridngulo rectdngulo ABC con dngulo recto en C. Sir es
el radio de la circunferencia inscrita del tridngulo, entonces 2r = AC' + BC — AB.

Demostracion. El resultado es inmediato por las propiedades de tangencia que se
muestran en la siguiente figura.

A
a
a
< b
e - B

O

Lema 2. Consideremos dos circunferencias, tangentes exteriormente y de radios Ry 'y
Ry. Si'T es la longitud de la tangente comiin, entonces T’ = 2+/ R} Ra.

Demostracion. Si R1 = Rs, el resultado es inmediato.
Si R; > Ro, consideremos la siguiente figura, donde A y D son los centros de las
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circunferencias, C' es un punto de tangencia y B es el punto tal que el cuadrildtero

ABC'D es un paralelogramo.
C

V]

Por el teorema de Pitdgoras (R, + R2)? = T2+ (R; — R2)?. Simplificando la expresién
obtenemos el resultado. El caso R; < Rj es andlogo. [l

Ejemplo 2. En un tridngulo rectingulo se inscribe un cuadrado de lado ¢, como se
muestra en la figura. Encuentra ¢ en términos de los radios de las circunferencias ins-
critas a los tridngulos pequefios.

A
D I?j
- |
B E C

Solucidn. Consideremos a = BC'y b = AC'. Por el Lema 1 tenemos que
2s = t+(a—t)— BD, 1)
2r = t+(b—t)— DA.

Usando la semejanza de los tridngulos pequefios, tenemos que

t a—t_a_s @)
b—t t b

Aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo BD E, asi como la segunda y tercera
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igualdades de (2) tenemos que

BD =\/(a—t)?+12 = \/t2a—2+t2 = \/t?i + 12
b2 r2 ’

Sustituyendo BD y la tercera igualdad de (2) en la ecuacién (1), obtenemos

2 7,2 22
2s:t—|—t§—1/t28—2—|—t2:t+tf_t\/s +7r _t<s+r Vs +r>’
r r r

r r

_ _ 2 2 : iaTi str4+vs?4r?
de donde 2sr = t(s + r — v/s2 + r2). Despejando ¢ y multiplicando por T
obtenemos que

2
t= il =s+r+s2+1r2

s+r—s24r?

Ejemplo 3. Los puntos Py () estdn sobre el lado AD del cuadrado ABC D, como se
muestra en la figura. La circunferenciaI' es tangente a Q B, BC'y CP. Sean a, r1 y 12
el lado del cuadrado y los radios de las circunferencias inscritas a los tridngulos AQ B
y PCD, respectivamente. Si r es el radio de I, demuestra que

1 1 1

r a—2r1  a—2ry

B C
a
Cs
Cy i
A Q P D

Demostracién. Denotemos AQ por k'y PD por £. Entonces, QP = a— (k+/{). Usando
el Lema 1 tenemos que

QB = a+k-—2r, 3)
PC = a+{0—2r. )

Usando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo AB(Q tenemos que QB = vk? + a?.
Sustituyendo esta expresion en la relacion (3) y despejando k obtenemos que

k:2rl(a—rl). 5)

a—2r
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Aplicando ahora el teorema de Pitagoras en el tridngulo PC'D tenemos que PC =
Va2 + ¢2. Sustituyendo esta expresion en la relacién (4) y despejando ¢ obtenemos
que

27’2(a—7’2)' ©)

a— 2ry

Calculemos el drea del trapecio PQ) BC' de dos maneras distintas.
De la férmula estdndar

(QP+BC)a  [(a—(k+4¥))+ala 2a*—a(k+{)
2 B 2 B 2 '

(PQBC) =

Por otro lado, si O es el centro de I', entonces

(PQBC) = (QOB)+ (BOC) + (COP) + (POQ)
_ (QB+BC+ PC)r+ PQ(a—7)
5 .

Sustituyendo las relaciones 3, 4y la expresion para () P en la relacion anterior obtene-
mos que,

[(la+k—2r1)4+a+(a+l-2r)]r+ (a— (k+1)(a—r7)
2
2ar — 2r(ry +ra) + 2r(k + £) — a(k + £) + a?
5 .

(PQBC) =

Igualando las dos expresiones obtenidas para el drea del trapecio PQ) BC' obtenemos
que a® = 2ar — 2r(ry + o) + 2r(k + £), de donde

2
“7 =2a—2(r +72) + 2(k + €) = [a — 2ry + 2k] + [a — 2ry + 20). %)

Finalmente, sustituyendo (5) y (6) en (7) obtenemos el resultado.

Ejemplo 4. T' es la circunferencia inscrita al trapecio isésceles ABCD. Se trazan
dos circunferencias tangentes a I', cada una tangente a dos lados del trapecio ABC'D,
como se muestra en la figura. Si los radios de las circunferencias pequefias son 4 y 9,
encuentra el valor del radio de I'.
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Solucion. Consideremos la siguiente figura.

D E C

0%

A H K B

Denotemos pora = HB, R =OH = OF yr =IK.Porel Lema2, HK = 2v/ Rr.
Usando la semejanza de los tridngulos OH B e I K B tenemos que

IK OH r R_ _2RVEr

KB HB a— 2V Rr a R—r
Anélogamente, si s es el radio de la otra circunferencia pequeilay b = D E, entonces

_ 2RvVRs

b .
R—s

Como el cuadrildtero ABC'D tiene una circunferencia inscrita, entonces usando nue-
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vamente el teorema de Pitdgoras, obtenemos que

AB+DC = AD+CB
20+2b = 24/(2R)? + (a —b)?
(a+b)? = 4R?+a®—2ab+b?
ab = R?
2RVEr\ (2RVRs\ e
R—r R—s o
AR
(R—7r)(R—25)

4R\rs = R*>—(r+s)R+rs

que es equivalente a la ecuacién cuadrética R? — (r + s + 44/78)R + rs = 0. Por
hipétesis sabemos r = 9y s = 4. Sustituyendo estos valores y resolviendo la ecuacién
cuadrética obtenemos que R = 1 o R = 36, de los cuales la tnica solucién posible es
R = 36.

Ejercicios

A partir del Ejercicio 3, enunciamos problemas sangaku. Todas las figuras son cortesia
de las notas de Francisco Javier Garcia Capitan ([1]).

Ejercicio 1. Considera un tridngulo ABC con incentro I. Demuestra que /BIC =
90° + £ZBAC
=5

Ejercicio 2. Usando las hipdtesis del Ejemplo 1, demuestra que JM es bisectriz del
dngulo /FJE.

Ejercicio 3. Considera tres circunferencias tangentes a una recta por el mismo semi-
plano y tangentes entre si como se muestra en la figura. Encuentra una relacion entre
sus radios.

Ejercicio 4. Considera dos circunferencias I'1 y I's tales que T's es tangente a 'y y a
dos cuerdas de ella, como se muestra en la figura. Si r es el radio de I'y, demuestra
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que

Iy

Ejercicio 5. Sean I'1,T'2, '3 tres circunferencias y ABC un tridngulo isésceles tales
que, DB es didmetro de Iy, DA es didmetro de I'y y I's es tangente a I'1,I's y AC
(ver figura). Si O es el centro de I'3, demuestra que O A es perpendicular a DB.

:b e
<7
Q

FQ Fl
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Problemas de practica

En esta seccion encontrards 20 problemas seleccionados especialmente para comenzar
tu preparacion de este afio. Los problemas de esta seccidn se presentan en formato
de opcién multiple. Esto se debe en parte, a que el filtro inicial de la mayoria de los
concursos estatales suele ser presentado asi.

Ten en cuenta que en la olimpiada de matemadticas no solo se trata de saber la respuesta
correcta, sino que ademads, es necesario justificar dicha respuesta. En las etapas mas
avanzadas de la olimpiada, las preguntas siempre son abiertas y no se utiliza el formato
de opcién miltiple. En el caso de esta publicacion, dicho formato se adopta con el fin
de que el estudiante que recién se inicia se vaya familiarizando con el concurso y sus
etapas.

El material que hemos escogido para esta seccion estd pensado mayoritariamente para
principiantes y no es muy elevado. Conforme el afio transcurra, su nivel se ird incre-
mentando paulatinamente, de forma que, para el dltimo nimero del afio, el material
serd en su mayoria de nivel avanzado.

Problema 1. Un bombero tiene una cubeta de 15 litros y otra de 20 litros, ambas sin
marcas para medir. Suponiendo que el bombero tiene un pozo infinito de agua y que
solo puede llenar las cubetas y cambiar contenido en ellas, ;cudl de las siguientes can-
tidades puede obtener con este proceso?

(a) 2 litros (b) 4 litros (c) 6 litros (d) 8 litros (e) 10 litros

Problema 2. En la siguiente figura, el 4rea del tridangulo ABC es 3 cm?. Si CA = 4
cm, AD =8cm,CB =6cmy BE = 2 cm, jcudl es el drea del tridngulo CDE?



14 Problemas de practica

C B E

(@6cm?  (b)9cm?  (c)12cm?  (d)15cm?  (e) No se puede determinar

Problema 3. Cuatro matrimonios se juntan para jugar ajedrez una sola vez. Se sabe que
Beatriz jugé con Eduardo, Alicia jugé contra el esposo de Clara, Federico jugé contra
la mujer de Gustavo, Daniela jugé contra el marido de Alicia y Gustavo jugé contra la
esposa de Eduardo. ;Quién jug contra Humberto?

(a) Alicia (b) Beatriz (c) Clara (d) Daniela (e) No se puede determinar

Problema 4. En un tablero de ajedrez las unicas piezas colocadas son la reina blanca,
un caballo blanco y el rey negro. La reina estd en la casilla f6 y el rey en la casilla g8.
Suponiendo que es el turno de las fichas negras, ;dénde deberia estar el caballo para
que el juego se ahogara (es decir, el rey no estd en jaque pero tampoco se puede mover
a ningtn cuadro)?

(a) 7 (b) 18 (c) gb (d) g7 (e) h6
Problema 5. Considera la siguiente lista de afirmaciones:

1. En esta lista hay exactamente una afirmacidn falsa.

2. En esta lista hay exactamente dos afirmaciones falsas.

3. En esta lista hay exactamente tres afirmaciones falsas.

4. En esta lista hay exactamente cuatro afirmaciones falsas.

(Cudl de las afirmaciones es verdadera?
(a1 (b) 2 ©3 (d4 (e) Ninguna

Problema 6. En el rancho de Dario hay un corral con animales. Si todos son caballos
menos tres, todos son gallinas menos dos, y todos son patos menos tres, ;cudntos ani-
males hay en el corral?

()3 (b) 4 ©5 6 )7

Problema 7. Si n es un ndimero entero, vamos a denotar por (n) a la cantidad de nime-
ros positivos que dividen a n. Por ejemplo, (5) vale 2 porque hay dos ndimeros positivos
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que dividen al 5 (el 1 y el 5 mismo). ;Cudnto vale ((10) - (12))?
(a) 2 (b) 4 ©) 6 )8 (e) 10

Problema 8. ;Cudl es el mayor ndmero primo de la forma n? — 12n + 27 donde n es
un entero positivo?

(a) 91 (b) 37 (©) 23 17 )7

Problema 9. Mauricio tiene 7 pokemones de agua, 5 de tierra, 10 de fuego y 4 de hie-
lo. Un dia decide regalar todos sus pokemones de su tipo favorito a José, mientras que
dividi6 los demds entre Luis, Jorge y Sadl en partes iguales. ;Cuadl es el tipo favorito
de pokemén de Mauricio?

(a) Agua (b) Tierra (c) Fuego (d) Hielo (e) No se puede saber

Problema 10. ; Cuantos enteros positivos cumplen que al sumar sus digitos el resultado
es 2016 y al multiplicarlos el resultado es 2?

(a) 1008 (b) 22016 (c) 2015 (d) 2016 e1

Problema 11. Las dos raices del polinomio 22 — 33z + ¢ son ndmeros primos. ;Cudnto
vale c?

(a) 33 (b) 14 (c) 62 (d) 66 (e) 99

Problema 12. Si a y b son enteros positivos tales que 56 < a +b <59y 0.9 < 7 <
0.91, ;cudnto vale b? — a??

(a) 177 (b) 153 (c) 125 (d) 110 (e) 100
Problema 13. Vamos a colorear dos cuadritos de una cuadricula de 4 x 4 de color rojo,
los cuadritos restantes quedardn de color verde. Dos coloraciones se consideran equi-
valentes si una se puede obtener de la otra bajo una rotacién. ;Cudntas coloraciones no
equivalentes se pueden hacer?

(a) 30 (b) 31 (c) 32 (d) 60 (e) 64
Problema 14. ;Cudntos divisores positivos tiene 2016 que no son divisibles entre 6?

(a) 13 (b) 14 ()15 (d) 16 (e) 17

Problema 15. Sobre un cuadrado ABCD construimos un tridngulo isésceles AEB
con AE = EB. Si sabemos que Z/ECB = 35°, ;cudnto vale ZDFEC?

(a) 35° (b) 60° (c) 70° (d) 80° (e) 90°
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Problema 16. Juan camina por los puntos de coordenadas enteras en el plano. En ca-
da paso avanza una unidad entre dos puntos adyacentes. Si Juan quiere ir del punto
A = (0,0) al punto B = (0,10) en exactamente 12 pasos, ;cudntos caminos distintos
que no repitan vértices puede seguir?

(a) 55 (b) 45 (©) 90 (d) 110 (e) 125

Problema 17. Diego quiere comprar un terreno rectangular para construir una escue-
la de mateméticas, pero necesita que su superficie sea al menos de 2016 - 2015 m2,
Ademads, requiere que la diferencia entre los lados del rectdngulo sea a lo mds 4 m.
(Cudl es la longitud minima que puede tener uno de sus lados?

(a) 2012 m (b) 2013 m (c) 2014 m (d) 2015 m (e) 2016 m

Problema 18. Si a, b y ¢ son niimeros reales positivos tales que

a  a+b ¢
a+b a+b+c b+c

(cudnto vale £7
(a) 3L (b) 1 © V2 (d) 15 OF

Problema 19. Sean z, y, z nimeros reales tales que z+y+2 = 9y xy+yz+zx = 24.
(Cudl es el mayor valor posible de z?

(@)1 (b) 3 © 3 (@3 (OF

Problema 20. ;Cudntas parejas de enteros positivos (m,n) satisfacen la ecuacién
m3 —n3 = 5mn + 43?

@0 (b) 2 (c)4 (d)6 (e)8



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de préctica elegidos para
este nimero de la revista. Antes de leer estas soluciones, te recomendamos hacer tu
propia solucién a los problemas o al menos, haberle dedicado un tiempo considerable
a cada uno de ellos.

Es muy comun en matemadticas que cada problema tenga mas de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las tinicas. Aunque hayas
resuelto el problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos a
leer estas soluciones y discutirlas con tus compafieros. Si logras encontrar una solucién
diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas en tus soluciones, te invitamos a
compartirla con nosotros en la direccién electrénica revistaomm@gmail . com.

Solucion del problema 1. La respuesta es (e).

Como la capacidad de ambas cubetas es un miltiplo de 5, cualquier cantidad medible,
que es una combinacion lineal de la forma 152 + 20y, también serd multiplo de 5. Por
lo tanto, la tinica opcidn posible es 10 litros, lo cual se logracon z = 2 ey = —1. Esto
es, primero se sacan 15 litros del pozo, se vacia en la cubeta de 20 litros, luego se sacan
otros 15 litros y se completa la cubeta de 20 litros, quedando asi 10 litros en la cubeta
pequeiia y 20 litros en la grande, y esta tltima se vacia para terminar el proceso.

Solucion del problema 2. La respuesta es (c).

Con las longitudes dadas se puede ver que 2CA = CE y 2CB = C'D. Ademas, los
tridngulos CAB y CED comparten el dngulo en C, luego son semejantes en razén
1 : 2. Por lo tanto, la razén de sus dreas es de 1 : 4, de donde se tiene que el drea del
triangulo CDE es 12 cm?.

Solucién del problema 3. La respuesta es (c).
Puesto que Gustavo jugé contra la esposa de Eduardo y Eduardo jugé contra Beatriz,
se debe tener que Beatriz no es la esposa de Eduardo. Ademads si Alicia fuera la esposa
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de Eduardo se tendria que Daniela jugé contra Eduardo, lo cual no puede pasar pues
él jugb contra Beatriz. Por lo tanto, la esposa de Eduardo debe ser Clara o Daniela.
Si fuera Clara entonces se tendria que Alicia jugd contra Eduardo lo cual, de nuevo,
no ocurre. Por lo tanto, la tnica posibilidad es que Eduardo, sea esposo de Daniela.
Como Gustavo jugé contra la esposa de Eduardo se sigue que Gustavo jugé contra
Daniela. Como Daniela jugé contra el esposo de Alicia, se tiene que Alicia es esposa
de Gustavo. Por tdltimo, como Federico jugd contra la esposa de Gustavo se tiene que
Federico jugé contra Alicia. Entonces, la tnica pareja restante de juego es Humberto
contra Clara.

Solucion del problema 4. La respuesta es (b).

Puesto que la reina blanca solo no ataca las posiciones g8 y h7, el inico cuadro al que
se podria mover el rey es a h7. Entonces, para ahogar el juego se necesita que el caballo
ataque ese cuadro, lo cual ocurre cuando estd en el cuadro 8.

Solucion del problema 5. La respuesta es (c).

Si las cuatro afirmaciones fuesen falsas, la cuarta afirmacion seria simultineamente
verdadera y falsa, lo cual no es posible, por lo que hay al menos una afirmacién ver-
dadera. Suponiendo la veracidad de cualquiera de ellas, cada una de las afirmaciones
restantes contradice a las demds, por lo que no puede haber dos o mds afirmaciones
verdaderas. Por lo tanto, solo una afirmacién es verdadera y hay 3 afirmaciones falsas.
Esto significa que la tercera afirmacion es la verdadera.

Solucién del problema 6. La respuesta es (b).

Denotemos por ¢, g y p a las cantidades de cada tipo de animal, respectivamente, y por
N ala cantidad total de animales. Segun las condiciones del problema tenemos que
c=N-3,g=N —2yp= N — 3. Sumando estas tres ecuaciones obtenemos que
c+g+p=3N —8. Ademds, como N = c+ g+ p, obtenemos N = 3N — 8 de donde
N =4.

Solucion del problema 7. La respuesta es (d).

Por un lado, tenemos que (10) = 4 porque los divisores positivos de 10 son 1,2,5
y 10. Por otro lado, tenemos que (12) = 6 porque los divisores positivos de 12 son
1,2,3,4,6 y 12. De este modo, ({(10) - (12)) = (4 - 6) = (24). Como los divisores
positivos de 24 son 1,2, 3,4, 6, 8,12y 24, la respuesta buscada es 8.

Solucion del problema 8. La respuesta es (e).

Tenemos que n? — 12n + 27 = (n — 9)(n — 3). Para que este producto sea un nimero
primo, o bienn —9 = £lon —3 = £1.Sin —9 = 1, entonces n = 10y
(n—9)(n—3) = 7 que es primo. Sin—9 = —1,entoncesn = 8y (n—9)(n—3) = =5
que es primo. Sin — 3 = 1, entoncesn = 4y (n — 9)(n — 3) = —5 que es primo.
Sin—3 = —1,entoncesn =2y (n — 9)(n — 3) = 7 que es primo. Por lo tanto, la
respuesta es 7.

Solucién del problema 9. La respuesta es (b).
Como el enunciado dice que tras regalar sus pokemones favoritos pudo repartir los
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demds en partes iguales, eso quiere decir que la cantidad que le queda al restar los
favoritos es un miltiplo de 3. No podrian ser los de agua, porque los restantes suman
5+ 10 + 4 = 19, que no es multiplo de 3. Un proceso de descarte similar nos muestra
que la dnica posibilidad es que sean de tierra, ya que en ese caso, los restantes suman
7+10+4 = 21.

Solucién del problema 10. La respuesta es (c).

Si el producto de los digitos es 2 y el nimero no es cero, los digitos pueden ser
dnicamente 2 y 1. Ademds, como la suma de sus digitos es 2016, sus digitos son
2,1,1,1,...,1 con 2014 unos. Cada forma distinta de ordenarlos corresponde a uno
de los nimeros buscados, por lo que solo nos falta contar las maneras de ordenarlos. El
unico digito diferente es el 2 y, como los nimeros que estamos formando tienen 2015
digitos, el 2 puede ser cualquiera de ellos. Esto nos muestra que hay 2015 niimeros con

la propiedad buscada.

Solucién del problema 11. La respuesta es (c).

Sabemos que si a y b son las raices del polinomio cuadritico 22 — 33z + c, este se
puede factorizar como (z — a)(x — b) y por tanto tendremos @ + b = 33y ab = c.
Necesitamos entonces dos niimeros primos cuya suma sea igual a 33. Pero si sumamos
dos primos impares, necesariamente el resultado serd par, por lo que esta opcién queda
descartada. Asf, uno de los primos debe ser 2 y, por tanto, el otro serd 31. Concluimos
entonces que ¢ = 2(31) = 62.

Solucion del problema 12. La respuesta es (a).

De las desigualdades 0.9 < a < 0.91b, obtenemos que 0.9b+b < a+b < 0.91b+ b.
Luego, 0.9b + b < 59y 0.91b 4 b > 56. Se sigue que b < 31.05y b > 29.3. Por
lo tanto, b = 30 o 31. Si b = 30, entonces 27 < a < 27.3, y no hay valores enteros
de a. Si b = 31, entonces 27.9 < a < 28.2 de donde a = 28. Luego, b — a? =
(b+a)(b—a)=(314+28)(31 —28) = 177.

Solucién del problema 13. La respuesta es (b).

Tenemos dos opciones: a) que los dos cuadritos que se coloreen de rojo sean diametral-
mente opuestos (con respecto al vértice que divide a la cuadricula en cuatro cuadros de
2 x 2) o b) que no lo sean.

En el caso a), cada coloracién es equivalente a otras dos. Asi, en este caso hay 4 po-
sibles coloraciones (dos por cada diagonal) y 2 coloraciones no equivalentes. Por otro
lado, en el caso b), cada coloracién genera otras cuatro coloraciones. En este caso hay
4 menos que el total de las coloraciones posibles. Como (126) es el niimero de formas de
escoger dos cuadritos de los 16 posibles, en el caso b) hay (126) —4 = % -4 =116
coloraciones posibles. Ademads, en el caso b) cada coloracién genera otras cuatro colo-
raciones, de modo que hay % = 29 coloraciones no equivalentes. En conclusién, hay
2 + 29 = 31 coloraciones no equivalentes.

Solucién del problema 14. La respuesta es (d).
Veamos la descomposicién en factores primos de 2016: 2016 = 2° - 32 - 7. Como
buscamos los divisores positivos que no son divisibles entre 6 podemos dividir los casos
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entre los divisores que son divisibles entre 2, los que son divisibles entre 3 y los que
no son divisibles entre ninguno de los dos. En el primer caso tenemos a los divisores
2,22, 23,24 y 25 ademds de los otros cinco divisores que resultan de multiplicar por
7 cada una de estas potencias de 2. Los que son divisbles entre 3 son 3,9, 3 -7y
9 - 7. Por tltimo, los que no son divisbles entre 2 y 3 son 1 y 7. Por lo tanto, existen
16 = 10 4 4 + 2 divisores positivos de 2016 que no son divisibles entre 6.

Solucién del problema 15. La respuesta es ().

Como el tridngulo AE'B es isosceles, tenemos que /FAB = ZABE y AE = EB.
Ademds, por ser ABC'D un cuadrado, tenemos que /DAB = ZABC = 90°, de
donde DA = BC.

A B

35°

D C

Asi, ZDAE = ZEBC. Por lo tanto, por el criterio de semejanza LAL tenemos que
el tridngulo DAFE es semejante al tridngulo £ BC, lo que significa que CE = ED.
Entonces el tridngulo DEC es isésceles y ZECD = ZCDE. Como Z/BCD = 90°
y LZECB = 35°, concluimos que ZECD = 55° = ZCDE. Pero la suma de los
angulos interiores de un tridngulo es 180°, entonces ZDEC' = 70°.

Solucién del problema 16. La respuesta es (d).

Observamos que se debe salir de la recta que une los puntos A y B con un paso y
regresar con otro, los pasos restantes quedardn determinados por una recta. Hay 11
opciones en las que se puede salir o regresar a la recta AB, que son cada uno de
los puntos (0,z) con z € {0,1,2,...,10}. De esas 11 opciones debemos escoger 2,
una en la que salimos de la recta (la que tenga el menor valor de x) y otra en la que
regresamos. Esto es posible hacerlo de (121) = 1110 — 55 maneras. Ademds, por cada
pareja de puntos se puede escoger entre salir hacia arriba o hacia abajo. Por la regla del

producto concluimos que hay 55 - 2 = 110 caminos distintos posibles.

Solucion del problema 17. La respuesta es (c).

Denotemos por z e y a los lados del rectdngulo, con x < y. Como la diferencia entre
los lados del rectdngulo es a lo mds 4, tenemos que y < x + 4. Asi, la condicién zy >
2016 - 2015 implica que z(z +4) > 2016 -2015. Pero z(x +4) > 20162015 < 22 +
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dr+4>2016-2015+4 < (v+2)%? > 2016-2015+4 < 2+2 > /2016 - 2015 + 4.
Si consideramos que /2016 - 2015 + 4 > 2015, entonces x + 2 > 2015. Por tanto,
x > 2013, es decir, x > 2014. Si x = 2014y y = 2014 + 4 = 2018, entonces el area
del rectdngulo serd xy = 2014 - 2018 = 2014 - 2014 +2014-24+1+2014-2 -1 =
(2014+1)242014-2—1 > 2015242015 = 2016-2015 m?. Con lo que demostramos
que la longitud minima de uno de sus lados es 2014 m.

Solucién del problema 18. La respuesta es (d).

Laigualdad ;9 = ;% esequivalente a laigualdad a(b+c) = (a+b)c. Al simplificar,

obtenemos que ab = bc, de donde a = ¢, pues b > 0. Sustituyendo a = cen laigualdad

a __  a+b c __ ct+b . : 2
795 = arbre Obtenemos que 7 = 5ot lo cual implica que (b + ¢)* = ¢(2c + b).
Después de simplificar obtenemos que ¢ — cb— b? = 0. Si consideramos esta ecuacién

2 2
bEVITEIR _ biysh — BUEVE) e donde se

cuadrdtica en ¢, obtenemos que ¢ =
sigue que & = £ = 155 Como 155 < 0, la respuesta es & = 155,

Solucién del problema 19. La respuesta es (e).

Comoz+y = 9—z, tenemos que vy = 24— z(z+y) = 24— 2(9—2) = 2% — 92+ 24.
Notemos ahora que z e y son raices de la ecuacion cuadrdtica t? 4 (z — 9)t + (22— 9z +
24) = 0. Como z e y son niimeros reales, el discriminante de esta ecuacién cuadrética
debe ser mayor o igual que cero, esto es, (z — 9)2 — 4(2? — 9z + 24) > 0. Después
de simplificar, esta desigualdad es equivalente a la desigualdad (z — 1)(z — 5) <
0. Resolviendo esta desigualdad obtenemos que 1 < z < 5. Cuando z = y = 2,
obtenemos que z = 5. Por lo tanto, el valor mdximo de z es 5.

Solucién del problema 20. La respuesta es (b).
Como m y n son positivos, tenemos que 5mn + 43 > 0, lo cual implica que m > n.
Luego, K = m — n es un entero positivo. Entonces, la ecuacién dada es equivalente a

la ecuacion (k +n)? —n3 — 5(k+n)n = 43, que al simplificar se reduce a la ecuacién

(3k — 5)n® + k(3k — 5)n + k* = 43. 8)

Si k = 1, tenemos la ecuacién n2 + n+ 21 =0 que no tiene soluciones reales. Por lo
tanto, k > 2, de donde se sigue que 3k — 5 > 0. De la ecuacién (8), podemos ver que
k3 < 43, de modo que k < 3. De aqui que los valores posibles de k son 2y 3.

Si k = 2, la ecuaci6n (8) se simplifica a n? +2n —35 = 0. Estoes, (n—5)(n+7) = 0,
cuya tnica solucién positivaes n = 5. Luego,m =k +n=2+4+5=7.

Si k = 3, la ecuaci6n (8) se simplificaan? +3n —4 = 0.Estoes, (n—1)(n+4) = 0,
cuya unica solucién positivaesn = 1. Luegoom =k +n=3+1=4.

Por lo tanto, las soluciones enteras positivas de la ecuacién original son las parejas
(m,n) =(7,5)y (4,1).
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2016 No. 1.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que los problemas en esta seccién no tienen solucién, por lo
que te invitamos a que los resuelvas y nos envies tus soluciones.

Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogeran de entre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucidn, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. ;Cuail es el nimero entero mds grande que tiene todos sus digitos dife-
rentes y ademds no es multiplo de 9?

Problema 2. Sea ABC' un tridngulo con /B = 90°. Sobre el lado AB se considera
un punto D y sea M el punto medio de AD. Sea F la intersecciéon de C'M con la
mediatriz del lado AB. Demuestra que AFE es paralelaa BD.

Problema 3. Sean p y ¢ niimeros reales tales que la ecuacién x> + px + ¢ = 0 tiene
tres raices distintas. Demuestra que p < 0.

Problema 4. En una fiesta se sabe que cada mujer bail6 con al menos un hombre y no
hay un hombre que bailara con cada mujer. Demuestra que existen dos hombres H y
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H',y dos mujeres M y M’, tales que H bailé con M, H' bail6 con M’, H no bailé con
M’y H' no bailé con M.

Problema 5. Determina todas las soluciones enteras positivas del siguiente sistema de

ecuaciones.

CP-1D+2z Br-1)+4+20  Ply-1)+2y
y+1 '

z4+1 ’ r+1 ’

Problema 6. ;Cudntos tridngulos (no degenerados) se pueden formar tales que sus
lados tengan longitudes enteras y menores o iguales que 20167

Problema 7. Pablo se encuentra en el punto X = (3, 0) del plano coordenado y quiere
visitar a sus cuatro amigos que se localizan en los puntos A = (0,10), B = (0,0),
C = (8,0) y D = (8,4). Existen 5 carreteras que van en ambas direcciones: de A a
B,de AaC,de BaC,de BaDydeD aC. Pablo quiere ir de un punto a otro por
las carreteras que hay entre ellos. ;Cudl es la distancia minima que debe recorrer Pablo
para visitar exactamente una vez a cada uno de sus cuatro amigos?

Problema 8. Si a, b, c y d son enteros positivos, determina el valor minimo de la ex-
presion

d b

c

{a—i—b—i—cJ n {b—i—z—i—dJ n {c—i—d—i—aJ n {d—i—a—i—bJ.

(Nota: | x| denota el mayor entero que es menor o igual que z).

Problema 9. Sean a, b y c enteros positivos distintos. Demuestra que,

a+b+ec

med(ab+ 1,ac+ 1,be+ 1) < 3

Problema 10. Encuentra todas las cuartetas (a, b, ¢, d) de nimeros reales positivos tales
que abed = 1, a?°16 420166 = 2016¢ + d?°*¢ y 2016a + 52016 = 2016 + 2016d.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2015 No. 2.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 2, afio 2015. En esta ocasién queremos agradecer y felicitar de una
manera muy especial a Adalberto Isaac Aguirre Gonzélez por habernos enviado sus so-
luciones a los problemas 3 y 4, asi como también a Luis Eduardo Flores Zapotitla por
su solucién al problema 9, y aprovechamos para invitar a todos los lectores a participar
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envidndonos sus trabajos para que puedan salir publicados en los nimeros posteriores
de la revista. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista aparecerdn las solucio-
nes de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa 3, afio 2015, por lo que
aln tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. En un edificio con pisos numerados desde 1 hasta & hay cuatro elevadores.
Cada elevador hace 3 paradas las cuales no necesariamente son en pisos consecutivos
ni necesariamente incluyen al piso 1. Se sabe que para cualesquiera dos pisos, hay al
menos un elevador que hace parada en ambos pisos. ;Cudl es el maximo valor posible
de k?

Solucién. Si en el edificio hay n pisos entonces todas las posibles parejas de pisos son

(g) = @ el cual es mayor o igual a 15 si n > 6. Como cada elevador cubre 3

parejas de pisos, a lo més hay 12 combinaciones posibles entre los 4 elvadores. Enton-
ces el niimero de pisos no puede ser 6 o mds. Para un edificio con 5 pisos el siguiente
dibujo muestra cémo es posible que los elevadores hagan sus paradas.

Problema 2. Sean ABC' un tridngulo y P un punto en su interior. Los pies de las
perpendiculares desde P a los lados BC, CAy AB son D, E 'y F, respectivamente.
Encuentra los puntos P tales que se minimiza

BC €A AB
PD PE PF’

Solucion. Denotemos por a = BC, b= CA,c= AB,x = PD,y= PEyz = PF.
Justamente “F2UTCZ o e] drea del tridngulo que es constante, entonces minimizar la
expresion del problema equivale a minimizar

(az +by+cz) (9 T 5) — 0>+ 0+ +ab <E + g)+bc(g + f) +ea(2+2)
Ty oz y z oy Tz

pero para cualesquiera nimeros positivos a y 3, la desigualdad media aritmética-media
geométrica implica que % + g > 2. Entonces, el minimo de la expresion es a? + b% +
¢ + 2ab + 2bc + 2ca = (a + b+ ¢)? y laigualdad se alcanza cuando t=1i=12
y % = f, esto es, cuando x = y = z, lo cual sucede cuando P es el incentro.
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Problema 3. Muestra que para cualquier entero positivo n el nimero
TL5 TL4 TL3 n

) 2 3 30

€s un entero.

Solucién de Adalberto Isaac Aguirre Gonzalez. Si multiplicamos la expresion por
30 obtenemos 6n° + 15n* + 10n® — n. Si este nimero fuera miltiplo de 30, tendrfamos
que

n®> nt nd n 6n° + 15n* +10n% —n

) 2 3 30 30

es un entero.
Para analizar médulo 30, notemos que 30 = 2-3- 5. Entonces, basta probar los siguien-
tes 3 casos:

= Es ficil ver que si n es par, entonces 6n° + 15n* 4+ 10n® — n es par. Por otro
lado, si n es impar, se tiene que 15n* es impar. Por lo tanto 15n* — n es par.
Luego, 6n° + 15n* + 10n® —n = 2(3n5 4 5n3) + (15n* — n) es par. En ambos
casos se tiene que 6n° + 15nt + 10n® — n = 0 (mod 2).

= Puesto que 6n° y 15n* son miiltiplos de 3, la expresién se reduce médulo 3 a
10n® — n. Pero, 10 = 1 (mod 3), por lo que se tiene que analizar n® — n. Si
n = 0 (mod 3), entonces n®> —n = 0 (mod 3). Sin = 1 (mod 3), entonces
n®—n=1-1=0 (mod 3). También si n = 2 (mod 3) se tiene que n> —n =
6 = 0 (mod 3). Luego, en este caso 6n° + 15n% + 10n3 —n = 0 (mod 3).

= Puesto que 15n* y 10n? son miltiplos de 5, la expresién se reduce médulo 5 a
6n°> — n. Pero, 6 = 1 (mod 5), por lo tanto, se tiene que analizar n® — n. Como
en el caso anterior, si analizamos las posibilidades n = 0,1,2,3 0 4 (mod 5),
obtenemos en cada caso que n® —n = 0 (mod 5). De donde 6n° + 15n* +
10n3 —n =0 (mod 5).

Por lo tanto, se concluye que 6n° + 15n? + 10n3 — n = 0 (mod 30) para todo entero
positivo n.

Problema 4. En un tridngulo ABC con alturas AK, BL y CM y ortocentro H, sea P
el punto mediode AH.Si BH y M K seintersecanen Sy LPy AM se intersecan en
T'. Demuestra que ST es perpendicular a BC'.

Solucién de Adalberto Isaac Aguirre Gonzalez. Sea D la interseccién de ST con
BC. Como P es el punto medio de la hipotenusa del tridngulo ALH, tenemos que
AP = LP = PH.Porlo que ZPAL = ZPLA. Ahora, tenemos que el cuadrilatero
LK BA es ciclico (por abrir el mismo arco AB de 90°), luego LPLA = LPAL =
/PAC = ZLBC. Como M BK H también es ciclico, ZLBC = ZHMK. Asi que
/ZHMK = ZPLA. Ahora,como ALH M es ciclico, tenemos que /M HS = Z/LAT.
Lo que convierte a los tridngulos ALT y H M S en tridngulos semejantes por el criterio
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AA. Entonces, ZHSM = ZATL = 180° — LZLTM. Luego, LT M S es ciclico. Asi,
por abrir el mismo arco (o por angulos inscritos) tenemos que ZHLM = ZSTM.
Pero, como ALHM es ciclico, ZHAM = ZHLM = /ZSTM. Asi, por angulos
correspondientes, tenemos que PK es paralelaa T'D. Entonces, /PKB = /T DB =
90°. Esto significa que ST es perpendiculara BC'.

Problema 5. Encuentra el nimero de soluciones reales de la ecuacion

3+ (5] 5] ==

(Si x es un ndmero real, | z] denota el mayor entero que es menor o igual que x.)

Solucién. Supongamos que a es una solucién de la ecuacién. Como [§], |5y |§]
son enteros, también lo es a. Por el algoritmo de la division, existen enteros g y r tales
quea =30g+7ry0 <r <30

Tenemos que | 3] = [P = 15g + [5), |§) = |P) = 10¢ + [5] vy [] =
L%J = 6q + | £]. Sustituyendo estos valores en la ecuacion original tenemos que
la ecuacidn es equivalente a

T T T

la cual a su vez es equivalente a

51 - 15)- 3]

=7r — —_ — — — — 1.

1 2] ~ 3] L5

Para cada valor de r, esta dltima ecuacién nos dard un tnico valor para q tal que a =

30q + r cumple la ecuacién original. Por lo tanto, como hay 30 posibles valores para
r, hay 30 soluciones enteras de la ecuacién.
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Problema 6. Se tienen escritos los nimeros 2°,2!,22 ... 219 en un pizarrén. Dos

personas juegan alternadamente. En su turno, eligen 5 de los nimeros y les restan 1. El
primer jugador que haga que uno de los nimeros sea negativo, pierde. ;Cuadl de los dos
jugadores puede asegurar su victoria y cémo?

Solucién. Digamos que los jugadores son Al y Ben. Veamos que Al puede asegurar su
victoria. Para ello, en su primer turno, le restard 1 a los niimeros 29, 216, 217 218 y
219 En los siguientes turnos le restard 1 a los mismos 5 nimeros a los cuales Ben les
acababa de restar 1.

Notemos que en cada turno fue elegido al menos uno de los primeros 16 nimeros.
Como la suma de ellos es 20 4 2! +22 4 ... + 215 = 216 _ 1 tenemos que en a lo mas
216 turnos el juego terminard. Como los otros cuatro nimeros son mayores o iguales
que 2'6, cuando el juego termine, ninguno de los tltimos 4 nimeros serd negativo.

Por otro lado, después de su primer turno, Al hizo que cada uno de los primeros 16
numeros sean pares. Si Ben elige uno de esos nimeros, lo dejard en un nimero impar,
por lo que Al podra restarle 1 sin hacerlo negativo. Por lo tanto, Al ganard siguiendo
esta estrategia.

Problema 7. Comenzando desde arriba en el siguiente arreglo triangular, empiezas a
hacer un recorrido moviéndote en cada paso a cualquiera de las dos posiciones que
estan directamente debajo de tu posicién actual. Por ejemplo, desde el 3 de arriba te
puedes mover al 7 o al 4 de la segunda fila; desde ese 7 s6lo puedes pasar al 2 o0 al 5 de
la tercera fila, pero no al 6 porque el 6 no estd debajo del 7.

De todos los caminos posibles, el que tiene la mayor suma es el indicado por las casillas
encerradas y la suma esiguala3 + 7+ 5+ 9 = 24.

(Cudl es la mayor suma que puedes lograr si haces el mismo proceso en la siguiente
figura?
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42
70 71
30 35 31
40 28 49 61
35 38 62 24 39
49 81 57 63 56 49
32 55 28 06 16 20 12
43 41 26 56 55 40 70 33
71 44 65 25 43 51 52 63 42
33 28 47 43 17 51 39 48 53 35

Solucién. Construyamos un segundo tridngulo, al que llamaremos “tridngulo sumas”
con las mismas posiciones que el original, pero en cada posicién indicaremos la maxi-
ma suma de los caminos que llegan a esa posicion.

Por ejemplo, las tres primeras filas del tridngulo sumas serian:

42
112 113
142 148 144

Esto porque sélo hay un camino que se queda en la posicién inicial, con suma 42.
Sélo hay un camino que llega a la posicién (2, 1) (segunda fila, primera posicién) y su
suma méxima es 42 + 70 = 112; s6lo hay un camino que llega a la posicién (2,2) y su
suma maximaes 42 4+ 71 = 113.

Hay sé6lo un camino que llega a la posicién (3, 1) cuya suma es 42 + 70 + 30 = 142.
Hay s6lo un camino que llega a la posicién (3, 3) cuya suma es 42 + 71 + 31 = 144.
Pero para la posicién (3, 2) la méxima suma se obtiene como 35 + max(112,113) =
148.

En general, las entradas en el tridngulo sumas se obtienen sumando la entrada del
tridngulo original al maximo de las posiciones en el tridngulo sumas directamente sobre
la que se esta construyendo.

Por ejemplo, la cuarta fila serfa: 182 176 197 205.

Continuamos este proceso hasta llegar a la fila inferior, y el maximo valor asi obtenido
serd la mayor suma en los caminos del tridngulo original, y dicho valor resulta ser 509.

Problema 8. Determina el mayor nimero capictiia que no excede a 54321 y que puede
escribirse como suma de 3 enteros consecutivos. (Un niimero “capiciia” es un niimero
que se lee igual de izquierda a derecha que de derecha a izquierda).

Solucién. Notemos que si un nimero es suma de tres enteros consecutivos necesaria-
mente es miltiplo de 3:

n+n+1)+(n+2)=3n+3=3(n+1).
Mais atn, cualquier nimero que es miultiplo de 3 es suma de tres enteros consecutivos.

n=3k=(k—1)+k+(k+1).
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Por lo tanto, el problema se reduce a encontrar el mayor niimero capiciia que no excede
54321 y que sea miiltiplo de 3.

Para maximizar los niimeros capicua, es necesario que las posiciones mds a la derecha
sean lo mds grande posibles.

Si a la derecha estd 5, entonces el nimero tiene la forma 5___5. Las posiciones 2 y 4
entonces no pueden ser 9, 8, 7, 6, 5 porque excederfan a 54321.

Por tanto intentamos con 4 y obtenemos 54_45. Para que no exceda a 54321 es ne-
cesario que la posicion central sea 0,1 o 2. Pero por el criterio de divisibilidad del 3
podemos descartar los nimeros 1 y 2 para el centro, obteniendo asi el nimero 54045.

Problema 9. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que a + b+ ¢ = 1. Demuestra
que
1—-a? 1-0% 1-¢
+ + > 6.
a+bc b+ca c+ab

Solucién de Luis Eduardo Flores Zapotitla. Notemos que

1—a? 1-0® 1-¢2 (A—-a)(l+a) (1A-0)(1+0) (1—c)(1—|—c).

a+bc+b+ca c+ab a+ be b+ ca c+ ab

Si utilizamos la hipétesis de que a + b 4+ ¢ = 1 y desarrollamos la expresion anterior
obtenemos,

(b+c)(1+a) N (c+a)(1+0b) n (a+b)(1+c¢)

a+ be b+ ca c+ab
b+c+ab+ac c+a+cb+ab a+b+ca+ch
= + +
a+ be b+ ca c+ab

b+ac c+ab c+ab a+cb a+cb b+ca
a+bc a+bc b+ca b+ca c+ab c+ab

Abhora, por la desigualdad media aritmética-media geométrica, obtenemos que,

b+ac c4+ab a+cd s b+ac c+ab a+cb
> . . -3
at+bc b+ca c+ab ™ a+bc b+ca c+ab

)

c+ab a+cb b+ca> s ctab a+ch b+ca
at+bc b+ca c+ab ™ a+bc b+ca c+ab

Si sumamos estas desigualdades obtenemos que

1—a? 1-0* 1-¢2
+ + > 0.
a+bc b+ca cH+ab

Problema 10. Determina todas las soluciones en enteros no negativos (a, b, ¢, d) que
satisfacen la ecuacién 2¢ - 3% — 5¢. 77 = 1.

Solucién. Si a = 0, el lado izquierdo de la ecuacién es un nimero par, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, a > 1. Consideremos los siguientes casos.
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= Supongamos que b = 0. En este caso la ecuacién es 2% — 5¢ - 7¢ = 1.

e Sic > 1, entonces 2 = 1 (mod 5) de donde se sigue que 4 | a. Por lo
tanto, —5¢- 74 =0 (mod 3), lo cual es una contradiccién.

e Sic = 0, entonces la ecuacién es 2% — 7¢ = 1. Esto implica que 1 + 7% =
2% (mod 16). Como toda potencia de 7 es congruente con 1 o 7 médulo
16, tenemos que 1 + 7¢ = 2 u 8 (mod 16). Luego, 2% = 2 u 8 (mod 16)
y por lo tanto ¢ < 3. Examinando los valores posibles de a = 0,1,2,3
encontramos que (3,0,0,1) y (1,0,0,0) son soluciones.

= Supongamos que b > 0. Médulo 3 la ecuacion implica que 5 = —1 (mod 3),
de donde se sigue que c debe ser impar y en particular no igual a cero. Entonces,
considerando la ecuacién médulo 5 encontramos que

1=2%.3"=2%" (mod 5).
Esto implica que @ = b (mod 4). Consideraremos varios casos.

e Primero, supongamos que d = 0. Entonces, tenemos que 2% - 3° = 5¢ + 1.
Como 5¢+1 =2 (mod 4) y 2% - 3” = 0 (mod 4) si a > 1, necesariamente
a = lyporlotanto,b = 1 (mod 4) (pues @ = b (mod 4)). Claramente, una
solucién de la ecuaciénes (1,1,1,0).Si b > 2, entonces 5° = —1 (mod 9),
lo cual sucede solo si ¢ = 0 (mod 3). Pero entonces, 5% + 1 = 126 divide
a5°+1=2%-3" 1o cual es imposible.

e Supongamos ahora que d # 0y que a y b son impares. Entonces, 61m?

1 (mod 7) donde m = 2(¢=1)/2 . 3(0=1)/2 e5 un entero. Luego, m?
—1 (mod 7) lo cual no es cierto para todo entero m.

e Finalmente, supongamos que b,c,d # 0,y a = 2z, b = 2y son enteros
pares con x = y (mod 2), y ¢ es impar. Sea m = 2% - 3¥. Tenemos que
(m —1)(m + 1) = 5° - 79. Como el méximo comdn divisor de m — 1y
m+1es102,y2nodividea5°-79, 1aigualdad anterior solo puede ocurrir
en dos situaciones.

o Enuncasoom—1=5ym+41 = 7¢. Entonces, 5°+1 = 27-3Y. Esta
ecuacion ya la habiamos discutido antes, la cual es vélida solo cuando
x =y = 1yec = 1. Por lo tanto, tenemos la solucién (a, b, c,d) =
(2,2,1,1).

o Enel otro caso, m + 1 = 5¢ y m — 1 = 7%, Considerando la primera
igualdad médulo 3, obtenemos que m = 2¢ — 1 = 1 (mod 3). Luego,
y = 0y = es par. Entonces, 2% + 1 = 5¢y 2% — 1 = 7% Pero si x es
par, entonces 3 = 22 — 1 | 2 — 1 | 79, 1o cual es imposible. Por lo
tanto, no hay soluciones en este caso.

En resumen, las soluciones son

(a,b,c,d) = (1,0,0,0),(3,0,0,1),(1,1,1,0),(2,2,1,1).



Concursos Estatales

Olimpiada de Matematicas en Nuevo Leodn, 2015

La Olimpiada de Matemdticas en Nuevo Ledn es una competencia que se organiza des-
de 1990 y tiene como objetivo seleccionar al equipo que representard al estado en el
concurso nacional. Tradicionalmente el primer examen se aplica el dltimo sdbado de
mayo cada afio. Este examen es abierto, es decir, cualquier interesado puede presen-
tarlo. De este examen se seleccionan alrededor de 20 alumnos por cada grado escolar
(desde sexto grado de primaria hasta bachillerato). Estos alumnos se invitan a un en-
trenamiento intensivo y tienen la oportunidad de presentar un segundo examen que se
denomina “Examen Selectivo”. Luego, aproximadamente 30 alumnos son selecciona-
dos para presentar el “Examen Semi-Final” de donde 16 de ellos se ganan el derecho a
presentar el “Examen Final” del cual se selecciona a los 6 representantes del estado.

En resumen, en Nuevo Ledn la Olimpiada de Matematicas consta de 4 etapas:

= Examen Abierto (donde participan aproximadamente 1,500 estudiantes).
= Examen Selectivo (100 seleccionados).
s Examen Semi-Final (30 seleccionados).

= Examen Final (16 finalistas).

A continuacién presentamos el Examen Abierto en el nivel Secundarias de la 29 Olim-
piada de Matematicas en Nuevo Ledn, el cual se aplic el dltimo sabado de mayo de
2015. Los alumnos tuvieron 90 minutos para resolverlo.

Problema 1. Randy tiene 13 afios mds que Victor. Francisco es 5 aflos mayor que
Victor. Si Randy tiene el doble de la edad de Francisco, ;cudntos afios tiene Victor?

Problema 2. Nayeli compra pldtanos cada 2 dias, manzanas cada 3 dias, naranjas cada
13 dias y kiwis cada 12 dias. ;Cudl es la mayor cantidad de dias al afio en que compra
todas las frutas en un mismo dia?
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Problema 3. En la siguiente figura se muestra un hexagono regular cuya édrea es 16.
(Cudl es el drea del tridngulo ABC?

A

Problema 4. Dos niimeros enteros positivos forman una pareja ganadora si al multipli-
carlos el resultado es 2015. ;Cudntas parejas ganadoras existen?

Problema 5. En una fiesta hay 9 nifios, los cuales se sientan en sillas colocadas en 3
filas, cada una con 3 sillas. Si cada nifio le da un regalo a los nifios que estdn mds cerca:
a su derecha, izquierda, al frente y atrds. ;Cudntos regalos se dieron?

Problema 6. A Carmen se le perdi6 su cadenita. La cadenita estaba formada por bolitas
de oro. Encontré la mitad de las bolitas en el piso del bafio, la cuarta parte en la bolsa
de su pantaldn, la sexta parte se le perdié. Si sabe que su perro se comid 9 bolitas,
(cudntas bolitas tenia el collar?

Problema 7. En una isla habia 2015 hombres, algunos eran caballeros y siempre decian
la verdad, el resto eran mentirosos y siempre mentian. Cada dia uno de los hombres de-
jabalaislay decia “En cuanto yo me vaya, el nimero de caballeros en la isla serd el mis-
mo que mentirosos”. Después de 2014 dias s6lo quedé un caballero en la isla. ; Cudntos
caballeros hab{a inicialmente?

Problema 8. En el salén de Gerardo hay menos de 100 personas. Todos tienen la misma
edad excepto Sarai, que es un afio mayor que los demads. Si la suma de todas las edades
es 122, ;cudntas personas hay en el salén de Gerardo?

Problema 9. En una lista se escribieron todos los nimeros que se pueden formar re-
volviendo los digitos 2,0, 1, 5 sin repetirlos. Los nimeros quedaron escritos de mayor
a menor. Luego se calcularon las diferencias entre cada dos nimeros consecutivos de
la lista, siempre restando a cada ndmero el que le sigue en la lista. ;Cudl es la mayor
de estas diferencias?
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Problema 10. Vivi tiene un collar que cambia de color segtn su estado de 4nimo, cuan-
do se pone triste se vuelve azul, cuando estd feliz se vuelve rojo y cuando estd asom-
brada se pone amarillo. Decidiste descubrir cudntas veces se ha puesto triste para ayu-
darle. El collar de Vivi se ha vuelto de color rojo 12 veces, la cantidad de veces que se
ha vuelto azul es igual a la mitad de las veces que Vivi ha estado asombrada y el collar
ha cambiado de color 45 veces. ;Cudntas veces se ha puesto triste Vivi?

Problema 11. ;Cudntos rectdngulos pueden formarse en la figura con la condicién que
los vértices sean puntos de esta? (Los cuadrados también son rectdngulos).

Problema 12. Un poligono regular tiene 27 diagonales. ;Cual es su nimero de lados?

Problema 13. La suma de dos niimeros enteros es 100. Encuentra el mayor nimero
que se pueda generar al multiplicar dichos ndmeros.

Problema 14. En la red social “feisbuk” hay 8 miembros, cada miembro manda una
solicitud de amistad a otros 4 miembros, 2 personas se vuelven amigos cuando ambas
se envian solicitudes de amistad. ;Cudl es la menor cantidad de parejas de amigos que
hay en esta red social?



Concurso Nacional 2015
292 Olimpiada Mexicana de
Matematicas

Del 22 al 27 de noviembre de 2015 se llevé a cabo en Guadalajara, Jalisco, el Concurso
Nacional de 1a 29* Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la participacién de todos
los estados de la Repiiblica.

Los 16 alumnos ganadores del primer lugar (ordenados por estados) fueron:

Gustavo Meza Garcia (Aguascalientes).

Axel Barba Razo (Baja California).

Arturo Arenas Esparza (Chihuahua).

Alonso Granados Baca (Chihuahua).

Antonio Lépez Guzman (Chihuahua).

Karol José Gutiérrez Suarez (Colima).

Victor Hugo Almendra Herndndez (Distrito Federal).
Alfredo Alef Pineda Reyes (Estado de México).
Israel Bonal Rodriguez (Guanajuato).

José Ramon Tuirdn Rangel (Hidalgo).

Leonardo Ariel Garcia Moran (Jalisco).

Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco).

Juan Carlos Castro Fernandez (Morelos).

Alka Xavier Earathu (Morelos).

Kevin William Beuchot Castellanos (Nuevo Leon).
Juan Eduardo Castanedo Hernandez (Zacatecas).

Los 9 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
Caribe fueron:
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Marcela Cruz Larios (Campeche).

José Eduardo Payédn Sosa (Chihuahua).

Ana Paula Jiménez Diaz (Distrito Federal).
Oriol Andreu Solé Pi (Distrito Federal).

Diego Hinojosa Téllez (Jalisco).

Victor Antonio Dominguez Silva (Nuevo Le6n).
José Angel Rodriguez Leija (San Luis Potosi).
Ricardo de Jesus Balam Ek (Yucatan).

Manuel Guillermo Flota Lépez (Yucatén).

Los 3 alumnos preseleccionados para la Competencia Internacional de Matematicas
(IMC) fueron:

Bruno Gutiérrez Chavez (Colima).
Fermin Méndez Garcia (Durango).
Jestis Omar Sistos Barrén (Guanajuato).

Las 7 alumnas preseleccionadas para la Olimpiada Europea Femenil fueron:

Myriam Herndndez Ketchul (Baja California Sur).
Marcela Cruz Larios (Campeche).

Ana Paula Jiménez Diaz (Distrito Federal).

Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco).

Alka Xavier Earathu (Morelos).

Jacqueline Lira Chavez (Morelos).

Violeta Alitzel Martinez Escamilla (Morelos).

Aunque la participacion en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado los estados de la Reptblica apoyando a sus concursantes.
Con el propésito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los estados que
obtuvieron los primeros 10 lugares en el Concurso Nacional de la 29 OMM.

1. Chihuahua.
2. Distrito Federal.
3. Morelos.

4. Jalisco.

5. Nuevo Leon.
6. Guanajuato.

7. Yucatan.

8. Zacatecas.

9. Sinaloa.

10. San Luis Potosi.

En esta ocasidn, el premio a la Superacion Académica se llamé Copa “Tlaquepaque”,
y fue ganado por Guanajuato. El segundo y tercer lugar de este premio lo ocuparon
Tlaxcala y Zacatecas, respectivamente.
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A continuacion presentamos los problemas y soluciones del Concurso Nacional 2015.
Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para resolverlos.

Problema 1. Sea ABC un tridngulo y sea H su ortocentro. Sea P() un segmento que
pasa por H con P en AB, Q en AC y tal que ZPHB = ZCHQ. Finalmente en el
circuncirculo del triangulo ABC, considera M el punto medio del arco BC que no
contiene a A. Muestra que M P = M Q.

(Problema sugerido por Eduardo Velasco Barreras)

Solucién de Diego Hinojosa Téllez. Denotemos por D y E a los pies de las alturas
del tridngulo ABC desde C'y B, respectivamente. Los dngulos /ZDHP y ZCHQ,
son opuestos por el vérticey ZCHQ = ZPHB, de modo que /DHP = /PHB.
Denotaremos por « al valor de este dngulo. En el tridngulo DH P observamos que
ZDPQR = 90° — . De manera andloga, usando el tridngulo H E() observamos que
ZEQP =90° — o

\/

M

Como LAQP = ZAPQ, se sigue que AP = AQ y ZPAQ = 2. Es un hecho
conocido que la bisectriz de un dngulo corta al arco que abarca en su punto medio, de
modo que la bisectriz del angulo /BAC pasa por M. Sin embargo, esta bisectriz es
mediatriz de PQ puesto que el tridngulo PAQ es isésceles con PA = AQ. Como M
estd en la mediatriz de P(Q), concluimos que M P = M Q.

Problema 2. Sea n un entero positivo y k un entero entre 1 y n. Se tiene un tablero
de n x n color blanco. Se hace el siguiente proceso. Se dibujan k rectdngulos con
lados de longitud entera, con lados paralelos a los lados del tablero y tales que su
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esquina superior derecha coincide con la del tablero. Luego, estos k rectingulos se
rellenan de negro. Esto deja una figura blanca en el tablero. ;Cudntas figuras blancas
diferentes podemos obtener, que no se puedan obtener haciendo el proceso con menos
de k rectangulos?

Nota. A continuacion se muestra un ejemplo para un tablero de 6 x 6. Se dibujan 3
rectdngulos, uno de 1 X 5, uno de 2 X 4y uno de 4 x 2, para obtener la figura blanca
indicada en el tablero de la derecha.

(Problema sugerido por David Guadalupe Torres Flores)

Solucién de Marcela Cruz Larios. Demostraremos que la cantidad de figuras distintas
blancas que se pueden hacer para cierto k£ y no para valores menores es igual a (Z) 2,
Llamemos “picos” a los vértices de los rectdngulos que no quedan sobre los lados del
cuadrado de n x n. Ya que cada rectdngulo tiene 4 vértices y 3 de ellos coinciden con
los lados del cuadrado, cada rectdngulo tiene solo un pico. Por tanto, si una figura negra
tiene z picos, es imposible construirla con menos de z rectdngulos.

Por otro lado, si una figura negra tiene menos de z picos, si es posible construirla
con menos de z rectdngulos. Para ello, tomamos cada uno de los picos y usamos el
rectdngulo determinado por este y la esquina superior de la cuadricula. Asi, las figuras
negras construidas con k rectangulos que son imposibles de construir con menos de k
rectangulos son aquellas que tienen precisamente k picos.

Si dibujamos k rectangulos, la inica forma en que la figura negra no tendrd & picos es
cuando al menos un pico “opaca” a otro, es decir, el rectdngulo determinado por uno de
los picos contiene completamente al rectdngulo determinado por el otro. Por lo tanto,
los k rectangulos deben ser de manera que ninguno quede completamente contenido
dentro de otro. Esto lo podemos hacer al escoger k diferentes bases y k diferentes
alturas, las cuales pueden ser desde 1 hasta n.

Sin embargo, hay que tener cuidado al decidir qué altura corresponde a cada una de las
bases, para evitar que un rectdngulo pueda quedar contenido dentro de otro. Si a;, a2
son las alturas y by, bo las bases, tendremos respectivamente: a; = as y by < bo,
a; < agyby = ba,0a; < azyby < by. Lo anterior se puede resumir en dos
desigualdades: a; < az y by < bs.

Por tanto, una vez seleccionadas las k alturas diferentes y las k bases diferentes, empa-
rejamos la mayor altura con la menor base y asi sucesivamente. Es decir, si las alturas
son: a1 < ag < --- < ag y las bases by < by < --- < by, entonces los rectangulos
tendran dimensiones:

(a1,bg), (a2, bp—1), (a3, by—2), ..., (ak, b1),

que es lo mismo que dibujar todas las alturas de menor a mayor y las bases de mayor a
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menor. De esta manera nos aseguramos que cada rectdngulo no queda contenido dentro
de ninguno de los otros.

Dado que seleccionamos k alturas entre n valores posibles y k bases entre n valores
posibles, el nimero total de elecciones serd (2)2

Problema 3. Sea N = {1,2,3,...} el conjunto de los niimeros enteros positivos. Sea
f + N — Nuna funcidn la cual asigna a cada nimero entero positivo, un nimero entero
positivo. Supén que f satisface las siguientes dos condiciones:

a) f(1) =

b) Para todos a, b enteros positivos, se cumple que
fla+b+ab) =a+b+ f(ad).

Encuentra el valor de f(2015).

(Problema sugerido por José Antonio Gémez Ortega)

Solucién de Arturo Arenas Esparza. Sea f una funcién que cumple con las condi-
ciones del problema. Sustituyendo (a, 1), (a,2) y (a, 3), con a un nimero natural, en
la ecuacién de la condicién b), obtenemos que:

fla-l+a+1) = f(2a+1)=f(a)+a+1, )
fla-24a+2) = f(Ba+2)=f(2a)+a+2, (10)
fla-3+a+3) = f(da+3)=f(3a)+a+3, (11)

respectivamente.

Por (9), f(4da+3) = f(2(2a+1)+ 1) = f(2a + 1) + (2a + 1) + 1. Igualamos la
ecuacién anterior con (11) y nos queda f(3a) +a+3 = f(2a+1) + (2a+ 1) + 1.
Al despejar el dltimo resultado, tenemos que f(3a) = f(2a + 1) + a — 1. Por (9)
podemos reemplazar f(2a + 1) para obtener que f(3a) = (f(a) +a+ 1) +a— 1.
Entonces,

fBa) = f(a) + 2a. (12)

Abhora, si sustituimos (6a + 4, 1), con a un niimero natural, en la ecuacién de la condi-
cién b), tenemos f((6a+4)(1)+(6a+4)+1) = f(12a+9) = f(6a+4)+(6a+4)+1.
Luego por (12) tenemos que f(12a +9) = f(3(4a + 3)) = f(4a + 3) + 2(4a + 3).
Entonces, si igualamos f(12a + 9) en las dos udltimas ecuaciones, obtenemos que
f(12a 4+ 9) = f(4a+3) +8a + 6 = f(6a + 4) + 6a + 5. Al despejar, resulta
que

f(6a+4) = f(4a+3) +2a + 1. (13)

Notemos que si f(a +b) = f(a) + bentonces f(a+b) = a+b < f(a) = a. Si
aplicamos esta observacion a las ecuaciones (9), (10), (12) y (13), obtenemos que para
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cada numero natural a,

fRa+1)=2a+1 < f(a)=a. (14)
fBa+2) =3a+2 & f(2a)=2a. (15)

fBa)=3a & f(a)=a. (16)
f(6a+4)=6a+4 < f(da+3)=4a+3. (17)

Veamos que los nimeros 2a + 1, 3a + 2, 3a, 6a + 4, con a un nimero natural, cubren
todas las congruencias médulo 6 de los nimeros naturales, excepto por 1, 2 y 4 (que
implicarian que a = 0, que no es natural). Si aplicamos las respectivas relaciones (14),
(15), (16) y (17), tenemos que f(2) =2 < f(2-24+1) =5« f(5-3) =15 &
f(7-241) =15 f(T)=7T< f(2-3+])=T& fB3)=3< f(2-1+1)=3 <
f(1) = 1, que si se cumple. Ademds, si repetimos un procedimiento similar obtenemos
que fd) =4 < f(2-44+41)=9¢< f3:-3)=9< f3) =3« f1) =1
Por lo tanto, sabemos que para cualquier nimero b > 1, existe otro nimero natural
¢ < btal que f(b) = b & f(c) = c. Es decir, para cualquier nimero natural n
eventualmente llegamos por (14), (15), (16) y (17), o por los casos especiales para 2 'y
4,aque f(n) =n < f(1) = 1, lo cual es cierto. Por lo tanto, f(n) = n para todo
ntimero natural n. En particular, f(2015) = 2015.

Problema 4. Sea n un entero positivo. Marfa escribe en un pizarrén las n? ternas que
se pueden formar tomando tres enteros, no necesariamente distintos, entre 1 y n, in-
cluyéndolos. Después, para cada una de las ternas, Marfa determina el mayor (o los
mayores, en caso de que haya mds de uno) y borra los demds. Por ejemplo, en la terna
(1,3,4) borrard los nimeros 1 y 3, mientras que en la terna (1,2, 2) borrard solo el
ndmero 1.
Muestra que, al terminar este proceso, la cantidad de nimeros que quedan escritos en
el pizarrén no puede ser igual al cuadrado de un nimero entero.

(Problema sugerido por Daniel Perales Anaya)

Solucién de Alfredo Alef Pineda Reyes. Primero vamos a encontrar la cantidad de
numeros escritos en el pizarrén en términos de n. Para ello, se dividiran las ternas en 4
tipos distintos.

1). (a,b, c) con a, by c todos distintos. Por la regla del producto, hay n(n — 1)(n — 2)
ternas posibles de esta forma por el principio del producto. Después de hacer el proceso
vamos a dejar exactamente uno de estos tres nimeros. Por lo que las ternas de esta for-
ma contribuyen con n(n—1)(n—2) de los nimeros que aparecen en el pizarrén al final.

2). (a,a,b), (a,b,a) o (b,a,a) cona >b. Dados ay bcona > b, hay (5) = "(”2_1)
formas de escoger a y b, y tres formas de ordenar los elementos en la terna. Entonces,
por la regla del producto hay "(" D ternas posibles de esta forma. Cuando se realiza
el proceso en cada una de estas ternas quedan dos niimeros. Por lo tanto, las ternas de

este caso contribuyen con 3n(n — 1) nimeros al final, pues cada terna contribuye con
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dos nimeros.

3). (b,b,a), (b,a,b) o (a,b,b) con a > b. Al igual que en el caso anterior hay @
ternas posibles de esta forma. Cada una contribuye con exactamente un nimero des-
pués del proceso. Entonces, las ternas de este caso contribuyen con w nimeros
al final.

4). (a,a,a). Hay n ternas de esta forma y de cada una dejamos 3 nimeros después del
proceso. Por lo tanto, las ternas de esta forma contribuyen con 3n nimeros al final.

Por lo tanto, juntando lo obtenido en los cuatro casos anteriores, hay exactamente,

n(n—l)(n—2)+3n(n—1)+w+3n
= n{(n—l)(n—2)+3(n—1)+w+3}

9 3(n—1) 2n2 4+ 3n + 1 nn+1)2n+1)
st o (i) _seen

numeros escritos en el pizarrén después del proceso.

Supongamos, por contradiccion, que la expresidn anterior es un cuadrado perfecto para
alguna n. Dividimos la demostracién en dos casos de acuerdo a la paridad de n.

Si n es par, podemos escribir este niimero n como 2k para un entero positivo k. Enton-
ces, asumimos que

nn+1)2n+1)  2kQ2k+1)(4k+1)
A _ - = k(2k +1)(4k + 1)

es un cuadrado perfecto.

En lo que sigue, denotaremos por (a, b) al mdximo comin divisor de los enteros positi-
vos a y b. Observamos que (k,2k+1) = (k,1) = 1, (k,4k+ 1) = (k, 4k + 1 —4k) =
(k,1) =1y (2k+1,4k+1) = (2k+1,4k+1—-4k—2) = (2k+1,—1) = 1. Porlo
tanto, los nimeros k, 2k + 1y 4k + 1 son primos relativos dos a dos. Ademds, como
su producto es un cuadrado perfecto, cada uno de ellos es un cuadrado perfecto.
Como k es un cuadrado perfecto, 4k también es un cuadrado perfecto. Pero 4k + 1 es
un cuadrado perfecto. Por lo tanto, 4k y 4k 4 1 son enteros consecutivos y ambos son
cuadrados perfectos. Esto es una contradiccién porque los tnicos cuadrados perfectos
consecutivos son 0y 1.3

Si n es impar lo podemos escribir como 2k + 1 para algtin entero no negativo k. Tene-
mos que

n(n+1)2(2n+ n _ (2k+1)(2k2+ DUER+3) 4 1y2k + 1)k + 3)

3Si a y b son enteros no negativos y a® y b2 son cuadrados perfectos y enteros consecutivos, entonces
a? —b% = (a—b)(a+b)=1.Portanto,a —b=a+b=1.Esdecia=1yb=0.
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es un cuadrado perfecto.

Observamos que (k + 1,2k +1) = (k+ 1,2k +1—-2(k+ 1)) = (k+1,-1) =1,
(k+1,4k+3)=(k+1,4k+3—-4(k+1))=(k+1,-1)=1y (2k+1,4k+3) =
(2k+1,4k+3—2(2k+1)) = (2k+1,1) = 1. Por lo que los nimeros k + 1, 2k + 1
y 4k + 1 son primos relativos dos a dos. Ademds, como su producto es un cuadrado
perfecto, cada uno de ellos es un cuadrado perfecto.

Como k+1 es un cuadrado perfecto, entonces 4(k+1) = 4k+4 también es un cuadrado
perfecto. Pero 4k + 3 es un cuadrado perfecto, de modo que 4k + 3 y 4k + 4 son en-
teros consecutivos y ambos son cuadrados perfectos. Esto es una contradiccién porque
los tnicos cuadrados perfectos consecutivos son 0 y 1. Concluimos que w
nunca es un cuadrado perfecto para cualquier entero positivo n.

Problema 5. Sea [ el incentro de un tridngulo acutangulo ABC'. La recta Al corta por
segunda vez al circuncirculo del tridngulo BIC' en E. Sean D el pie de la altura desde
A sobre BC'y J la reflexion de I con respecto a BC'. Muestra que los puntos D, J y
E son colineales.

(Problema sugerido por Eduardo Velasco Barreras)

Solucién de Alfredo Alef Pineda Reyes. Sea )M la interseccion de Al con el cir-
cuncirculo del tridngulo ABC, sea S la interseccién de Al con BC, y sea T la inter-
secciéon de I.J con BC.

Como J es la reflexion de I sobre BC, tenemos que I7T es perpendicular a BC'y
T.J = IT,es decir T es el punto medio de .J. Dado que ZBAM = /MAC = £BAC

tenemos que M es el punto medio del arco BC' que no contiene a A. Ademds, tenemos
que

/ZBAC  /ZBCA

LMCI =/ZMCB + £BCI = /ZMAB + /BCI = 5 + 5
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donde la pendltima igualdad se tiene porque ZMCB y ZM AB subtienden el mismo
arco.
Por otro lado, por angulos externos en el tridngulo AIC se tiene que

ZBAC  ZBCA

2 + 2
Por lo tanto, ZMCI = ZMIC'. Luego, MI = MC'. Puesto que M es el punto medio
del arco BC se tiene que M B = MC. Entonces, M equidistade I, B y C, de donde
se sigue que M es el circuncentro del tridngulo BIC'.
Con esto se tiene que [ E es un didmetro y M E = I M. Esto quiere decir que M es
el punto medio de /E. Como ya vimos que T es el punto medio de I.J y M el punto
medio de I E, por el teorema de Tales, 7'M es paralelaa JE.
Ahora notemos que por el ciclico ABMC' se tiene que ZABS = ZCMS. Y por
dngulos opuestos por el vértice, LZASB = ZM SC. Entonces, los tridngulos ABS'y

LMIC = LIAC + LACIT =

CM S son semejantes, de donde se sigue que E—f‘ = %
Recordemos que M es el centro de la circunferencia por B, C, I 'y E, entonces M C' =
ME. Si sustituimos esto en la igualdad anterior y utilizamos que % = % (por el
teorema de la bisectriz en el tridngulo ABS), se concluye que

s MS

Al ME’

Finalmente, notemos que como AD es perpendiculara BC por definiciéony JI también
es perpendicular a BC, entonces, AD y JI son paralelas. Luego, por el teorema de
Tales se tiene que % = %. Utilizando esta igualdad y la demostrada en el parrafo
anterior se concluye que

MS TS

ME TD’
que por el teorema de Tales implica que T'M es paralela a DE. Entonces, tanto D
como J estdn sobre una paralela a T'M que pasa por E. Esto quiere decir que D, J y

FE son colineales, como se queria probar.

Problema 6. Sea n un entero positivo y sean dy, da, . . . , di, todos sus divisores positi-
vos ordenados de menor a mayor. Considera el nimero

f(n) = (=1)%dy 4+ (=1)%dy + - - - + (=1)%d.
Por ejemplo, los divisores positivos de 10 son 1,2, 5y 10, asi que
f(10) = (=D 1+ (-1)* 2+ (=1)° -5+ (-1 - 10 =6.

Supén que f(n) es una potenciaa de 2. Muestra que si m es un entero mayor que 1,
entonces m? no divide a n.
(Problema sugerido por Irving Daniel Calderén Camacho)

Solucién de Leonardo Ariel Garcia Moran. Notemos que si n es impar, todos sus
divisores son impares, luego el coeficiente (—1)% = —1 para cualquieri = 1,2,... k.
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Esto implica que

k
Fn) = (=1)%di =-Y d; <0. (18)
=1

=1

En particular si n es impar, f(n) no es potencia de 2. Ahora veamos el siguiente lema.
Lema 1. Sin = 2b con b impar, entonces

f(n) = (2" = 3)g(b)

donde g(b) es la suma de los divisores positivos de b.

Probemos esto por inducién sobre a. El caso base, a = 0, es que f(b) = f(2°0) =
(21 — 3)g(b) = —g(b), lo cual es la identidad (18).

Ahora mostraremos que para n = 2**1b se cumple la identidad dado que es vilida
para 2Fb. Por la definicién de f y la hipétesis de induccién tenemos que,

f) = (-D)%d =Y (-D%+ > (-nfd =fe)+ Y (-1

d|n d|2%b d’'|2Ft 1y d|2* 1
d't2%b dr2kp
= (2" =3)g(b)+ Y (-1
d|2k+1p
dr2kb

Veamos que todo divisor de n es de la forma 2”0’ donde 0 < r < k+1 y b’ es un divisor
de b. Sir < k, entonces 2" | 2*b. Luego, 3~ jok+ 14420 (—1)*d s una suma sobre
todos los divisores de n que cumplen 7 = k + 1. En particular, todos estos diviosres
son pares, pues la potencia de 2 que los divide es al menos 1. De aqui se sigue que
(—1)% = 1 para cada uno de los divisores involucrados en la suma.

Con esto se tiene que

Z (—1)dd — sz-i—lb/ _ 2/€+1 Zb — 27€+1g(b)
a2+ 1 b v
dr2kb

lo cual al sustituir en la ecuacién anterior produce que
f(n) = (2" = 3)g(b) + 2" g (b) = (22" = 3)g(b) = (2"% — 3)g(b),

con lo cual queda establecido el lema.

Ahora supongamos que f(n) = (211 —3)g(b) es potencia de 2. En particular, 2¥+1 -3
debe ser potencia de 2. Luego, 2¥*1 — 3 = 27 de donde se tiene que 2*+! — 27/ = 3.
Si j > 1 el lado izquierdo serfa par, lo cual es imposible puesto que 3 es impar. Por
lo tanto, j = 0, de donde se tiene que 2¥*t! — 1 = 3. Esto implica que & = 1. Por lo
tanto, n = 2b con b impar. Por el Lema 1 tenemos que f(n) = (22 — 3)g(b) = g(b).
Esto implica que g(b) es potencia de 2.

Sea b = p{'p5?---pSm la factorizacion en primos de b. Entonces, los divisores de

b son todos los productos de la forma p?lpgz .- -pﬁ;ﬂ, con 0 < B; < «y, parai =
1,2,...,m.La suma de todos estos productos estd dada por
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g) = >V =Q0+pi+pi+-+pf)A+p2+p3+--+p5?)-
b

(L p P, D)

pues del lado derecho aparece cada producto de la forma p? ! pg 2.pfm con0 < B <

a; parad = 1,2,...,m exactamente una vez. Por lo tanto g(b) es potencia de 2 si y
047;+1_
solosil+p;+p?+---+pi = piprl Les potenciade 2, paracadai =1,2,...,m.
Para analizar estas expresiones demostremos el siguiente lema.
Lema 2. Sean a, p y g enteros positivos con p y g primos, a > 2y tales que p divide a
_ q__
l+a+a*+ - +a? ! = “a_ll.Entoncesp:qoq|p—1.
Como p | ‘i:ll, tenemos que p | ‘zq:ll -(a—1),estoesp | a? — 1. Entonces a? =
1 (mod p). Luego, a es primo relativo con p. Sea g el menor entero que cumple que
a9 = 1 (mod p). Por ser g minimo se tiene que g | ¢, de donde g = 1 0 g = ¢ (pues g

es primo). Si g = 1 se tiene que ¢ = 1 (mod p). Luego,

O=l+a+a’+--+a?'=1+14+1+---+1=q (modp),

q

es decir, p | g.
Por otro lado si g = ¢, entonces g | p. Como p es primo, esto implica que p = ¢. Con
lo cual queda establecido el lema.
Ahora supongamos que @ > 1y ¢ > 1 son tales que
con ¢ un primo, entonces

=1 _ ("= D((@)" " + @)+ + (@) +1)

a®—1

“— es potencia de 2. Si ¢ = qc’

a—1 a—1

Luego, 2’1 tiene que ser una potencia de 2. En particular, 2 | 2’=1 Porel Lema 2, se
a—1 a—1

concluye que ¢ = 20 ¢ | 2 — 1 = 1. Sin embargo, el segundo caso es imposible pues
q es primo. Luego, ¢ = 2. Puesto que esto fue para cualquier ¢ divisor primo de ¢, se
debe tener que ¢ = 2" para algtn entero > 1. Luego, la expresion

ac—liazr—l

= + 1)@ T +1) (@@ D(at1)

a—1 a-1
es una potencia de 2, donde la dltima igualdad es una expresién conocida. Si r > 2,
en particular, a + 1 = 2% y a® + 1 = 2Y para algunos z,y enteros. Por lo tanto,

a?+1=(2*—1)241=2% — 2o+l 4 2 = 2(222~1 _ 2% 1 1). Si x es mayor o igual
que 2, se tendria que 22*~1 — 2% es par. Luego, (22¢~1 — 2% + 1) es impar mayor que
1y a? + 1 no puede ser potencia de 2. Luego, el tinico caso es que a + 1 = 2 (pues
a > 2). Es decir, a = 1. Sin embargo, esto es una contradiccion (pues a > 2). Por lo
tanto, r = 1 de donde ¢ = 2.

°‘i+1_
Si aplicamos este andlisis a 1+pi+p§+- Spdt = pip,fl ! paracadai =1,2,...,m,
se deduce que a; + 1 = 2, de donde a; = 1 para¢ = 1,2,..., m. Por lo tanto,

n = 2p1P2p3 - Pm

con p; primos impares distintos, el cual es un niimero libre de cuadrados.



Problemas y Soluciones de
Concursos Internacionales

Competencia Internacional de Matematicas 2015

Del 26 de julio al 2 de agosto de 2015 se llevé a cabo la Competencia Internacional
de Matematicas (IMC) en Changchun, China. Esta competencia mayormente asidtica
pero con representantes de los cinco continentes llegd a su décimo sexta edicién con
un total de 308 participantes provenientes de 29 paises.

Este concurso tiene como principales objetivos: el apoyo a la juventud, la bisqueda
de nuevos talentos, la cooperacién matemadtica internacional y el mejoramiento de la
enseflanza de las matematicas.

Los participantes de esta competencia son alumnos de secundaria menores de 16 afios
y participan por equipos de 4 integrantes. En la competencia hay 2 exdmenes, uno
individual que consiste de 15 problemas y de un examen por equipo que consiste de
10 problemas que resuelven entre los 4 integrantes del equipo. Las duraciones de esos
examenes son de 2 horas y una hora, respectivamente.

A esta competencia se asiste por invitacién. Cada pais puede llevar a lo mds cuatro
equipos si han sido sede de la competencia, y a lo mds dos equipos si no han sido sede,
como es el caso de México. En el afio 2015, México participd por sexta ocasién y por
quinto afio consecutivo participé con dos equipos.

Uno de los equipos estuvo conformado por Maximiliano Sdnchez Garza (Nuevo Leén),
Oriol Andreu Solé Pi (Distrito Federal), Rodrigo Jestus Pantoja Vazquez y Manuel
Guillermo Flota Lépez (ambos de Yucatdn). Los profesores responsables de este equipo
fueron Fernando Campos Garcia (lider) y Pedro Sdnchez Salazar (tutor). Maximiliano
y Oriol obtuvieron medalla de bronce en el examen individual y los 4 obtuvieron una
medalla de bronce en el examen por equipo.

El otro equipo estuvo conformado por Isaac Jair Jiménez Uribe (Sinaloa), Diego Hino-
josa Téllez (Jalisco), Miguel Yair Mdrquez Reyes (Yucatdn) y Victor Antonio Dominguez
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Silva (Nuevo Le6n). Los profesores responsables del equipo fueron Hugo Villanueva
Meéndez (lider) y Julio Rodriguez Herndndez (tutor). En el examen individual, Isaac
obtuvo medalla de bronce y Diego, Yair y Victor obtuvieron mencién honorifica.

Ambos equipos quedaron por encima de equipos representantes de China, Rumania,
Corea, Iran, India, Tailandia, Australia, Malasia y Holanda, entre otros.

La competencia se hace cada vez mads dificil, pero esta generacién de dignos repre-
sentantes mexicanos ha puesto el nombre de nuestro pais en alto y su participacién
motivard a futuras generaciones de estudiantes deseosos de profundizar en el mundo
de las matemadticas.

A continuacién presentamos los problemas y las soluciones de la Competencia Inter-
nacional de Matemdticas del afio 2015 en la que participé México.

Examen individual

Seccion A

En esta seccion hay 12 preguntas. Cada respuesta correcta vale 5 puntos.

Problema 1. En el diagrama de abajo se desea colocar los enteros del 1 al 7, sin repetir,
en los 7 circulos pequefios, de tal manera que la suma de los nimeros escritos en cada
una de las 4 circunferencias sea un multiplo de 6. ;Cuadl es el nimero que debe ser
colocado en el circulo pequefio del centro del diagrama?

Solucién. Sea z el nimero buscado. Cada circulo pequefio estd sobre dos circulos,
excepto el circulo central pequefio que estd sobre 3 circulos. Entonces, la suma de los
nimeros en los circulos pequefios que estdn sobre los circulos medianos y el circulo
grande es

20424 +7) +2=>56+x.

Como este nimero es multiplo de 6, la tinica posibilidad es = 4. El siguiente diagra-
ma muestra que es posible un acomodo con x = 4.
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Problema 2. Todos los digitos del entero positivo a son distintos. Los digitos del nime-
ro a son reacomodados para formar el nimero b. Si todos los digitos del niimero a — b
son 1, ;cudl es el maximo valor posible de a — b?

Solucién. Denotemos por S(x) ala suma de los digitos del nimero . Entonces, S(a)—
S(b) = 0. Por el criterio de divisibilidad del 9, sabemos que a = S(a) (mod 9) y
b = S(b) (mod 9). Se sigue que a — b = S(a) — S(b) (mod 9), esto es, la diferencia
a — b es multiplo de 9. Como todos los digitos son unos, el nimero de digitos también
es multiplo de 9. No puede ser mayor que 9 ya que los digitos de a son distintos. Por
lo tanto, la diferenciaes 111111111. Esta diferencia se puede obtener con los nimeros
a = 987654320y b = 876543209.

Problema 3. Se tiene un conjunto de 21 enteros distintos, 2015 es el mayor nimero del
conjunto y 101 es otro de los nimeros del conjunto. La suma de cualesquiera 11 nime-
ros en el conjunto es mayor que la suma de los 10 restantes. Encontrar la mediana del
conjunto, es decir, el nimero del conjunto que es mayor que 10 nimeros del conjunto
y menor que 10 nimeros del conjunto.

Solucién. Supongamos que los nimeros son a1 < as < ag < --- < ag1. De acuerdo
con el problema, tenemos que

a1 +az+az+---+am; > a2 + a3 + a4+ -+ aor.

Luego, a; > (a12 - CLQ) + (a13 — ag) + 0 4+ (CL21 —a11) Z 1004+10+ --- +
10 = 100, de donde se sigue que a; > 101. Como 101 es uno de los nimeros,
debemos tener que a; = 101. Mds adn, a2 — as = a3 —as = --- = ag; —
a;1; = 10. Esto significa que los nimeros ag, .. .,a; son 20 enteros consecutivos
y el mayor de ellos es el niimero 2015. Por lo tanto, los niimeros del conjunto son
101,1996,1997,1998, .. .,2014,2015, y la mediana es 2005.

Problema 4. La cuadricula de abajo consiste de 26 cuadrados alrededor de un hoyo
negro. ;Cudntos rectdngulos diferentes hay en la cuadricula si el hoyo negro no puede
formar parte de ningtin rectdngulo?
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B

Solucién. Consideremos primero el rectangulo de 2 x 9 de arriba. Cualquier rectangulo
contenido en él se forma al elegir 2 de las 3 lineas horizontales y 2 de las 10 lineas
verticales para formar sus lados. Luego, de estos rectdngulos hay (3) (%) = 3 - 45 =
135. De manera andloga, hay (;) . (3) = 3 - 6 = 18 rectdngulos contenidos en el
rectdngulo de 2 x 3 de abajo. Los rectdngulos restantes provienen de las dos columnas
verticales adyacentes al hoyo, y deben contener un cuadrado junto al hoyo. Podemos
agregar 0,1 o 2 cuadrados abajo del hoyo, y 0, 1 o 2 cuadrados arriba de él. Esto
nos da 3 x 3 = 9 rectangulos adicionales por columna. Por lo tanto, en total hay
1354+ 18 4+ 2 - 9 = 171 rectdngulos que no contienen al hoyo.

Problema 5. Se transportan papas desde una granja hacia la ciudad utilizando una
camioneta que viaja a 65 km/h y un burro que viaja a 5 km/h. En cierto punto del
camino, la camioneta se encuentra con una carreta que viaja hacia la ciudad a 13 km/h
y le transfiere las papas, lo que le permite regresar por el camino y recoger las papas que
transporta el burro para posteriormente llevarlas a la ciudad. Si la carreta y la camioneta
se encuentran nuevamente en la ciudad, que estd a 100 km de la granja, ;cudnto tiempo
estuvieron viajando las papas? (Nota: Las transferencias de papas son instantdneas).

Solucién. Supongamos que el burro cubre z kilémetros y la carreta cubre y kilémetros.
Entonces, la camioneta cubre un tramo de 100 —z —y km dos veces, una de ida y otra de
vuelta. Cuando la camioneta se encuentra con el burro, tenemos que W =
%, esto es, 7x+y = 100. Cuando la camioneta regresa a la ciudad, al mismo tiempo que
la carreta, tenemos que % = {%. Esto es, z + 3y = 100. Si resolvemos el
sistema de ecuaciones 7z +y = 100 y z + 3y = 100, obtenemos que x = 10e y = 30.
Luego, 100 — = — y = 60. Por lo tanto, las papas estuvieron viajando 100£2:60 — 44

65
horas.

Problema 6. ;Cudntas parejas de enteros positivos (z, y) cumplen la ecuacién w%_l +
1

1 1 ____1 9
y + (z+1)y — 2015 °

Solucién. Si desarrollamos la suma y simplificamos, la ecuacién anterior es equivalente
alaecuacion 2015(y+z+1+1) = y(z+1). Esto es, zy — 2015z — 2014y = 2015- 2.
Al sumar de ambos lados 2015 - 2014 obtenemos,

(z —2014)(y — 2015) = 2015 -2 42015 - 2014 = 2015-2016 = 2°-3*.5.7-13-31.
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La cantidad de divisores positivos del nimero del lado derecho de la ecuacién anterior
esiguala (5+1)(2+1)(14+1)(1+1)(1+1)(1+ 1) = 288. Por lo tanto, el nimero
de soluciones en los enteros positivos de la ecuacién original es 288.

Problema 7. Los puntos medios de los lados AB, BC,CD y DA del cuadrilitero
convexo ABC'D estdn en una circunferencia. Si AB = 10cm, BC =11cmy CD =
12 cm, determinar la longitud del lado D A.

B

D

Solucién. El cuadrildtero cuyos vértices son los puntos medios de los cuatro lados
del cuadrildtero ABC'D siempre es un paralelogramo, ya que cada par de sus lados
opuestos es paralelo a una de las diagonales de ABC'D. Como la suma de los dngulos
opuestos de un cuadrilatero ciclico es 180°, un paralelogramo inscrito en un circulo
debe ser un rectangulo. Luego, AC'y BD son perpendiculares.

Sea E el punto de interseccion de AC'y BD. Por el teorema de Pitdgoras tenemos que,
AB?+ CD? = EA* + EB® + EC* + ED* = BC®> + DA”.
Luego, DA% = 102 + 122 — 112 = 123 cm? y por lo tanto DA = /123 cm.

Problema 8. Los nimeros de dos digitos ab, cd y ad cumplen que (ab)? + (cd)? =
(ad)?. Encontrar el minimo valor posible para el nimero de cuatro digitos abed.

Solucién. Tenemos que (10a + b)? + (10c + d)? = (10a + d)? es una ecuacién
equivalente a 20ab + b? + 100c¢? + 20cd = 20ad. De aqui que b? es divisible por
10, lo que significa que b = 0. Luego, 5¢? + cd = ad. Como 5¢ > 0, se sigue que
d > 0y a > c. Porotra parte, d(a — ¢) es divisible por 5. Si d # 5, entonces a — ¢ debe
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ser5yc? =d.Luego,c= 1,203y (c,d,a) = (1,1,6),(2,4,7) y (3,9,8).Sid = 5,
entonces a = ¢ + c. Esto implica que ¢ = 1 0 2y, por lo tanto, (¢,a) = (1,2) y (2,6).
Por lo tanto, el valor minimo buscado es 2015.

Problema 9. Se tienen fichas de 1 x 1 con lados de distinto color. El lado rojo es el
opuesto al lado amarillo y el lado azul es el opuesto al lado verde. Se desea formar un
tablero de 8 x 8 con 64 fichas, de tal manera que las fichas se toquen en lados que tienen
el mismo color (las fichas se pueden rotar y voltear). ;Cudntos tableros diferentes se
pueden formar? (Nota: Rotaciones y reflexiones del tablero son considerados como
tableros diferentes).

Solucién. Hay 8 maneras de colocar una ficha sobre el cuadrado de la esquina superior
izquierda. El cuadrado inmediatamente a su derecha, puede ser cubierto ahora de 2
maneras. Lo mismo sucede con los restantes cuadrados del primer renglén (el de mas
arriba) del tablero. El cuadrado inmediatamente abajo de la primera ficha puede ser
cubierto de 2 maneras. Lo mismo sucede con los cuadrados restantes en la columna de
mds a la izquierda del tablero. El acomodo de las restantes fichas queda determinado
ahora de manera tnica. Por lo tanto, hay 8 - 27 - 27 = 217 = 131072 tableros distintos.

Problema 10. Encontrar la suma de todos los enteros positivos que pueden ser expre-
sados como /7p™ + 9 para algtin entero positivo 7 y algiin nimero primo p.

Solucién. Sea a un entero de la forma buscada. Tenemos que 7p" = a®> — 9 = (a +
3)(a — 3). Luego, alguno de a — 3 0 a + 3 debe ser miltiplo de 7. Entonces, podemos
escribir a = 7b & 3 para algiin entero positivo b. Entonces, p” = b(7b +£6).Sib =1,
entonces p" = 7 + 6. De aqui que la tnica posibilidades n = 1, p = 13y a = 10. Si
b # 1, entonces b = p"* para algin entero positivo m < n. De aqui que p debe dividir
a 6. Si p = 2, entonces gn—m—1 — 7.9m=1 4 3 Por divisibilidad entre 2, m = 1.
Luego,n =4y a = 11.Sip = 3, entonces 3" "™ ! = 7.3m~! £ 2 Luego,m = 1,
n =4y a = 24. Por lo tanto, la suma buscadaes 10 + 11 4+ 24 = 45.

Problema 11. ABCD es un paralelogramo, F' es un punto en el segmento AB tal que
% = i. F' es un punto en el segmento DC; AF'y DFE se intersecan en G; CE y
BF se intersecan en H. Si el drea de ABCD es 1 cm? y el drea de BHC es % cm?,
calcular el drea de ADG.

D F C

=
&
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Solucién. Usaremos la notacién [ | para denotar drea. Los tridngulos H CFyH EB
son semejantes, también lo son los tridngulos GDF'y GEA. Sean k = y h = EA
Supongamos que [HCOF] = a cm? y [GEA] = b cm?. Como comparten alturas los
tridngulos, [BCH|/[HCF] = HB/FH = BE/CF = k. La peniiltima igualdad es
por la semejanza de los tridgngulos. Entonces, [BCH| = ka cm?. De manera andlo-
ga se obtiene que [GEA] = hb cm?. Ahora, por ser semejantes, [H EB]/[HCF] =
FC?/EB?. Entonces, [HEB] = k*a cm? y [ADG] = hb cm?. Como % = 3,
tenemos que (k + 1)lm = [BCH| + [HEB] = [CBE] = £[ABC| = £ cm?. Co-
mo ka = [BCH] 1 cm?, tenemos que k + 1 = 18 Luego k = X. De modo que
OF 1BE = 2 (2AB) = X AB. Tenemos que AE = 1ABy DF = CD—CF —
T AB. Se 51gue que h 3—51 cm. Sabemos que b(h + 1) [GEA] + [ADG] =

[ADE] $[ABC] = cm . Luego, b = 4L cm. Es decir, [ADG] = bh = 5 cm?.
Problema 12. Se tienen cinco enteros positivos distintos que tienen la propiedad que al
sumar dos de ellos, posiblemente el mismo nimero consigo mismo, se pueden obtener
exactamente nueve valores distintos. Encontrar el mayor entero que divide a la suma
de cualesquiera cinco nimeros que cumplen la propiedad.

Solucion. Supongamos que los enteros son a,b,c,dy e,cona < b < ¢ < d < e.
Entonces,

20 <a+b<2b<btc<2e<ct+d<2d<d+e<2e.

Estas son las 9 sumas distintas. Ahora, a + ¢ no estd en esta lista. Como a + b <
a+ ¢ < b+ ¢, debemos tener a + ¢ = 2b. De manera andloga, b+d = 2cy c+e = 2d.
Seak = b — a. Entonces, b = a+ k,c =a+ 2k,d = a+ 3kye = a+ 4k. Luego,
a+b+c+d+e = ba+10k siempre es divisible por 5. Si los cinco nimeros son 1, 2, 3,4
y 5, su suma es 15. Si los niimeros son 2, 3,4, 5y 6, su suma es 20. Ambas colecciones
de nimeros cumplen las condiciones del problema, entonces, ninglin nimero mayor
que 5 puede dividir a la suma de los cinco niimeros. En conclusidn, la respuesta es 5.

Seccion B

Responde a las siguientes 3 preguntas escribiendo tu solucién detallada. Cada pregunta
vale 20 puntos.

Problema 1. Hallar la cantidad de enteros positivos de cinco digitos que son cuadrados
perfectos y en los que el digito de las unidades y el digito de las decenas son iguales.

Solucion. Si el nimero de cinco digitos abedd es un cuadrado perfecto, entonces d €
{0,1,4,5,6,9}. Ahora abcdd = 100abc + 11d. Luego, cuando abedd es divido entre
4, el residuo es el mismo que cuando 3d es dividido entre 4. Para cuadrados perfectos,
este residuoes0 o 1. Asi,d =00d = 4.

Si d = 0, entonces 100abc es un cuadrado perfecto siempre que abc lo sea. Luego,
abc € {102,112,122,...,31%} y en este caso hay 22 nimeros.

Si d = 4, entonces 100abc + 44 = (2p)? para algin entero positivo p. De manera que
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p2—11
25

p =5z +1con10 < 2 < 31. Entonces, abc = 22 + @ Se sigue que z es alguno
de los niimeros 11,16,21,26 y 31. Ahora, si p = bx + 4, con 10 < x < 31, entonces
abc = x% 4+ x 4 3% De aqui que # es uno de los nimeros 13, 18,23 y 28.

Por lo tanto, el nimero total de tales cuadrados perfectos es 22 + 5 + 4 = 31.

abc = . Se sigue que p deja residuo 1 o 4 al dividirse entre 5. Supongamos que

Problema 2. Un ntimero consiste de tres digitos distintos elegidos de manera aleatoria
del conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9} y acomodados en orden descendente. Un segundo
nimero es construido de la misma manera con la restriccion de que el digito 9 no puede
ser usado. /Cudl es la probabilidad de que el primer niimero sea mayor que el segundo
nimero?

Solucién. El primer nimero puede ser elegido de % = 84 maneras, mientras que
el segundo nimero puede ser elegido de g:—;j? = 56 maneras. Los valores del primer

nimero que no pueden ser obtenidos por el segundo nimero comienzan todos con 9,
y son, por lo tanto, estrictamente mayores que cualquier valor obtenido del segundo
nimero. Listemos los valores obtenidos del segundo niimero en orden creciente. Cada
uno es mayor o igual que él mismo y que los nimeros que le precenden en la lista.
El ndmero total de tales casoses 1 +2 + --- + 56 = 572& = 1596. Por lo tanto, la
probabilidad buscada es igual a 1 — g% = 37

Problema 3. £ y N son puntos en los lados DC'y DA del cuadrado ABCD tales
que AN : ND : DE = 2 : 3 : 4. La linea que pasa por N y es perpendicular a
BE interseca a BE en Py a BC en M. AC intersecaa MN en Oy a BE en S.

(Qué fraccion del drea de ABC'D representa el tridngulo OPS?

B M C
P ,
S
(0
A N D

Solucién. Podemos suponer que el lado del cuadrado mide 10 cm. Entonces, AN = 4
cm, ND = 6 cm, DE = 8 cmy EC = 2 cm. Tracemos la recta paralela a AB que
pasa por N, y supongamos que intersecaa BC'en T'.

Al ser ciclico el cuadrilatero BT PN, tenemos que /T BE = /T N M. Ademds, como
los tridngulos MT'N y EC' B tienen un angulo recto y un lado con longitud igual a un
lado del cuadrado, se sigue que son congruentes. Luego, MT = 2cmy CM = 4 cm.
Como MC = AN, tenemos que O es el centro del cuadrado ABC'D. Por lo tanto, el
drea del tridngulo OBC es 25 cm? y el drea del tridngulo OM C' es 10 cm?.
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Como AB 'y CD son paralelas, tenemos que $5 = §Z = 1. Luego,
cs CcS _0C-0S8 1
SA T OS+0A 0S+0C 5
0s
Esto es, o0 = %
B T M c
P
S
0]
A N D

Por otra parte, MO = %MN = %\/ NT? +TM? = /26 cm. Como comparten
un 4ngulo y, ademads, tienen un 4ngulo de 90°, los tridngulos BM P y NMT son

semejantes. De aqui que ML — BM por o tanto, M P = 3‘/_ cm. Entonces, L& =

MT — MN* > OM
w 12. Luego, el drea del tridngulo OPS es igual a (%6\4)( o5 ) ( }g)(?,}) =
39 9 del drea del tridngulo OMC, y en consecuencia es igual a 55 - 75 = del drea de
ABCD.

Examen en equipo

Problema 1. En el siguiente diagrama, reemplazar cada letra por un nimero diferente
de 1,2,3,4,5,6,7,8y 9, de manera que la suma de los cuatro nimeros alrededor de
cada circulo sea igual al nimero dentro del circulo.

Solucioén. Tenemos que A+B+C+D+E+F+G+HA+1 =142+43+---+9 = 45.
A partir del circulo de mas arriba de la izquierda, tenemos que A + B + D + E = 28.
De manera andloga tenemos que £+ F'+ H + I = 23. Se sigueque £ — C — G = 6.
Esto significa que £ = 9, mientras que C'y G son 1 y 2 en algiin orden. Ahora,
B+C+FE+F =17.Como E = 9, tenemos que B + C' + F = 8. Por lo tanto,
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debemos tener que C' = 1y G = 2, mientras que B y F son 3 y 4 en algiin orden.
Usandoque A+ B+ D + E = 28, se sigue que B = 4y F' = 3, mientras que Ay D
son 7'y 8 en algtin orden. A partir de la relaciéon D + E + G + H = 25, tenemos que
D + H = 14. Esto significaque H =6, D =8, A=7e [ =5.

71401
8193
2165

Problema 2. Encontrar la suma de todos los nimeros cuadrados perfectos de cuatro
digitos tales que si cada uno de sus digitos es reducido por una misma cantidad, el
resultado es también un cuadrado perfecto de cuatro digitos. (Cuadrados perfectos dis-
tintos pueden ser reducidos en distintas cantidades).

Solucién. Sean A = abed = 22y B = (a — k)(b — k)(c — k)(d — k) = y* cuadrados
perfectos, con 32 < x <99y 32 < y < 99. Entonces,

2 2
r -y

= 1000a + 100b + 10c 4+ d — 1000a + 1000k — 100b 4+ 100k — 10c 4+ 10k —d + k
1111 -k =11-101- k.

Como y < z y ambos niimeros son mayores o iguales que 32 y menores o iguales
que 99, tenemos que 0 < z —y < 67y 64 < z 4+ y < 198. Como 198 < 2101,
9-11 < 101,y 11 y 101 son niimeros primos, la tinica forma de repartir los factores en
el producto (z + y)(z —y) =11-101-kesz +y =101y x —y = 11 - k. Ademds,
x4+ yy x — y tienen la misma paridad. Luego, k es impar, esto es, k € {1,3,5}. Si
k =1,entoncesz —y = 11y x +y = 101. Por lo tanto, x = 56 e y = 45.Si k = 3,
entonces z —y = 33y x +y = 101. Por lo tanto, x = 67 e y = 34. Si k = 5, entonces
r—y =>55yx+y = 101. Por lo tanto, x = 78 e y = 23, y en consecuencia, B no
es un nimero de 4 digitos. En los otros dos casos A y B satisfacen las condiciones del
problema. Por lo tanto, la suma buscada es igual a 562 + 672 = 3136 + 4489 = 7625.

Problema 3. Un hexdgono tiene seis dngulos de 120°. Las longitudes de cuatro lados
consecutivos son 2000 cm, 2005 cm, 2010 cm y 2015 cm. Calcular el perimetro, en
cm, del hexdgono.

2010

2005
2015

2000
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Solucién. Sea ABCDEF el hexdgono con AB = 2000 cm, BC' = 2005 cm, CD =
2010 cmy DE = 2015 cm. Completemos el paralelogramo ABCG. Prolonguemos
CG hasta H, de manera que C' D E H sea un paralelogramo. Sea [ el punto de intersec-
cionde FH y AG. Como ZABC = 120° y ABCG es un paralelogramo, tenemos que
/GAB = 180° — ZABC = 60°. Pero, ZFAB = 120°, de modo que /F'AI = 60°.
Asi, ZFAI = 60° = 180° — 120° = 180° — LEF A. Por lo tanto, E'F' es paralela a
AlI. De manera andloga, se demuestra que F'A y ET son paralelas. Luego, EF Al es
un paralelogramo.

C 2010 p

2005
2015
B
E
H
2000
A F

Ahora, GH =CH -CG=DFE—-AB=15em,HI =FI-FEH=FA—-CD =
FA—-2010e IG = AG — AI = BC — EF = 2005 — EF. Notemos que el tridngulo
G H 1 es equilatero, pues sus dngulos externos son de 120°. Como GH = H I, tenemos
que F'A = 2025 cm. Como /G = GH, tenemos que EF = 1990 cm. Por lo tanto, el
perimetro del hexdgono es 2000 + 2005 + 2010 + 2015 4 1990 4 2025 = 12045 cm.

Solucién alternativa. Supongamos que AF' mide a cm y EF mide b cm. Prolongue-
mos los segmentos BC, DE 'y AF de tal manera que BC'y DE se intersequen en el
punto H; DE y AF se intersequen en el punto I; y AF' y BC se intersequen en el
punto G.

2005
2015

B

/ F

/

\
,/ 2000 b\
e-—--> VAJRNEN
G A a F I

Como cada uno de los dngulos internos del hexdgono ABC DEF mide 120°, tenemos
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que los tridngulos GHI, HCD, BGA y EF1I son todos equildteros. Luego, HC' =
HD =CD =2010cm, BG = AG =BA=2000cm, FF = FI =IF =bcmy
HI =GI = HG.Como HI = GI = HG = 2010 + 2005 + 2000 = 6015, tenemos
que

2000 4+ a4+ b= b+ 2015+ 2010 = 6015.

Luego, b = 1990 y a = 2025. Asi, el perimetro del hexdgono ABCDEF es 2000 +
2005 + 2010 + 2015 + 1990 + 2025 = 12045 cm.

Problema 4. Se tiene un tablero de 4 x 4 dibujado en un muro. Encontrar el nimero de
formas de colocar dos fichas rojas idénticas y dos fichas azules idénticas sobre cuatro
cuadrados distintos del tablero de manera que ninguna columna y ninguna fila tenga
dos fichas del mismo color.

Solucién. Podemos colocar una de las fichas rojas en cualquiera de los 16 cuadrados.
Entonces, la otra ficha roja puede colocarse en cualquiera de los 9 cuadrados que no
estdn en el mismo renglén o en la misma columna que la primera ficha roja. Como
las fichas rojas son idénticas, el nimero de formas distintas de colocarlas es igual a
%’9 = 72. De manera andloga, las fichas azules pueden colocarse de 72 maneras
distintas. Debemos ahora eliminar los traslapes. De las 72 - 72 maneras de colocar
las cuatro fichas, 72 de ellas tendrdn a ambas fichas rojas en los mismos dos cuadrados
como las fichas azules. Si suponemos que una sola ficha roja estd en el mismo cuadrado
que una ficha azul, este cuadrado puede ser elegido de 16 maneras. De los 9 cuadrados
posibles para las restantes dos fichas, el nimero de formas de colocarlas es 9 x 8. Por
lo tanto, el ndmero total de formases 72 - 72 — 72 — 16 - 72 = 3960.

Problema 5. ;Cudl es el menor niimero de elementos de una coleccién de cuadrados
perfectos, que se pueden repetir, tal que cada entero positivo menor o igual que 100 se
puede expresar como suma de algunos nimeros de la coleccion?

Solucién. Debemos tener al menos 3 unos para poder lograr los nimeros 1, 2 y 3. Pero
como 4 + 1 + 1 4 1 solo permite expresar hasta el 7, necesitamos otro 4 para poder
continuar. Supongamos que tenemos un 9. Notemosque 16 < 9+44+4+14+1+1<
25. Entonces, no necesitamos otro 9, pero necesitariamos un 16. Hasta este momento
tenemos que 25 < 164+9+4+4+1+1+1 = 36. Como 3 -36 > 100, la
coleccién {1,1,1,4,4,9, 16, 36, 36} funciona. Demostraremos que ninguna coleccién
de 8 cuadrados satisface las condiciones del problema. Debemos tener como antes a
los nimeros 1,1,1,4,4. Si tenemos un 9, entonces estos seis cuadrados suman 20.
Luego, los restantes dos cuadrados deben sumar al menos 80, y uno de ellos debe
ser menor que 25 (ya que en caso contrario el nimero 21 no seria expresable). Como
1+1+1+4+449416 = 36 y debemos poder expresar 37, entonces el octavo nimero
debe ser menor que 37. Luego, la suma de los restantes dos cuadrados es menor que
16 4+ 37 = 53 < 80, lo que es una contradiccién. Supongamos que no tenemos nueves.
Entonces, a parte de 1,1, 1, 4, 4 debemos tener otro 4 antes de tener un 16 y la suma de
estos siete cuadrados es 31 que es menor que 50. Luego, el octavo cuadrado debe ser
mayor que 100 — 31 = 69, en cuyo caso, el nimero 32 no seria expresable.

Por lo tanto, el minimo buscado es 9.
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Problema 6. Kelly tiene menos de 100 afios y Kerry tiene mds de 9. La edad de Kelly
se vuelve la edad de Kerry cuando es multiplicada por una fraccién cuyo denominador
es 999 y cuyo numerador es un nimero de tres digitos que tiene a 5 como digito de las
decenas. ;Cudntos valores posibles hay para la edad de Kerry?

Solucién. Observemos que 999 = 37 - 27 y 37 es primo. Tenemos dos casos.

Caso 1. 37 divide a la edad de Kelly. En este caso la edad de Kelly es 1 - 37 = 37
0237 = 74. Como 1y 2 son ambos primos relativos con 27, el numerador de tres
digitos es multiplo de 27. Los miiltiplos de 27 que tienen tres digitos cuyo digito de las
decenases 5 son 13- 27 = 351, 17 - 27 = 459 y 28 - 27 = 756. Por lo tanto, la edad de
Kerry puede ser cualquiera de los nimeros 13,17, 28,26, 34y 56.

Caso 2. 37 divide al numerador de tres digitos. Los multiplos de 37 que son de tres
digitos cuyo digito de las decenas es 5 son 7- 37 = 259, 15-37 = 555y 23 - 37 = 851.
Si el numerador es 555, entonces la edad de Kelly es divisible por 9. Luego, ella tiene
18,27, 36,45, 54,63, 72,81,900 99 afos, y Kerry tiene 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50
0 55 aflos. Si el numerador es alguno de 259 u 851, entonces la edad de Kelly es divisi-
ble por 27. Luego, ella tiene 27, 54 u 81 afios, y Kerry tiene 7, 14,21, 23, 46 o 69 afios.
No obstante, debemos eliminar el 7 pues la edad de Kerry es mayor que 9.

Por lo tanto, hay 6 + 15 = 21 valores posibles para la edad de Kerry.

Problema 7. En el diagrama siguiente, cada hexdgono contiene uno de los niimeros
2,4,5,6,7,18,20 y 36. Cada nimero aparece una vez excepto el 6 que aparece dos
veces. Cada flecha contiene una de las operaciones —1, =2, +3, +4, x4, =9y +16.
Cada operacién aparece una vez excepto —1 que aparece dos veces.

Completar el diagrama de manera que cada operacién aplicada al niimero en el hexdgono
anterior dé como resultado el nimero del hexdgono siguiente. Notar que uno de los
hexdgonos no es precedido por ninguna flecha mientras que otro de los hexdgonos es
precedido por dos flechas.

OO0

\
OO0

0 U
OaOaO
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Solucién. El niimero 7 puede estar seguido solo por el —1, por lo tanto, lo sucede un
6. La operacién 44 solo puede suceder al 2, lo que da como resultado el otro 6. Como
la operacién x3 no puede suceder al 2, entonces debe estar después de uno de los 6,
dando como resultado un 18. La operacién x4 solo puede suceder al 5, dando como
resultado un 20. Como el otro —1 no puede suceder a 5 0 a 7, solo puede suceder al otro
6, lo cual da como resultado un 5. Como +3 no puede suceder al 2, entonces solo puede
suceder al 4, 1o que da como resultado un 7. Como la operacién +16 no puede seguir a
4, entonces solo puede seguir a 20, lo que da como resultado un 36. Entonces, <2 solo
puede suceder a 36, lo que da como resultado un 18. Pongamos a 18 en el hexdgono que
estd sucedido por dos flechas. Finalmente, debemos tener que 18 + 9 = 2. El diagrama
completo se muestra a continuacion.

@@@mg
Ol=20=20
OZel0ialo)

Problema 8. M es un punto sobre el lado AB del paralelogramo ABCD tal que
AM : MB =4:3. DM y CM son perpendiculares a AC'y a BD, respectivamente.
Si BC' = 5 cm, encontrar el 4rea, en cm?2, de ABCD.

D C

A Iv; B

Solucién. Sea O el punto de intersecciéon de AC'y BD, y sea T' el punto de interseccion
de C'D y la prolongacién de M O. Sean AM = 4z cm, BM = 3xcmy OM = ycm.
Como ABC'D es un paralelogramo, tenemos que AM = CT = 4z cm, BM = DT =
3zcmy MO =TO = y cm. Observemos que O es el ortocentro del tridngulo DC'M,,
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dado que es el punto de interseccion de las alturas desde C'y D. Como H es ortocentro,
tenemos que ZODC = 90° — ZDCM = ZOMC. Luego, como los tridngulos DOT
y M CT comparten dos dngulos, entonces son semejantes. Se sigue que Z—-;’ = % =
% = %”, de donde y = /6. Dibujemos la perpendicular DH desde D sobre AB.
Entonces, DH = TM = 2y = 2v/6xcmy AH = AM — HM = AM — DT =z
cm. Por el teorema de Pitdgoras, AD? = DH? + AH?, esto es, 25 = 24z2 + 2. Por
lo tanto, x = 1. Luego, el 4rea del paralelogramo es 14y/6 cm?.

D T C

Problema 9. Encontrar el mayor nimero de seis digitos distintos que es un cuadrado
perfecto y que sus digitos siguen un orden creciente de izquierda a derecha.

Solucion. Cuando un cuadrado es dividido por 10, el residuo debe ser unode 0, 1, 4, 5,
6 y 9. Luego, un nimero del tipo que buscamos debe terminar en 6 o 9. Si termina
en 6, solo puede ser 123456. Supongamos que termina en 9. Cuando un cuadrado
impar es dividido por 4, el residuo debe ser 1. Luego, el segundo digito debe ser par,
de manera que es 6 o es 8. Cuando un cuadrado es dividido por 16, el residuo es
0,1,4 0 9. Si el segundo digito es 6, entonces el tercer digito es 5, y el nimero es
alguno de 123569, 124569, 134569 y 234569. Si el segundo digito es 8, entonces el
tercer digito debe ser par, y puede ser 4 o 6. En el primer caso, el nimero debe ser
123489. En el segundo caso, el nimero es alguno de 123689, 124689, 125689, 134689,
135689, 145689, 234689, 235689, 245689 y 345689. Estos 16 nimeros son todos los
candidatos. Cuando un cuadrado es dividido por 9, el residuo es 0, 1, 4 o 7. Esto elimina
a 10 de los 16 candidatos (la suma de sus digitos no es miltiplo de 9), lo que deja solo a
los nimeros 124569, 134569, 123489, 125689, 134689 y 245689. Cuando un cuadrado
es dividido entre 7, el residuo es 0, 1, 2 o 4. Esto elimina al nimero 245689. Como
134689 = 3672, este es el nimero buscado.

Problema 10. En un cuadrilatero convexo ABCD, /DAC = /DCA = 25°, /BAC =
85°y ZACB = 30°. Encontrar la medida, en grados, de ZBDC.
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S—

30°

Solucién. Sea O el centro del circulo que pasa por los puntos A, B y C. Entonces
LAOC = 2/ABC = 130°. Se sigue que ZOAC = LACO = 25°. Entonces, los
triangulos AOC'y ADC son congruentes por el criterio de congruencia ALA. Luego,
AO = AD. Notemos que ZAOB = 2/ACB = 60°, esto significa que el tridngulo
AOB es equilatero. Entonces, AB = AO = AD. Ademiés, /BAD = 110°. Asi,
/ADB = /ABD = 35°. Por lo tanto, /BDC = 95°.

XXX Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Del 8 al 14 de noviembre de 2015 se celebré en Mayagiiez, Puerto Rico, la XXX Olim-
piada Iberoamericana de Matemdticas. La delegacién mexicana estuvo integrada por
los alumnos Antonio Lépez Guzmén (Chihuahua), Leonardo Ariel Garcia Morén (Ja-
lisco), Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco) y Pablo Meré Hidalgo (Querétaro).
En total hubo 84 alumnos participantes. Los profesores que acompaiaron a la delega-
ci6én fueron José Antonio Gémez Ortega (lider) y Jorge Garza Vargas (tutor).

Antonio y Pablo obtuvieron medalla de oro con puntaje perfecto, mientras que Leonar-
do Ariel y Olga obtuvieron medalla de bronce. México ocupd el cuarto lugar de los 26
paises participantes.
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A continuacién presentamos los problemas y soluciones de la XXX Olimpiada Iberoa-
mericana de Matemadticas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una
para resolverlos.

Problema 1. El nimero 125 se puede representar como suma de varios nimeros natu-
rales que son mayores que 1 y coprimos dos a dos. Encuentre el mdximo ntimero de
sumandos que puede tener tal representacion.

Nota: Dos nimeros naturales son coprimos si su mdximo comun divisor es igual a 1.

Solucién de Olga Medrano Martin del Campo. Supongamos que a1 + as + -+ +
ap, = 125, donde los sumandos son enteros coprimos entre si y mayores a 1. Primero
demostraremos que no es posible obtener la igualdad anterior para k > 8. La idea para
lograr esto es encontrar una manera de utilizar la hipédtesis de coprimalidad para dar
una cota inferior a la suma a; + --- 4+ ax en términos de k. Esto motiva el siguiente
resultado.

Lema 3. Sean z1,xs,...,Ty, nimeros enteros mayores que 1, entonces se cumple la
siguiente desigualdad

T1Ty e Ty 2 X1+ T2+ o Ty

Procedamos por induccién sobre el nimero de términos. Cuando hay un solo término
es trivial, pero para nuestro paso inductivo también necesitaremos el caso cuando hay
dos términos. Sean a, b enteros mayores que 1, sin pérdida de generalidad a > b.
Como b > 2, tenemos ab > 2a > a + b, con lo cual el caso n = 2 queda demostrado.
Ahora supongamos que la proposicién es cierta para cualesquiera k términos y sean
Z1,...,Tk+1 enteros mayores que 1. Si juntamos lo antes demostrado con la hip6tesis
de induccioén se obtiene

T1To - Thg1 = (T1&2 - T)Thoyr > (X1 Tp) + Tpg1 > (21 4+ + Tk) + Thg1-

Lo que concluye el paso inductivo y con ello la demostracién del lema.

Ahora, sea p1, pa, . .., Pm la lista de primos que dividen a al menos uno de los nime-
ros ay, ..., a, en donde si pj es la maxima potencia de p; que divide a a;, entonces
aparece 7 veces en la lista. Como los a,; son coprimos entre si, los conjuntos de primos
que dividen a cada nimero son disjuntos. Por lo tanto, en la lista de primos aparecen
al menos k primos distintos. Ademds, el lema 3 implica que cualquier entero es mayor
que la suma de los primos que lo dividen. Si juntamos estos dos ultimos resultados se
obtiene que
a1+--+ag>2pr+-+ Pme

Si k > 10, entonces en la lista de primos hay al menos 10 primos distintos. Por lo tanto,
la suma de la derecha en la desigualdad es mayor o igual que la suma de los 10 primos
mads pequeiios, es decir

PrA A pm 2434547+ 114+13+17+19+23+29 = 129 > 125.
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Entonces k£ < 10. Para el caso en el que k£ = 9, notemos que para que se cumpla que
a1 + az + --- + ag = 125, debe de haber una cantidad impar de sumandos impares.
Como los sumandos son primos relativos, a lo mds puede haber un sumando par. Si
hubiera un sumando par, habria 8 impares, lo que contradice el resultado anterior. Por
lo tanto, los 9 sumandos son impares. Entonces, todos los primos en la lista p1, ..., pm
son impares y hay al menos 9 de ellos distintos. Por lo tanto, su suma es mayor que la
suma de los 9 primos impares mds pequefios, con lo que se obtiene,

Pt pm >3+5+T+11+13+ 17+ 19+ 23+ 29 = 127 > 125.

De donde se concluye que k no puede ser 9. Finalmente notemos que para k = 8
la igualdad se puede alcanzar y la hipdtesis de coprimalidad se satisface con 125 =
8+27+7+114+13+17+4+19 + 23.

Nota. Observemos que la fuerza del lema 3 no fue requerida en su totalidad. Sin em-
bargo, ademas de ser esclarecedor, provee una manera general de atacar el problema
que se puede aplicar de manera efectiva para cuando se escoge un nimero distinto a
125.

Problema 2. Una recta r contiene los puntos A, B, C, D, en ese orden. Sea P un punto
fuera de r tal que LZAPB = ZCPD. Pruebe que la bisectriz de ZAPD corta a r en

un punto G tal que
1 1 1 1

GATac - GB T op

Solucién de Leonardo Ariel Garcia Moran. Dado un tridngulo XY Z denotaremos
su drea por (XY 7). La idea serd establecer relaciones entre razones de segmentos con
razones de dreas usando férmulas distintas para calcular el area de un tridngulo.

Sea H la proyeccién de P a r. Veamos que como PG es bisectriz de ZAPD y
ZAPB = ZCPD entonces PG también es bisctriz de /B PC'. Denotemos por o =
LAPB =/CPDyp=4BPG=ZGPC.

A B H G c D

Abhora utilizando la relacién que hay en un tridngulo entre su base, su altura y su drea

obtenemos
(APC)

(BPD)

_ 3(PH-AC)  AC (19
- Y(pH-BD) BD’
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Por otro lado, utilizando la ecuacién (19) y la relaciéon que hay entre dos lados de un
tridngulo, el seno del dngulo entre ellos y el drea del tridngulo obtenemos

(20)

AC  (APC)  3(AP-CP-sen(ZAPC)) AP.CP
1
2

BD ~ (BPD) Y(BP-DP-sen(/BPD)) BP-DP’

En donde la dltima igualdad se sigue de la igualdad o + 28 = ZAPC = ZBPD que
tiene como consecuencia sen(ZBPD) = sen(£BPD).

Ahora, aplicando el teorema de la bisectriz en los tridngulos APD y BPC con respecto
a la bisectriz PG, obtenemos que % = % y % = %. Notemos que el producto
de los lados izquierdos de las dos ecuaciones anteriores es precisamente el lado derecho

de la ecuacién (20), de donde se obtiene

AC _AP-CP _ AG-GC
BD BP-DP  GD-BG’

De lo anterior tenemos que Gg[c):B = Aé%c’ utilizando que BD = BG + GDy

AC = AG + GC, tenemos %%Jfgg = ‘:%*gcc , con lo cual obtenemos la siguiente
cadena de igualdades

L+L_ GD N BG _AG+GC_L+L o
BG GD GD-BG BG-GD AG-GC AG GC’

Con lo cual se concluye la demostracion.

Problema 3. Sean o y 3 las raices del polinomio z2 — gz + 1, donde g es un niimero
racional mayor que 2. Se define s; = o + 3, t1 = 1 y para cada entero n > 2:

sp=a" + (", bty = Sn—1+28p—2+--+(n—-1)s1+n

Demuestre que, para todo n impar, t,, es el cuadrado de un nimero racional.

Solucién de Antonio Lépez Guzman. Comenzaremos probando por induccién que
sp, = a™ + [™ es racional para todo entero no negativo n. Primero, s9 = 2 que es
racional. Por la férmula de Vieta, como « y /3 son raices de 2% — gz + 1, tenemos que
s1 = a+ 8 = q. Por lo tanto, s; también es racional.

Ahora supongamos que para k > 1 se cumple que sy y Sx—1 son racionales. Aplicando
nuevamente la férmula de Vieta, tenemos que a8 = 1. Notemos que

S18k = (oz—l—ﬂ)(ak—i—ﬁk) — Oék+1+ﬂk+1+0[ﬂk+0ékﬂ _ ak+1+ﬂk+l+ak71+ﬂk71’

en donde la ultima igualdad se sigue de la igualdad a8 = 1. Entonces, Si4+1 = S15k —
sk—1. Por lo tanto, s;1 también es racional, con lo cual se concluye el paso inductivo.
Ahora probaremos, nuevamente por induccion, que para todo entero no negativo n se
tiene que top41 = (L+ 81+ -+ sn)Q. Esto dltimo concluird la demostracion, pues
lasuma 1+ s; + - - - + s, es racional por lo demostrado anteriormente.

El caso base se cumple de manera trivial pues ¢t; = 1. Ahora supongamos que

torp1 = (L+ 814+ sp)™ (22)
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Si utilizamos la definicién, es facil ver que tog 43 — tagt+1 = Sopt2 +2(1+s1+ -+ +
Sak+1)- Luego, si usamos la ecuacién (22), bastard demostrar que

(1 Fsk41)” = toks = Soppat2(1si - Fsoprn) F(L+si+ - +sp)” (23)

para concluir el paso inductivo.

Pero (1+s1 4+ spq1)? = (s1+- -4 5%)° +2(1+- -+ 5k)Skp1 + 57,1, por lo que
para probar la igualdad (23) nos bastard ver que 2(1 + 51 + -+ - + S2p4+1) + Sokt+2 =
2(1+ 81+ - + Sk)Skt1 + Si4. Si sustituimos cada s; por o/ + (7, lo anterior se
reduce a ver que

2(1+a+6+,,,+a2k+1+62k+1)+a2k+2+62k+2 (24)
= 214+ a+ B+ -+ + ) (F + gEFY) 4 (oFF 4 g2,

Ahora, si aplicamos la igualdad o = 1 obtenemos que
(QFF1 4 BRH1)2 = 2hH2 | g hHlgh+l | g2k42 _ (2642 4 g2k42 4 9 (05)

Aplicdndola nuevamente tenemos que (3 + - -- + f¥)af 1l = ok + ok~ 1 4. 4 1.
Andlogamente, (o + - - - + oFT1) k1 = gk ... 4 34 1, de donde

21 +a+a a4 B4 744 B (M 4 B (20)
= 2(a+042+"'+042k+1+ﬂ+ﬂ2+-~-+ﬂ2k+l),

Si juntamos las ecuaciones (25) y (26), queda demostrada la ecuacién (24). Con lo
cual se obtiene que tox13 = (1 + 51 + -+ + sp41)%. Esto concluye la induccién y la
demostracion.

Ahora daremos una forma alternativa de concluir la demostracion anterior.

(Solucién de Pablo Meré Hidalgo). Para demostrar que to,, 11 = (s1+82+ - +8,)2,
sustituiremos 3 = a L.

Desarrollemos la expresion (s; +sa+- -+ 8,)2 = (a+a?+- - +a"+a L+ +
a~™)2. Para esto notemos que para todo j con —2n < j < 2n, el coeficiente de o en
la expresion final serd igual a la cantidad de soluciones (a, b) de la ecuacién a + b = j
con —n < a,b < n. Es facil ver entonces que el coeficiente de od serd 2n + 1 — 7]
para todo j con —2n < j < 2n. Entonces, el coeficiente de o/ y a7 es el mismo. De
donde,

(514824 +58,)% = 2n+1-2n)(a®" +a ")+ -+ (2n+1—-1)(a+a 1) +2n+1.

Si sustituimos a? + a7 por s; en la ecuacién anterior, se obtiene, precisamente, que
_ P
tons1 = (51 4+ 82+ - +5,)%

Problema 4. En el tridngulo acutdngulo ABC' el punto D es el pie de perpendicular
desde A sobre el lado BC'. Sea P un punto en el segmento AD. Las rectas BPy CP
cortan a los lados AC'y AB en E y F respectivamente. Sean J y K los pies de las
perpendiculares desde E'y F' sobre AD respectivamente. Demuestre que

FK _EJ
KD JD’
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Solucion de Olga Medrano Martin del Campo. Esta solucién involucra varios resul-
tados relacionados con el estudio de hileras armoénicas. El lector puede recurrir a [17]
para revisar estos temas (ver la Bibliografia). Palabras claves para una bisqueda en el
tema incluyen: haz arménico, razén cruzada, circulo de Apolonio.

Dados cuatro puntos colineales A, B, C'y D en ese orden, decimos que forman una
hilera arménica si g—g = g—g. Para esta demostracion se necesitaran los siguientes tres
hechos conocidos sobre hileras arménicas.

Lema 4. Sea ABC un tridnguloy X,Y, Z puntos sobre los lados BC, CAy AB res-
pectivamente, de manera que AX, BY y CZ son concurrentes. Sea W la interseccion
de Y Z con BC. Entonces C, X, By W forman una hilera arménica.

Lema 5. Sea A, B,C, D una hilera armdnica y P un punto afuera de la recta que
pasa por los cuatro puntos. Si ZAPC = 90°, entonces PC' es bisectriz del dngulo
/BPD.

Lema 6. Sean r y s dos rectas. Sea A, B,C, D una hilera arménica sobre vy P un
punto afuera de ambas rectas. Sean A', B', C', D' las intersecciones de s con las rectas
PA, PB, PC, PD respectivamente. Entonces A', B',C’, D’ es una hilera arménica.

Regresando al problema, sea () la interseccion de BC con F'E'y sea R la interseccion
de DE con CF. Por el lema 4 aplicado al tridngulo ABC' tenemos que Q, B, D, C es
una hilera arménica. Luego, por el lema 6 aplicado a las rectas CF'y C'B con punto
exterior £ tenemos que la hilera Q, B, D, C' se proyecta en C, P, R, F' 'y por lo tanto
estos ultimos cuatro puntos también forman una hilera arménica.

A

@ B D C
Ahora, ya sabemos que F, P, R, C' es una hilera arménica, notemos que D es un punto

afuera de la recta que cumple que ZC'DP = 90° y por ende podemos aplicar el lema
5 para obtener que PD es bisectriz del angulo ZRDF'.
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De lo anterior se sigue que ZEDJ = ZFDK vy por lo tanto los tridngulos FKD y
EJD son semejantes (pues ambos tridngulos son rectangulos), por lo tanto % = %.

Con lo cual se concluye la demostracién.

Problema 5. Determine todos los pares (a, b) de nimeros enteros que verifican

(b* 4+ 7(a —b))* = a®b.

Solucién de Pablo Meré Hidalgo. Primero observemos que si a = 0 entonces la
igualdad se convierte en (b>—7b)? = 0. De aqui que b>—7b = 0, de donde b(b—7) = 0.
Por lo tanto, b = 0 0 b = 7. Es fdcil verficar que ambas parejas (0,0) y (0,7) son
soluciones de la ecuacidn.

Ahora, si b = 0, 1a ecuacién se convierte en 49¢2 = 0. Por lo tanto, a = 0, lo cual nos
da una solucién que ya tenfamos. Como ya descartamos estos casos ahora podemos
suponer que a y b son distintos de 0. Sea d = mcd(a, b). Entonces, v = 4,y = g son
primos relativos.

Si sustituimos en la ecuacién original, obtenemos (d?y? + 7(dz — dy))? = (dz)3dy.
Entonces, d?(y?d + 7(x — y))? = d*x3y, de donde

(dy? +7(z —y))? = d*2>y. 27

Observemos que el lado derecho de la ecuacién (27) es divisible por y. Analizando el
lado izquierdo obtenemos que y | (7x)? = 4922. Como mcd(z,y) = 1, tenemos que
y | 49. Por lo tanto, los posibles valores de y son —49, —7, —1, 1,7y 49. Analicemos
cada caso por separado.

» Caso y = 1: La ecuaci6n se reduce a (d + 7(z — 1))? = d?2®. Sea p un primo
que divide a x, entonces 3v,(x) = v, (23) = v,((d + T(xz — 1))?) — v,(d?) =
2vp(d + 7(x — 1)) — 2v,(d). Por lo tanto, v, (x) es par. Con lo cual se concluye
que z es un cuadrado y podemos tomar un entero positivo n tal que z = n2. Si
sustituimos queda (d + 7(z — 1))? = d*>n®. Entonces, d + 7(n* — 1) = dn®. Si
restamos y factorizamos se obtiene

Tn+1)(n—1)=d(n—1)(n>+n+1). (28)

Sin =1, entonces x = 1y a = b, lo cual nos da otra solucién.

Sin # 1, podemos dividir la ecuacién (28) por n — 1, y obtendremos 7(n+1) =
d(n®*+n+1) >n?+n+ 1. Dedonde, 0 > n? —6n — 6 = (n — 3)2 — 15.
Entonces, 15 > (n — 3)2, lo que significa que 4 > |n — 3|. Como n es positivo
y mayor que 1, solo tenemos que considerar los casos del 2 al 6. Mds atin, del
hecho de que n + 1y n? 4+ n + 1 son primos relativos, podemos deducir que
n% +n+ 1| 7. Porlo que n solo podria ser 2. El caso n = 2 nos da la solucién
(12,3).
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= Caso y = —1: La ecuacién se reduce a (d + 7(z + 1))?> = d?(—z)3. Con un
argumento andlogo al caso original, podemos tomar un entero positivo n tal que
—x = n?, tomando raices obtenemos la ecuacién |d—7n?+7| = dn?. Dividamos
el problema en dos casos de acuerdo al signo de d — 7n? 4 7.

Si0 < d—Tn?+7=dn?, andlogamente al caso anterior obtenemos —7(n +
1)(n—1) =d(n —1)(n> +n+1).Sin = 1, obtenemos x = —1. Por lo tanto,
x = y. Lo cual nos da la solucién @ = b. Sin > 1, podemos dividir por n — 1
para obtener —7(n + 1) = d(n? +n + 1). Lo cual no es posible pues el lado
izquierdo es negativo y el derecho es positivo.

Si0 < 7n? — 7 —d, entonces Tn?> — 7 —d = dn®. De donde 7(n+ 1)(n — 1) =
d(n+1)(n? —n+ 1). Como n es positivo, podemos dividir por n + 1y obtener
7(n — 1) = d(n® — n + 1). Si utilizamos el hecho de que n — 1y n? —n + 1
son positivos, obtenemos que n2 — n + 1 | 7. El dnico entero mayor que 1 que
satisface lo anterior es 3. Por lo tanto, n = 3. Al sustituir se obtiene la solucién
(—18,-2).

» Caso y = 7: La ecuacién se reduce a (49d + 7(z — 7))? = 723d?. Como
v7((72d+7(x —7))?) es par, entonces v (7Tz3d?) = 1+ 3v7(x) + 2v7(d) es par.
Por lo tanto, v7(x) es impar. En particular, es mayor que 0y 7 | x. Esto es una
contradiccién pues sabemos que x € y son primos relativos.

= Casoy = —T7: Tenemos la ecuacion (49d + 7(z + 7))? = d*>x3(—7). De manera
andloga al caso anterior obtenemos que 7 | z, lo que contradice la coprimalidad
dezxey.

= Caso y = 49: Tenemos que (74d + 7(x — 7?))? = d?>237%, esto es, (73d + (z —
72))? = d?x3. Andlogamente al proceso anterior, podemos deducir que = es un
cuadrado y tomar n entero positivo tal que z = n2. Si sustituimos y sacamos
rafz cuadrada tenemos que |73d + n? — 7%)| = dn?.

Si0 < 73d+n? -7 = dn? entonces (n — 7)(n +7) = d(n — 7)(n? +
Tn +49). Sin = 7, entonces tenemos nuevamente que 7 | =. Lo que contradice
la coprimalidad de = e y. Por lo tanto, n # 7 y podemos dividir por n — 7.
Obtenemos n+7 = d(n?+7n+49) > n?+7n+49. Luego, 0 > n?+6n+42 >
(n + 3)? > 0, con lo cual llegamos a una contradiccién y no hay soluciones.

= Caso y = —49: Nuevamente podemos llegar a que hay un entero positivo n que
cumple que n? = —x. Si sustituimos y sacamos raiz cuadrada obtenemos que
|73d + x + 72| = dn®. Si 73d — n® + 7% < 0, entonces 73d — n* + 7% = dn?.
De donde, (7 — n)(7 +n) = d(n — 7)(n* + Tn + 49). Nuevamente n = 7 nos
lleva a una contradiccién, por lo que podemos dividir por n — 7 y obtener que
—(7+n) =d(n®+ Tn+49) > n? + Tn + 49. De aqui, 0 > n? + 8n + 56 >
(n +2)? > 0, lo cual es una contradiccién.

Si0 < n?—7*—73d = dn?, entonces (n—7)(n+7) = d(n+7)(n—7Tn+49),de
donden—7 = d(n?>—Tn+49) > n?—Tn+49y porlo tanto 0 > n?—8n+56 >
(n —4)? > 0 lo cual es una contradicion.
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Con esto hemos revisado todos los casos, y por lo tanto podemos concluir que las
soluciones son (0, 7), (=18, —2), (12,3) y (m, m) para todo entero m.

Problema 6. Beto Juega con su computadora al siguiente juego: inicialmente su compu-
tadora elige al azar 30 enteros del 1 al 2015, y Beto los escribe en un pizarrén (puede
haber nimeros repetidos); en cada paso, Beto elige un entero positivo &k y algunos de
los nimeros escritos en el pizarrén, y le resta a cada uno de ellos el nimero k, con
la condicién de que los niimeros resultantes sigan siendo no negativos. El objetivo del
juego es lograr que en algiin momento los 30 niimeros resultantes sean iguales a 0, en
cuyo caso el juego termina. Determine el menor nimero n tal que, independientemente
de los nimeros que incialmente eligié su computadora, Beto puede terminar el juego
en a lo sumo n pasos.

Solucién de Antonio Lopez Guzman. Probaremos que el minimo nimero de turnos
necesarios para que Beto pueda garantizar obtener solo ceros es 11. Primero veamos
que en 11 turnos Beto siempre puede garantizar que todos los niimeros en el pizarrén
serdn iguales a 0. Para esto Beto escribird los 30 nimeros en su expansion binaria.
Como todos son menores que 2016 < 211 = 2048, todos los nimeros iniciales tienen
alo mas 11 digitos en su representacion binaria. Luego, en el turno j, Beto escogerd a
todos los nidmeros que tengan un 1 en la posicién j (de derecha a izquierda) y les
restara 291 a dichos ndmeros. De esta forma, después de 11 turnos, todos serdn 0.
Ahora probemos por induccién que para todo entero no negativon, la lista 2°, 21, ..., 27
no se puede reducir en menos de n pasos. En particular, paran = 11, esto nos dard una
lista de menos de 30 nimeros entre 1 y 2015 que no se puede reducir en 10 pasos. Lo
que concluye la demostracidon de que el minimo necesario es 11.

La base de induccién es trivial pues los nimeros 2°, 2! no se pueden reducir a cero en
un solo turno. Ahora supongamos que los nimeros 2°, . .., 2* no se pueden reducir a
cero en menos de k turnos. Demostraremos que los nimeros 2°, . . ., 2°*1 no se pueden
reducir a cero en menos de k£ + 1 turnos. Procedamos por contradiccién, supongamos
que en k turnos es posible reducir los nimeros a cero al restar ¢; en el turno ¢ a algin
subconjunto de los nimeros parai = 1,..., k. Como 2**! se redujo a cero, tenemos
que t; + -+t > 2F+1 Por otro lado, para todo 1 < j < k, tenemos que 2/ =
tjy +--- + 1, , donde ji,ja, - - jr; son los turnos en los que se escogi6 al nimero
derivado de 27 para restarle algtn valor. Si a cada 27, para j = 1,.. ., k, lo sustituimos
por su respectiva suma t;, + --- + thj , se puede observar que todo ¢; aparece en
alguna suma. De lo contrario, podriamos ignorar dicho turno y tendriamos una manera
de reducir los nimeros 2°, . .., 2% en menos de & turnos, lo que reduce la hipétesis de
induccién. De lo anterior se sigue que 2¥+1 — 1 =20 421 ... 42k > ¢ 4 ... 4.
Pero, por otro lado, habfamos demostrado que ¢; + --- + ¢ > 2k+1 Con lo cual
llegamos a una contradiccién y concluimos el paso inductivo.

J
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A continuacién presentamos las actividades programadas por el comité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas para el afio 2016.
Febrero

Publicacién del nimero 29 de la Revista Tzaloa.

24 al 29 de febrero, Bucarest, Rumania

VII Olimpiada Rumana de Campeones.

Marzo

Publicacién del folleto introductorio de la OMM.

Primera quincena de marzo
Envio de material a los estados (convocatoria, triptico y nombramiento de dele-
gado).

5 al 15 de marzo, Guanajuato, Guanajuato

Entrenamiento para los seleccionados nacionales y aplicacién de dos exdmenes
de entrenamiento, del examen de la XX VIII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico
y del selectivo para la Olimpiadaa Europea Femenil de Matematicas.

14 de marzo
Envio a los estados del examen eliminatorio propuesto por el Comité Organiza-
dor de la OMM.

19 de marzo
Aplicacion del examen eliminatorio en los estados registrados con este propdsito
(puede aplicarse después).

17 al 20 de marzo, Pachuca, Hidalgo

Curso de entrenadores.
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3 al 9 de abril, Cuernavaca, Morelos

Entrenamiento previo a la V Olimpiada Europea Femenil de Matematicas.

10 al 16 de abril

V Olimpiada Europea Femenil de Matematicas, Busteni, Rumania.

3 al 13 de mayo, Villa Guerrero, Estado de México

Entrenamiento para los seleccionados nacionales y aplicacidn de tres exdmenes
selectivos para determinar la delegacién que representard a México en la 57
Olimpiada Internacional de Matemadticas (6 participantes), la delegacién que re-
presentard a México en la XVIII Olimpiada Matematica de Centroamérica y del
Caribe (3 participantes) y la preseleccién que nos representard en la XXXI Olim-
piada Iberoamericana de Matematicas.

Mayo

Publicacién del nimero 30 de la Revista Tzaloa.

7 de junio
Envio a los estados del examen semifinal propuesto por el Comité Organizador
de la OMM.

11 de junio
Aplicacién en los estados registrados con este propdsito del examen semifinal
propuesto por el Comité Organizador de la OMM (puede aplicarse después).

13 al 17 de junio, Villa Guerrero, Estado de México
Entrenamiento previo a la XVII Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
Caribe.

15 al 21 de junio, Cuernavaca, Morelos
Entrenamiento previo a la XVII Olimpiada Matematica de Centroamérica y el
Caribe.

16 al 23 de junio, Kingston, Jamaica

XVIII Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe.

29 de junio al 7 de julio, Cuernavaca, Morelos

Entrenamiento previo a la 56* Olimpiada Internacional de Mateméticas.

30 de junio al 8 de julio, Villa Guerrero, Estado de México

Entrenamiento previo a la 57* Olimpiada Internacional de Mateméticas.

Julio

Publicacién del nimero 31 de la Revista Tzaloa.



Informacién Olimpica 71

6 al 16 de julio, Hong Kong

57% Olimpiada Internacional de Matemadticas.

31 de julio

Fecha limite de recepcion de problemas para el octavo concurso de problemas.

14 al 20 de agosto, Chiang Mai, Tailandia

Competencia Internacional de Matemadticas.

20 al 28 de agosto, Guanajuato, Guanajuato
Entrenamientos para los seleccionados nacionales y aplicacién de tres exdmenes
selectivos para determinar a la delegacién para la XXXI Olimpiada Iberoameri-
cana de Matematicas (4 alumnos).

5 de septiembre
Envio a los estados del examen final propuesto por el Comité Organizador de la
OMM.

10 y 11 de septiembre
Aplicacién en los estados registrados con este propédsito del examen final pro-
puesto por el Comité Organizador de la OMM (puede aplicarse después).

13 al 17 de septiembre, Villa Guerrero, Estado de México

Entrenamiento previo a la XXXI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas.

16 al 24 de septiembre, Antofagasta, Chile
XXXI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas.

Septiembre

IIT Olimpiada Irani de Geometria.

Octubre

Publicacién del nimero 32 de la Revista Tzaloa.

6 al 11 de noviembre, Acapulco, Guerrero

Concurso Nacional de la 30* Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Diciembre

Primer entrenamiento para alumnos preseleccionados del concurso nacional de
la 30 OMM.
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Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, by un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b modulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c, d, m enteros con m > 1.
1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).
2. Sia =c(modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = c (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.

4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el
mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > kg, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 4 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 5 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0

Teorema 6 (Principio de las casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos. En particular, si n + 1 objetos
son colocados en n casillas, entonces al menos una casilla contiene dos o mds objetos.

Teorema 7 (Desigualdad media aritmética - media geométrica). Si zi, x2, ..., T, son
niimeros reales positivos, entonces

T1+ X2+ + T
n

> Yr1T2 - T,

v la igualdad se cumple siy solo si x1 = x9 = - -+ = T

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicién 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A’B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo y lo denotamos como ALA.

Definiciéon 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, ZABC = L/A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B’ — B'C’ T CrA’"
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Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.

Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC son paralelos si 'y solo si
AB AC

AD — AE"

Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se

. BD __ BA
tiene que DC — AC:

Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comin.

2. Angulo semi-inscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comun.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 12 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 13 (Medida del dngulo semi-inscrito). La medida de un dngulo semi-inscrito
en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 14 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, B y T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 15 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir,

/DAB + /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
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Directorio de los delegados estatales

Aguascalientes—Efrain Casillas Carrillo
CONALERP Prof. J. Refugio Esparza Reyes
pay3 @hotmail.com

Baja California—Carlos Yee Romero
Universidad Auténoma de Baja California, Facultad de Ciencias
carlos.yee @uabc.edu.mx, www.ommbc.org

Baja California Sur—Jesiis Eduardo Rios Torres
CBTIS #62,

eduardo.rios.73 @gmail.com
www.institutomardecortes.edu.mx

Campeche-Herndn Rafael Diaz Martin
Coordinacién de Intervencion Académica, Direccién General CONALEP
herrdiaz@me.com

Chiapas—Maria del Rosario Soler Zapata
Centro de Estudios en Fisica y Mateméticas Basicas y Aplicadas, UNACH
msolerza@unach.mx

Chihuahua—Hécror Daniel Garcia Lara
Universidad Auténoma de Ciudad Juarez
hector@ommch.org, www.ommch.org
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Coahuila—Silvia Carmen Morelos Escobar
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Universidad Auténoma de Coahuila
silvia.morelos @gmail.com

Colima-Luis Angel Isatas Castellanos
Facultad de Ciencias, Universidad de Colima
luanislaic @ gmail.com, ommcol @ucol.mx

Distrito Federal-/sabel Alicia Hubard Escalera
Instituto de Matematicas, UNAM, cubiculo 214
omd @im.unam.mx

Durango-Armando Mata Romero
Universidad Judrez del Estado de Durango, Escuela de Mateméticas
armandomr @ujed.mx

Estado de México—Saiil Diaz Alvarado
Facultad de Ciencias, UAEMex
sda@uaemex.mx

Guanajuato—Sofia Ortega Castillo
Centro de Investigacién en Matemdticas
sofia.ortega@cimat.mx, www.ommgto.wordpress.com

Guerrero—Vicente Castro Salgado
Universidad Auténoma de Guerrero, Unidad Académica de Matematicas
grolimath@gmail.com

Hidalgo—Federico Menéndez Conde Lara
Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo, CIMA
fmclara@uaeh.edu.mx

Jalisco—José Javier Gutiérrez Pineda
Preparatoria 7, Universidad de Guadalajara
jigtzp@hotmail.com

Michoacan-Armando Sepiilveda Lopez
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Universidad Michoacana
asepulve @live.com.mx

Morelos—Ricardo Diaz Gutiérrez
Universidad Autéonoma del Estado de Morelos, Facultad de Ciencias
rdg @uaem.mx



Directorio

79

Nayarit—Francisco Javier Jara Ulloa
Universidad Auténoma de Nayarit
jaraulloa@gmail.com

Nuevo Leon-Alfredo Alanis Durdn
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, UANL
aalanis56 @hotmail.com, sites.google.com/site/eommnl

Qaxaca—Marcelino Ramirez Ibariez
Instituto de Agroingenieria, Universidad del Papaloapan
mramirez@unpa.edu.mx

Puebla-Maria Araceli Judrez Ramirez
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
arjuarez @fcfm.buap.mx

Querétaro—Jesiis Jeronimo Castro
Universidad Auténoma de Querétaro
jesusjero@hotmail.com, ommqro @ gmail.com

Quintana Roo-Sergio Ivdn Herndndez Delgado
Universidad de Quintana Roo
ommgquintanaroo @hotmail.com

San Luis Potosi—-Eugenio Daniel Flores Alatorre
Casa Olimpica, San Luis Potosi, San Luis Potos{
ugesaurio @gmail.com, ommslp.blogspot.com

Sinaloa—Maria Guadalupe Russell Noriega
Facultad de Ciencias Fis-Mat, Universidad Auténoma de Sinaloa
mgrussell @uas.edu.mx, mgrusselln@gmail.com

Sonora—José Maria Bravo Tapia
Universidad de Sonora, Departamento de Matemdticas
jmbravo @mat.uson.mx

Tabasco—José Manuel Lopez Cruz
Universidad Judrez Auténoma de Tabasco
manuel.lopez @ipicyt.edu.mx

Tamaulipas—Orlando Ochoa Castillo
Universidad Auténoma de Tamaulipas
orlandochoa @cimat.mx, www.matetam.com
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Tlaxcala—Mauro Cote Moreno
Secretaria de Educacion Publica de Tlaxcala
electroviso@hotmail.com

Veracruz—Francisco Gabriel Herndndez Zamora
Universidad Veracruzana
pacozam@msn.com

Yucatan—Pedro David Sdnchez Salazar
Universidad Auténoma de Yucatan, Facultad de Matematicas
pdsanchez @gmail.com, www.matematicas.uady.mx

Zacatecas—Nancy Janeth Calvillo Guevara
Universidad Autonoma de Zacatecas, Unidad Académica de Matematicas
ncalvill@mate.reduaz.mx, nautilus.uaz.edu.mx/olimpiada/



Directorio

81

Directorio del Comité Organizador de la OMM

Rogelio Valdez Delgado (PRESIDENTE)

Universidad Auténoma del Estado de Morelos

valdez@uaem.mx

Victor Manuel Barrero Calderén
Passport Health
barrero.victor@gmail.com

Julio César Diaz Calderén
Universidad Nacional Auténoma de México
julio_dc94 @hotmail.com

Héctor Raymundo Flores Cantu
Universidad Auténoma de Nuevo Le6n
serolfrotceh @ gmail.com

José Antonio Gomez Ortega
Facultad de Ciencias, UNAM
jago@ciencias.unam.mx

Leonardo Ignacio Martinez Sandoval
Facultad de Ciencias, UNAM
ssbmplayer @gmail.com

Olga Rivera Bobadilla
Facultad de Ciencias
Universidad Auténoma del
Estado de México
olgarb@yahoo.com

David Guadalupe Torres Flores
Metamorfosis del CIMAT

Centro de Investigacion en Matemadticas
ddtorresf @gmail.com

Rita Vazquez Padilla
Universidad Auténoma
de la Ciudad de México
ritavz14 @gmail.com

Ignacio Barradas Bibriesca
Centro de Investigacion en Matemdticas
barradas @cimat.mx

José Alfredo Cobian Campos
Facultad de Ciencias, UNAM
josealfredocobian @gmail.com

Marco Antonio Figueroa Ibarra
Metamorfosis del CIMAT

Centro de Investigacién en Matemdticas
fuerunt@gmail.com

Luis Eduardo Garcia Hernandez
Facultad de Ciencias, UNAM
microtarxcaty @ciencias.unam.mx

Maria Eugenia Guzman Flores
CUCEI, Universidad de Guadalajara
marugeniag @gmail.com

Daniel Perales Anaya
Facultad de Ciencias, UNAM
dperanaya@hotmail.com

Carlos Jacob Rubio Barrios
Facultad de Matematicas
Universidad Auténoma de Yucatan
carlos.rubio@correo.uady.mx

Enrique Treviiio Lopez
Lake Forest College
enriquetrevi_o@hotmail.com

Hugo Villanueva Méndez

Centro de Estudios en Fisica y Matematicas
Bésicas y Aplicadas

Universidad Auténoma de Chiapas
hugo.villanueva@unach.mx



82 Directorio

Direccion Postal de la Olimpiada Mexicana de Matematicas:

Cubiculo 201, Departamento de Matematicas.
Circuito Exterior, Facultad de Ciencias.
Universidad Nacional Auténoma de México.
Ciudad Universitaria.

Colonia Copilco, C.P. 04510.

Delegacioén Coyoacén.

México, Distrito Federal.

Teléfono: (55) 5622-4864.

Fax: (55) 5622-5410.

Email: omm@Rciencias.unam.mx

Pégina oficial de la Olimpiada Mexicana de Matematicas:
http://ommenlinea.org/
;Siguenos en facebook y en twitter!
http://facebook.com/OlimpiadaMatematicas

Qommtw



