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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacioén de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2019, Numero 3

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, es lograr una publicacién
verdaderamente util. La consistencia de su publicacién en el contexto nacional, es un
ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes que con su traba-
jo comprometido contribuyen al proyecto. Asi, queremos dar la bienvenida a Alfredo
Alef Pineda Reyes quien ahora se integra al Comité Editorial de la revista. Asimismo,
aprovechamos la ocasion para agradecer y dar una afectuosa despedida a Luis Eduar-
do Garcia Hernandez, quien particip6 en este comité desde el afio 2014 y a quien le
desamos mucho éxito en sus nuevos proyectos.

Pasando al contenido, destaca el articulo Vectores y Geometria, de nuestros amigos
Mauricio Adridn Che Moguel y Carlos Jacob Rubio Barrios. En él, se aborda a los
vectores como herramienta para la solucién de problemas de geometria, que pueden ser

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.
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dificiles de resolver usando técnicas mas convencionales. Esperamos que este material
sea de utilidad tanto para el lector principiante como para el lector avanzado.

De especial interés para todos, en este tercer nimero del afio 2019, incluimos los
exdmenes de la Olimpiada Regional de Occidente 2019, asi como los exdmenes con
soluciones de las pruebas individual y por equipos en el nivel Secundaria de la Compe-
tencia Internacional de Matematicas del afio 2018. También hemos incluido los exdme-
nes con soluciones de la XXI Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe, as{
como de la 60 Olimpiada Internacional de Matematicas, ambos certdmenes donde
Meéxico particip6 en el segundo cuatrimestre de este afio 2019.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
examenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacidon de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovenes con talento matemdtico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

332 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.

= Concurso Nacional.
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= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 33* Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 2000. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una instituciéon preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2019-2020y, para el 1° de julio de 2020, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 33* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
10 al 15 de noviembre de 2019 en la Ciudad de México. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2019 y hasta
la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempeifio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 61¢ Olimpiada Internacio-
nal de Matematicas (Rusia, julio de 2020) y a la XXXV Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (Perd, septiembre de 2020).

De entre los concursantes nacidos en 2003 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XXII Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (Panamd, junio de 2020).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la IX Olimpiada Europea Femenil de Matemadticas (EGMO) a celebrarse en
el mes de abril de 2020.



Vectores y Geometria

Por Mauricio Adrian Che Moguel y Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Avanzado

En este escrito veremos cdmo usar vectores para resolver problemas de geometria que
pueden ser dificiles de resolver usando técnicas mds convencionales. Empezaremos
con un breve repaso de la definicién de vector y algunas de sus propiedades bésicas.

Vectores

Un vector, denotado por 7, Z 0 E, es un par ordenado de nimeros reales, denomi-
nados sus coordenadas. Asi, escribimos U = (a,b) donde las coordenadas a y b son
numeros reales. Aunque en geometria tales parejas se usan para denotar puntos en el
plano, preferimos no pensar en los vectores como puntos, sino como simples parejas
de nimeros reales. Si se trabaja en el espacio tridimensional, es conveniente usar vec-
tores espaciales, que se definen como tripletas (a, b, ¢) de ndimeros reales. De hecho,
a menudo conviene considerar vectores n-dimensionales de la forma (a1, as, . .., a,),
donde hay n coordenadas y n puede ser cualquier entero positivo. No obstante, nuestro
objetivo al presentar los vectores es usarlos para resolver problemas de geometria plana
y por ello nos limitaremos a trabajar con vectores que tienen solo dos coordenadas.

Los vectores pueden sumarse o restarse, sumando o restando las coordenadas corres-
pondientes. Si U = (a,b) y W = (¢,d), entonces ¥ + @ = (a + ¢,b+d) y
v -0 = (a — ¢, b — d). También podemos multiplicar vectores por escalares, multi-
plicando simplemente cada coordenada por el escalar?. Si z es un escalar y 7 = (a,b)
es un vector, escribimos z v para denotar al vector (za, zb).

Muchas de las reglas usuales de la artimética también se cumplen para los vectores.
Por ejemplo, las leyes asociativa y conmutativa son validas para la suma de vectores y

2Un escalar es simplemente un niimero real.
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dos leyes distributivas se cumplen para la suma y multiplicacion por un escalar. Estas
dos leyes distributivas son (y+2)V =y 0 + 27 y 2(V + ﬁ) = 27 + 24, donde y,
z son escalares y ', W son vectores. También, el vector O = (0,0), llamado vector
cero, se comporta de manera muy parecida a como lo hace el nimero 0 en aritmética:
Si U es cualquier vector y z es cualquier escalar, entonces T+0="7 yz0 = 0.

Para relacionar a los vectores con la geometria, representamos cada vector como una
flecha en el plano. Para ser especificos, supongamos que el plano cuenta con un sistema
de coordenadas de modo que cada punto P puede describirse como un par ordenado
(x,y). Por supuesto, (z,y) se ve simplemente como un vector, pero nos rehusamos a
considerarlo asf; es solo una forma de denominar al punto P.

Ahora, supongamos que tenemos un vector v = (a,b) y sea P cualquier punto
en el plano cuyas coordenadas son (z,y). Si @ es el punto cuyas coordenadas son
(x + a,y + b), entonces podemos pensar que el vector o proporciona instrucciones
sobre como llegar del punto P al punto (): Moverse a unidades a la derecha y b uni-
dades hacia arriba. Por supuesto, si a es negativo, en realidad el desplazamiento es a la
izquierda y, si b es negativo, es hacia abajo. Si trazamos una flecha desde P hasta ()
con cola en Py punta en (), esta flecha es una representacion del vector o y escribi-
mos PQ) = . A menudo es posible considerar que la flecha de P a () es realmente el
vector U, pero esto puede ser peligroso porque es esencial recordar que el punto P se
eligié arbitrariamente; en ningtin sentido fue determinado por el vector . Pero, por
supuesto, una vez que se elige P, entonces () se determina sin ninguna ambigiiedad.
El vector U se representa por una infinidad de flechas distintas en el plano: una para
cada eleccién de la cola de la flecha P. Cualquiera de estas flechas es una imagen o
representacion de 7 todas las flechas que representan a o son paralelas y tienen la
misma longitud. Cada una de estas se obtiene a partir de cualquiera de las otras por
medio de una traslacién, que es un movimiento en el plano sin rotacién.

. . —
Hay un ligero problema si 7 es el vector cero 0, ya que en este caso, los puntos P

@ son idénticos y no es posible trazar una flecha de P a (). A pesar de ello, el vector 0
proporciona instrucciones sobre como ir de P a Py, por lo menos, podemos imaginar
una flecha correspondiente de longitud cero y sin direccién particular.

Dados dos puntos Py () y una flecha con cola en P y punta en (), podemos reconstruir
el vector ¥ = PQ al restar las coordenadas correspondientes de P = (z1,y1) y
Q = (z2,y2). Asi, @ = (x9 — x1,y2 — y1) y podemos ver que toda flecha trazada
representa algtin vector. Observemos que requerimos la flecha de P a () y no solo el
segmento de recta P() porque debemos saber qué punto es la punta y cual es la cola,
de modo que restemos las coordenadas de la cola de las de la punta y no al revés. De
hecho, tenemos que QP = — P

(Cudl es el significado geométrico de la suma vectorial? Dados los vectores o y 0,
representamos a ¥ como una flecha de P a Q, donde P es arbitrario. Aunque pode-
mos representar a % como una flecha con cualquier punto inicial (cola) que se quiera,
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elegimos trazar w empezando en @ y escribimos W = Cﬁ% Asfi, hemos colocado las
flechas que representan a v y w con la punta de 7 en la cola de W. Es facil ver que la
flecha de P a R representa ¥ + W. En otras palabras, tenemos la ecuacion vectorial
]@ + QR = PR. También podemos pensar lo anterior como sigue: Las instrucciones
parairde P a R son primeroirde P a ) y luegode Q a R.

Antes vimos que cualquier vector dado puede representarse por una infinidad de flechas
distintas. Dados los cuatro puntos P, @, R y S, supongamos que ]@ = 1% . Antes
mencionamos que en este caso, los segmentos de recta P(Q) y RS deben ser iguales
y paralelos. Para ver por qué es verdad esto, consideremos la siguiente figura donde
se han trazado los tridngulos rectangulos PQX y RSY cuyas hipotenusas son los
vectores iguales dados. (En realidad debemos decir, por supuesto, que las flechas que
representan los vectores son las hipotenusas, pero es conveniente hablar de las flechas
como si en realidad fuesen los vectores).

Si escribimos ]@ = (a,b) = ]ﬁ, vemosque PX =a=RYyXQ=b=YSy
asi, los dos tridngulos rectdngulos son congruentes por el criterio LAL. Para facilitar
las cosas, trabajamos en el caso en que las coordenadas de a y b son positivas, aunque
esto en realidad no es esencial. Concluimos que las longitudes PQ) y RS son iguales.
Ademis, por el teorema de Pitdgoras, tenemos que las longitudes de P() y RS son
iguales a va? + b2. Esto demuestra que dos flechas que representan al mismo vector,
deben tener la misma longitud. Pero todavia hay mas cosas que son ciertas. Tenemos

" P34 0= P PRy T

y, si en ambos lados restamos los vectores iguales @ = }ﬁ, obtenemos que Q? =
PR. A partir de lo que acabamos de demostrar, concluimos que las flechas correspon-
dientes tienen la misma longitud. Asi, escribimos S = PR. Por lo tanto, concluimos
que el cuadrildtero PQ RS es un paralelogramo y, en consecuencia, PQ || RS. Esto de-
muestra que todas las flechas que representan al mismo vector son iguales y paralelas,
como se habia afirmado. Reciprocamente, es facil ver que dos flechas iguales, parale-
las y que apuntan en la misma direccién y no en direcciones opuestas, corresponden a
vectores iguales.

Finalmente, mencionamos que la importancia geométrica de la multiplicacién de un
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vector U por un escalar positivo z, es que una flecha que representa a 20 apunta
en la misma direccidén que otra que representa a o pero es mds corta, igual o més
larga que la flecha original, dependiendo de si z es menor que, igual a o mayor que 1.
Mas precisamente, la longitud de 27U es exactamente z veces la longitud de 7. Siel
escalar z es negativo, la direccion del vector se invierte, pero fuera de ello obtenemos el
mismo efecto de alargamiento o contraccién que con un escalar positivo. Por ejemplo,
una flecha que representa —37 tiene tres veces la longitud de otra que representa
pero apunta en direccién opuesta.

Por ejemplo, si P,Q, Ry S son cuatro puntos que estan en ese orden a lo largo de
una recta separados por la misma distancia, de modo que PQQ = QR = RS, entonces
PQ = QR = RSy PR = S. Otras ecuaciones que podemos escribir en esta
situacién son —SP — P8 — 3@ y Pk — -25P.

Vectores y Geometria

Por conveniencia, en la aplicacién de técnicas vectoriales a la geometria, presentamos
una abreviatura a la notacién. Suponemos que en el plano se ha seleccionado algin
punto O, denominado origen y que se mantiene fijo. Como veremos, no es necesario
conocer la posicion de este punto, aunque a veces es posible simplificar una demostra-
cion al elegir el origen O de alguna manera inteligente. La abreviatura a la que hicimos
referencia es que un vector de la forma OA con cola en el punto O, simplemente se
escribe como A. En otras palabras, siempre que un vector se denote por un solo punto
en vez de por un par de puntos, se supone que la cola de la flecha correspondiente esta
en el origen y la punta estd en el punto en cuestion.

Dados dos puntos A y B en el plano, tenemos que O—/i + E = O? , de modo que
usando la abreviatura anterior, es posible escribir la igualdad anterior como A + AB =

. A partir de esto, obtenemos que AB = B — Ay, por lo tanto, cualquier vector
identificado por dos puntos se describe como una diferencia de dos vectores, cada uno
de los cuales estd identificado por un solo punto. Observa que la forma correcta es

restar la cola de la punta. El vector de P a @, por ejemplo, es ( — P. Mencionamos
que una manera de demostrar que dos puntos P y () son el mismo, es demostrar que

PQ = 0.Pero PQ) = @ — P y este es el vector cero precisamente cuando () =
En otras palabras, para demostrar que Py () son el mismo punto, basta demostrar que

los vectores Py (), que corresponden a estos puntos, son iguales.
El siguiente ejemplo es sencillo pero muy util.

Ejemplo 1. Si M es el punto medio del segmento AB, demostrar que J\—4> = %(Z+§)

Solucién. Por la interpretacion geométrica de la suma de vectores, sabemos que si C

es el punto que corresponde al vector Z + ﬁ, entonces el cuadrildtero ACBO es un
paralelogramo.
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O

Luego, como las diagonales de un paralelogramo se tis>ecan mutuamente, M es tam-
bién el punto medio del segmento OC'. En particular, M = %8 =1(A + B). O
El resultado del Ejemplo 1 es util y facil de recordar. Dice que el vector ]\_4> correspon-
diente al punto medio M del segmento de recta AB es exactamente el promedio de los
vectores Z y ﬁ, correspondientes a los puntos extremos del segmento. Observa que
hacemos esta afirmacién sin saber cudl punto se eligié como origen.

Teorema 1. Las medianas de todo tridngulo ABC son concurrentes en un punto G que
estd a % de la distancia a lo largo de cada mediana. Ademis, 8 = %( + B+ ().

Demostracion. Calculemos el vector 8 correspondiente al punto G que estd a % de
distancia a lo largo de la mediana AM, donde M es el punto medio de BC. Por el

%
Ejemplo 1, sabemos que M = %(ﬁ + 8) Luego, tenemos que

8—2_ﬁ_3m_§(17}_2)_§<%(§+8)—Z).

3

Despejando, obtenemos que 8 = %(X + § + 8) En otras palabras, el vector co-
rrespondiente al punto que estd a % de la distancia a lo largo de la mediana AM es el
promedio de los tres vectores correspondientes a los vértices del tridngulo. De manera
andloga, se demuestra que lo mismo sucede para las otras dos medianas del tridngulo.
Por lo tanto, los vectores correspondientes a los puntos a % de la distancia a lo largo
de las tres medianas son iguales, lo que significa que estos tres puntos son el mismo
punto. O

Observacion. En el teorema anterior fue necesario saber de antemano que el punto de
concurrencia de las medianas de un tridngulo estd a % de la distancia a lo largo de cada
una.

El siguiente ejemplo es una aplicacién del Teorema 1.

Ejemplo 2. Sean ABC' D un cuadrilatero convexo y M el punto medio de AB. Sean
E'y F los centroides de los tridngulos DAB y ABC, respectivamente. Demuestra que
EF 'y DC son paralelas y que EF' = %DC.
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Solucién. Como E es el centroide del tridngulo D AB, aplicando el Teorema 1, tene-
mos que ﬁ (Z + ﬁ + ). Aplicando nuevamente el Teorema 1 en el tridngulo
ABC, tenemos que f’) Z + ﬁ + 8

B
M
A
D
C
Luego,
FE-F-F = %(Z+§+8)-%(Z+§+B): %(8-3): %ﬁ.
Por lo tanto, EF' 'y DC' son paralelasy EF = %DC. O

Ejemplo 3. (Leningrado, 1980). Dado un cuadrilatero cualquiera, una linea media
es un segmento que une los puntos medios de dos lados opuestos. Muestra que si la
suma de las longitudes de las lineas medias de un cuadrildtero convexo es igual al
semiperimetro, entonces el cuadrildtero es un paralelogramo.

Solucién. Sea ABC'D un cuadrildtero convexo y pongamos el origen en el vértice A.
[ B+C-D|
2

Entonces, la suma de las longitudes de las lineas medias de ABC'D es

|B+C-B
2

, mientras que el semiperimetro de ABC'D estd dado por

Bl +|C -B|+|C - D|+|D|
: .

Si suponemos que estas dos cantidades son iguales, obtenemos que
B+C-D|+|D+C -B|=|B|+|C -B|+|C -D|+|D. O

Aplicando la desigualdad del tridngulo® a las parejas de vectores ﬁ 8 3 B
E’P—ﬁ, tenemosque|§ - B| < |§|+|8 B|y |B+8 §| < |B|+|8 §|
donde las igualdades se dan si y solo si 5 y D son multiplos escalares positivos de

— Dy [ ﬁ, respectivamente, es decir, si y solo si AB || DC'y AD || BC.
Sin embargo, la ecuacién (1) implica las igualdades anteriores, por lo que la Unica
posibilidad es que AB || DC'y AD || BC, esto es, ABCD es un paralelogramo. [J

3Desigualdad del tridngulo. Si ¥ y W son vectores en el plano, entonces |7 + W| < | 7| + ||
con la igualdad si y solo si ¥ =AW para algiin A > 0. En el Teorema 5 se dard una demostracion de esta
desigualdad.
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El siguiente resultado nos da una manera de determinar el vector correspondiente al
punto obtenido al mover una fraccion « de la distancia de A a B a lo largo de un
segmento de recta dado AB.

Teorema 2. Sea -y un nimero real y sea X un punto en la recta AB tal que ﬁ—g =7
como segmentos dirigidos. Esto es, si v < 0, entonces X y B estdn en lados opuestos
respecto de A; mientras que si v > 0, entonces X y B estdn del mismo lado respecto

de A. Entonces, X = (1—~v)A ++vB.

Demostraciéon. Tenemos que axX — 7@, esto es, X_A-— 7(?— X) Despejando,
obtenemos que X=-A + y(ﬁ - X) =(1- V)Z + yﬁ. O

A manera de ejemplo, supongamos que v = % Entonces, el punto X estd a la mitad
de la distancia de A a By asi, X es el punto medio del segmento AB. En este caso, el

Teorema 2 establece que X = % + % , que coincide con la férmula del Ejemplo 1.
El siguiente resultado es una consecuencia muy util del Teorema 2.

Corolario 1. Sean A y B dos puntos en el plano y P un punto en la recta AB tal que

AP _ s _AnB
$5 = A como segmentos dirigidos. Entonces, ? =S5

Demostracion. Tenemos queX %_B;: 1%\ Aplicando el Teorema 2, se sigue que ? =
A A _ A+
(1_1+_/\)Z+1+_,\§— X - O

Ejemplo 4. Dado un tridngulo ABC, se construye el tridngulo RST al tomar los puntos
R, S 'y T en los lados del tridngulo ABC' como sigue: El punto R estd a un tercio de
la distancia de A a B alo largo de AB, el punto S estd a un tercio de la distancia de B
a(C alolargode BC'y, el punto T', estd a un tercio de la distancia de C' a A a lo largo
de C'A. Luego, repetimos este proceso empezando con el tridngulo RST', obteniendo
el tridngulo XY Z. Demostrar que los tridngulos XY Z y C'AB son semejantes y que
sus lados correspondientes son paralelos.
A

o
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Solucién. Los datos son los puntos A, B y C, de modo que nuestra estrategia serd
expresar los vectores a lo largo de los lados del tridngulo XY Z en términos de
y C'. Primero, como R estd a 3 de la distancia de A a B, por el Teorema 2 tenemos

que ﬁ 22 +1 § De manera andloga, tenemos que ? 2? + 1 8 Como X
estia 5 L de la dlstanma de Ra S, el Teorema 2 implica que

¥ iRags -2 (344 18) 45 (354 50).

de donde se sigue que ? 42 + 4? + 18

De manera analo a, sustituyendo A por B, B por C'y C por A, obtenemos que 7 =
5? + 58 + §

Luego,

TV X = (Bt ) (11510
e il

Por lo tanto, XY y C' A son paralelasy XY = %C’A.

De manera andloga se demuestra que cada lado del tridngulo XY Z es paralelo al lado
correspondiente del tridngulo C'AB y cada lado del tridngulo XY Z mide un tercio del
lado correspondiente del tridngulo C AB. O

Ejemplo 5. Sean D y E puntos en los lados AC'y AB del tridngulo ABC, respec-
tivamente, tales que DFE y C'B no son paralelas. Supongamos que F'y GG son puntos
en BC' y ED, respectivamente, tales que gg = g—g = %. Demostrar que GF es

paralela a la bisectriz del dngulo Z/BAC.

Solucién. Pongamos al origen en el vértice A. Entonces, ﬁ = p§ y B = qa para

algunos nimeros reales p y ¢ del intervalo (0, 1). Seay = ﬂ

A
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'y8+§ 8 'yBJrE 'yq8+p§

Por el corolario 1, tenemos que ? = = . Como

BEszD,ﬁzﬁ—ﬁz ﬁy@ B 8 q—18tenemos

que (1 - p)|B| = (1 — ¢)[C|. Luego,

_ - B (T B
F_G-= 1+1q8+i+11)§=(1 p)| |< + )

11 \idl (Bl
Esto significa que 1@ es paralelo a v = —8— %— Ahora bien, los vectores %_ y

B

] son unitarios y el vector T esla diagonal del paralelogramo determinado por los

dos vectores anteriores, que a su vez es un rombo. Por lo tanto, T estd en la direccién
de la bisectriz del dangulo ZBAC. O

El producto punto de dos vectores

Si ¥ = (a,b) y @ = (c,d), el producto punto U e W se define como el escalar
ac + bd. El producto punto, también se define en tres o mas dimensiones y la regla
es la misma en todos los casos: Multiplicar las coordenadas correspondientes y luego
sumar los resultados. Por ejemplo, en dimensién 3, si ¥ = (a,b,¢) y @ = (a/, ', ),
tenemos que U ® W = aa’ + bb’ + cc'. Es facil comprobar que las leyes conmutativa
y distributiva las satisface el producto punto. Esto es, si w7 y 0 son tres vectores

cualesquiera, entonces U o U = U oﬁyﬁo (7+W) —Uet + Ve,

Volviendo a los vectores en el plano, si T = (a,b), es facil ver que Vet =a+ b2,
que es el cuadrado de la longitud de una flecha que representa a . Notemos ademds
que 7 oW > 0. Para representar la longitud de un vector, se acostumbra usar la
notacién de valor absoluto y, asi, escribimos Ve = |7|2 Observa que si Py @
son puntos y P denota la longitud del segmento de recta que determinan, escribimos

PG| = PQ.

Consideremos un tridngulo ABC'y sean a,b y c las longitudes de los lados BC, AC
y AB, respectivamente. Si U = AC y W zﬁ tenemos que 7 o U = |7|

(AC)? = b? y, andlogamente, tenemos que R W = ¢2. Por otra parte, como
ﬁ zﬁ + B? w4 B? tenemos que B? v - y asi,
(T —T) o — |BCP2 = (BC)? = 2.

Desarrollando el lado izquierdo de las igualdades anteriores, usando las leyes conmu-
tativa y distributiva del producto punto, obtenemos que

(V-0 e (V-0)=(V-W)eW —(V-U) e W
zﬁoﬁ—ﬁoﬁ—ﬁoﬁ—l—ﬁoﬁ
=0+ -2V e W).
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Por lo tanto, a? = b2 + ¢ — 2(7 ° E}). Pero, por la ley de los cosenos, tenemos que
a2 = b2 + 2 — 2cos(A). Esto implica que ¥ o @ = becos(A) = | V| - [T cos(A).
La férmula anterior, nos da una interpretaciéon geométrica del producto punto de dos
vectores en el plano: Es el producto de sus longitudes por el coseno del dngulo entre
ellos.

Teorema 3. Dos vectores distintos de cero en el plano son perpendiculares si y solo si
su producto punto es igual a cero.

Demostracion. Sean U #* ﬁ y i #* 6) vectores en el plano. Si o y w son perpen-
diculares, entonces el dngulo entre ellos es de 90° y cos 90° = 0. Luego, Ve =
| 7| |W|-0 = 0. Reciprocamente, supongamos que v ® w = 0. Como ¥/ y & no son
el vector cero, cada uno tiene longitud diferente de 0. Supongamos que o y 0 forman

un 4ngulo «. Entonces, tenemos que ' @ @ = || - |&| cos(a). Como el producto
punto de ¥ y W es cero, se sigue que | 7| - || cos(ar) = 0, esto es, cos(ar) = 0, pues
|| # 0 # |W|. Por lo tanto, ov = 90°. O

Ejemplo 6 (Olimpiada de los Balcanes, 1985). Sean ABC un tridngulo, O su circun-
centro y D el punto medio de AB. Sea F el centroide del tridngulo AC'D. Demostrar
que C'D es perpendiculara OF siy solosi AB = AC.

Solucién. Pongamos el origen en el circuncentro O del tridngulo ABC. Entonces de
acuerdo con el Ejemplo 1 y el Teorema 1, tenemos que B ZJFE) E Z +

8—1—3 :6 3Z+§+28.Ademas,@zﬁ—8=% Z+§—28
A

Luego, segtin el Teorema 3, C@ y O? = ﬁ son perpendiculares si y solo si
(A+B-20)e3A+B +20)=0. 2)

Como OA = OB = OC'y el origen es O, tenemos que Z X § § 8 8
(pues Ao 4 = |OA]2 = 042, 5 — |0B|>=0B2y CeC = |0OC[2 = 0C?).

Usando estas relaciones y las leyes conmutativa y distributiva del producto punto, la
igualdad (2) es equivalente a la igualdad Z § 8) =AepB — = 0y, por
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el Teorema 3, esta ultima igualdad es equivalente a que (ﬂ y C@ son perpendiculares.
Por lo tanto, los segmentos OA y C'B son perpendiculares. En particular, dado que O
estd en la mediatriz de BC, se sigue que A también estd en dicha mediatriz, esto es,
AB = AC. O

Ejemplo 7. (Estados Unidos, 1975). Sean A, B, C'y D cuatro puntos cualesquiera en
el plano. Demuestra que AC? + AD? + BC? + BD? > AB? + CD?.

Solucién. Pongamos el origen en el punto A. Observemos que la desigualdad a demos-
trar se puede escribir en la forma:

808—1—303—1—(8—?)0(8—?)4—(3—ﬁ)o(ﬁ—ﬁ) > §.§+(3—8).(3—8)
Explandiendo y simplificando, esta desigualdad es equivalente a la desigualdad
(B-C-D)e(B-C-D) >0,

la cual es verdadera por propiedades del producto punto.
Mais atin, la igualdad se da si y solo si § — 8 = B = B - Z (pues el origen es A),
estoes, CB = AD, lo cual es equivalente a que ABC D sea un paralelogramo. O

Ejemplo 8. (Arabia Saudita, 2013). Sean ABC un tridngulo, M el punto medio de
BC, D la proyeccién de M sobre AC'y E el punto medio de M D. Demostrar que las
rectas AE y BD son perpendiculares si y solo si AB = AC.

Solucién. Pongamos el origen en el vértice C'y al eje de las x sobre el segmento C'A.
Como M es el punto medio de BC, el Ejemplo 1 implica que DM = %(ﬁ + lﬁ),

0, de manera equivalente, ﬁ =2M _)134— lﬁ Anélogﬁnte, como E es el punto
medio de M D, obtenemos que AE = AM + ME = $(AM + zﬁ)

A
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Por otro lado, como M D y AC son perpendiculares, por el Teorema 3 tenemos que
ﬁoMﬁzMEoD?:O.Luego,

AE o BD = 2AE o MD + AL ¢ DC
:(m+ﬁ).m+(m+m).ﬁ
— AM o MD + AM o DC = AM o M
10t eBe.

-
Por lo tanto, ﬁ ° ﬁ = 0siysolosi AM e B? = 0, estoes, AE y BD son
perpendiculares si y solo si la mediana AM del tridngulo ABC' es una altura. De
manera equivalente, AE y BD son perpendiculares si y solo si AB = AC. 0

Teorema 4. Sea ABC' un tridangulo con circuncentro O, ortocentro H, incentro [ y
excentro 14 opuesto al dngulo en A. Si el origen estd en O, entonces

B_24B+7,
?: az—l-b?—l-ca

a+b+c
— aZ—b?—ca
p=——F——,

a—b—c

donde a = BC,b=AC'yc= AB.

Demostracion. Sea G el centroide del tridngulo ABC'. Usaremos el hecho de que los
puntos O, Gy H son colineales (estan en la recta de Euler) y que el punto O estd

en el lado opuesto de GG desde H con HG = 2GO. Entonces, O—f} = 30?, esto es,

?{) = 38 = Z + ﬁ + 8, donde la segunda igualdad se sigue por el Teorema 1.
Por otro lado, sea D el punto de interseccion de AI y BC'. Por el teorema de la bisec-

. Eﬁ __c . _ b§+08 <
triz, tenemos que = b Por el Corolario 1, sabemos que B = e Ademas,
nuevamente por el teorema de la bisectriz, tenemos que }4—1:]) =355 = C_bD = %.

Luego, nuevamente por el Corolario 1,

aX—l—(b—l—c)B az—i-b?—l-cg'

a+b+c B a+b+c
Finalmente, también se puede ver que % = —% usando el teorema de la bisectriz

externa. Luego, por el Corolario 1, obtenemos que

7 _ad-bB-C o
a—b—c

Teorema 5. Sean ¥/ y W vectores no nulos cualesquiera del plano. Entonces se satis-
face lo siguiente:
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1) (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) |v e w| < |v||w]|, con la igualdad si y solo si
= \U para algtin niimero real \.

2) (Desigualdad del triangulo) |v + w| < |v| + |w|, con la igualdad si y solo si
U =\U para algin A > 0.

Demostracion. 1) Dado que v @ w = |v||w| cos 6 donde 6 es el dngulo entre v y w, y
dado que | cos | < 1 para todo dngulo 6, se sigue que |v ® w| = |v||w|| cos | <
|v[|w|. Mds atin, es claro que la igualdad se da si y solo si |cosf| = 1, lo cual
equivale a que @ = 0° 0 @ = 180°. Luego, la igualdad se da si y solo si ¥ y &
tienen la misma direccion, esto €s, T =\ para algtin niimero real \.

2) Tenemos que

lv+wf=@w+w) e(wtw) =vev+2vew)+wew
= [0 +2(v e w) + [w]* < o + 2w e w]| + |w]?
< [of? + 2fvflw] + [w]* = (Jv] + |w])?,
de donde se sigue la desigualdad deseada. Mds aun, la igualdad se da si y solo si
VoW = |T||W|cosf = |T||W], lo cual es equivalente a que cosf = 1, esto

es, § = 0°. De esta manera, la igualdad se da si y solo si o y 0 tienen la misma
direccién y sentido, esto es, T =\U para algin A > 0. O

Ejemplo 9. (Lista Larga Olimpiada Internacional, 1990) Sea ABC' un tridngulo
escaleno. Sean GG, H, I su centroide, ortocentro e incentro, respectivamente. Demuestra
que ZGIH > 90°.

Solucién. Pongamos el origen en el circuncentro del tridngulo ABC'. Dado que
(G-T)e(H-T)=GI HIcos /GIH,

basta demostrar que (8 - ?) . (ﬁ - ?) —GeH + |?|2 T (8 + ﬁ) <0.
Bl = |C| = R,

= |
tenemos que 2B e C = |§|2 + |8|2 —|B — C'|* = 2R? — a?. Se tienen férmulas
andlogas para 28 ° Z y QZ ) g, de donde se obtiene que

8-ﬁ=%|X+§+8|2:332—%(a2+b2+02),

Si R denota el circunradio del tridngulo ABC, dado que |Z|

donde BC' = a, CA = by AB = c. Usando la férmula para ? del Teorema 4,
obtenemos que

|?|2 R abe
at+b+ec

B 2[a?(b+c) + b3 (c+a) + *(a+b)]
Te(@+H)=ar - 3a+b+c)
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Luego, sumando y simplificando, el problema es equivalente a probar que
a(a —b)(a—¢) +b(b—c)(b—a)+ c(c—a)(c—b) > 0.

Por la simetria de la expresion y dado que el tridngulo ABC' es escaleno, podemos
suponer que a > b > ¢, de modo que a(a — b)(a — ¢) > b(a — b)(b — ¢). Luego,
ala —b)(a —¢) + b(b — ¢)(b—a) > 0y como c(c — b)(c —a) > 0, se sigue la
desigualdad deseada. 0

Ejemplo 10. (Olimpiada Internacional, 2001). Sea ABC un tridngulo con centroide
G. Determina, con argumentos, la posicién en el plano de ABC' del punto P tal que
AP -AG + BP - BG 4+ CP - CG es minimo y expresa dicho minimo en términos de
los lados de ABC.

Solucién. Pongamos el origen en G. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos
que

AG-AP +BG-BP+CG-CP
— |44 - P|+|BIIB - P|+[C|IC - P
2X.(Z—?)+§-(§—?)+8.(8—?)
— AP+ |BP+(CP—(A+B+C)e P
= AP+ Bl +|CP,

donde la dltima iguldad se debe a que Z + ﬁ + 8 = 38 = 6>
Abhora bien, es evidente que la cota inferior se alcanza cuando ? = ﬁ, esto es, cuando
P = G. De hecho, si la igualdad se alcanza, entonces, por el caso de la igualdad
en la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Teorema 5), A, g y 8 deben ser multiplos
escalaresde A — P, b — Py C' — P, respectivamente. A su vez, esto implica que
es multiplo escalar de Z, § y C' al mismo tiempo. Esto tinicamente es posible si
— .
= 0,esdecir,si P = G.
Si ahora consideramos A’ como la interseccién de la paralelaa AB por C'y la paralela
a AC por B, denotamos BC = a, CA = b, AB = cy M el punto medio de BC,
entonces aplicando la ley del paralelogramo* en el paralelogramo ABA’C, obtenemos
que A’A? + a? = 2b% + 2¢? y, dado que A’A = 2AM = 3AG, se sigue que

4 4 202 +2¢2 —a? 202 + 2¢% — a?
2 _ — 2 = — . =
AG* = 9AM 9 1 9 .

. 2 2 12 2 2 2
Andlogamente, obtenemos que BG? = 26420 =" y OG? = 2042 —c  de donde

se sigue que AG? + BG? + CG? = a2+l§+c2_ o

A continuacién dejamos una lista de 10 problemas de geometria para que el lector
resuelva usando métodos vectoriales.

“Ley del paralelogramo: Si XY ZW es un paralelogramo con lados x, i y diagonales d; y d2, entonces
d? +d2 =2(z? +y2).
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Ejercicios

1) Demuestra que en todo paralelogramo, el segmento que une un vértice con el punto
medio de alguno de los lados opuestos triseca una diagonal y es trisecado por ella.

2) Sea D el punto medio de la mediana AF del tridngulo ABC'. La recta BD corta a
AC en el punto F'. Determina la razén en que F’ divide a AC.

3) Demuestra que los puntos medios de los lados de un cuadrildtero cualquiera siempre
forman un paralelogramo.

4) Sean ABC'y PQR dos tridngulos cualesquiera, y sean L, M y N los puntos medios
de AP, BQ, CR, respectivamente. Demuestra que los centroides de los tridngulos
ABC, PQRy LM N son colineales.

5) Sean ABC'y A’B'C’ dos tridngulos equildteros (con los vértices etiquetados en
el sentido de las manecillas del reloj). Sean P, Q y R los puntos medios de los
segmentos AA’, BB’y CC’. Demuestra que PQR es equildtero.

6) Sea ABC un tridngulo con ortocentro H. Sea A el punto medio del lado BC'y
sean A; y Az las intersecciones de BC' con la circunferencia centrada en Ag y de
radio H Ay. De manera anéloga se definen By, Bo en CA 'y Cp, Co en AB. Prueba
que Ay, Aa, By, Be, (1, Cs son puntos conciclicos.

7) Sean E, F, (G, H los puntos medios de los lados AB, BC, CD, DA de un cua-
drilatero convexo ABC D. Prueba que las rectas AB y C'D son perpendiculares si
y solo si BC? + AD? = 2(EG? + FH?).

8) Sea G el centroide del tridngulo ABC'y sean A1, By, C1 los puntos medios de los
lados BC, C'A, AB, respectivamente. Sea M un punto cualquiera. Muestra que

MA? + MB?> + MC? + 9MG? = 4(MA? + MB} + MC?).

9) Sean H, O y R el ortocentro, el circuncentro y el circunradio del tridngulo ABC
y sea () el punto tal que O biseca QH. Sean G, G2, G3 los centroides de los
triangulos QBC, QC' A 'y QAB, respectivamente. Demuestra que

4
AG) = BGy =CG3 = gR.

10) Sea ABCD un cuadrildtero ciclico y sean Hs, Hp, Ho y Hp los ortocentros
de los tridngulos BCD, CDA, DAB y ABC, respectivamente. Demuestra que el
cuadrilatero H 4 H g Hg Hp también es ciclico.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de prictica seleccionados especialmen-
te para este tercer nimero del afio 2019. Aprovechamos para invitarte a que contribu-
yas a enriquecer esta seccion de la revista. Estamos seguros que conoces problemas
interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicién la direccién
revistaomm@gmail.com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Los nimeros del 1 al 8 se colocan en los vértices de un cubo de manera
que la suma de los cuatro nimeros en cada cara es la misma. ;Cudl es la suma comun
de cada cara?

102019 + 102021

Problema 2. Encuentra el entero mds cercano al nimero
2 X 102020

Problema 3. La suma de las edades de los tres hijos de Victor es T', que también es la
edad de Victor. Hace IV afios, la edad de Victor era el doble de la suma de las edades
de sus hijos. ;Cudl es el valor de %?

Problema 4. Hay 52 personas en un salén de clases. ;Cudl es el mayor valor de n para
el que se cumple que hay al menos n personas en el salén que cumplen afios en el
mismo mes?

Problema 5. Encuentra todas las parejas de enteros positivos (a, b) tales que a y b son

primos reativos y ¢ + 19;? €s un entero.

Problema 6. En una fiesta, cada hombre bailé con exactamente tres mujeres y cada
mujer bail6 con exactamente dos hombres. Si asistieron 12 hombres a la fiesta, ;cudntas
mujeres asistieron a la fiesta?

Problema 7. La carretera que une la ciudad A con la ciudad B, mide 1999 kilémetros.
A la orilla de la carretera hay colocados, cada kilémetro, un letrero que indica la dis-
tancia a la que se encuentra la ciudad A y la distancia a la que se encuentra la ciudad
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B. Por ejemplo, el primer letrero tiene los nimeros (0,1999) y el segundo (1, 1998).
(En cudntos de ellos se utilizaron exactamente 3 digitos distintos?

Problema 8. El largo de un cubo se incrementa en 1 y el ancho se reduce en 1. Si el
volumen de la nueva figura es 7 unidades menor que el volumen del cubo, ;cudl es el
volumen del cubo original?

Problema 9. Encuentra el multiplo mds pequefio de 2019 que sea de la forma

abcabcabe . . . abe,

donde a, by c son digitos.

Problema 10. Un niimero entero 7 es saltamontes si un saltamontes que estd parado en
el 1 en la recta numérica puede llegar al n dando n saltos de longitudes 1,2,3,...,n,
en orden, ya sea en la posicién positiva o negativa. Por ejemplo, el 2 es un nimero
saltamontes, pues 1 — 1 4 2 = 2, dando el primer salto hacia “atrds” y el segundo salto
hacia “adelante”. ;Cudntos nimeros entre 1 y 20 son saltamontes?

Problema 11. Encuentra el menor entero positivo que es divisible entre 4 y entre 9 y,
ademds, cada uno de sus digitos es 4 0 9 y tiene al menos un digito 4 y al menos un
digito 9.

Problema 12. Sea ABC un tridngulo isésceles tal que BC = AC'y ZACB = 40°. La
circunferencia de didmetro BC corta a los lados AC'y AB en D y E, respectivamente.
Sea I la interseccién de C'E con BD. Encuentra el valor del angulo Z/BFC'.

Problema 13. Encuentra todas las ternas de niimeros primos (p, ¢, r) tales que

3p* — 5¢" — 4r* = 26.

Problema 14. Las diagonales de un paralelogramo ABC'D se cortan en O. La tangente
al circuncirculo del tridngulo BOC por O, interseca a C'B en F'. El circuncirculo del
tridngulo F'OD corta a BC por segunda vez en GG. Demuestra que AG = AB.

Problema 15. Sean n un ndmero natural y A = {1,2,3,...,2""! — 1}. Demuestra
que si se escogen 2n + 1 elementos distintos del conjunto A, entonces hay entre ellos
3 niimeros distintos a, b y c tales que ac < 2b < 4ac.

Problema 16. Sean z,y nimeros reales positivos. Determina el valor minimo de la

suma
a? +ay + v + 2
L) z+y ad
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Problema 17. Sea p un nimero primo y sea n > 2 un entero, tales que p divide a
nS — 1. Demuestra que n > /p — 1.

Problema 18. Sean ABC un tridngulo con AB < AC, D el pie de la altura desde A,
M el punto medio de BC'y B’ el simétrico de B con respecto a D. La perpendicular
a BC por B’ interseca a AC en P. Demuestra que si BP y AM son perpendiculares,
entonces el tridngulo ABC' es rectangulo.

Problema 19. Determina todas las funciones f : N — (0, 00) tales que f(4) =4y

IS S SR ()
07 T F@IG) Ffn D Fnt D)

para todo entero positivo n, donde N denota al conjunto de los enteros positivos.

Problema 20. Determina todos los enteros positivos n tales que

4"+ 4+ (n+2)" = (n+3)"



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de préctica elegidos para
este nimero de la revista. Antes de leer estas soluciones, te recomendamos hacer tu
propia solucién a los problemas o al menos, haberle dedicado un tiempo considerable
a cada uno de ellos.

Es muy comtin en matemdticas que cada problema tenga més de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Gnicas. Aunque hayas
resuelto el problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos a
leer estas soluciones y discutirlas con tus compafieros. Si logras encontrar una solucién
diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas en tus soluciones, te invitamos a
compartirla con nosotros en la direccion electrénica revistaomm@gmail . com.

Solucion del problema 1. Sea n la suma de los cuatro nimeros de una cara. Tenemos
que la suma de todos los vértices del cuboes 1 +2+34+4454+6+7+8 = % = 36.
La suma también se puede obtener sumando los 4 nimeros en los vértices de la cara
de arriba y los 4 nimeros en los vértices de la cara de abajo. Por lo tanto, 2n = 36, de

donde n = 18.

Solucién del problema 2. Dividiendo numerador y denominador entre 102019, tenemos

que la fraccion dada es igual a 2440 = 0L y el entero més cercano a dicha fraccion
es d.

Solucién del problema 3. Sean a, b y ¢ las edades de los tres hijos. Tenemos que
T=a+b+cyT—-N=2((a—N)+(b-—N)+(c—N))=2(a+b+c—3N).
Comoa+b+c=T,tenemos que T — N = 2(T — 3N) = 2T — 6N, de donde se
sigue que T' = 5V, esto es, % =5.

Solucién del problema 4. Tenemos que 52 = 12 - 4 + 4. Por el Principio de las
Casillas’, podemos asegurar que hay al menos 5 personas que cumplen afios el mismo

SVer en el Apéndice el Teorema 4.
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mes. Por otra parte, podemos ver que es posible que en cada mes de Enero a Agosto
haya 4 personas que cumplan afios y, en cada mes de Septiembre a Diciembre, haya
5 personas que cumplan afios, por lo que no es posible garantizarlo paran = 6y la
respuesta es 5.

Solucién del problema 5. Supongamos que ¢ + %b = n con n entero. Entonces
9a? + 14b* = 9abn, de donde 9 divide a b?, notemos que si 9 divide a b, como (a, b) =
1, el lado izquiero de la igualdad no serd multiplo de 81, mientras que el lado derecho
si. Entonces b = 3k con k entero positivo tal que no es miltiplo de 3. Si sustituimos
en la igualdad, k divide al lado derecho, y entonces k divide a 9a2, y como (k,a) =
1 = (k,3), se tiene que k = 1 y entonces b = 3. Sustituyendo con b = 3, se tiene que

2 ..
2 4 32 = %=t es entero, por lo que a divide a 14 y entonces a puede ser 1,2, 7, 14.

Sustituyendo vemos que cada una si es solucidn, por lo que las parejas buscadas son
(1,3),(2,3),(7,3), (14,3).

Solucién del problema 6. Tenemos que hubo 12 - 3 = 36 bailes en total, porque
cada hombre bail6é con 3 mujeres. Como cada mujer particip6 en 2 bailes, debe haber

36 _ :
% = 18 mujeres.

Solucion del problema 7. Veamos que los letreros pasan de (999, 1000) a (1000, 999),
de manera que uno de los dos nimeros siempre empieza con el digito 1 y ese es uno
de los digitos. Luego, para cada una de las parejas (2, 7), (3,6), (4,5) es posible hacer
2 .23 = 16 letreros distintos, es decir, 48 en total. Para la pareja (0,9), es necesario
que el ndmero que no empieza con 1 empiece con 9, de modo que son 2 - 22 niimeros,
es decir, 8 nimeros mds. Por tltimo, es posible hacer letreros con los digitos 9, 8 y 1.
Si el nimero mayor es 19ab, podemos completar con 8 y 1 de 4 maneras diferentes. Si
el nimero mayor es 199a, podemos completar de 2 maneras diferentes.

Por lo tanto, en total tenemos 48 + 8 + 4 + 2 = 62 nimeros.

Solucién del problema 8. Sea n el lado del cubo original. El volumen del cubo original
es n® y de la nueva figura es n(n — 1)(n + 1) = n(n? — 1) = n® — n. Luego, por la
condicién del problema, tenemos que n® — n = n3 — 7, de donde n = 7'y el volumen
del cubo original es 7% = 343.

Solucién del problema 9. Tenemos que 2019 = 3 x 673. Ademads, el nimero buscado
se puede factorizar como abc(1 + 103 + 10° + ---). Ahora, si 673 | abc, entonces
abc = 673 y el niimero 673673673 = 2019 x 333667 es el menor nimero que cumple.
Si existiera un nimero menor, entonces 673 tendria que dividir a alguno de 1, 1001 o
1001001, lo cual es facil ver que no ocurre.

Solucién del problema 10. Observemos que un nimero es saltamontes si podemos
elegir los signos para que se cumplalaigualdad 1 £1+2+3+£--- £ n=n.

Comol+1+2+3£---nyl+1+2+4---4 n tienen la misma paridad,
una condicién necesaria es que 1 + @ y n tengan la misma paridad. Esto ocurre
cuando n = 2 o 3 mddulo 4. Ahora, veamos que esta condicion es de hecho suficiente.

En efecto, es facilverque 2 =1—-1+4+2y 3 =1+ 1 — 2 + 3 son ambos saltamontes.
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Ademads, para cualesquiera 4 nimeros consecutivos podemos elegir signos de manera
que —k — (k4 1) + (k + 2) 4+ (k + 3) = 4, de modo que también 6, 10, 14 y 18 son
saltamontes, as{ como 7, 11, 15 y 19. En total, 10 de los 20 nimeros del 1 al 20 son
saltamontes.

Solucién del problema 11. Sea n el niimero buscado, para que sea multiplo de 9, la
suma de sus digitos debe ser miltiplo de 9, por lo que tiene al menos nueve digitos
4 y un digito 9. Notemos que cualquier nimero con estos digitos serd multiplo de 9.
Ahora, para que sea multiplo de 4, sus dos tltimas cifras deben formar un multiplo de
4, como 49 y 94 no son multiplos de 4, se sigue que n termina en 44. Con esto es facil
concluir que el nimero buscado es 4444444944.

Solucién del problema 12. Como BC es un didmetro, tenemos por dngulos inscritos
que ZCEB = ZCDB = 90°.

B

Como ABC es isosceles y ZAC'B = 40°, se sigue que ZABC = ZCAB = 70°.
Por suma de dngulos en el tridngulo BC' D, tenemos que ZDBC = 50°, de donde
ZABD = 20°. Concluimos que /BFC = /CEB + ZEBF = 90° + 20° = 110°.

Solucién del problema 13. Médulo 3, tenemos que ¢* — 72 = —1 (mod 3). Como
todo cuadrado deja residuo 0 o 1 al ser dividido por 3, se sigue que ¢* = 2 (mod 3) (si
72 =0 (mod 3)) 0 ¢* =0 (mod 3) (si 72 = 1 (mod 3)). El primer caso no es posible
ya que ¢* es un cuadrado. Luego, ¢* = 0 (mod 3), de donde ¢ = 0 (mod 3) y, como
q es primo, la tnica posibilidad es ¢ = 3. Sustituyendo en la ecuacién inicial, tenemos
que 3p* — 472 = 431. Considerando esta ecuacién médulo 5, tenemos que 3p* + 12 =
1 (mod 5). Como todo cuadrado deja residuo 0, 1 o 4 al ser dividido por 5, tenemos
que p? =001 (mod 5). Si p* =1 (mod 5), entonces r?> = 3 (mod 5), lo cual no es
posible. Por lo tanto, p* = 0 (mod 5), de donde p = 0 (mod 5) y, como p es primo, la
tinica posibilidad es p = 5. Luego, 4r? = 3p* — 431 = 3 - 5% — 431 = 1444, de donde
r? = 361 = 192, esto es, r = 19 que es primo. Concluimos que p = 5,¢ = 3, = 19,
es la dnica terna de primos que satisface la ecuacion.

Solucién del problema 14. Como O es punto de tangencia, tenemos que ZOBC =
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ZFOC. Ademis, como DOGF es ciclico, tenemos que ZDOF = /ZDGF. Ahora,
tenemos que ZDOC' es un dngulo externo al tridngulo OC'B, de donde Z/DOC' =
LDOF + /FOC = Z0CB + ZOBC.

Como ZFOC = ZOBC, concluimos que ZDOF = ZOCB = ZDGF. Como
AD y BG son paralelas y ZDGF = ZACB, se sigue que ADGC' es un trapecio

is6sceles, lo cual implica que sus dos diagonales AG y DC son iguales. Por lo tanto,
AG = DC = AB.

Solucién del problema 15. Separemos el conjunto A en n subconjuntos disjuntos de
la siguiente manera:

{17"'722_1}7 {223"'723_1}7 {233"'724_1}7 ceey {2n,...,2n+1—1}.

Luego, si escogemos 2n + 1 elementos de A, por el principio de las casillas® uno de los
subconjuntos anteriores contiene 3 de los 2n 4 1 elementos. Supongamos que son a, b
yc,cona < b < c Sia,by csonloselementos del primer subconjunto, es facil ver
que se satisfacen las desigualdades ac < 2b? < 4ac. Si a,by ¢ no estén en el primer
subconjunto, entonces existe un entero k tal que 2k <ag<b<e< bt 1, Luego,
a <byc< 2k < 2a < 2b. De aqui que ac < 2b%. Andlogamente, tenemos que
b < cyb < 2k < 24, lo cual implica que b? < 2ac y, en consecuencia, 2b% < 4ac.
Luego, en este caso, tenemos también que ac < 2b% < 4ac.

Solucién del problema 16. Tenemos que
y2 26 34 :CQ (.CC + y)2 26 34

2 Yy o> _ T 2
x+:cy+2+x+y+x3 2+ 5 +x+y+x3

Aplicando la desigualdad MA-MG’, obtenemos que

x2+347172+172+:c2+34+34 > 57 22\2 [/ 34 2715
2 a3 6 6 6 223 223~ -

SVer en el Apéndice el Teorema 4.
7Ver en el Apéndice el Teorema 7.
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con la igualdad si y solo si % = 2?;—43, esto es, cuando z = 3.
Aplicando nuevamente la desigualdad MA-MG, obtenemos que

2 96 2 95 95 2 25 1\ 2
2 x4y 2 r+y x4y 2 z+y
. . . (z+ )2 95 o
con la igualdad si y solo si Ty = 734 cstoes, cuandoz +y = 4.

oo 2 y® 26 34 15 63
Por lo tanto, el valor minimo de la suma z* + zy + 5+ oy +zes 3+ 24 = 5
que se alcanzaconx = 3,y = 1.

Solucién del problema 17. Como p es primo y divide a
n—1=m-Dn+1)0n*-n+1)n*+n+1),

se sigue que divide a al menos uno de estos factores positivos. Por lo tanto, el primo p
es menor o igual que al menos uno de estos factores. Como

n—l<n+l<(n—1n+l=n>—n+l<n?®+n+1<(n+1)?

tenemos que p < (n +1)%, estoes, /p — 1 < n.

Solucién del problema 18. Sea F la interseccién de AD y BP. Como AD es perpen-
dicular a BM y BP es perpendicular a AM, el punto E es el ortocentro del tridngulo
ABM vy, por lo tanto, M E es perpendicular a AB.

A

B D B' M C

Como D es el punto medio de BB’ y DE y B’P son paralelas, tenemos que F es
el punto medio de BP. Pero M es el punto medio de BC'. Luego, M E y PC son
paralelas. Se sigue que AB y AC' son perpendiculares, esto es, el tridngulo ABC' es
rectdngulo.

Solucion del problema 19. Tomando n = 1, obtenemos que ﬁ = f(1). Como
f(1) > 0, se sigue que f(1) = 1. Tomando n = 2, obtenemos que f(3) + 1 = f(2)2
y, tomando n = 3, obtenemos que 4f(3) + 4+ f(2) = £(2)f(3)2. Como f(2) # 0, la
igualdad anterior es equivalente a la igualdad 4f(2) + 1 = f(3)% Luego, 4f(2) + 1 =
(f(2)2 —1)?y, porlo tanto, f(2)(f(2) —2)(f(2)*+2f(2) +2) = 0. Como f(2) > 0,
se sigue que f(2) =2y f(3) = 3.
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Supongamos ahora que para 1 < k < n, se cumple que f(k) = k. Entonces,

n—111+11++11
n 2 2 3 n—1 n

1-2 23 (n—1)n

n 1 n?—1

ftn+1) nf(n+1) nf(n+1)

y, por lo tanto, f(n+ 1) =n+ 1.
Esto muestra que f(n) = n para todo entero positivo 7.

Solucion del problema 20. Claramente, n = 1 no es solucién. Ahora, notemos que
32 +42 = 52y que 3% + 43 + 53 = 6°. Sin embargo, 3* + 4* + 5% + 6% = 2258 <
2401 = 7*. Supongamos que 3" + 4™ + - - + (n +2)™ < (n + 3)" para alginn > 4.
Entonces,
3n+1 4 4n+1 Lt (n 4 2)n+1 4 (n 4 3)n+1
<(n+2)B" +4"+ -+ (n+2)") + (n+3)"!
<(n+2)(n+3)"+ (n+3)"t <2(n+3)"H,

Sin = 4, tenemos que (n+2)(n+3)" + (n+3)" ™ = 31213 < 32768 = (n+4)" 1.
Sin > 5, tenemos que

<n+4>"+1<1+ 1 >"+1>1+n+1+n(n+1)

n+3 n+3 n+3  2(n+3)2

(n—=>5)(n+2)+2
2(n + 3)2

> 2+ > 2.

Por lo tanto, 3" 447 ... 4 (n +2)" " 4+ (n 4 3)" T < (n+4)""1. Asi, hemos
demostrado por induccion que 3™ + 4" + - - - + (n 4+ 2)™ < (n + 3)" para todo entero
n > 4. Luego, las tnicas soluciones sonn =2y n = 3.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2019 No. 3.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogerdn de entre
las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Sean a y b niimeros reales no negativos y distintos tales que a + v/b =
b + v/a. Determina el valor mdximo de la suma a + b.

Problema 2. Demuestra que ningtin nimero de la lista
11, 111, 1111, 11111,...

es un cuadrado.

Problema 3. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo con incentro I. La bisectriz interna
del dngulo ZABC cortaa AC en P. Demuestra que si AP + AB = BC, entonces el
triangulo AP es is6sceles.

Problema 4. En un comité hay n miembros. Cada 2 miembros son amigos o enemigos
y cada miembro tiene exactamente 3 enemigos. También se sabe que para cada miem-
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bro del comité, un enemigo de su amigo es su enemigo. Encuentra todos los valores
posibles de n.

Problema 5. Para cada entero positivo n, determina la cantidad de tridngulos (no dege-
nerados) que se pueden formar con lados de longitudes enteros a, by ncona < b < n.

Problema 6. Cinco enteros distintos a, b, ¢, d y e, no necesariamente positivos, satisfa-
cen que
4d—a)d-b)(4d—c)d—d)4—e)=12.

Determina el valorde lasumaa + b+ c+d -+ e.

Problema 7. Sea p un nimero primo impar. Decimos que una p-tupla de enteros
(a1,aq,...,ap) es exdtica si se satisfacen las siguientes tres condiciones.

a) 0<a; <p—1lparatodai=1,2,...,p.
b) a1 + az + as + - - - + a, no es miltiplo de p.
¢) ajaz + asas + aszaq + - - - + apa; es multiplo de p.

Determina la cantidad de p-tuplas exdéticas.

Problema 8. Se tienen n > 1 cuadrados tales que la suma de sus areas es 4. Muestra
que estos cuadrados se pueden acomodar dentro de un cuadrado de 1 x 1 de modo que
lo cubran totalmente. (Los cuadrados se pueden traslapar al ser acomodados).

Problema 9. Sea p un niimero primo y sean ay, . . . , a, enteros. Demuestra que existe
un entero k tal que los ndmeros a1 +k, az+2k, . . ., ap+pk producen al menos %(p—i— 1)
residuos distintos al ser divididos entre p.

Problema 10. Encuentra todos los enteros positivos n con la siguiente propiedad: los
enteros del 1 al 2n se pueden dividir en dos grupos ay, as, ..., a, y b1,b2, ..., b, tales
que 2n dividea ajas - - - a, + biby -+ b, — 1.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2018 No. 4.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 4, afio 2018. En esta ocasién, agradecemos a Rogelio Esau
Aguirre Gonzélez, del Estado de Coahuila, por habernos enviado sus soluciones a los
problemas 1,4 y 5. De igual manera, agradecemos a Guillermo Courtade Morales, del
Estado de Hidalgo, por habernos enviado sus soluciones a los problemas 3, 4. También
agradecemos a Luis Francisco Medina Quintero, del Estado de Campeche, por haber-
nos enviado su solucién al Problema 7. Aprovechamos para invitar a todos los lectores
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a participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en los nime-
ros posteriores de la revista.

Recuerda que en el siguiente nimero de la revista apareceran las soluciones de los pro-
blemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No. 1, afio 2019, por lo que atin tienes
tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Sean ABC' un tridngulo con drea 1 y P el punto medio del lado BC.
Sean M y N puntos en AB y AC, respectivamente, distintos de A, B y C, tales que
AM =2MByCN =2AN.Lasdosrectas AP y M N se intersecan en D. Encuentra
el drea del tridngulo ADN.

Solucién de Rogelio Esati Aguirre Gonzalez. Sea R el punto sobre el segmento AC
tal que AR = 2RC, esto es, el punto medio de CN. Como % = % =2y
IMAR = ZBAC, tenemos que los tridngulos M AR y BAC son semejantes. Sea

S la interseccién de M R con AP.

Como AP es una mediana del tridnglo BAC'y los tridngulos M AR y BAC son se-
mejantes, se sigue que AS es una mediana del tridngulo M AR. Como R es el punto
medio de NC, se sigue que NR = NC'y, puesto que CN = 2AN, obtenemos que
AN = NRy MN es una mediana del tridngulo M AR. Por lo tanto, D es el centroide
del tridngulo MARy MD =2DN.

Luego, (AMC) = 2(ABC), (AMN) = (AMC)y (ADN) = 1(AMN), lo cual
implica que (ADN) = 2 (ABC) = £, donde los paréntesis indican drea.
Problema 2. Sea n un entero positivo. Encuentra, en términos de n, el nimero de
parejas de enteros positivos (, i) que son solucién de la ecuacién z2 —y? = 10%-30%"
y demuestra que tal nimero nunca es un cuadrado.

Solucién. Reescribamos la ecuacién como (z + y)(z — y) = 227723275272 donde
x —1y <z +y. Es ficil ver que x + y y x — y tienen la misma paridad, de modo que
ambos deben ser pares ya que el lado derecho de la igualdad es par. Supongamos que
queremos repartir 2n pelotas marcadas con el nimero 3 en dos cajas distintas. Esto se
puede hacer como

(2n,0),(2n —1,1),(2n — 2,2),...,(0,2n),

esto es, podemos hacer la reparticién de 2n + 1 formas. Andlogamente, los 2n + 2
factores 5 se pueden repartir de 2n + 3 formas.
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Por otro lado, los 2n + 2 factores 2 se pueden repartir de 2n + 3 formas, pero estas
formas incluyen a (2n + 2, 0) y (0, 2n 4 2) que no son posibles, pues el par (2n + 2, 0)
significa que 7 +y = 222k y x — y = 2°j = j, donde k y j son enteros impares (k
y j son divisores de 32" - 52"%2) pero necesitamos que ambos factores z +yy z — y
sean pares.

Observemos que cada reparticion de factores, genera una solucién (z,y), pues al ser
pares z + y y « — y, las soluciones (x, y) serdn en efecto enteros.

En total, los factores se pueden repartir de (2n + 3)(2n 4 1)(2n + 1) maneras, que se
(2n+3)(2n+1) (2n+1)—1
2

reducen a = 4n3 4 10n2 4+ 7n + 1 maneras si consideramos que
T +y > x — y (restamos 1 para eliminar el caso x +y = = — y).

Ahora, vamos a decidir si este niimero puede o no ser un cuadrado. Tenemos que 41> +
10n% +7n+ 1 = (n + 1)(4n? + 6n + 1). Como los factores n + 1y 4n? + 6n + 1
son primos relativos y positivos (si p es un divisor primo de n + 1y 4n? + 6n + 1,
entonces p divide también a (4n? + 6n + 1) — 4n(n + 1) = 2n + 1; luego, p divide a
2(n+1) — (2n + 1) = 1, que no es posible), es necesario que ambos sean cuadrados.
Sin embargo, (2n + 1)? < 4n? + 6n + 1 < (2n + 2)?, de modo que esto nunca es
posible.

Problema 3. Determina todos los niimeros enteros n tales que n +9n+ 9 sea mdltiplo
de 121.

Solucién de Guillermo Courtade Morales. Sea n un entero tal que n? + 9n + 9 =
121m para algtin entero m, esto es, n2+9n+9—121m = 0. Resolviendo esta ecuacién
cuadrética en n, tenemos que

—9+ /81 —4(9 — 121m)
n =
2

-9+ 45 1 484m
. .

Como 7 es un entero, necesariamente 45 + 484m = k? para algiin entero k, esto es,
44(1 + 11m) = (k+ 1)(k — 1). Como k + 1 y k — 1 tienen la misma paridad y el
lado izquierdo de la ecuacién anterior es par, ambos factores son pares. Ademads, uno
de ellos es multiplo de 11 ya que 44 es mdltiplo de 11 y 11 es primo.

Caso 1. k — 1 es par y multiplo de 11, esto es, k = 22¢ + 1 para algin entero £. Sustitu-
yendo en la ecuacién del pérrafo anterior, obtenemos que 44(1+11m) = 22£(22(+2),
esto es, 1 + 11m = £(11€ + 1). De aqui se sigue que £ = 1 (mod 11), esto es,
¢ = 11r + 1 para algun entero 7. Luego, tenemos que

o A+ -1 112 4+0—1  11(11r+ 1)+ 11r+1—1
- 11 - 11 - 11

= 12172 4+ 23r + 1,

de donde n = =2E242r423) o065, m = 1217+ Ton = —121r — 16.

Caso 2. k41 es par yzmﬁltiplo de 11, esto es, k = 22¢ — 1 para algin entero ¢. Luego,
tenemos que 44(1411m) = 22¢(22¢—2),esto es, 1 +11m = ¢(11¢—1). Reduciendo
esta ecuaciéon médulo 11, obtenemos que £ = —1 (mod 11), esto es, £ = 11r — 1 para
algun entero r. Luego,

C(1e—-1)—1 1P —¢—1  11(1lr—1)>—(1lr—1)—1 2
m = o = o = o =1217° —23r+1,
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de donde n = —2E@42r=23) ‘oo 65, m = 121r — 160m = — 1217 4 7.

Por lo tanto, las soluciones son los enteros n congruentes con 7 médulo 121 y los
enteros n congruentes con 105 médulo 121 (pues —16 = 105 (mod 121)).

Segunda solucién. Notemos que n?+9n+9 = n?+9n+20—11 = (n+4)(n+5)—11.
Como 11 divide a 121 y 121 debe dividira (n+4)(n + 5) — 11, se sigue que 11 divide
a(n+4)(n+5).Como 11 es primo, se sigue que n + 4 es miltiplode 11 o n + 5 es
multiplo de 11, esto es, n = 11k + 7 o n = 11k + 6 para algin entero k.

Sin = 11k + 7, entonces (n + 4)(n + 5) — 11 = 11(11k% + 23k + 11), de donde 11
debe dividir a 11k2 + 23k + 11 y, en consecuencia, 11 debe dividir a 23k. Como 11y
23 son primos relativos, necesariamente 11 | k. Luego, k = 11r para algtin entero r y,
por lo tanto, n = 121r + 7.

Ahora, si n = 11k + 6, entonces (n + 4)(n + 5) — 11 = 11(11k? + 21k + 9),
de donde 11 debe dividir a 11k2 + 21k + 9 y, en consecuencia, 11 debe dividir a
21k+9 =22k +11 — k — 2. Luego, 11 debe dividir a k + 2, esto es, k = 115+ 9 para
algun entero sy, por lo tanto, n = 121s + 105.

En conclusion, las soluciones son los enteros de la forma 1217 4 7 y los de la forma
121s 4 105, con r y s enteros.

Problema 4. Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo de perimetro 3.
Demuestraque vVa +b—c++vb+c—a++vVe+a—b<3.

Solucién de Guillermo Courtade Morales. Por la desigualdad del tridngulo, cada uno
de los nimeros a+b—c,b4+c—ay c+a—bes positivo, ya que a, b y c son longitudes
de los lados de un tridngulo. Como a + b + ¢ = 3, tenemos que a + b — c = 3 — 2¢,
b+c—a=3—-2ayc+a—b=3—2b. Luego,

Va+b—c+vVb+c—a+Ve+ta—b=+v3—2c+V3—2a+ V3 — 2b.

SiS=+va+b—c++vVb+c—a++ec+a—Db,entonces,

S$2=3-2c+3—2a+3—20+2/(3—2¢)(3—2a) +2/(3 — 2a)(3 — 2b) +
+2/(3-2b)(3 - 20)
=9—2(a+b+c)+2(3—2¢)(3—2a)+2/(3—2a)(3—2b) +
24/(3 — 2b)(3 — 2¢)

=342 (\/(3 —20)(3 — 2a) + /(3 — 2a)(3 — 2b) + /(3 — 2b)(3 — 2c)) .

Aplicando ahora la desigualdad MA-MG a los nimeros positivos 3 — 2c y 3 — 2a,

obtenemos que 21/(3 — 2¢)(3 — 2a) < 3—2c¢+3—2a = 6 —2¢c— 2a, con la igualdad
siy solosi 3 —2c = 3 — 2a, esto es, a = c. De manera andloga, obtenemos que

2/(3—2a)(3—2b) <3 —2a+3—2b=6—2a— 2bcon laigualdad si y solo si
a="by,2,/(3—-2b)(3—-2c) <3—2b+3—2c=06—2b— 2c, conlaigualdadsiy
solo si b = c. Luego,

5% < 34(6—2c—2a)+(6—2a—2b)+(6—2b—2¢) = 21 —4(a+b+c) = 21-4(3) = 9,
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con la igualdad si y solo sia = b = ¢ = 1. Por lo tanto, S < 3, que es lo que queria
probar.

Solucién de Rogelio Esati Aguirre Gonzalez. De acuerdo con la desigualdad del
tridngulo, tenemos que a+ b — ¢ > 0. Luego, por la desigualdad MA-MG, tenemos que
Va+b—c=/(a+b—-c)-1< 3(a+b—c+1).De manera andloga, obtenemos que
Vb+c—a<3(b+c—a+1)yve+a—0b< i(c+a—b+1). Sumando las tres de-
sigualdades, obtenemos que v/a + b — c+vb+c—a+ve+a—b < %(a—i—b—l—c—i—i}).
Comoa+b+c=3,sesigneque vVa+b—c++vb+c—a++ve+a—b<3.

Problema 5. Un entero positivo de cinco digitos abede, escrito en base 10y con a # 0,
se llama coordillera si sus digitos satisfacen las desigualdades a < b,b > c,c < d
y d > e. Por ejemplo, 37452 es un nimero coordillera. ; Cudntos nimeros coordillera
hay?

Solucién de Rogelio Esat Aguirre Gonzalez. Observemos que la condicién a < b
implica que b > 1. Si b = 2, solo hay una posibilidad para el digito a (¢ = 1);si b = 3,
hay dos posibilidades para a (a = 1 o 2). Continuando de esta forma, tenemos que para
cada 2 < b < 9 hay b — 1 posibilidades para el digito a. Andlogamente, como d > e,
paracada 1 < d < 9, hay d posibilidades para el digito e (observe que d no puede ser
cero yaque d > ey e es un digito).

Como b > cyc < d, tenemos que 0 < ¢ < 8.

Si ¢ = 0, como b puede ser cualquier digito mayor que 1, por el parrafo anterior
tenemos 1 + 2 + - - - + 8 = 36 maneras de formar el nimero ab. De manera andloga,
por el parrafo anterior, tenemos 1 4+ 2 4 - - - +9 = 45 maneras de formar el nimero de.
Por lo tanto, hay 36 - 45 = 1620 nimeros coordillera en este caso.

Si ¢ = 1, como b puede ser cualquier digito mayor que 1, tenemos como en el caso
anterior 36 maneras de formar el nimero ab. Sin embargo, como 1 = ¢ < d, por el
primer pérrafo tenemos 2 + 3 + - - - + 9 = 45 — 1 = 44 maneras de formar el nimero
de. Por lo tanto, hay 36 - 44 = 1584 ntimeros coordillera en este caso.

Sic = 2,entonces b > 2 = cy2 = ¢ < dYy, por lo del primer parrafo, tenemos
2+ 3+---4+8 =36 —1= 35 maneras de formar el nimeroaby 3 +4+---+9 =
44 — 2 = 42 maneras de formar el nimero de. Por lo tanto, hay 35-42 = 1470 nimeros
coordillera en este caso.

Sic = 3,entoncesb > 3 = cy3 = c < dy, por lo del primer parrafo, tenemos
3+44---+8=35—2 =33 maneras de formar el nimeroaby 4 +5+---+9 =
42 — 3 = 39 maneras de formar el nimero de. Por lo tanto, hay 33-39 = 1287 nimeros
coordillera en este caso.

Anidlogamente, tenemos (33 — 3)(39 — 4) = 30 - 35 = 1050 ndmeros coordillera si
¢ =4;(30—4)(35—5) = 26-30 = 780 niimeros coordillerasi ¢ = 5; (26—5)(30—6) =
21-24 = 504 ndmeros coordillera si ¢ = 6; (21 —6)(24 — 7) = 15-17 = 255 niimeros
coordillerasi ¢ = 7y, (15 — 7)(17 — 8) = 8 - 9 = 72 niimeros coordillera, si ¢ = 8.
En total son 1620 + 1584 + 1470 + 1287 + 1050 4 780 4+ 504 + 255 + 72 = 8622
nimeros coordillera.
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Problema 6. Sean a, b y c enteros positivos tales que a > b > cy 12b > 13c > 11a.
Demuestra que a + b + ¢ > 56.

Solucién. Como a, by ¢ son enteros positivosy @ > b > ¢, tenemosque a > b+ 1 >
c+ 2, lo cual implica que a — ¢ > 2.

Sia — ¢ > 4, entonces 13¢ > 11la > 11(c + 4), lo cual implica que ¢ > 22y, por lo
tanto,a +b+c>c+c+c¢ > 66 > 56.

Si a — ¢ = 2, entonces las desigualdadesa > b+ 1 > c+ 2 implicanquea = b+ 1 =
¢+ 2y, porlo tanto, 12(c+ 1) > 13¢ > 11(c+2), estoes, 12 > ¢ > 11, 1o cual es un
absurdo. Por lo tanto, a — ¢ # 2.

Sia—c=3,entoncesa =c+3yb=c+10b=c+2.Sib=c+ 1, entonces
12(c+1) > 13¢ > 11(c+ 3), estoes, 12 > cy ¢ > 3 > 16, lo cual es un absurdo.
Ahora, si b = ¢+ 2, entonces 12(c 4+ 2) > 13¢ > 11(c+ 3), estoes, 24 > cy ¢ > %
Luego,c > 17,b > 19y a > 20, lo cual implicaque a + b+ ¢ > 17+ 19 + 20 = 56.

Problema 7. Sea ABC un tridngulo y sea D un punto en la altura trazada desde A,
de tal manera que A y D se encuentran de distintos lados de la recta BC'. El punto P
en BD y el punto ) en CD, son tales que ZPAB = /BAD y Z/DAC = ZCAQ.
Demuestra que BC, PQ y la tangente al circuncirculo del tridngulo ABC' por A,
concurren.

Solucién de Luis Francisco Medina Quintero. Sea K la interseccién de la tangente
por A al circuncirculo del tridngulo ABC' con la recta PQ). Demostraremos que los
puntos K, B y C son colineales. Sean R y S las intersecciones de las alturas del
tridngulo ABC' trazadas desde C'y B con AP y AQ), respectivamente. Definamos
E, F'y G como las intersecciones de AB con RC, AC con BS y BC con AD,
respectivamente. Asi, ZAEC = LZAGC, por lo que el cuadrilitero AEGC' es ciclico
y, por lo tanto, /ZRCB = /BAD = /PAB = ZRAB. Luego, RACB es ciclico. De
manera andloga se prueba que el cuadrildtero SABC es ciclico. Esto muestra que Ry
S pertenecen al circuncirculo del triangulo ABC.

K

T Rﬁj&s

D

Como AK es tangente al circuncirculo del tridngulo ABC, tenemos que ZK AR =
LACR = ZASR. Ademas, como FFCB y ARBCS son ciclicos, tenemos que
LACR = ZASR = ZABS = ZARS, de donde AR = AS. Como Z/ZKAR =
ZASR, se sigue que ZKAR = ZARS y asi, AK || RS.

Para mostrar la colinealidad de los puntos K, B, C usaremos el teorema de Menelao



32 Problemas de Entrenamiento

en el tridngulo PQ D, demostrando que 6 KP BD — —1.

Primero, por el teorema de la bisectriz en los tridngulos PAD y QAD, tenemos que

FB - 4By gg = AQ Sea L la interseccién de RS con KQ. Como AK || RS,
K L
resulta que g = Sg y PR = 1211;’_

Como L, Ry S son colineales, por el teorema de Menelao en el triéngulo APQ tene-

mos que g—g . % : % = —1.Como AS = AR, se sigue que ¢ QL = — 5= Juntando

esto con las igualdades obtenidas con las paralelas, obtenemos que KS = ﬁ y, por
KQ _ _AQ

lo tanto, P = —ap-

Finalmente, tenemos que CQ LEQ PB _ AD . (—AQ) -AP — 1, que era lo que

KP BD — 4Q
quenamos demostrar.

Problema 8. Sean a, b, ¢ y d ntimeros reales del intervalo [0, 1]. Demuestra que

a b c

d
bed < 3.
150 Tdc 14d Txa ®=

Solucién. Es fécil ver que si a, b, ¢, d son nimeros del intervalo [0, 1], entonces abed <
a, abed < b, abed < cy abed < d. Luego,

a 4 b + c 4 d 4 abed
abc
146 14+c¢c 14d 1+4a

a n b n c n d
~— 14+abed 14+ abed 14 abed 1+ abed
at+b+c+d

= _ - - - bed.
1+ abed +abe

+ abed

Por otro lado, observemos que x +y < 1+ zy para cualesquiera nimeros x, y del inter-
valo [0, 1] (en efecto, esta desigualdad es equivalente a la desigualdad (1 —z)(1 —y) >
0, la cual es evidentemente verdadera). Utilizando sucesivamente esta desigualdad, ob-
tenemosque a+b+c+d < 1+ab+1+cd=ab+cd+2 < 1+abed+2 = abed+ 3
(note que ab y cd también son nimeros del intervalo [0, 1]). Como x = abcd también
es un niimero del intervalo [0, 1], es suficiente demostrar que 1 + H% +x < 3,estoes,
2 + 22 + = < 2x + 2. Pero esa desigualdad es verdadera, puesto que x2 < .

Problema 9. Cada casilla de un tablero de n x n es coloreada con uno de n posibles
colores, tal que hay exactamente n casillas coloreadas por cada posible color. Muestra
que hay una fila o una columna que contiene al menos /7 colores distintos.

Solucion. Para cada color 1 < i < n sea A; el niimero de columnas que contienen al
color 7 y sea B; el nimero de filas que contienen al color ¢. Notemos que Z?:l A;
es la cantidad de colores distintos contados sobre todas las columnas. Entonces si
Yo, A; > ny/n, alguna de las columnas debe contribuir en al menos /1 colores
(de lo contrario esta suma no podria ser mayor o igual a 1/n). De manera andloga, si
>-i, Bi > ny/n, entonces alguna fila contribuye en al menos \/n colores distintos.
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Veamos que como un color 7 estd en A; columnas y B; filas, las casillas coloreadas
del color 7 no puede exceder al nimero A; B; y, como hay exactamente n casillas colo-
readas de cada color, debe ocurrir que A; B; > n. Aplicando la desigualdad MA-MG,
tenemos que

n n n

DAty Bi=) (Ai+Bi)2 anzx/AiBi > zn:2\/ﬁ = 2nvn,
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1
lo cual implica que alguna de las sumas » ., A; o Y_." | B; es mayor o igual que

2 T ...
Problema 10. Demuestra que o < sen = para todo entero positivo n.
n n

Solucién. Para cada entero positivo n, consideremos el nimero complejo

™ . ™
zZ = cos — +1sen —.
2n

2n

Entonces, |z| = 1y, por el Teorema de D’Moivre®, 2™ = i. Luego,
i—1=z2"—1=(-1)E" 1 +2" 2+ +241),
de donde se sigue, por la desigualdad del tridngulo, que

V2=li—1|=|z—=1|]z" 1+ 2" 2+ 4 2 4+1]
<z =1(" 7 P 2 4+ D)

=|z—1]-n,

estoes, |z — 1| > %
Por otro lado, tenemos que

™ 2 T2 ™ m
P (oo 1) (sen ) =2 2eos T =2 (1 con ).
|z — 1] €08 5~ + [ sen o™ €08 o~ €08 7~

2

Z = cos 2Z, usando la identidad cos 22 = cos? 2 — sen? x, tenemos que

Como cos o = T

1—cos% =1- (cos2%—sen2 %) = (l—cos2 %) +sen2%.

Finalmente, usando la identidad sen® x + cos? = 1, obtenemos que

s T
1 — cos — = 2sen? —.
2n 4n

.
4n

En conclusién, tenemos que 2 sen % > %, de donde se sigue el resultado.

Por lo tanto, |z — 1|? = 4sen® -, esto es, [z — 1| = 2sen

8Teorema de D’Moivre. Si z = |z|(cos @ + isen ), entonces 2™ = |z|™(cos na + isenna) para
todo entero n.



Concursos Estatales

Olimpiada Regional de Occidente 2019

Del 30 de agosto al 2 de septiembre de 2019, previo al concurso nacional de la XXXIII
Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), se llevé a cabo la Olimpiada Regional
de Occidente, en las instalaciones del Centro de Investigacién en Matematicas, A.C., en
la ciudad de Guanajuato, Guanajuato, con la participacién de 48 alumnos provenientes
de Aguascalientes, Colima, Guanajuato, Jalisco, Sinaloa y Zacatecas. Cada estado tiene
la opcién de llevar entre 6 y 10 estudiantes. Aguascalientes participé con 9 estudiantes,
Colima con 6, Guanajuato con 10, Jalisco con 7, Sinaloa con 10 y Zacatecas con 6. Se
entregaron 4 medallas de oro, 8 medallas de plata, 13 medallas de bronce y 7 menciones
honorificas.

Los alumnos ganadores de medalla de oro fueron: Karla Rebeca Munguia Romero
(Sinaloa), Carlos Emilio Ramos Aguilar (Sinaloa), Jesis Omar Sistos Barrén (Gua-
najuato) y José de Jesus Liceaga Martinez (Guanajuato). Cabe mencionar que Karla
Rebeca fue la tinica persona que obtuvo puntaje perfecto.

La olimpiada regional de occidente tiene dos propdsitos: Ser parte del proceso selectivo
en algunos estados y brindar a los participantes una experiencia similar al concurso
nacional de la OMM.

A continuacién presentamos los problemas de la Olimpiada Regional de Occidente.
Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Decimos que una tabla de tres filas e infinitas columnas es chida si fue
llenada con enteros positivos y, ademds, siempre que un mismo nimero m aparece
en dos o mds lugares diferentes de la tabla, los nimeros que aparecen en las celdas
inmediatamente debajo de dichos lugares (cuando existen) son iguales. Por ejemplo, la
siguiente tabla es chida.
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112134516 ]| n
1131389 |--|n+3
11213311 (12| ---|n+6

Para cada una de las siguientes dos tablas, decida si es posible llenar las celdas vacias
de manera que las tablas resultantes sean chidas, explicando cdmo hacer esto o por qué
no es posible hacer esto. En ambas tablas, a partir de la quinta columna, el ndmero del
tercer renglon es dos unidades mayor que el ndmero del primer renglén.

112(3(4|5]6]--- n
41516378 --|n+2
112(3(4|5]6]--- n
5164|378 - |n+2

Problema 2. Dado un cuadrado ABC'D se toman puntos 'y F en el interior de los
segmentos BC'y C'D, de manera que ZFAF = 45°. Las rectas AE y AF cortan
nuevamente a la circunferencia circunscrita al cuadrado en los puntos G y H, respecti-
vamente. Muestra que las rectas FF'y GH son paralelas.

Problema 3. Determina todas las parejas (a, b) de enteros positivos tales que el niimero
2

% es el cuadrado de un nimero primo.

Problema 4. Sean ABC' un tridngulo, M el punto medio de AB y L el punto medio

de BC'. Denotamos por G a la interseccién de AL con C'M y tomamos un punto £ tal

que G es el punto medio del segmento AE. Demuestra que el cuadrilitero M CE B es

ciclico si y solamente si M B = BG.

Problema 5. Demuestra que para cada entero n > 1, existen enteros x y y tales que

1 1 1 1

2wt T erDEr Uty

Problema 6. En Occidentalia hay 20 empresas distintas, cada una buscando contratar
a 15 nuevos empleados. Un grupo de 300 aspirantes se entrevista con cada una de las
empresas. Cada empresa califica a cada aspirante como apropiado o no apropiado para
trabajar en ella, de forma que cada una de ellas encuentra apropiados a exactamente
p aspirantes, con p > 15, y cada aspirante es encontrado apropiado por al menos
una empresa. ;Cudl es el menor valor de p para el cual siempre es posible asignar 15
aspirantes a cada empresa, de manera que siempre que un aspirante fue asignado a una
empresa, esta lo considera apropiado, y que cada uno de los 300 aspirantes es asignado
a una empresa?



Competencia Internacional de
Matematicas 2018 (Nivel
Secundaria)

La Competencia Internacional de Mateméticas del afio 2018 (BIMC 2018), se celebr6
en Burgas, Bulgaria, del 1 al 6 de julio de 2018. En esa ocasién, México particip6 con
un equipo de Primaria y dos equipos de Secundaria, obteniendo 4 medallas de bronce
y 5 menciones honorificas en las pruebas individuales. En las pruebas por equipos, se
obtuvieron una medalla de plata y dos medallas de bronce.

La prueba individual del nivel secundaria, consiste de 15 preguntas en total; las prime-
ras 12 conforman la parte A del examen y son de respuesta cerrada, que quiere decir
que se califican simplemente como bien o mal. Las tltimas 3 preguntas que conforman
la parte B del examen, son de respuesta construida y es necesario escribir una solucién
entera en la hoja que se entrega con el problema -y nada mas. Cada respuesta correcta
de la parte A vale 5 puntos, mientras que cada problema de la parte B se califica entre
0y 20 puntos. Es decir, cada una de las dos partes vale maximo 60 puntos para un total
de 120. Los participantes tienen 120 minutos para resolver el examen.

Las reglas de la prueba por equipos son las mismas tanto para el nivel elemental (Pri-
maria) como para el nivel Secundaria. En ambos casos, los equipos estdn formados por
4 integrantes (del mismo pais) y empiezan la prueba juntos. Reciben 8 problemas, cada
uno impreso en una hoja individual. Empieza a correr el tiempo y tienen 10 minutos
para hablar y decidir quién resolvera cudl problema, sin hacer anotaciones de ningtn ti-
po; cada integrante debe tener al menos un problema, los problemas impares requieren
solo respuesta mientras que los problemas pares requieren solucién y si pueden recibir
puntos parciales. Terminados esos 10 minutos, cada integrante del equipo debe traba-
jar de manera individual durante 35 minutos para resolver los problemas que eligio.
Al concluir esos 35 minutos, deben entregar sus hojas y vuelven a juntarse. Reciben 2
problemas mds y tienen 25 minutos para resolverlos trabajando en equipo. La prueba
completa dura 70 minutos.

En la Competencia Internacional de Matematicas (IMC) se premia Oro, Plata, Bronce
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y Mencién Honorifica en proporcion 1:2:3:4. Es decir, solo el 6 % recibe una medalla
de oro, por lo que no es extrafio que se necesiten al menos 13 respuestas correctas para
conseguirla. A diferencia de otros paises participantes como India, Irdn o Estados Uni-
dos, México realiza un largo proceso nacional que se toma muy en serio el concurso, en
busca de mejores resultados. Desde que un participante presenta su primer examen en
su estado hasta que presenta el examen de la IMC, pueden pasar hasta dos afios: el pro-
ceso Nacional empieza en junio con el Concurso Nacional de la OMMEB y concluye
en agosto del siguiente afio con el viaje a la IMC: 14 meses de proceso selectivo.

En esa ocasion, el equipo A de secundaria estuvo integrado por Tomds Francisco Canti
Rodriguez (Ciudad de México), Jacobo de Juan Millén (Yucatdn), Katia Garcia Orozco
(Chihuahua) y Mauricio Elfas Navarrete Flores (Chihuahua). Tomds Francisco obtuvo
medalla de bronce, mientras que Jacobo, Katia y Mauricio obtuvieron mencién ho-
norifica.

El equipo B de secundaria estuvo integrado por Pablo Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo
Leén), Dario Hinojosa Delgadillo (Nuevo Ledn), Carlos Emilio Ramos Aguilar (Sina-
loa) y Luis Eduardo Martinez Aguirre (Nuevo Ledn). Pablo, Darfo y Carlos obtuvieron
medalla de bronce.

A continuacién presentamos los enunciados y las soluciones de la prueba individual y
de la prueba por equipos en el nivel Secundaria de la IMC del afio 2018.

Examen Individual, Nivel Secundaria

Parte A

Problema 1. El diagrama muestra cinco ciudades colineales conectadas por carreteras
semicirculares. Un paseo se define como un viaje entre dos ciudades a través de un
semicirculo. ;De cudntas maneras posibles se puede comenzar y terminar en la Ciudad
5 luego de cuatro paseos, si los paseos se pueden repetir?

{ £a

Problema 2. Sean m y n enteros positivos tales que m(n —m) = —11n+8. Encuentra
la suma de todos los valores posibles de m — n.

Problema 3. Ana lanza una moneda comiin dos veces, mientras que Bob lanza la mis-
ma moneda tres veces. La probabilidad de que ellos obtengan el mismo nimero de
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dguilas al final del juego es expresada como una fraccién irreducible. ;Cudl es la suma
del numerador y el denominador de dicha fraccién?

Problema 4. Sean p y ¢ nimeros primos tales que p? + 3pq + ¢ es el cuadrado de un
entero. Encuentra el mayor valor posible de p + gq.

Problema 5. Dos circulos, k; y k2, del mismo radio, se intersecan en los puntos B
y C. El centro O; de k; estd sobre ko y el centro Oy de ko estd sobre k1. AB es un
didmetro de k1 y AOs interseca a ko en los puntos M y N, con M entre Ay O,. Las
prolongaciones de CM y N B se intersecan en el punto P. Encuentra CP : CN.

P

Problema 6. Se hace el producto 1!2!3! - - - 99!100! ; Cudntos ceros consecutivos hay al
final de dicho producto?

Problema 7. Sea P(z) = z* + a3 + bx® + cz + d, donde a, b, ¢ y d son constantes

reales. Supongamos que P(1) = 7, P(2) = 52y P(3) = 97, encuentra el valor de
P(9)+P(~5)
1 :

Problema 8. En el cuadrilitero ABC D, AD es paralelaa BC'y AB = AC. F es
un punto sobre BC' tal que DF es perpendicular a BC. AC interseca a DF en E. Si
BE = 2DF'y BE biseca al angulo ZABC, encuentra la medida en grados, del dngulo
ZBAD.

A D

&

F

Problema 9. Acomoda los nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7 en una fila de manera que
ninguno de los siguientes: el primer nimero, la suma de los dos primeros nimeros, la
suma de los tres primeros nimeros, ..., la suma de los siete niimeros, es divisible por 3.
(De cudntas maneras distintas es posible hacer esto?
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Problema 10. Un tridngulo equildtero y un poligono regular de siete lados se inscriben
en el mismo circulo, el cual tiene perimetro 84 cm y queda dividido por los vértices en
diez arcos. ;Cudl es la mayor longitud posible, en cm, del arco mds pequefio?

. . 37 _ _ (atbt8)\3
Problema 11. Si a y b son niimeros reales tales que /a — v/b = 12y ab = ()7,
encuentra el valor de a — b.

Problema 12. ;Cuéntas ternas ordenadas (z,y, z) de nimeros reales hay tales que
w2 =252 by =ty ad 4yt = 259

Parte B

Problema 13. Determina el valor de a + b si la ecuacién |22 — 2az + b| = 8 tiene
Unicamente tres raices reales, las cuales son las longitudes de los lados de un tridngulo
rectangulo.

Problema 14. ;De cuintas maneras se pueden pintar los seis vértices de una pirdmide
pentagonal regular usando a lo mas seis colores distintos, de manera que los vértices
conectados por una arista tengan colores distintos? Si una coloracién puede ser obteni-
da por una rotacién de alguna otra coloracién, solo una de ellas se toma en cuenta.

Problema 15. Sea ABC'D un cuadrado. E' y F' son puntos sobre AD y BC, respec-
tivamente, tales que EF || AB. G y H son puntos sobre AB 'y DC, respectivamente,
tales que GH || AD. EF y GH se intersecan en K. Si el drea de K FC'H es igual a
dos veces el area de AGK FE, encuentra la medida en grados, del dngulo ZFAH.

A E D
G H
K
B c
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Examen por Equipos, Nivel Secundaria

Problema 1. ;Cudntos enteros positivos menores que 2018 se pueden expresar como
una suma de exactamente tres de sus divisores positivos, todos ellos distintos?

x2+y2
Tty

Problema 2. ;Cuéntas parejas de enteros positivos (x,y) hay talesque z < y y
es un entero que es un divisor de 28357

Problema 3. Sea ABC'D un paralelogramo de 4rea 240 cm?. E es el punto medio de
AD 'y H es el punto medio de AB. G es un punto sobre BC tal que BG = 2GC'y F
es un punto sobre C'D tal que DF' = 3FC. K es un punto sobre AC tal que el drea
del tridngulo EK F es 33 cm?. Encuentra el 4rea, en cm?, del tridngulo H K G.

A H B

D F C

Problema 4. Encuentra el mayor entero positivo m tal que m*+16m+8 es el producto
de dos 0 mds enteros consecutivos.

Problema 5. Si k& es un entero positivo, ;para qué valor de &, la expresion
alcanza su maximo valor?

20 418"
A

Problema 6. El ejército romano tiene 2018 soldados resguardando sus provincias. El
Emperador estd preocupado porque cuando hay al menos 64 soldados en una misma
provincia, ellos se pueden unir en contra del Emperador. Asi, en cada dia, el Emperador
visita una de tales provincias potencialmente problemadticas y envia a todos los soldados
de esa provincia a otras provincias, cuidando de no enviar a dos soldados a una misma
provincia. Prueba que después de 64 dias, no hay provincias con al menos 64 soldados.

Problema 7. Se hace la suma de todos los enteros positivos que no son primos relati-
vos con 2018 y tienen exactamente 2017 divisores positivos. Encuentra el residuo que
queda al dividir dicha suma por 2019.

Problema 8. En la figura siguiente, el tridngulo ABC' se divide en cuatro tridngulos
pequefios y tres cuadrildteros, como se indica. Cada tridngulo pequefio tiene area 1
cm?. Encuentra el 4rea, en cm?, del cuadrildtero C AoCpA;.

C

B

Ay

A
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Problema 9. Divide la primera figura (izquierda), no necesariamente por las lineas
punteadas, en tres piezas que sean iguales salvo rotaciones y reflexiones. Ademads, di-
vide la segunda figura (derecha), no necesariamente por las lineas punteadas, en cuatro
piezas que sean iguales salvo rotaciones y reflexiones.

Problema 10. Tomads escribe el ntimero 1. Después, para cada niimero n que esté escri-
to, Tomds escribe los nimeros 5n 'y 5n + 1, siempre que dichos nlimeros sean menores
que 1000. Al final, Gerardo calcula todas las sumas posibles de dos nimeros distintos
escritos por Tomds. ;Cudntas sumas distintas obtuvo Gerardo?

Soluciones del Examen Individual

Solucién del Problema 1. En cuatro viajes podemos empezar y terminar en la Ciudad
5 con cinco patrones distintos, a saber, 5—1—-5—-1—-5,5—1-5—-2—-5,5—-2—-5—-2-5,
5—2—-5—1—-5yb—2—4—2—5.Paracadauno de los viajes, hay dos opciones:
usar el semicirculo superior o el inferior. Luego, la cantidad total de maneras distintas
es b x 16 = 80.

Solucién del Problema 2. Tenemos que n = % = m — 11 + 25 Luego,
m + 11 es un divisor positivo de 129 = 3 - 43 (pues m es positivo). Sim + 11 =10
m+ 11 = 3, entonces m < 0, lo cual no es posible. Si m+ 11 = 43, entonces m = 32
yn =24.Sim+ 11 = 129, entonces m = 118 y n = 108. Luego, la suma buscada es

(32 — 24) + (118 — 108) = 18.

Solucién del Problema 3. Ana tiene 4 resultados posibles, igualmente probables: AA,
AS, SA 'y SS. Bob tiene 8 resultados posibles, igualmente probables: AAA, AAS, ASA,
SAA, ASS, SAS, SSA, SSS. Los juegos posibles son AA contra AAS, ASA o SAA;
zlAS 0 SA contra ASS, SAS o SSA; y SS contra SSS. Luego, la probabilidad es % X % +

2 x2+1x1=2 Lasumabuscadaes5+ 16 = 21.

Solucién del Problema 4. Sea p? + 3pq + ¢> = r? para algdn entero r > 0. Si 7 no

es divisible entre 3, entonces r = 1 0 2 (mod 3) y, en consecuencia, 7* = 1 (mod 3).
Sip # 3y q # 3, entonces p y g no son divisibles por 3 (ya que son nimeros primos),
de modo que p? + 3pq + ¢?> = 2 (mod 3), lo que es una contradiccién ya que 1?2 =

1 (mod 3). Por lo tanto, alguno de p o ¢ es igual a 3. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que p = 3. Entonces, ¢> 4+ 9¢ + 9 = 72, esto es, 4¢° + 36q + 36 = 472 o,
de manera equivalente, (2¢ — 27 + 9)(2¢ + 27 + 9) = 45. Como 7 > 0, tenemos dos
posibilidades:

Caso1.2¢+2r +9 =15y 2q — 2r + 9 = 3, de donde ¢ = 0, que es imposible.
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Cas02.2¢+2r+9=45y2q—2r+9=1,dedonde ¢ = 7yr = 11. Por lo tanto,
p+qg=3+7=10.

Solucion del Problema 5. Observemos que los tridngulos BO105 y CO102 son
equildteros. Luego, ZBO>C' = 120° y, en consecuencia, ZBNC = 60°. Dado que
M N es un didmetro del segundo circulo, tenemos que ZM NC = 90°. Se sigue que
PCN es medio triangulo equildtero, de manera que CP : CN = /3 : 1.

Solucién del Problema 6. Si n es un entero positivo mayor que 1, cada factor par en n!
aporta al menos un factor igual a 2 y cada multiplo de 5 aporta al menos un factor igual
a 5. Como hay mads factores pares que miiltiplos de 5 en el desarrollo de n!, el nimero
de ceros consecutivos al final del producto 1!2!3! - --99!100! serd igual a la cantidad de
factores iguales a 5. La siguiente tabla contiene la cantidad de factores iguales a 5 en
n!

n la4d 5a9 [10al1l4|15a19|20a24|25a29| 30a34
Factores 5 0 1 2 3 4 6 7

n 35a39|40a44 | 45a49 | 50ab4|55ab59 | 60a64 | 65a69
Factores 5 8 9 10 12 13 14 15

n 70a74 | 75a79 | 80a84 | 8 a8 |90a94 | 95a99 100
Factores 5 16 18 19 20 21 22 24

Por lo tanto, la cantidad total de factores iguales a 5 en todo el producto es igual a

5(1+243+4+6+7+8+9+10+12+13+ 14415+ 16 + 18 + 19+
+20 4+ 21 +22) + 24
—5[(1+243+---422)—5—-11—17]+ 24

5(Z2 s un) s

=1124.

Solucién del Problema 7. De las condiciones P(1) = 7, P(2) = 52y P(3) = 97,
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

a+b+c+d=6,
8a + 4b + 2¢ + d = 36,
27a 4+ 9b + 3c+ d = 16.

Restando la primera ecuacion de la segunda, obtenemos que 7a + 3b + ¢ = 30. De
manera andloga, restando la segunda ecuacion de la tercera, obtenemos que 19a + 5b+
¢ = —20. Si ahora restamos estas ultimas dos ecuaciones y simplificamos, obtenemos
que b = —6a — 25. Sustituyendo esta expresion para b en las primeras dos ecuaciones
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del sistema anterior, obtenemos el nuevo sistema de ecuaciones:

—ba+c+d=31,
—16a + 2¢ + d = 136.

Luego, 31 + 5a — ¢ = d = 136 + 16a — 2¢, de donde se sigue que 11a — ¢ = —105,
esto es, ¢ = 11la + 105. Finalmente, obtenemos que d =6 —a—b—c =6 —a —
(—6a — 25) — (11a + 105) = —6a — 74.
Por lo tanto,
P(9) + P(=5) = 9* + 5* + 604a + 106b + 4c + 2d

= 9%+ 5% + 604a + 106(—6a — 25) + 4(11a + 105) + 2(—6a — 74)

= 9% 4+ 5% £ 106(—25) + 4(105) + 2(—74)

= 4808,

; PO)+P(=5) _ 4808 _
de donde se sigue que —————= = == = 1202.

Solucién del Problema 8. Sea M el pie de la perpendicular desde A sobre BC'. Trace-
mos la perpendicular por B y sea GG su interseccion con la prolongacion del segmento

CA.
G

B. c

M F

Entonces, A es el circuncentro del tridngulo rectangulo BCG y, por lo tanto, A es el
punto medio de C'G. Esto implica que M es el punto medio de BC'. Luego, tenemos
que BG = 2AM = 2DF = BF y de aqui, /BGFE = /BEG = 3/ABE. Como
/ACB = 2/ABE, resulta que 5/ABE = 90°, esto es, Z/ABE = % = 18°. Por
lo tanto, ZBAD = 90° + 3 x 18° = 144°.

Solucién del Problema 9. Observemos primero que 3 = 6 = 0 (mod 3),4 =7 =
1 (mod 3) y 5 = 2 (mod 3). Tenemos que verificar la divisibilidad por 3 un total
de siete veces y, cada vez, el residuo debe ser 1 o 2. Cuando sumamos 3 o 6 como el
siguiente término, el residuo no cambia. Solo podemos sumar 1, 4 o 7 como siguiente
término si el residuo actual es 1, para que cambie a 2; solo podemos sumar 2 0 5 como
el siguiente término cuando el residuo sea 2, para que cambie a 1. No podemos empezar
con 3 o 6. Si empezamos con 2 o 5, debemos cambiar el residuo de 1 a 2 tres veces,
pero de 2 a 1 solo una vez, lo cual es imposible. Luego, debemos empezarcon 1,407,
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cambiando el residuo de 1 a 2 dos veces, y de 2 a 1 otras dos veces. Para las dos maneras
restantes, el residuo no cambia. Luego, el patrén general queda determinado cuando el
residuo no cambia. Hay (g) = 15 patrones distintos. En cada uno, los nimeros 1, 4 y
7 pueden permutarse de 3! = 6 maneras y los nimeros 2 y 5, asi como los niimeros 3
y 6, pueden permutarse de 2 maneras cada pareja. Luego, la cantidad total de maneras
es 15 x 6 x 2 x 2 = 360.

Solucién del Problema 10. El tridngulo divide a la circunferencia en tres arcos. Por
el principio de las casillas, uno de estos arcos debe contener a tres de los vértices del
poligono de siete lados. Supongamos que los vértices D, 'y F' del poligono de siete

lados estdn en el arco menor AB como se muestra en la figura.

N\

D

F 4

La longitud del arco AB es 28 cm mientras que la longitud de cada uno de los arcos
DE y EF es 12 cm. Luego, la suma de las longitudes de los arcos FA y DB es
28 —2 x 12 = 4 cm. Nuevamente por el principio de las casillas, se sigue que al menos
uno de los arcos FA o DB mide a lo més % = 2 cm. Poniendo el punto E en el punto

medio del arco AB, podemos obtener la méxima longitud del menor de esos diez arcos,
que es 2 cm.

Solucion del Problema 11. Haciendo © = /a y y = /b, las dos condiciones del
problema ahora son x — y = 12y 6xy = 23 + y3 + 8. Sustituyendo x = yy + 12 en la
segunda ecuacidn y simplificando, obtenemos la ecuacién cibica

y® 4 1552 + 180y + 868 = 0.

Como los coeficientes son niimeros enteros, podemos aplicar el teorema de las raices
racionales’ para determinar las posibles raices racionales. Aplicando el mencionado
teorema, tenemos que las posibles raices racionales son los divisores de 868 = 22.7-31.
Es facil ver que —7 es una raiz, esto es, y + 7 es un factor de y> + 1552 + 180y + 868.
Efectuando una divisién, obtenemos que el otro factor es y2 + 8y + 124, el cual no tiene
raices reales. Por lo tanto, la tinica rafz real de la ecuacién 33 + 1532 + 180y + 868 = 0
esy = —7y, porlotanto, z = y + 12 = —7+ 12 = 5. Luego, a = 2> = 125y

“Teorema de las raices racionales. Sea p(z) = anz™ + an_12" 1 + --- a1z + ap un polinomio
con coeficientes enteros. Si un nimero racional g, con 7y s primos relativos, es una raiz de p(z), entonces
r | apy s | an. Este teorema se puede consultar en el articulo “Un breve recorrido por los polinomios™ de
Tzaloa No. 2, 2019.
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b = y3 = —343, de donde se sigue que a — b = 468.

Solucién alternativa. Iniciando como en la primera solucién, obtenemos las ecuacio-
nesx —y = 12y 6zy = 2% + y> + 8. Observemos que la segunda ecuacién la
podemos escribir como z3 + y3 + 23 — 3(2zy) = 0, donde el lado izquierdo tiene
la forma p® + ¢ + r® — 3pqr y, es conocido, que p* + ¢* + 73 — 3pgr se factori-
za como (p + q +7)(p? + ¢®> + % — pg — pr — qr). Aplicando esta factorizacién a
23 + 93+ 23 — 3(2xy), obtenemos que (x +y + 2) (2% +y? + 22 — 2y — 22— 2y) = 0.
De aqui que, 7 +y +2 = 0 0 22 + y? + 22 — 2y — 22 — 2y = 0. La segunda ecuacién
se puede reescribir como 1 (z — y)? + 1(z — 2)2 + 1 (y — 2)? = 0, lo cual implica
quexr —y=x—2=y—2=0,estoes, z = y = 2. Pero esto no es posible ya que
x —y = 12. Por lo tanto, x + y + 2 = 0. Sustituyendox =y + 12enx +y+2 =0,
obtenemos que 2y + 14 = 0, de donde y = —7y, de aqui, z = —7 4+ 12 = 5, como en
la primera solucién.

Solucién del Problema 12. Tenemos que 2% = 232° = (z + y?)(2® +y*) y 2% =
(z1)? = (22 + y*)% Luego, (z + y*)(z® + y*) = (2% + y*)?. Desarrollando y sim-
plificando, obtenemos que zy%(z — y)? = 0, de donde se sigue que z = 0oy = 0 0
T =y.

Sixz = 0, entonces 4% = 23y y> = 2*. Sustituyendo la primera ecuaci6n en la segunda,
obtenemos que 23y = z%, esto es, 23(y — 2) = 0,dedonde z = 0oy = 2. Si 2 = 0,
entonces y = 0 y tenemos la terna (z,y, 2) = (0,0,0). Si y = 2, entonces 3> = 33,
esto es, y?(1 —y) = 0,de donde y = 0 0o y = 1. Si y = 0, tenemos la terna (0, 0, 0);
siy = 1, entonces z = 1 y tenemos la terna (0,1, 1).

Siy = 0, entonces * = 23y 22 = 2*. Sustituyendo la primera ecuaci6n en la se-
gunda, obtenemos que 2% = 2%, esto es, 2(22 — 1) = 0,dedonde z = 0, z = 1 0
2z = —1.Siz = 0, entonces 7 = 2> = 0y tenemos la terna (0, 0, 0). Si z = 1, entonces
x = 2% = 1y tenemos la terna (1,0, 1). Si z = —1, entonces z = 2% = —1 y tenemos
la terna (—1,0, —1).

Siz = y, entonces x + 2% = 23y 22 + 23 = 2% Si 2z = 0, entonces z + 2> =
z(1+2) =0,dedonde x = 002 = —1.Siz = 0, entonces y = z = 0 y tenemos
la terna (0,0,0). Si z = —1, entonces y = © = —1 y tenemos la terna (—1, —1,0).
Ahora, si z # 0, entonces x # 0y x # —1. Luego, z = z—i = f:;; — 9;2((11:;)) =2y,
por lo tanto, z + 2% = 3, esto es, 1 +x = 2 (podemos dividir entre = ya que  # 0).

2 1i2\/5’ de modo que tenemos

Las raices de la ecuacién cuadratica x“ — x — 1 = 0 son
1+v6 14V6 1+V6 1-v5 1-v5 1-5
las ternas (=522, S22, 22 y (=552, S50, 2550,

En total, tenemos 7 ternas distintas.

Solucién del Problema 13. La ecuacién |22 — 2ax + b| = 8 sin valor absoluto es
22 —2ax+b =80es —22+2ax —b = 8, estoes, 22 —2ax +b—8 = 0o
22 — 2ax + b+ 8 = 0. El discriminante'” de la primera ecuacién es 4(a? — b + 8)
y el discriminante de la segunda ecuacién es 4(a? — b — 8). Como hay solo 3 raices

10E] discriminante D de la ecuacién az? 4+ bz + ¢ = 0 es D = b2 — 4ac. Si D < 0, la ecuacién no
tiene raices reales; si D = 0, la ecuacién tiene dos raices reales iguales; si D > 0, la ecuacion tiene dos
raices reales distintas.
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reales entre ambas ecuaciones, uno de los discriminantes debe ser igual a 0 y el otro
discriminante debe ser mayor que 0. Como 4(a? —b—8) < 4(a®? —b+8), se sigue que
4(a?—b—8) = 0,esto es, a®—b = 8. Luego, las raices de la ecuacién 2% —2az+b—8 =
0 son

20+ \/4(a? —b+8) 2a+./4(8+8)
2 B 2

=a=+4.

Por otro lado, como las raices!! de la ecuacién 22 — 2azx + b+ 8 = 0 suman 2a y esta
ecuacion tiene dos raices iguales, se sigue que la Unica raiz es a.

Por lo tanto, las raices de la ecuacién |22 — 2ax + b| = 8 sona, a —4y a + 4,
la cuales son las longitudes de los lados de un tridngulo rectdngulo. Como a + 4 es
mayor que a y que a — 4, la hipotenusa de dicho tridngulo rectdngulo mide a + 4.
Luego, por el teorema de Pitdgoras, tenemos que a’® + (a — 4)2 = (a+ 4)2, esto es,
a(a—16) = 0. Como a es la longitud de un cateto, la dnica posibilidad es que a = 16.
Luego,b=a? —8 =162 — 8 =248 yasia + b = 16 + 248 = 264.

Solucién del Problema 14. Puesto que no se dice cudntos colores se usaron, dividire-
mos la cuenta de acuerdo al nimero de colores.

Si se usaron 6 colores, tenemos 6! = 720 formas de pintar los vértices, incluyendo
rotaciones. Como hay 5 posibles rotaciones, tenemos 7?—0 = 144 formas de colorear en
este caso.

Si se usaron 5 colores, el tipo de coloracién debe ser de la forma ABACD para los
vértices de la base. Si fijamos la rotacién haciendo B el primer vértice, el nimero de
coloraciones es una permutacion de 5 colores, esto es, es igual a 5! = 120 formas.

Si se usaron 4 colores, el tipo de coloracién debe ser de la forma ABABC para los
vértices de la base. Si fijamos la rotacién haciendo C el primer vértice, el nimero de
coloraciones es una permutacion de 4 colores, esto es, es igual a 4! = 24.

Si se usaron menos de 4 colores, a lo mds se usaron 2 colores para los vértices de la
base. Como 5 es un niimero impar, no podemos pintar los vértices de la base usando
colores de manera alternada, lo que significa que hay cero formas de colorear en este
caso.

Por lo tanto, el nimero total de formas de hacer la coloracién es igual a 1444120424 =
288.

Solucién del Problema 15. Rotemos 90° el tridngulo ABF alrededor del punto A
hasta que B coincida con D y F coincida con el punto P en la prolongaciénde HD.
Usaremos corchetes para denotar drea.

Supongamos que el cuadrado ABC'D tiene area 1 y sean x = AE y y = AG. Como
[KFCH] = 2[AGKEFE), tenemos que (1 — z)(1 —y) = 2xy, estoes, 1 —ay =x +y.
Luego,

[ABCD] - [AGKE] 1—zy x+y

[AFH] = [AKH] + [AKF) + [KFH| = . . .

Por otro lado, tenemos también que [AH P] = [ABF] + [ADH] = “1.

1S r y s son las raices de la ecuacion 22 4+ bz 4+ ¢ = 0, entonces r + s = —b yrs=c.
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P
A .- E D
G H
K
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F

Luego, sia = AF = APy b = AH, tenemos que [AFH] = absen /ZFAH =
absen /PAH = [AHP), estoes, sen ZFAH = sen ZPAH y, como ambos dngulos
/LFAH y ZPAH son menores de 90°, se sigue que ZFAH = ZPAH. Por lo tanto,
2/FAH = /FAH + /PAH = 90°,esto es, ZFAH = 45°.

Soluciones del Examen por Equipos

Solucién del Problema 1. Sea n tal que n = a + b+ ¢, donde a > b > ¢ > 0 son
divisores de n. Entonces, % + % + % = 1. En su expresién reducida, el numerador de
cada una de las fracciones es 1 (pues a, b y c son divisores de n). Hay solo 3 maneras
de expresar a 1 como suma de tres fracciones unitarias, a saber, 1 = % + % + % =
% + % + % = % + % + %. Unicamente la tercera expresién tiene tres denominadores
distintos. Se sigue que n = 6k, a = 3k, b = 2k y ¢ = k para algln entero positivo k.
Como 2018 = 6 - 336 + 2, se sigue que k puede tomar cualquier valor desde 1 hasta
336, inclusive.

Solucién del Problema 2. Observemos primero que 2835 = 3% - 5. 7. Sea % =k,
donde £ es divisor positivo de 2835. Entonces,
? +y? =k(z +y). 3)

Si k = 1, tenemos la ecuacién 2% +y* = x+y cuya tnica solucién en enteros positivos
esz =y = 1, pues 22 > x si x > 1. Sin embargo, como el problema pide que = < v,
no hay soluciones si k& = 1.

Si k es miltiplo de 3, entonces x2 + y? es miiltiplo de 3. Como todo cuadrado deja
residuo 0 o 1 al dividirse por 3, la tinica posibilidad es que 2 y y? sean miiltiplos de 3,
esto es, ambos z, y son multiplos de 3. Andlogamente, si k es multiplo de 7, entonces
22 + 32 es miiltiplo de 7. Como todo cuadrado deja residuo 0, 1,2 o 4 al dividirse por
7, la dnica posibilidad es que z? y y? sean miltiplos de 7, esto es, ambos x,y son
multiplos de 7.

Con estas observaciones, tenemos que si k£ es multiplo de 3 pero no es multiplo de 5
o si k es miltiplo de 7 pero no es multiplo de 5, la ecuacién (3) se puede reducir a
una ecuacién de la forma r? + s2 = r + s, cancelando todos los factores 3 o todos los
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factores 7, respectivamente, en cuyo caso no hay soluciones.

Ahora, si k es mdltiplo de 5, nuevamente por las observaciones anteriores tenemos
que la ecuacién (3) se puede reducir a una ecuacién de la forma r? + s? = 5(r + s),
cancelando todos los factores 3 (si los hay) o todos los factores 7 (si los hay). Esta
Gltima ecuacién es equivalente a la ecuacién (2r — 5)% + (2s — 5)2 = 50, cuyas
soluciones en enteros positivos con r < s son (r, s) (3,6),(2,6). Se sigue que las
soluciones (,y) de la ecuacion (3) conz < y son (2k, £k) y (k, £k), con k miltiplo
de 5. Como hay 10 divisores positivos de 2835 que son multlplos de 5 y por cada uno
de tales divisores tenemos 2 soluciones, concluimos que la respuesta es 20.

Solucién del Problema 3. Dado que AC es una diagonal del paralelogramo ABCD,
el area del triangulo AC'D es 240 x + = 120 cm?. Supongamos que KC = % Por el
teorema de dngulo comiin'?, tenemos que el area del tridngulo DE Fes 120 x 3

3X1=
45 cm?; el drea del tr1angu10 AKFEes120 >< X 1-1H> = 1(1017 cm?; y el drea del tridgngulo

CFK es 120 x 1—+b X 1= 13% cm? Luego 33 +45 + 1+b + f’% 120 cm?, de

donde 60 + 30b = 42(1 + b). Por lo tanto, 12b =18,estoes, b =5
El drea del tridngulo AC B también es 240 >< 2 =120cm?. Nuevamente por el teorema
del dngulo comiin, el drea del trlangulo BGH es 120 X 5 X § = 40 cm?; el drea del

tr1angu10 AKH es 120 x 2 1Jlrb = 1+b = 24 cm?; y el drea del trlangulo CGK es

120 x 125 x & = #%% = 24 cm?. Por lo tanto, el drea del tridngulo HK G es igual a

120 — 40 — 24 — 24 = 32 cm?.

Solucién del Problema 4. Si m = 0 (mod 3), entonces m* +16m+8 = 2 (mod 3). Si
m = 1 (mod 3), entonces m* + 16m + 8 = 1 (mod 3). Si m = 2 (mod 3), entonces
m* +16m + 8 = 2 (mod 3). Luego, m* + 16m + 8 nunca es un miltiplo de 3 y,
por lo tanto, no puede ser el producto de tres 0 mds enteros consecutivos. Se sigue que
buscamos alguna factorizacién de la forma m* + 16m + 8 = (m? + n)(m? + n + 1)
para algiin entero no negativo n. Esta ecuacion se puede reescribir como

(2n +1)m? —16m + (n® +n —8) = 0.

Considerando esta ecuacién como una ecuacién cuadrética en la incégnita m, su dis-
criminante’® 162 — 4(2n + 1)(n? + n — 8) = 4(64 — (2n + 1)(n? + n — 8)) es igual
adx72,4x82,4x74y4 x36,paran =0, 1,2y 3, respectivamente. Es facil ver
que para n > 4, el discriminante es negativo, de modo que la ecuacién no tiene raices
reales en este caso.

Por tltimo, calculando las raices de la ecuacién paran = 0,1,2 y 3, el unico valor

16++/4x36 __ 2

entero de m ocurre cuando n = 3, en cuyo caso, m = XX =

. s .. k k
Solucién del Problema 5. Para cada entero positivo k, sea a, = 22t~ Entonces,

2Teorema del angulo comiin. Sean ABC un tridngulo y D, E puntos en AB y AC, respectivamente.

Entonces, E’:ng)) = % X ﬁ—g, donde los paréntesis denotan area.

13Ver el pie de pagina de la pagina 40.
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_ 20k+1+18k+1
Ak+1 = " (Frr
20% 141801
k1 Gmnr - 20FF 418k
T 20k+18% T k kY-
ag o iE (k+ 1)(20% + 18F)
20k+1+18k+1

Luego, a;—:l > 1 siy solo si TeT) (205 £18F) > 1. Simplificando, obtenemos la de-
sigualdad equivalente 20%(19 — k) + 18%(17 — k) > 0. Observemos que si k > 19,
entonces 19 —k < 0y 17 — k < 0, lo cual implica que 20%(19 — k) + 18%(17 — k) <
0. Ahora, si 1 < k£ < 17, entonces 19 — k > 0y 17 — k > 0, de donde ob-
tenemos que 20%(19 — k) + 18%(17 — k) > 0. Por dltimo, si k¥ = 18, entonces
20%(19 — k) + 18%(17 — k) = 20'® — 188 > 0. Por lo tanto, tenemos que “:=- > 1
siysolosil < k < 18. Esto significa que ar < ap4+1 parak = 1,2,...,18, esto es,
a; <ag < ---<aig.

Andlogamente, tenemos que a’;zl < 1 siy solo si

20F+1418k+1
(k+1)(20%+18F)
20%(19 — k) + 18%(17 — k) < 0. De acuerdo a lo del pérrafo anterior, esta desigualdad
se satisface siy solo si £ > 19. Por lo tanto, a(’;*l < 1siysolosik > 19. Esto significa
que ay > ag1 paratodo entero k > 19, esto es, ajg > ago > ag; > - - -
Por tltimo, observemos que “:** = 1 siy solo si 20%(19 — k) + 18%(17 — k) = 0.
De acuerdo con los parrafos anteriores, tenemos que 20%(19 — k) + 18%(17 — k) > 0
sil <k <18y, 20%(19 — k) + 18%(17 — k) < 0, si & > 19. Luego, este caso no es
posible.
En conclusion, el valor mdximo de a;, se obtiene cuando £ = 19.

< 1, esto es,

Solucién del Problema 6. Supongamos que el Emperador pudiera encontrar una pro-
vincia potencialmente problemadtica el dia 65. Entonces, debi6 haber visitado 64 pro-
vincias distintas en los primeros 64 dias, porque tomé al menos 64 dias para construir
una provincia potencialmente problemadtica después de una dispersion. La primera pro-
vincia que visité debi6 haber tenido al menos 64 inicialmente inicialmente. La segunda
provincia que visité pudo haber tenido solo 63 soldados inicialmente, dado que pudo
haber llegado un soldado de la primera provincia. Luego, entre las 64 provincias visi-
tadas, deben tener al menos 64 +63 +---+1 = @ = 2080 soldados inicialmente,
lo que es una contradiccién.

Solucién del Problema 7. Observemos primero que un entero positivo con exactamen-
te 2017 divisores positivos, es de la forma p?°*® con p un niimero primo. Como 2018 =
2 x 1009 y cada uno de los enteros 2 'y 1009 es primo, se sigue que los tinicos enteros
positivos que no son primos relativos con 2018 y tienen 2017 divisores positivos, son
22016 v 10092916, Luego, la suma en consideracién es 22016 + 10092016, de la cual
debemos determinar el residuo al dividirla por 2019. Observemos que 2019 = 3 x 673
y que 3 y 673 son nlimeros primos.

Como 22 = 1 (mod 3), tenemos que 22016 = (22)1008 = 11008 — 1 (mod 3). Ademds,
por el teorema pequefio de Fermat'4, tenemos que 272 = 1 (mod 673), lo cual implica

4Teorema pequeiio de Fermat. Si a es un nimero entero y p es un nimero primo tal que p { a, entonces
aP~1 =1 (mod p).
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que 22916 = (2672)3 = 13 = 1 (mod 673). Por lo tanto, 2216 = 1 (mod 3 x 673),
esto es, 22916 = 1 (mod 2019).

Anélogamente, como 1009 = 1 (mod 3), tenemos que 1009216 = 12016 = 1 (mod 3).
Por otra parte, por el pequefio teorema de Fermat, tenemos que 1009572 = 1 (mod 673),
lo cual implica que 1009%°1¢ = (1009572)2 = 1 = 1 (mod 673). Por lo tanto,
10092°16 =1 (mod 3 x 673), esto es, 10092916 = 1 (mod 2019).

Luego, 22016 + 10092016 = 1 + 1 = 2 (mod 2019).

Solucién del Problema 8. Empezamos con el cuadrildtero ACCy Ag. Como los tridn-
gulos AAyCy y AApC) tienen la misma drea y comparten la base AAg, deben tener
la misma altura también (sobre AAy), es decir, AC1CyAq es un paralelogramo. Por
facilidad, usaremos (ABC') para referirnos al drea del poligono ABC'. Mostraremos
ahora que la recta BB biseca el area del tridngulo AAgB. Sean D y F los puntos
donde BBy corta a AAgy y a C1C), respectivamente. Como AAy y C1Cp son para-

lelas, tenemos que g—ﬁ) = %CE = k para algiin nimero k. De aqui, (ADBy) =
kE(DAyBy), (C1EBy) = k(ECyBy) y (C1EB) = k(ECyB), de donde se sigue que
((13450%’0))1 ((C}L}CEO%)O);F(% cii@)) = k. Por otro lado, tenemos también que ((gg fo)) = k.

Luego, por propiedad de las proporciones, resulta que

(ADB) — [(ADBy) + (C1EBo) + (C1EB)]
(BDAy) — [(DAoBo) + (ECoBo) + (ECo B)]

:k7

esto es, % = k, lo cual implica que k = 1 ya que (AByC1) = (AgBoCy) = 1.

Esto muestra que BB biseca el drea del triangulo AAy B, en particular, BBy biseca
el 4rea del cuadrilatero C1 BCy By.

Anélogamente, obtenemos que AAg y C'Cy bisecan las dreas de AByAgB1y CAqCpA,
respectivamente. Sean (ABgAgB1) = 2z, (BC1ByCy) =2y y (CA1CAp) = 2z.

4
«

Ch

A B

Nos concentramos ahora en élcé = k’. Como hicimos antes, volveremos a hacer pro-

porciones de dreas de tridngulos que tienen a AB como base. Tenemos que (AA¢C1) =
E'(C1AoB), estoes, 1 +x = k(1 + 2y). Ademds, (ACC,) = k'(C1CB). Luego, por
propiedades de proporciones, obtenemos que Egﬁggg = ((’é?gg)i(é’?z%)) = k', esto
es, (AAoC) = k'(BAoC), que es equivalente a la ecuaciéon 1 + z = k'(1 4 2z). Te-
nemos entonces que k(1 + 2y) = k’(1 + 2z), de donde se sigue que 2y = 2z.

Andlogamente, trabajando con los tridngulos que tienen base sobre AC, obtenemos
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que 2x = 2y = 2z vy, por lo tanto, los tres cuadrildteros AByAyB1, BC1ByCy y

CA1CyAp, tienen la misma érea.
. (AB[)Cl) _ 1. (AAocl) P (AB[)Cl) _ (AA[)Cl)
Flnalmer;te, teriemos que (&) = k'y (BC1 A L {GrBeB) = (BCiA0)
_ 14z _ 2 o L.
esto es, © = 1755, yaque x = y. Luego, tenemos que z° — z — 1 = 0, cuya Unica
solucién positiva es x = %5 . Por lo tanto, el drea del cuadrilatero C AgCpA; es

1+ /5 cm?.

= k’.De aqu

Solucién del Problema 9. A continuacién se muestran las divisiones en cada figura.

Solucién del Problema 10. Expresemos a los nimeros de Tom y Jerry en base 5. El
nimero mds grande de Tom es 111115 y todos sus niimeros consisten Gnicamente de
los digitos 0 y 1. Los nimeros de Jerry consisten tinicamente de los digitos 0, 1 y 2.
Dado que los dos nimeros que suma son diferentes, su suma debe tener al menos un 1
y no puede consistir de solo un 1 y ningtn 2. El nimero mas grande es 222215. Hay
3 elecciones para cada uno de los 5 digitos, pero primero debemos eliminar aquellos
que no tienen digitos 1 y luego eliminar aquellos que tienen un tnico 1 y ningtn 2. La
cuenta final es 3° — 2% — 5 = 206.



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

XXI Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Ca-
ribe

Del 16 al 22 de junio de 2019 se llevé a cabo la XXI Olimpiada Matematica de Cen-
troamérica y El Caribe (OMCC) en Republica Dominicana, en la que participaron 13
paises y un total de 50 estudiantes. En esta ocasién y por once afios consecutivos,
México se ha posicionado como el lider indiscutible de esta competencia, obteniendo
el primer lugar por paises. En esta ocasiéon, México obtuvo 121 puntos quedando por
encima de El Salvador (99 puntos), Colombia (95 puntos) y Cuba (91 puntos), quienes
ocuparon los primeros cuatro lugares por paises.

La delegacion mexicana estuvo integrada por Luis Eduardo Martinez Aguirre (Nuevo
Le6n), Karla Rebeca Munguia Romero (Sinaloa), Daniel Ochoa Quintero (Tamaulipas)
y Jacobo de Juan Millén (Yucatdn). Daniel y Karla Rebeca obtuvieron medallas de oro,
mientras que Jacobo y Luis Eduardo obtuvieron medallas de plata. Los profesores que
acompafiaron a la delegacién fueron Luis Eduardo Garcia Herndndez (lider) y Julio
César Diaz Calderon (tutor).

La Olimpiada Mexicana de Matemdticas agradece a la familia Sverdlin Lisker su inva-
luable apoyo para la preparacion y asistencia de la delegaciéon mexicana a Santo Do-
mingo, asi como también al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT).

A continuacién, presentamos los problemas de la XXI Olimpiada Matemadtica de Cen-
troamérica y El Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para
resolverlos.

Problema 1. Sea N = abcd un entero positivo de cuatro cifras. Llamamos pldtano
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power al menor entero positivo p(N) = @yaz ... ay que puede insertarse entre los
nimeros ab y cd de tal forma que el nuevo niimero aba;as . . . acd sea divisible por
N. Determine el valor de p(2025).

Problema 2. Se tiene un poligono regular P con 2019 vértices y, en cada vértice, hay
una moneda. Dos jugadores Azul y Rojo van a jugar alternadamente, empezando por
Azul, de la siguiente manera: Primero Azul elige un tridngulo con vértices en Py pinta
el interior del tridngulo de azul, después Rojo elige un tridngulo con vértices en P
y pinta el interior del tridngulo de rojo, de tal forma que los tridngulos formados en
cada jugada no se intersecan en su interior con ninguno de los anteriores. Contintian
asf hasta que ya no puedan elegir mds tridngulos para pintarlos. Después, la moneda
de cada vértice la gana el jugador que tenga mds tridngulos de su color incidiendo en
ese vértice (si hay la misma cantidad de tridngulos de los dos colores incidentes a ese
vértice, entonces ninguno de los dos gana esa moneda, y la moneda se anula). Gana el
jugador que logra mas monedas. Encuentre una estrategia ganadora para alguno de los
dos jugadores.

Nota: dos tridngulos pueden compartir vértices o lados.

Problema 3. Sea ABC un tridngulo y I" su circuncirculo. Sean D el pie de la altura
trazada desde A al lado BC, M y N los puntos medios de AB y AC, y @ el punto
en I' diametralmente opuesto a A. Sea E el punto medio de D(Q. Muestre que las
perpendiculares a EM y EN que pasan por M y N respectivamente, se cortan en
AD.

Problema 4. Sea ABC un tridngulo, I su circuncirculo y ¢ la tangente a I por A. Las
alturas desde B y C se extienden y cortan a £ en D y F, respectivamente. Las lineas
DC'y EB cortan de nuevo a I en P y @, respectivamente. Demostrar que el tridngulo
APQ es isésceles.

Problema S. Sean a, by c nimeros reales positivos tales que a + b+ ¢ = 1. Demuestre

que
3vV2
a\/a2+6bc+b\/b2+6ac+0\/cz+6ab§ T\/_

Problema 6. Un trimind es una ficha rectangular de 1 x 3. { Es posible cubrir un tablero
cuadrado de 8 x 8 con 21 triminds, de modo que quede exactamente un cuadradito de
1 x 1 sin cubrir? En caso afirmativo, determine todas las posiciones posibles en el
tablero del cuadradito que queda sin cubrir.

60? Olimpiada Internacional de Matematicas

Del 12 al 22 de julio de 2019 se llevé a cabo la 60* Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas en Bath, Inglaterra, donde México obtuvo el lugar 41 y tercer lugar de ibero-
américa de 113 paises participantes. El equipo mexicano fue seleccionado en el tltimo
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entrenamiento que se llevé a cabo en mayo de 2019, en Camohmila, Tepoztlan, More-
los. Hubo un examen de desempate de donde se eligié a México 6.

El equipo mexicano quedé integrado por Tomdas Francisco Cantd Rodriguez (Ciudad
de México), Bruno Gutiérrez Chavez (Colima), Eric Ivan Herndndez Palacios (Nuevo
Leén), Diego Hinojosa Tellez (Jalisco), Ana Paula Jiménez Diaz (Ciudad de México)
y Pablo Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo Ledn). Los profesores que acompaiiaron a la
delegacion fueron Rogelio Valdez Delgado (lider), David Cossio Ruiz (tutor) y Marco
Antonio Figueroa Ibarra (observador).

En esta ocasién, Bruno obtuvo medalla de plata; Eric Ivdn, Tomds y Ana Paula ob-
tuvieron medallas de bronce; Pablo y Diego obtuvieron menciones honorificas. En la
olimpiada internacional de matemadticas, a partir del afio 2017 se ha dado un premio
especial a la estudiante mujer con mejor puntuacién por continente y, este afio, Ana
Paula gand este premio.

Previo a la 60* olimpiada internacional, del 30 de junio al 12 de julio de 2019, la de-
legacién mexicana estuvo entrenando en Waterloo, Canada, con el equipo canadiense,
en un entrenamiento conjunto. Los profesores de México que participaron entrenan-
do fueron Juan Carlos Ortiz, Addn Medrano, David Cossio, Daniel Perales y Enrique
Trevifo.

El 12 de julio, el equipo viaj6 de Toronto a Londres junto con el tutor, llegando el 13
de julio y durmiendo en Bath desde ese dia. El lider del equipo junto con el observador
llegaron a Newport, en el sur de Gales, el 11 de julio, para participar en las reuniones
del jurado, que entre otras actividades, elaboran los exdmenes de la competencia. Los
exdmenes se llevaron a cabo los dias 16 y 17 de julio.

A continuacién presentamos los problemas de la 60 Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros. Determinar todas las funciones
f : Z — 7 tales que, para todos los enteros a y b,

f(2a) +2f(b) = f(f(a+Db)).

(Problema sugerido por Sudifrica).

Problema 2. En el tridngulo ABC, el punto A; estd en el lado BC'y el punto B; estd
en el lado AC. Sean P y () puntos en los segmentos AA; y BBj, respectivamente,
tales que P(Q) es paralela a AB. Sea P; un punto de la recta PBj distinto de By, con
Byentre Py P,y /ZPP,C = ZBAC. Andlogamente, sea (1 un punto en la recta
QA distinto de Aj,con Ajentre Qy Q1 y LCQ1Q = ZCBA.
Demostrar que los puntos P, ), P; y 1 son conciclicos.

(Problema sugerido por Ucrania).



Problemas de Olimpiadas Internacionales 55

Problema 3. Una red social tiene 2019 usuarios, algunos de los cuales son amigos.
Siempre que el usuario A es amigo del usuario B, el usuario B también es amigo del
usuario A. Eventos del siguiente tipo pueden ocurrir repetidamente, uno a la vez:

Tres usuarios A, B y C tales que A es amigo de B y de C, pero B 'y C no son
amigos, cambian su estado de amistad de modo que B y C' ahora son amigos, pero A
yano es amigo ni de B ni de C. Las otras relaciones de amistad no cambian.

Inicialmente, hay 1010 usuarios que tienen 1009 amigos cada uno, y hay 1009 usua-
rios que tienen 1010 amigos cada uno. Demostrar que hay una sucesién de este tipo de
eventos después de la cual cada usuario es amigo como mdximo de uno de los otros
usuarios.

(Problema sugerido por Croacia).

Problema 4. Encontrar todos los pares (k, n) de enteros positivos tales que
El=(2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" — 2" 1),
(Problema sugerido por El Salvador).

Problema 5. El Banco de Bath emite monedas con una H en una caray una 7 en la
otra. Harry tiene n monedas de este tipo alineadas de izquierda a derecha. El realiza
repetidamente la siguiente operacién: si hay exactamente £ > 0 monedas con la H
hacia arriba, Harry voltea la k-ésima moneda contando desde la izquierda; en caso
contrario, todas las monedas tienen la 7" hacia arriba y él se detiene. Por ejemplo, si
n = 3y laconfiguraciéniniciales TTHT el proceso seria THT — HHT — HTT —
TTT, que se detiene después de tres operaciones.

a) Demostrar que para cualquier configuracion inicial que tenga Harry, el proceso se
detiene después de un nimero finito de operaciones.

b) Para cada configuracién inicial C, sea L(C) el nimero de operaciones que se rea-
lizan hasta que Harry se detiene. Por ejemplo, L(THT) = 3y L(TTT) = 0.
Determinar el valor promedio de L(C') sobre todas las 2™ posibles configuraciones
iniciales de C'.

(Problema sugerido por Estados Unidos).

Problema 6. Sea I el incentro del tridngulo acutingulo ABC con AB # AC'. La cir-
cunferencia inscrita (o incirculo) w de ABC' es tangente a los lados BC, CAy AB en
D, E y F, respectivamente. La recta que pasa por D y es perpendicular a EF' corta
a w nuevamente en R. La recta AR corta a w nuevamente en P. Las circunferencias
circunscritas (o circuncirculos) de los tridngulos PCE 'y PBF se cortan nuevamente
en Q.

Demostrar que las rectas DI y P(Q se cortan en la recta que pasa por A y es perpendi-
culara Al.

(Problema sugerido por India).
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XXI Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Ca-
ribe

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la XXI Olimpiada
Matematica de Centroamérica y El Caribe.

Solucién del problema 1. Como 2 + 0+ 2 + 5 = 9, tenemos que 2025 es multi-
plo de 9. Para que 2025 divida a un ndmero de la forma 2025, o también debe ser
muiltiplo de 9. Ahora, es fécil verificar que que 2025 no divide a ninguno de los nime-
ros 20925, 201825,202725, 203625 y que 2025 si divide a 204525, de modo que el
pldtano power p(2025) = 204525.

Solucion del problema 2. (Solucién de Jacobo De Juan Millon). Vamos a demostrar
que Azul siempre puede ganar este juego. Empieza escogiendo un tridngulo formado
por un vértice cualquiera y los dos mas alejados a €1, que son consecutivos. El poligono
quedard dividido en dos figuras idénticas, una de cada lado del tridngulo. Después, por
cada tridngulo que pinte Rojo, Azul escogerd el mismo en la otra figura. Este movi-
miento siempre es posible porque después de cada movimiento de Azul, la figura es
simétrica y cada tridngulo debe estar en una de las dos figuras (porque no pueden inter-
secar al primero). Por lo tanto, si Azul no pudiera colorear el tridngulo reflejado, Rojo
tampoco habria podido escoger el tridngulo al inicio de su turno.

Al final del juego, por cada vértice del poligono que gan6 Rojo, su reflexion fue ganada
por Azul debido a que todos los tridngulos asociados al vértice cambian de color del
otro lado. Mds aun, la moneda del vértice cispide del tridngulo con el que iniciamos,
que no es la reflexiéon de ninguno de estos, fue ganado por Azul porque cada tridngulo
rojo que lo tiene como vértice aparece azul del otro lado y viceversa, exceptuando el
tridngulo original que le da un tridngulo més a Azul.
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Por lo tanto, al seguir esta estrategia, Azul siempre termina con al menos una moneda
mds, como queriamos demostrar.

Solucién del problema 3. Sean H y O el ortocentro y circuncentro del tridngulo ABC,
respectivamente, / la interseccion de AD con M N y J la intersecciéon de M N con la
perpendicular por O a BC' (que claramente también es perpendicular a M N, ya que
MN || BC). Notamos que O es el punto medio de AQ. Luego, en el tridngulo ADQ),
OF es base media paralela a AD, asi que E se encuentra en la perpendicular a BC'
que pasa por O.

Sabemos que el centro de la circunferencia de los nueve puntos (que pasa por M y N)
es el punto medio de OH y se encuentra en la mediatriz de M N, asi que esta mediatriz
biseca a OH, por lo que AD y OF son reflejados con respecto a esta mediatriz y,
por lo tanto, MI = JN. Dado que EJ y M N son perpendiculares, se tiene que
EM? — EN? = JM? — JN?y, dado que
(MM? — EM?) + (EN? — NN?) + (NI* — MI?)

= (EN? - EM?) — (IM?* — IN?)

= (EN? — EM?) — (JN? — JM?) =0,
por el Teorema de Carnot'3 se sigue que las perpendiculares de [ a M N,de M a ME

y de N a NE concurren o, visto de otra forma, las perpendiculares a EM y EN que
pasan por M y N se cortanen AD.

15Teorema de Carnot. Sean ABC' un tridngulo y 11, l2, I3 tres rectas, cada una perpendicular a AB,
BC, C'A, respectivamente, de modo que l1, l2, I3 concurren en un punto P. Si @, R, S son los pies de las
perpendiculares de P a los lados BC, C'A, AB, respectivamente, se cumple que AR? + CQ? + BS? =
AS? + CR? + BQ?2. El reciproco también es cierto, es decir, si se tienen puntos @, R, S en los lados
BC, C A, AB respectivamente, que satisfacen la ecuacién anterior, entonces las perpendiculares a los lados
que pasan por el punto correspondiente concurren.



58 Soluciones de Olimpiadas Internacionales

Solucion del problema 4. (Solucion de Luis Eduardo Martinez Aguirre). Sean
Ry S las intersecciones de BD con AC y de EC con AB, respectivamente. Sean
LACB = By LZABC = a. Por ser ZEAB seminscrito, tenemos que ZEAB =
ZACB = (5. Analogamente, tenemos que ZCAD = «.

Ya que ZASE = 90°, tenemos que ZAES = 90° — (3 y, andlogamente, ZADR =
90° — a. Por lo tanto, el cuadrildtero EDCB es ciclico ya que ZECB = ZEDB.
Luego, ZEBD = ZECD y, como también es ciclico el cuadrilitero BSRC (pues
/BSC = /ZBRC = 90°), tenemos que /ZEBA = /DCA, esto es, ZQBA =
LACP. Por lo tanto, ;@ = @, de donde ZAPQ = ZAQP. Concluimos que el
triangulo APQ es is6sceles.

Solucion del problema 5. (Solucién de Jacobo De Juan Millon). Sea x = ab+bc+ca.
Tenemos que 64z% — 16z + 1 = (82 — 1)? > 0 por lo que 8z% — 2z + £ > 0'siy solo
si 2z — 827 < g. Porlotanto, (1 —2z)(1 +4x) =142z — 822 <1+ % = 3.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz'®, tenemos que

2
(a\/a2 + 6bc 4+ b\/b? 4 6ac + cv/ 2 + 6ab) < (a®+b*+¢7) (a* 40>+ +6ab+6bc+6ac).
Como 1= (a+b+c)*=a?+b*+ c? + 2(ab + be + ca), resulta que

(a® + 0> + ) (a® +b* + % + 6ab + 6bc + 6ac) = (1 — 2x)(1 + 4x),

lo cual implica que

2
(avaz + 6bc + b\/b2 + 6ac + v/ 2 +6ab) <(1—22)(1+4x) < g

16Desigualda\d de Cauchy-Schwarz. Para cualesquiera nimeros reales =1, ..., Zn, Y1,-- -, Yn, S€ tiene
que (27:1 xiyi)2 < (27:1 x?) (Z?:l y?) con la igualdad si y solo si existe un nimero real A tal que
r; =Ay;parat=1,...,n.



Soluciones de Olimpiadas Internacionales 59

Sacando la raiz cuadrada de ambos lados se concluye la desigualdad deseada.

Solucion del problema 6. (Solucion de Karla Rebeca Munguia Romero). Conside-
remos la siguiente coloracién, donde cada nimero representa un color.

1{2)3[1]2]3]1]2
213[1]12]3]1[2]3
311]2]3]1[2]3]1
1{2)3[1]2]3]1]2
213[1]12]3]1[2]3
311[2]3]1[2]3]1
1{2])3[1]2]3]1]2
213[1]12]3]1[2]3

Del color 1 hay 21 casillas coloreadas, del color 2 hay 22 y del color 3 hay 21. Como
cada triminé cubre exactamente una casilla de cada color sin importar cémo se coloque,
si es posible dejar solo una casilla sin cubrir, esta debe ser del color 2. Al considerar
una coloracién andloga, pero ahora que la diagonal que va de la esquina superior iz-
quierda a la esquina inferior derecha sea la que es de un mismo color, y contar al igual
que hicimos con la coloracion previa, concluimos que las tnicas casillas que podrian
dejarse sin cubrir, son las marcadas en el siguiente tablero.

Finalmente, para cada una de estas casillas es posible dar un acomodo, como el si-
guiente.

Para los demdas acomodos basta con rotar el tablero 90° las veces que sea necesario.
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60? Olimpiada Internacional de Matematicas

A continuacidén presentamos las soluciones de los problemas de la 60* Olimpiada In-
ternacional de Matemdticas.

Solucién del problema 1. (Solucién de Pablo Alhui Valeriano Quiroz). Sustituyen-
do (n,0) en la ecuacién original tenemos f(2n) + 2f(0) = f(f(n)). Sustituyendo
(0,n) obtenemos f(0) + 2f(n) = f(f(n)). Igualando los resultados se sigue que
f(2n) = 2f(n)— f(0) para todo entero n. Por lo tanto, f(f(a+b)) = f(2a)+2f(b) =
2f(a) = F(0) +2f(b) = 2(f(a) + F(b)) — F(0).

Con la sustitucién (0, a + b) obtenemos que f(f(a + b)) = f(0) + 2f(a + b). Igua-
lando con el resultado anterior, resulta que f(0) + 2f(a+b) = 2f(a) + 2f(b) — £(0)
porlo que f(a +b) + f(0) = f(a) + f(b) para todos los enteros a y b. Sustituyendo
b = 1 en esta ecuacién, obtenemos que f(a + 1) + f(0) = f(a) + f(1) por lo que
fla+1) — f(a) = f(1) — f(0) que es una constante. Esto significa que la distancia
entre cualesquiera dos valores consecutivos es la misma, por lo que la funcién es lineal
y tiene la forma f(n) = nm + k con n, k constantes.

En la ecuacién original esto se vuelve (2am + k) +2(bm + k) = f(m(a+b) + k) =
m(m(a + b) + k) + k, esto es, 2am + 2bm + 3k = m(ma + mb+ k) + k =
m2a + m2b+ mk + k.

Por lo tanto, 2am 4 2bm + 2k = m2a +m?2b+mk se cumple para cualesquiera enteros
a 'y b. En particular, se cumple para a = b = 0 por lo que 2k = mk, de donde k = 0 o
m = 2.

En el primer caso la ecuacién se transforma en 2am + 2bm = m?a + m?b para cua-
lesquiera enteros a y b. Sustituyendo a = b = 1, tenemos que 4m = 2m? por lo que
m = 0, 2 son las dnicas opciones posibles, con las funciones f(n) =0y f(n) = 2n,
respectivamente. Es facil verificar que ambas funcionan.

En el segundo caso la ecuacidn funcional es equivalente a 2k = mk, que siempre se
cumple pues m = 2. Por lo tanto, todas las funciones f(n) = 2n + k cumplen para
cualquier entero k.

Entonces, las funciones que satisfacen el problema son f(n) = 2n + k para cualquier
entero k y la funcién f(n) = 0.

Solucion del problema 2. (Solucion de Eric Ivan Hernandez Palacios). Sea I'; el
circuncirculo del tridngulo CB1 P;. Sea X un punto en la tangente a I'y por B del
mismo lado que B con respecto a AC. Por la tangencia y la condicién, tenemos que
/XBC =/B1PC=/PP,C = /ZBAC. Entonces, la tangente es paralela a AB.
Andlogamente, si I'5 es el circuncirculo del triangulo C'A; (1, entonces la tangente por
Aj es paralela a AB. Sean R la segunda interseccion de AA; con I'y y S la segunda
interseccién de BB; con I'y. Sea @ la transformacion que resulta de componer una
inversion por B; con radio /B P - B1 P; con una reflexién a través de B;. Tenemos
que ®(P) = P, y ®(P1) = P porque se encuentran en lados opuestos de Bj.

Denotemos por P’y Q' a las imagenes de Py @, respectivamente, bajo la inversion
antes de reflejar. Si Y es un punto en la tangente en By a (B P'Q’) sabemos que
/YB1P=/YBP' = /B1Q'P' = ZQQ'P’' = /B1 PQ por la tangente y porque
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PP,Q'Q es ciclico por potencia, porque By P - B1 P’ = B1Q - B1Q’. Por lo tanto, la
tangente al circulo es paralela a PQ y, por lo tanto, a AB. Al reflejar la figura a través
de B; la tangente se va a s{ misma, pues es una linea que pasa por B;.

Q1

Por lo tanto, tenemos que ®(PQ) es un circulo que pasa por By, cuya tangente a través
de ese punto es paralela a AB. Mds atin, es un circulo que pasa por ®(P) = P; por
lo que coincide exactamente con I';. Entonces, ®(Q) = S, por lo que B1Q - B1.S =
B1P - B1 P,y PQP, S es ciclico. Por simetria, PQ RQ) es ciclico.

Notemos ahora que LSCA = £S5CB; = ZSP,P = /ZSQP = /SBA porque
PQ || AB y los cuadrildteros SP;QP y SP;CBj son ciclicos. Se sigue que S estd en
el circuncirculo del tridngulo ABC'y, por simetria, también R.

De aqui es fécil ver que ZSQP = LSBA = ZSRA = ZSRP por lo que PQRS es
ciclico. Luego, PQRS@Q1P; es un hexagono ciclico, por lo que PQP; Q) es ciclico,
como queriamos.

Solucién del problema 3. Interpretamos el problema con teoria de gréaficas. Tenemos
una gréafica G con 2019 vértices, 1010 de los cuales tienen grado 1009 y 1009 de los
cuales tienen grado 1010. Podemos hacer operaciones de la siguiente forma: Si un
vértice A es adyacente a dos vértices distintos B, C' que no son adyacentes entre ellos
podemos remover las aristas AB, AC de G y anadir la arista BC en G.

Llamemos a esta operacién un cambio. Queremos mostrar que a través de varios cam-
bios, podemos alcanzar una grafica que sea una unién disjunta de aristas y vértices
aislados. La gréfica original estd conectada porque el grado total de cualesquiera dos
vértices es al menos 2018 y por tanto son adyacentes o existe un vértice al que ambos
son adyacentes. Por lo tanto, la gréfica original cumple la siguiente condicién: Cual-
quier componente conexa de G con al menos tres vértices no es completa y tiene un
vértice de grado impar.
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Vamos a demostrar que si una grifica GG satisface esa condicion y tiene un vértice de
grado al menos 2, entonces existe un cambio en GG que preserva la condicién. Como los
cambios decrecen la cantidad total de aristas de (G, al usar una secuencia de cambios
que preserve esto, tenemos que alcanzar una grafica G' con grado maximo a lo mas 1
por lo que habremos concluido.

Elegimos un vértice A de grado al menos 2 en una componente conexa G’ de G. Como
no hay componentes de G con al menos tres vértices que sean completas podemos asu-
mir que no todos los vecinos de A son adyacentes entre ellos. Para ver esto, podemos
elegir una subgréfica completa médxima K de G, algtin vértice A de K tiene un vecino
fuera de K, y este vecino no es adyacente a cada vecino de K por maximalidad. Al
quitar A de G dividimos G’ en varias componentes conexas mds pequefias G1, . . ., G
posiblemente con k = 1, cada una de las cuales estd conectada a A por al menos una
arista. Dividimos el proceso en varios casos.

Caso 1: £ > 2y A esta conectada a algin G; por al menos dos aristas. Escogemos
un vértice B de G; adyacente a A, y un vértice C' en otra componente GG; adyacente a
A. Los vértices B, C no son adyacentes y por lo tanto al quitar las aristas AB, AC'y
afiadiendo la arista BC' no desconectamos G’. Es ficil ver que este cambio preserva la
condicién ya que no cambia la paridad de los grados de los vértices.

Caso 2: k > 2y A estd conectada a cada G; por exactamente una arista. Consideramos
la subgrdifica inducida por A y algiin G;. El vértice A tiene grado 1 en la subgréfica.
Como el nimero de vértices de grado impar de la grafica siempre es par, podemos ver
que G; tiene un vértice de grado impar (en G). Por lo tanto, al elegir B, C' cualesquie-
ra dos vecinos de A, si quitamos las aristas AB, AC' y afiadimos BC' se preserva la
condicién anterior: el cambio produce dos nuevas componentes y si cualquiera de estas
tiene al menos tres vértices, no puede ser completa y debe de tener un vértice de grado
impar, pues cada GG; tiene uno.

Caso 3: k = 1y A estd conectada a Gy por al menos 3 aristas. Por la condicién, A
tiene dos vecinos B, C' que no son adyacentes. Al quitar las aristas AB, AC' y anadir
BC no desconectamos G’ por lo que terminamos como en el caso 1.

Caso 4: k = 1y A estd conectada a G; por exactamente dos aristas. Sean B, C' los
dos vecinos de A, que no son adyacentes. Al quitar AB, AC'y afiadir BC resultan dos
nuevas componentes: una que tiene un sélo vértice y la otra que contiene un vértice
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de grado impar. Por lo tanto, terminamos a menos que la segunda componente sea
una gréfica completa con al menos 3 vértices. Pero en este caso, G; seria una grifica
completa sin la arista BC'y por lo tanto tiene al menos 4 vértices ya que G’ no es un
ciclo de tamafio 4. Si D es un tercer vértice de G al quitar BA, BD y afiadir AD no
desconectamos G, por lo que terminamos como en el primer caso.

A

Solucién del problema 4. (Solucion de Bruno Gutiérrez Chavez). Veremos que
(k,n) = (1,1),(3,2) son las tinicas soluciones. Sea

Qn) = (2" — 1)(2" —2)(2" — 4)--- (2" — 2n—1) _ 2% 12[(21 —1).

i=1

Es fécil ver que Q(n + 1) = 2"Q(n) (2" — 1).

Supongamos que existe (k, n) que satisface la ecuacién. Es claro que si k > 3, entonces
n > 2. Demostraremos que si k! = Q(n), entonces vz (k!) = v2(Q(n)). Por un lado,
tenemos que

— | k — k
w) =3 3| < 5=+
mientras que v2(Q(n)) = @ Por lo tanto, se tiene que k > 201
Ahora, como 7 | Q(3) y Q(3) | @(n) paran > 3, tenemos que 7 | Q(n) paran > 3.
De manera andloga, obtenemos que

n

(N

n L]
y también v7(Q(n)) = Z v7(28 = 1) =) w7(2% — 1), yaque'” ord7(2) = 3. Apli-
i=1 4

17Si a y n son enteros positivos primos relativos, el orden de a médulo 7 es el menor entero positivo k
tal que a® = 1 (mod n) y se denota por k = ord,, (a). Se recomienda al lector ver el articulo “Orden de un
numero” de Tzaloa No. 3, 2016.
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cando el lema lifting the exponent!8, tenemos que

L

w|3

] L5 oo

Z_1v7<2‘”—1>—§;1+v7 -5l (5D =15+ 2|
<[5+
7T n
63

Entonces, se tiene que 12 > v7(k!) > |£] > L”(?;l)J,lo cual implica que & > T2 >
L%J Es facil Verlﬁcar por induccién que esto es falso si n > 7. Por lo tanto, si
n > 7, no existen parejas (k, n) que satisfagan la ecuacion.

Checamos ahora los casos n < 7.
a) Sin =1, se tiene que k = 1.
b) Sin = 2, entonces k! = 3 -2, de donde k = 3.

¢) Sin = 3, entonces k! = 7-6 - 4. Luego, 7 | k, lo cual implica que k > 7y, por lo
tanto, k! > Q(3), que es una contradiccién.

d) Sin = 4, entonces k! = 4 - 7!. Luego, k > 8y, por lo tanto, k! > Q(4), que es una
contradiccion.

e) Sin =5,607,entonces 31 | Q(n), de donde k& > 31y, por lo tanto, k! > Q(n),
que es una contradiccién.

En conclusidn, las unicas soluciones son (k,n) = (1, 1), (3, 2).

Solucion del problema 5. (Solucion de Bruno Gutiérrez Chavez). Para el inciso a),
procederemos por induccién fuerte sobre n, la cantidad de monedas, para ver que hay
un ndmero finito de movimientos. Paran = 1, 2, 3, es fécil ver que el proceso termina
en menos de 10 movimientos, lo que es finito.

Supongamos ahora que para todo n < k se cumple que para cualquier configuracion
inicial de n monedas, el proceso termina después de una cantidad finita de movimientos
en la configutacion 77" - - - T'.

Dada una configuracién con k + 1 monedas, hay dos opciones:

1) La dltima moneda muestra 7'. Notemos que esta moneda nunca se va a voltear pues
se necesitan k£ + 1 monedas que muestren H para voltearla, pero tendremos a lo
mas k, ademads esta moneda no influye en la cuenta de las que muestran H, por lo
que podemos ignorar esta ultima moneda. Esto nos deja una configuracién con k
monedas y sabemos por hipétesis de induccién que después de un nimero finito de
movimientos llegamos a T - - - Ty, por lo tanto, llegamosa T7T - - - T'.

k k+1

$Lema. (Lifting the exponent). Sean z, y enteros, n un entero positivo y p un primo impar tal que
pla—y.piaypy. Entonces, v (™ — y™) = vp(x — y) + vp(n).
Si m es un entero positivo y p es un divisor primo de n, vp(n) denota al mayor entero no negativo tal que
pvp (") divide a n.
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2) La ultima moneda muestra H. Se tienen dos casos:

1) Si la primera moneda muestra 7', ignorando la primera y la dltima moneda,
nos queda algo equivalente a realizar operaciones en un conjunto con k — 1
monedas, pues si en total hay m < k — 1 monedas mostrando H, es andlogo
a tener m — 1 en las kK — 1 de enmedio. Entonces, por nuestra hipétesis de
induccidn, eventualmente se llega al estado 7’7" - -- T H y después de 2k + 1

k—1
movimientos se llegaa 77T - - - T, en una cantidad finita de movimientos.
——
k+1
1) Si la primera moneda muestra H, al ignorar la primera moneda, las tltimas &
actiian como si la primera no existiera, por lo que por hipétesis de induccion,
después de una cantidad finita de movimientos llegamos al estado HT'--- T,

k
el cual nunca alterd la primera y, al aplicar un movimiento mds, se llega al
estado 7T ---T.
——

k+1

Con esto concluimos la induccién. Hemos demostrado que para cada configuracién
inicial, el proceso se detiene después de un niimero finito de movimientos.

Para el inciso b), sea P(n) la suma de los L(c) sobre todas las configuraciones posibles
de n monedas. Entonces, el promedio es P(ff ). Para los casos pequeios es fécil ver que
los valores de los promedios son 3, 3,5 19 para 1,2,3, 4 monedas respectivamente.
Conjeturamos que el valor promedio de L(C) es %.

Veamos que se tiene la recursién P(n + 1) = 2P(n) + 2"(n + 1). Para esto, conside-
remos la moneda de hasta la derecha de una linea de n + 1 monedas. Si esta moneda
muestra 7', como se vio para a), nunca se volteard, por lo que la suma de los L(C)
en este caso solo se ve afectada por las primeras n monedas. Concluimos que la suma
de los L(C) tales que C tiene su dltima moneda mostrando T', es P(n). Ahora, si la

dltima moneda muestra H tenemos dos casos.

1) La primera moneda muestra 7". Dentro de este caso se tienen dos subcasos:

1) Si dentro de las n — 1 monedas restantes (las de enmedio) hay al menos una
H, a lo largo de los movimientos como tenemos k£ + 1 monedas (k > 0)
que muestran H, se mueve la moneda en posicién k + 1, lo que muestra que
podemos ignorar la primera y la tltima moneda, pues se estd moviendo la k-
ésima moneda de las de enmedio, entre las cuales hay k& que muestran H. Para
llegar a la configuracién 7' - - - T' H es como si sumdramos todos los valores

—_——

L(C), donde C tiene n — 1 monedas, por lo que se suma P(n — 1), y luego
a cada uno le sumamos los movimientos que faltan pata acabar con las n + 1
monedas mostrando 7. Es ficil ver que parapasarde I'T---T HaTlT.--T,
;:;_/ T
se usan 2k + 1 movimientos.
En este subcaso se suman P(n — 1) 4+ (2n+ 1)(2"~! — 1) movimientos, pues
hay 2"~! —1 configuraciones de n— 1 monedas tales que al menos una muestra
H.
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1) Entre las restantes (las de enmedio) no hay monedas que muestran H. Se tiene
la configuracion I'T"- - - T' H y requieren 2k 4+ 1 movimientos para terminar el
——

n
proceso.

En este caso contamos P(n — 1) + (2n + 1)(2"~!) movimientos.

2) La primera moneda muestra H. Veamos que si hay k£ monedas mostrando H dentro
de las dltimas N, hay en total £ + 1 mostrando H en toda la configuracién. Se
voltea la moneda en la posicién k + 1, que como vimos en a) es ignorar la primera
moneda y contar todos los acomodos de una fila de n monedas donde la dltima es
inicialmente tipo H. Estos acomodos suman P(n) — P(n — 1) operaciones (pues
ya vimos que si se tienen las configuraciones de n monedas que acaban en H estas
suman P(n — 1)). Ademds, como son 2"~ !, pues hay n — 1 que pueden mostrar
H o T ylaprimeray la dltima estdn fijas, para cada configuracion en este caso nos
falta sumar un movimiento, ya que estamos llegando a la configuracion H1'-- -7,

n
por lo que en este caso se suman un total de P(n) — P(n — 1) +2"~! movimientos.

Juntando los casos se tiene que P(n + 1) = P(n) + P(n — 1) + P(n) — P(n — 1) +

2"=1 = 2P(n) 4+ 2"(n + 1), como querfamos probar.

Finalmente, veamos que % = w. Para esto, procederemos por induccion fuerte.
Ya vimos los casos base (n = 1,2, 3,4 cumplen lo deseado). Supongamos que para
n < k se cumple que % = %.

Por la recursién que probamos, se tiene que

P(k+1) 2P(k)+2%k+1) P(k) k+1  k(k+1) k+1

2k+1 - 2k+1 T 9k + 2 4 + 92 7

donde la dltima igualdad es por la hipétesis de induccién. Luego,

P(k+1) _k(k+1) , k41 _ (k+ Dk +2)

ok+1 4 2 4 ’

lo que concluye la induccion.

Se tiene entonces que el promedio de las L(C') sobre todas las configuraciones de n
P(n) _ n(n+l)

n o 4

monedas es

Solucién del problema 6. Usaremos dngulos dirigidos para la solucién del problema.
Sea L la interseccion de DI con la linea por A perpendiculara I A. Veamos que L, P,
son colineales.

Sean K la interseccién de DI con w y sea R el punto donde la perpendicular desde D
a E'F corta a w de nuevo. Probaremos primero que K es la reflexién de R respecto a
la recta AI. Vemos simetrias respecto a AI, que es la bisectriz del dngulo ZBAC. Es
facil ver que E' y F' son simétricos respecto a AI. Sea N el punto medio de EF, que
estd sobre Al.

Probemos que AI-AN = AE?. Enefecto, en el tridgngulo rectdngulo AET, es conocido
que AFE es la media geométrica entre AN y Al. Entonces, AN - Al = AR - AP. Esto
nos dice que los puntos 2, N, I, P son conciclicos (por el reciproco del teorema sobre



Soluciones de Olimpiadas Internacionales 67

la potencia de un punto a una circunferencia).
Notemos, para usarlo posteriormente, que AL (por definicién) es la polar de N respecto
aw.

De estas observaciones se puede probar que I N es la bisectriz externa del dngulo
ZPNR. En efecto, el tridngulo I PR es isésceles, ya que I es el centro de w hacia
Ry P.Sea ZPIR = 0. Por el isésceles I RP, se tiene que ZIRP = (m — 0)/2. De
nuevo por el circulo RN P, se tiene que § = ZPIR = /PN R. Entonces, el angulo
exterior adyacente a /PN R mide ™ — 6, con lo que hemos probado que I N biseca
este angulo con la linea N P. Luego, I N es la bisectriz exterior del angulo /PN R,
lo que quiere decir que PN corta a w de nuevo en la reflexién de R respecto a AN,
digamos en K.

Sea S la intersecciéon de DN con w. Queremos probar que P, L, S son colineales, lo
que nos permitird considerar .S, que se encuentra en w, en lugar de L, que parece no
tener conexién con el resto del dibujo.

Para esto, recordemos el siguiente teorema: en un cuadrildtero ciclico los lados opues-
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tos se intersecan sobre la polar de la interseccién de sus diagonales.

Consideremos el cuadrildtero SK D P, sus diagonales se intersecan en N,y AL es la
polar de IV respecto a w. Por el teorema que mencionamos anteriormente, P.S'y DK
se intersecan sobre la polar de NV respecto a w. Pero DK interseca a dicha polar en
L (pues es como se definié L). Entonces, L es la interseccion de AL, DK y PS. En
particular, PS pasa por L.

Concluiremos el resultado deseado si probamos que S, ), P son colineales: como P.S
pasa por L, debemos ver que P() es la misma recta y debe pasar por L.

Sea I el circuncirculo del tridngulo BIC'. Calculando los dngulos se llega a que @ esta
sobre I'. Tenemos que ZBQC = ZBQP + ZPQC. Ahora, /ZBQP = /ZBF P (estin
inscritos al mismo arco en el circulo BFQP)y /BFP = /F EP (son medidos por el
mismo arco en el circulo DEF, al cual BE es tangente). Entonces, /BQP = ZFEP.
Del mismo modo, tenemos que ZPQC = ZPEC (estan inscritos en el mismo arco
del circulo CPQFE)y ZPEC = ZPFE (también son medidos por el mismo arco en
el circulo DEF, al cual EC es tangente).

Entonces, /BQC = /BQP+/PQC = LFEP+/PFE =7—/FPFE = /FDFE
(ambos inscritos en el circulo DEF). Un cdlculo sencillo de dngulos muestra que es-
te angulo es igual al angulo ZBIC (lo cual es conocido), por lo que @, B, I,C son
conciclicos.

Sea T la intersecciéon de QP con I'. Ahora veamos que es suficiente con probar que
S, P, T son colineales. Ya vimos que ZBIT = ZBQT. Ahora veamos que /BQT =
/BQP, entonces /BQP = /BFP (estan inscritos en el mismo arco del circulo
BFP). Luego, /BF P = /F K P (son medidos por el mismo arco del circulo DF'E,
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al cual BF es tangente) y, por lo tanto, /BIT = ZFKP.

Ahoranotemos que F'D L F'K,como K D es didmetro del circulo DEF,y D 1 BI
como BD, BF son tangentes a dicho circulo e I es su centro, entonces F K || BI.Esto
y el hecho de que /BIT = /F K P, implica que IT es paralela a la linea K N P.

Sea M el punto medio de DN. Para ver que M estd en I'T, podemos ver las siguientes
tres paralelas: N P, IT y la paralela a ambas que pasa por D. Estas intersecan segmen-
tos iguales sobre la linea DK (I es el punto medio del didmetro DK en el circulo
DEF), entonces también intersecan segmentos iguales sobre la linea DN .

Sean F’ y E’ los puntos medios de DE'y DF, respectivamente. Como B, I, F, D son
conciclicos (es conocido, también se puede obetener con un sencillo célculo de dngu-
los), considerando la potencia de E’ respecto a este circulo se tiene que DE’ - E'F =
BE'’- E’I.Entonces, el punto E’ cae sobre el eje radical de w y I': su potencia respecto
awes DE'- E'F y su potencia respecto aI' es BE' - E’I. Se tiene lo mismo para F”.
Entonces el eje radical es E'F”, el cual pasa por M.

La potencia de M respecto a I' es IM - MT y la potencia de M respecto a w es
DM - MS, que son iguales pues M estd sobre el eje radical de las dos circunferen-
cias. Entonces S, I, D, T son conciclicos. De aqui podemos calcular algunos dngulos:
/ZDST = ZDIT porel circulo SIDT, esto es igual a ZDK P pues IT || KP,y esto
es igual a ZDSP por w. Entonces, los puntos S, P,T" son colineales, como se queria
probar.
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Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia =c (mod m)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 4 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

() = G

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a 'y b niimeros cualesquiera 'y n un entero no negativo se

cumple que .
@ =3 (f )t
k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, Son niimeros reales positivos, entonces

Ti+xa+ -+ T
n

> T
v la igualdad se cumple siy solo si x1 = x9 = -+ = T

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A’B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C".

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC 'y A'B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C’, /ACB =

LA'C'B'y /BAC = £/B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC CcA

AF = BO - oA

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.
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Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"
Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA

que oo = Ac-

Teorema 12 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C'N son concurrentes
BL CM AN

Sl‘ySOlOSl’T ‘MA NB = 1.

Teorema 13 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C' A y AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . % . J’?,—]; = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 14 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 15 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en I intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 17 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.

Teorema 18 (Circuncirculo e Incentro). Si 2 es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentro y M es la interseccion de Al con ), entonces MI = MB = MC.
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