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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Mateméticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un puiblico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucion de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2020, Numero 1

Tzaloa recibe el afio con optimismo e inicia su duodécimo afio de publicaciones tri-
mestrales ininterrumpidas. La consistencia de su publicacién en el contexto nacional,
es un ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes que con su
trabajo comprometido contribuyen al proyecto.

Pasando al contenido, destaca el articulo Propiedades bdsicas de las medianas, de José
Antonio Gémez Ortega y Victor Hugo Almendra Herndndez. En él, se aborda una
serie de propiedades que tienen las medianas de un tridngulo, asi como algunos de los
problemas tipicos del tema. Esperamos que tanto lectores principiantes y avanzados,
disfruten de esta aportacion.

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.



Presentacion Y

De especial interés para todos, en este primer nimero del afio 2020, incluimos los pro-
blemas con soluciones de los exdmenes de invitacion a la OMM del afio 2019. También
incluimos los exdmenes con soluciones de las pruebas individual y por equipos de los
niveles II y IIT del Concurso Nacional de la 3¢ Olimpiada Mexicana de Matematicas
para Educacién Bésica (OMMEB), asf como los problemas y soluciones del Concurso
Nacional de la 33 Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Como en cada nimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de las
diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones, exdme-
nes y demads contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especialmente pen-
sando en el lector. De tal forma, que estando todo listo, solo nos queda desear que todos
nuestros lectores tengan un feliz y préspero afio 2020.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracidon de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mds importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jovenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

342 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:
= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccién y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.



VI Presentacion

En la 34 Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 2001. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2020-2021y, para el 1° de julio de 2021, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 34 Olimpiada Mexicana de Matemdticas se realizara del
8 al 13 de noviembre de 2020 en la Ciudad de Guanajuato, Guanajuato. A los primeros
lugares de este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccidon que se
realizard durante aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre
de 2020 y hasta la fecha de celebracién del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXIII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los in-
tegrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 62% Olimpiada Internacional
de Matemdticas (Washington, Estados Unidos, julio de 2021) y a la XXX VI Olimpiada
Iberoamericana de Matematicas (septiembre de 2021).

De entre los concursantes nacidos en 2004 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XXIII Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (junio de 2021).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la X Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO) a celebrarse en
el mes de abril de 2021.

42 Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica

En el afio 2020, la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM) organiza la Cuarta
Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacién Basica (OMMEB). Podrén par-
ticipar los alumnos de Primaria y Secundaria, de acuerdo a los siguientes niveles.

Nivel I. Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria o una institucién equivalente.
Los estudiantes no deben haber cumplido 13 afios al 1 de julio de 2020.

Nivel II. Estudiantes de sexto afio de primaria y primer afio de secundaria o una insti-
tucién equivalente. Los estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de julio de
2020.

Nivel III. Estudiantes de segundo afio de secundaria o una institucién equivalente. Los
estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de julio de 2020.
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La participacién en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.

El concurso nacional de la 4 OMMERB se realizard en Oaxtepec, Morelos, del 1 al 4
de octubre de 2020. Cada Estado participante lo puede hacer con a lo mds un equipo
en cada categoria. Cada equipo estard integrado por un méximo de 4 personas: un lider
y 3 estudiantes (una misma persona puede ser lider de mds de un equipo).

Habra dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual para el
nivel I constard de 15 problemas a responder en 90 minutos, mientras que para los
niveles I y III, constard de dos partes. La parte A consistird de 12 problemas en la cual
solo la respuesta es requerida. La parte B consistird de 3 problemas y las soluciones
tendran que ir acompafiadas de argumentos o explicaciones que sustenten la respuesta.
La prueba por equipos en los tres niveles, consistird de 8 problemas a resolver en 60
minutos.

Los ganadores de los distintos niveles se preseleccionardn para recibir entrenamien-
to y presentar exdmenes selectivos para conformar a los equipos que representaran a
Meéxico en la Competencia Internacional de Matematicas (IMC), que se celebrard en el
verano de 2021.
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Propiedades Basicas de las
Medianas

Por José Antonio Gémez Ortega y Victor Hugo Almendra Hernandez

Nivel Intermedio

La configuracién de un tridngulo y sus medianas estd presente en una diversidad de pro-
blemas de geometria. Esta configuracién ha servido de inspiracién para el planteami-
neto de problemas de olimpiadas de matematicas. Veremos aqui propiedades basicas
de las medianas, al igual que algunos de los problemas tipicos del tema.

Sean ABC' un tridngulo y A’, B’, C’ los puntos medios de BC, CA 'y AB, respec-
tivamente. Los segmentos AA’, BB’ y C'C’ son conocidos como las medianas del
triangulo ABC. Estos tres segmentos son concurrentes. Para ver esto, sea GG la inter-
seccién de BB’ y CC’. Como % = %, por el Teorema de Tales?, tenemos que
B'C’ es paralelaa BC'y B'C' = %BC’. Luego, los tridngulos GBC' y GB’C’ son
semejantes en razén 2 : 1. Esto nos dice que BG = 2GB’' y CG = 2G(C’, por lo
que las medianas BB’ y C'C” se cortan en el punto G que las divide en razén 2 : 1.
De igual forma, la otra mediana AA’ cortard a la mediana BB’ en un punto que las
divide en razén 2 : 1. Como en BB’ solamente hay un punto con tal propiedad, resulta
que AA’ también pasa por Gy, por lo tanto, AA’, BB’ y C'C" son concurrentes en el
punto G. Este punto GG se conoce como el centroide, baricentro, gravicentro o centro
de gravedad del tridngulo ABC.

2Teorema de Tales. Si C' y B’ se encuentran en los lados AB 'y C'A del tridgngulo A BC, respectivamente,
entonces las tres afirmaciones siguientes son equivalentes.

(i) ABC'y AC' B’ son semejantes, (ii) % = %, (iii) B’C" es paralela a BC.
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C, B’

B ¢ - »C
Al

Las medianas de un tridngulo dividen a este en 6 tridngulos de la misma 4rea. En efecto,
por ser A’ punto medio de BC, las longitudes de las bases de los tridngulos GBA’ y
GA’C son iguales y, como los tridngulos también tienen la misma altura, resulta que
sus dreas’ (GBA’) y (GA'C) son iguales, las denotaremos con z. De igual manera
tenemos que (GCB') = (GB'A) = y, (FAC') = (GC'B) = z. Con el mismo
razonamiento tenemos que (ABA’) = (AA'C), luego z + 2z = x + 2y, por lo que
y = z. Como también (CBB’) = (B’BA), tenemos que 2 = z, por tanto & = y = z.

Proposicion 1. Un punto M dentro de un tridngulo ABC tiene la propiedad de que
(ABM) = (ACM) siy solo si M se encuentra en la mediana AA’.

Demostracion. Sea A" el punto donde la recta por Ay M corta a BC.

A

1'4//

Supongamos que se cumple la igualdad de dreas (ABM) = (ACM). Como los
triangulos ABM y AC'M tienen a AM como base comun, las alturas desde B y C'
sobre AM son iguales. Ademds, como M A” es comiin a los tridngulos A”BM y
A" MC, tenemos que sus dreas (BA” M)y (A”CM) son iguales, por lo que BA” =
A" C, de donde se sigue que A” es punto medio de BC'. Luego, M se encuentra en la
mediana AA’.

El reciproco se sigue de que (BA'M) = (A'MC)y (BA’A) = (A’AC). O

Corolario 2. Un punto M dentro de un tridngulo ABC tiene la propiedad de que

3Como siempre, usaremos la notacién (ABC') para denotar el drea del tridngulo ABC.
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la razén de las distancias a los lados AB y AC' es inversamente proporcional a las
longitudes de los lados AB 'y AC, siy solo si M estd en la mediana AA’.

Demostracion. Si la distancia de M al lado AB es m y la distancia de M al lado AC'
es n, tenemos que M estd en la mediana AA’ siy solo si (ABM) = (ACM), esto es,
si'y solo si mAB = nAC, lo cual ocurre si y solo si 7 = ﬁ—g. O
Ejercicio 1. Demostrar que el centroide G es el tinico punto dentro de ABC' que tiene
la propiedad de que los tridngulos BCG, CAG y ABG tienen la misma drea.

Ejercicio 2. Encuentra todos los puntos P en el plano del tridngulo ABC' que cumplan:
(i) Las areas de los tridngulos ABP y C' AP son iguales (recuerde que los puntos de la
mediana AA’ lo cumplen).

(ii) las areas de los tridngulos ABP, BC Py C AP son iguales.

Proposicion 3. Si se tienen puntos M en el lado BC del tridngulo ABC, P en el lado
ABy @ enellado AC de modo que AM, C'Py BQ concurren, muestre que M es el
punto medio de BC'si y solo si PQ es paralelaa BC.

Demostracion. Como tenemos tres cevianas que concurren, el teorema de Ceva, ga-
rantiza que,

AP BM CQ _,

PB MC QA '
Si M es el punto medio de BC, se cumple que =1, de donde ﬁg . gg =1, por
lo que 55 AP = QA . Luego, por el teorema de Tales se sigue que P(Q) es paralelaa BC.
Ahora, si tenemos que P(Q paralela a BC, por el teorema de Tales tendemos que ’Igg
gg = 1. Al dividir la ecuacién que nos da Ceva entre esta tltima, concluimos que
MC =1, es decir, M es el punto medio de BC. |

Proposicion 4. Los puntos L, M y N, estdn respectivamente en los lados BC, CA'y

AB del tridngulo ABC, de manera que AL, BM y C'N son concurrentes en un punto

P. Se tiene que 42 = BL = SL iy solo si P es el centroide del tridgngulo ABC.

Demostracion. Notemos que 5 1\1; = % garantiza que los tridngulos BPC'y M PN

son semejantes, luego M N y BC son paralelas. Analogamente, N L y C' A son parale-
las al igual que LM y AB. Luego, BLM N y M N LC son paralelogramos por lo que
BL = MN = LC'y entonces L es el punto medio de BC'. Andlogamente, M y N son
los puntos medios de CA'y AB, por lo que P es el centroide del tridngulo ABC. O

Entre los problemas tipicos de la geometria del tridngulo, se encuentran los que se re-
fieren a construir un tridngulo con regla y compads, cuando tres elementos del tridngulo
estdn dados. Por ejemplo, si nos dan tres nimeros positivos, ;se puede construir un
tridngulo de manera que las longitudes de las medianas sean iguales a los tres nimeros
dados?
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Para contestar esta pregunta, haremos la construccion siguiente en un tridngulo ABC.
Prolongamos la recta que une los puntos medios C’ y B’ hasta un punto A’ de manera
que A”B’ = B'C’' = BC. Resulta entonces que BA’A”B’ es un paralelogramo,
por lo que A’A” = BB’. Como también A’C'A” B’ es un paralelogramo, tenemos que
A"C = A'B’ = $AB. Luego, AC’ = A”"C = AB y son paralelas por lo que
AC'C A" es otro paralelogramo y entonces AA” = CC’. Todo lo anterior se puede
resumir diciendo que AA’A” es un tridngulo donde sus lados AA’, A’A"” y A” A son
iguales a las medianas del tridngulo ABC.

Ahora podemos hacer la siguiente observacién: como A’C A” B’ es un paralelogramo,
sus diagonales se bisecan, esto es, L el punto de interseccién de las diagonales B'C'y
A’ A” es punto medio de estas. Por tanto AL es mediana del tridngulo AA’ A”.
También por ser AC’ A’ B’ un paralelogramo, M la interseccién de las diagonales A A’
y B’C’ es punto medio de ellas y, por tanto, A” M es mediana del tridngulo AA’A”.
Como ALy A” M se cortan en B’, resulta que B’ es el centroide del tridngulo AA’A”.
En resumen tenemos que, si tres nimeros m,, m; y M, representan las longitudes de
los lados de un tridngulo, entonces puede formarse otro tridngulo A BC' cuyas medianas
tengan longitudes mg,, mp y m.. Las longitudes de los lados del tridngulo ABC' se
pueden obtener al multiplicar por % las longitudes de las medianas del tridngulo de
lados mg, mp y me, ya que hemos observado que AL = %b.

Algo que también se puede calcular de manera sencilla, es el drea del tridngulo AA’ A”.

Es fécil ver que si h, es la altura sobre el lado a del triangulo ABC, el area del tridngulo
AA’A" es

(AA'A”) = %A”M g = % (ZBC) ho = Z (" '2’“) - %(ABC).

Ejemplo 1. Si a, b y ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo ABC'y m,, mp
y m. son las longitudes de sus medianas, demostrar que

3
Z(a+b+c)<ma+mb+mc<a+b+c.
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Solucién. En la figura anterior observemos que m, = AA’ < AB'+B'A" = L(b+c).
De manera anéloga, tenemos que m;, < %(c+ a) y me < 3(a + b). Luego,

Mg +mp+me < a-+b+c.

Ahora, en el tridngulo AA’ A” podemos aplicar esta tltima desigualdad y concluir que

3
Z(a+b+c)<ma+mb+mc.

Es comtin encontrar en la geometria, problemas que requieren conocer las longitudes
de elementos de un tridngulo, de modo que es necesario saber calcular ciertos valores a
partir de los datos que proporciona el problema. Por ejemplo, pueden deducirse facil-
mente los valores de las longitudes de las medianas en términos de las longitudes de
los lados. La deduccién se sustenta en la ley del paralelogramo.*

Aplicando esta ley al paralelogramo AC’ A’ B’ obtenemos que

2 2 2
(2 —a(0) (e -
mﬁ(Q 2(5) +2(5 <

2 2(b2+c2)—a2
a ™ 2

Luego, la longitud de la mediana m, cumple que m

Ejercicio 3. Si dos medianas de un tridngulo son iguales, demostrar que el tridngulo es
isosceles.

Ejercicio 4. En un tridngulo ABC, demostrar que m2 +mj +m2 = 2 (a® + b* + ¢?).

Ejercicio 5. Si G es el centroide del tridngulo ABC, demostrar que

a? + b2+

AG? + BG? + CG? = 3

Ejemplo 2. Sean ABC' un tridngulo con ¢ > b, y my, m. las medianas desde los
vértices B y C, respectivamente. Demostrar que

%(C—b) <mp —me < g(c—b).

Solucién. Las longitudes de las medianas del tridngulo ABC satisfacen que
Ami + b = 2(c* + a?),
4m?2 + ¢ = 2(a® + b%).

Por lo tanto,

2(c®? +a?) —b*> —2(a®> +b%) +c* 3
m%_mz: ( ) ( ) :—(02—b2).
4 4
4Ley del paralelogramo. En un paralelogramo de lados a, b y diagonales x, v, se tiene que x> + y? =
2(a? + b2).
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Luego,

por lo que’
3(b+c¢)

2 3
donde la dltima desigualdad se sigue de aplicar la desigualdad del tridngulo a los
tridngulos ABB’ y CAC’, que garantiza respectivamente que m;, < %b +cym. <
$c+b,, de donde, my + my, < 2(b+ c).
La desigualdad m; —m. < 3(c—b), se sigue de aplicar la primera desigualdad, 3(c —
b) < mp—m, al tridngulo de lados m,,, my, m.. Recordemos que en este tridngulo las
medianas tienen longitudes 3a, 3by 3¢, respectivamente. Ademds si ¢ > b tenemos

1

que my, > m, y entonces, 5 (mp —m.) < %c - %b, de donde, mp — m. < %(c —b).

1
5(0—b)<mb—mc<:>mb—|—mc<

Ejemplo 3. Si P es un punto del plano del tridngulo ABC'y G es su centroide, entonces
AP? + BP? 4+ CP? = AG* + BG? + CG* + 3PG”.

Solucion. Sea M el punto medio de AG. Para los tridngulos PBC, PAG'y PM A/,
tenemos que PA’, PM y PG son las respectivas medianas desde P, por lo que

2(PA")? = BP? + CP? - %BCQ,
2(PM)? = AP? + PG? — %AGQ,

2(PG)? = PM? + PA” — %MA’Q.

A

SPara la conclusién utilizamos el siguiente resultado.
Lema. Si a, b, ¢, d son niimeros positivos con ab = c¢d, entonces a < csiy solosib > d.
Demostracion. Supongamos que a < cy que b < d, entonces al multiplicar estas desigualdades de nimeros
positivos tenemos que ab < cd, lo que es una contradiccién. El reciproco es andlogo.
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Como M A’ = 2AA’ = AG, tenemos de la dltima ecuacién que
4PG* = 2PM? +2PA” — AG”.
De esta tltima igualdad y las dos primeras identidades, resulta que
PA? + PB® + PC? — 3PG* = gAGZ + %BCQ.

De manera similar se pueden obtener las siguientes dos igualdades

1
PA%? + PB? + PC? — 3PG? = gBGQ + 2CA2

1
PA? + PB? + PC? — 3PG? = gccﬂ + 2A32

Al sumar las tres identidades anteriores, obtenemos que

1
3(PA%* + PB? + PC? - 3PG?) = g (AG® + BG* + CG?) + 5(BC2 + CA? + AB?)
= 3(AG? + BG* + CG?),

donde hemos usado la identidad del Ejercicio 5: 3(AG%+ BG? +CG?) = a® +b*+c2.
Por lo tanto, PA% + PB? + PC? = AG? + BG? + CG? + 3PG*.

Ejemplo 4. Sean ABC un tridngulo con centroide GG, M un punto en AB y N un
punto en AC. Demostrar que la recta M N pasa por G si y solo si

(AMN) = (BMN) + (CMN).

Solucién. Sean X,Y, Z, los pies de las perpendiculares desde A, B, C, respectiva-
mente, a la recta M N. Notemos que (AMN) = M (BMN) = MNBY y
(CMN) = MNECZ,

Luego, tenemos que (AMN) = (BMN) + (CMN) siysolosi AX = BY + CZ.
Bastara probar que M N pasa por G siy solosi AX = BY +CZ.

Sea P el pie de la perpendicular desde el punto medio D de BC a la recta M N.
Como BY, PD,CZ son paralelas y D es el punto medio de BC, podemos concluir
que PD = w. Ahora, si M N pasa por G, tenemos que

AG AX | AX
- GD PD Bz

estoes, AX =BY +CZ.
Ahora, si AX = BY + CZ y S eslainterseccion de AD con M N, tenemos que

BY +CZ AX AS

*= Bz ~PD 5D



8 J. A. Gomez Ortega, V. H. Almendra Hernandez

por lo que AS = 25D. Finalmente, como AD es mediana y el dinico punto que corta
a la mediana en razén 2 a 1 es el centroide, se sigue que S = G.

Ejercicio 6. En un tridngulo ABC, con centroide G, circuncentro O y circunradio R,
demostrar que

OG2:R2—$(Q2+b2+c2).

Ejemplo 5. Demostrar que el punto en el interior del tridngulo ABC que maximiza el
producto de las distancias a los lados BC, CA'y AB, es el centroide G.

Solucion. Sea f(P) el producto de las distancias de un punto P a los lados del tridngulo
ABC. Queremos encontrar P tal que f(P) sea mdximo. Sean X,Y, Z los pies de las
perpendiculares desde P a BC, C Ay AB, respectivamente.

Notemos que
abe- f(P)=(a-PX)(b-PY)(c-PZ).
Por la desigualdad MA-MG, tenemos que,

\ (a-PX)+ (b-PY)+(c- PZ)
Y(a-PX)(b-PY)(c-PZ) < ; .

Por lo tanto, « V( " ))3
a-PX)+(b-PY)+ (c-PZ
1(P) < 27abc ’

Como la igualdad se da cuando se da la igualdad entre la media aritmética y la media
geométrica, concluimos que para maximizar f(P), debe suceder que a-PX = b-PY =
c-PZ.Notemos que a- P X es dos veces el area del tridngulo BC' P, con lo que llegamos
a que el punto P con el que f(P) se maximiza cumple que las dreas de los tridngulos
BCP, CAP y ABP son iguales. Pero el Ejercicio 1 nos dice que el Gnico punto que
cumple esto es el gravicentro, luego P = G.

Ejemplo 6. Para un punto P dentro de un tridngulo ABC, se consideran los tridngulos
cevianos D E'F partiendo del tridngulo ABC'y D’ E’ F’ partiendo del tridngulo DEF'.
Demostrar que las cantidades

AP BP CP DP EP FP
IR =55+t pr Y =5 T 5 + P
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alcanzan su valor minimo en el mismo punto P.

Solucion. Demostraremos que f(P) es minimo cuando P = G. Sean x, y, z las dreas
de los triangulos BC' P, C AP, ABP, respectivamente. Como los tridngulos CAP y
CPD tienen misma altura respcto a C|, la razén entre sus areas es ﬁ—g. Andlogamente,

la raz6n entre las dreas de los tridngulos ABP y BPD es %, con lo que podemos
concluir que ﬁ—g = Ltz
A
F D’ E
l‘
B & ¢ o ('
D
De forma andloga obtenemos que £ = £y £C = 24y,

Luego,
AP BP CP

_ A8 BF _:y—l—z_’_z—i—x_’_x—i—y.
PD PE PF x Y z

Por la desigualdad MA-MG tenemos que

f(P)

+ z z+x xr + z z x x
Y + + ?JZQ+_+_+_+_+Q26’
x Y z x x Y Y z z

con laigualdad si y solo si los seis sumandos son iguales, lo que implicaque z = y = z.
Pero sabemos que el tinico punto que cumple esto es G, el gravicentro del tridngulo
ABC'. Andlogamente, vemos que g(P) alcanza su minimo cuando P es el gravicentro
del tridngulo DEF'. Como en un tridngulo su gravicentro coincide con el gravicentro
de su tridngulo medial, concluimos que ambas funciones alcanzan su minimo en el
mismo punto P, el gravicentro comun de los tridngulos ABC'y DEF.

Ejemplo 7. Sea ABC' un tridngulo con gravicentro G. Demostrar que el tridngulo
pedal® de G tiene lados proporcionales a a - mg, b-mp y ¢ - me.

Solucién. Sean « = LZBAC'y D, E, F los pies de las perpendiculares desde G a BC,
CA 'y AB, respectivamente. Por la ley de senos en el tridngulo AF'F, tenemos que
% = 2r, donde r es el radio de la circunferencia circunscrita a dicho tridngulo.

Notemos que como AFGFE tiene /GFA = ZAEG = 90°, entonces es ciclico y su

6Si ABC es un tridngulo y P es un punto del plano de ABC, el tridngulo pedal de P es el tridngulo
cuyos vértices son los pies de las perpendiculares desde P hacia los lados del tridngulo ABC'.
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circunferencia circunscrita tiene didmetro AG. Como G corta a las medianas en razén
2al, AG = %ma. Con esto tenemos que

FE
=2r=AG = -m,

sen o 3
Luego, F'E = 72'““30"’”“.
Por otro lado, por la ley de senos en el tridngulo ABC, +— = 2R, donde R es el
radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC. Entonces, sena = 55y

. ., . 2-amg __ "

sustituyendo esto en la ecuacién previa, tenemos que F'E = =555 = S,

De manera andloga se llega a que F'D = b;’};b y DE = S,

Asi, el tridangulo pedal de G tiene lados proporcionales a a - mg, b - mp y ¢ - me.

Ejercicios

1) Sean Py Q@ tales que PG = GQ, donde G es el centroide de ABC'. Demuestra
que AP?2 + BP? + CP? = AQ? + BQ? + CQ>.

2) Si N es el punto medio de la mediana AA’ del tridngulo ABC'y BN interseca a
CAen M, muestra que AM = $AC.

3) Si A’, B’ y C’ son los puntos medios de los lados BC, CA 'y AB del tridngulo
ABC, muestra que el centroide del tridngulo A’ B’C’ coincide con el del tridngulo
ABC.

4) Demuestra que la longitud m, de la mediana AA’ de un tridngulo ABC' cumple
que ma > W‘

5) La longitud m, de la mediana AA’ de un tridngulo ABC cumple que m, > %BC.
Muestra que ZBAC < 90°.

6) Si AA’ esuna mediana del tridngulo ABC'y si AB < AC, demuestraque /ZBAA" >
ZA'AC.

7) Demuestra que los centroides de los cuatro tridngulos determinados por los vértices
de un cuadrilétero, al tomarse de tres en tres, forman un cuadrildtero semejante al
cuadrilatero dado.

8) Demuestra que los tres segmentos que unen puntos medios de aristas opuestas de
un tetraedro, son concurrentes.

9) Sean L, M y N los pies de las perpendiculares desde el centroide del tridngulo
3.2 2 2
ABC alos lados BC, CAy AB. Demuestra que (LM N) = 2ABC) (o +b7+c)

9a2b2c?

10) Para cada punto M del plano del tridgngulo ABC, sea E(M) = M A? + MB? +
MC?. Muestra que E(M ) alcanza un minimo en el centroide M = G del tridngulo
ABC'y expresa E(G) en términos de los lados del tridngulo ABC.
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11) Si G, H,O, I son el centroide, ortocentro, circuncentro e incentro de un tridngulo
ABC, respectivamente, demuestra que este es equilatero si alguna de las siguientes
igualdades es cierta:

(aG=H. (b)G=0. e G=1.

12) (Hungria, 1997). Sean R el circunradio, H el ortocentro y G el centroide de un
trigngulo ABC. Sea F el punto medio de GH. Muestra que AF?+ BF?+CF? =
3R2.

13) (En qué punto P del plano, donde se encuentra el tridngulo ABC, se tiene que la
suma, AP? + BP? + CP2, es minima?

14) Sean a, by c son las longitudes de los lados de un tridngulo y sean mg, mp y m. las
longitudes de las medianas y R el circunradio. Muestra que
() S 4 ey el < j9R,

(b) mg(bc — a?) + mp(ca — b?) + me(ab — ) > 0.

15) (a) Encuentra el lugar geométrico del centroide GG cuando A recorre el circuncirculo
del tridngulo ABC.

(b) Encuentra el lugar geométrico del centroide de un tridngulo ABC, cuando
A, B, C se mueven sobre una misma circunferencia.

(c) Encuentra el lugar geométrico del ortocentro de un tridngulo ABC, cuando
A, B, C' se mueven sobre una misma circunferencia.

16) Las medianas de un tridngulo ABC, dividen a este en seis tridngulos. Muestra que
los centroides de los seis tridngulos forman un hexdgono de lados paralelos a los
lados del tridngulo ABC.

Bibliografia

1) R. Bulajich Manfrino, J. A. Gémez Ortega. Geometria. Cuadernos de Olimpiadas
de Matematicas, Instituto de Matematicas, UNAM, 2004.

2) H.S.M. Coxeter, S. L. Greitzer. Geometry Revisited. The Mathematical Association
of America, 1967.



Problemas de practica

A continuacion presentamos los problemas de los exdmenes de invitacién a la OMM
del afio 2019. Los problemas del 1 al 12 conformaron la versiéon A del examen; los
problemas del 13 al 21 formaron parte de la versién B del examen (junto con algunos
problemas de la versién A) y los problemas del 22 al 28 formaron parte de la version
C del examen (junto con algunos problemas de las versiones A y B).

Problema 1. ;Cuadl es la pieza que completa el cuadrado?

(a) . (b) . (©) (d) - (e) .

Problema 2. Cada cuadrado de la siguiente figura tiene drea 1 cm?. ;Cudl es el perime-
tro de la figura?

(a) 15 cm (b) 30 cm (c) 32 cm (d) 42 cm (e) 60 cm
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Problema 3. La figura muestra una tabla de sumas (de nimeros que estdn arriba de
la tabla con nimeros a la izquierda). A la tabla se le cay6 tinta encima. ;Qué nimero
debe ir en lugar de la estrella?

(a) 10 (b) 11 (c) 12 (d) 13 e) 15

Problema 4. ;Cudntos valores diferentes puede tener el digito de las unidades del
numero que resulta de multiplicar dos nimeros enteros consecutivos?

(a1 (b) 2 ©3 (d)4 (e)b

Problema 5. En una escuela de verano, 7 nifios comen helado cada dia, 9 nifios comen
helado un dia si y uno no. Los demds nifios no comen helado. Ayer, 13 nifios comieron
helado. ;Cudntos nifios comeran helado hoy?

(a)7 (b) 8 ©9 (d) 10 (e) No se puede determinar

Problema 6. ;Cudl es la suma de los digitos del producto 111...11 x1001?
2019

(a) 2019 (b) 2020 (c) 2021 (d) 4038 (e) 6057

Problema 7. El cuadrado ABC'D es de lado 4 cm y los puntos K, L, M y N son los
puntos medios de los lados. ;Cuadl es el valor del drea de la estrella sombreada?

A N D
K M
B L ¢
(a) 2 cm? (b) 3 cm? (c) 4 cm? (d) 5 cm? (e) 6 cm?

Problema 8. La suma de los puntos en caras opuestas de un dado siempre es 7. El
dado que se muestra en la figura gira sobre el camino de cuadros hasta llegar al cuadro
sombreado. Al principio su cara superior muestra 3 puntos. ;Cudntos puntos muestra
la cara superior al final?
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Ay
(a) 2 b3 (©4 @5 (e) 6

Problema 9. A la fiesta de Pablo, cada persona invitada que llegaba saludaba a Pablo
y a las personas que ya estaban en la fiesta, solamente hubo una persona que cuando
llegd no saludo a los que ya estaban (tampoco a Pablo), pero si lo saludaron los invita-
dos que llegaron después de €l. En la fiesta se contaron 48 saludos. ; Cudntos invitados
asistieron a la fiesta de Pablo y en qué lugar llegé la persona que no saludé al entrar?

(a) 11, 8° (b) 11, 7° () 10, 9° (d) 10, 8° (e) 10, 7°
Problema 10. ;Cuéntas parejas de nimeros enteros (m, n) satisfacen la ecuacién mn =
m +n?

(@0 (b) 1 (©2 (@3 (e)4

Problema 11. En la siguiente figura, se cumple que ZM AN = 45°, BA = BNy
CA = CM. ;Cuénto mide el dangulo ZBAC?

A

B M N C
(a) 55° (b) 60° (c) 75° (d) 90° (e) 108°

Problema 12. ;Cudl es la mdxima suma de todos los niimeros que pueden colocarse
en los cuadritos de una cuadricula de 5 x 5, si solo pueden escribirse nimeros 0 y
nimeros 1 y ademds debe cumplirse la siguiente condicién: En cada cuadrado de 2 x 2
de la cuadricula debe haber exactamente 3 niimeros iguales? (En la siguiente figura se da
un ejemplo en el que la condicién se cumple y la suma es 12).

O[1f{ofo]|1
111({1]0]0
0j1]10(0f1
0]10]0([1(1
110|1(1{0
(a) 22 (b) 21 (©) 20 ) 19 (e) 18

Problema 13. Usando la menor cantidad posible de pinzas, el Sr. Rodriguez quiere
tender las toallas que lavd. Para 3 toallas necesita 4 pinzas, como se muestra en la
figura.
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(Cudntas pinzas necesita para tender 9 toallas?
(@9 (b) 10 (c)12 (d) 16 (e) 18

Problema 14. Raquel sumé algunos niimeros y obtuvo 1234, pero se equivocé y sumé
201 en lugar de 102. ;Cual es el resultado correcto?

(a) 893 (b) 995 (c) 1103 (d) 1105 (e) 1135

Problema 15. Las siguientes tres figuras se formaron con 3, 7'y 12 cerillos, respectiva-
mente. ;,Cudntos cerillos se necesitan agregar a la novena figura para formar la décima?

1
T 71
it TRl T0in

()9 (b) 10 (©) 11 (d) 12 e) 13

Problema 16. En la siguiente figura todos los tridngulos son equilateros. Si el tridngulo
mayor tiene drea 16 m?, ;cudl es el drea del tridngulo sombreado?

(a) 1 m? (b) 2 m? (c) 3m? (d) 4 m? (e) 6 m?
Problema 17. ;Cuéntos ceros deberd tener el nimero 100...01 para que el nimero
(111111) x (100...01), sea un ndmero con puros digitos iguales a 1?

Por ejemplo, 101 no sirve ya que (111111) x (101) = 1122211.

()3 (b) 4 ©)5 (d) 6 (e) Mis de 6

Problema 18. La figura muestra un sélido formado por 6 caras triangulares.
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N

En cada vértice hay un nimero. Para cada cara, consideramos la suma de los tres vérti-
ces de esa cara. Si todas las sumas son iguales y dos de los nimeros son 1y 5 como se
muestra, /cudl es la suma de los 5 nimeros que hay en los vértices?

()9 (b) 12 (©) 17 (d) 18 (e) 24

Problema 19. ;Cuantos niimeros hay de la forma m? + n?, con m y n enteros positi-
vos, que sean multiplos de 3 y menores que 100?

(a)2 )3 (c)4 (d)6 (e)8

Problema 20. ;Cudntos enteros positivos de tres digitos cumplen que el digito de las
unidades divide al nimero formado con los digitos de las centenas y de las decenas?
Por ejemplo, uno de tales nimeros es 213 ya que 3 divide a 21.

(a) 40 (b) 98 (c) 180 (d) 254 (e) 320

Problema 21. Considera PQ)R.S un rectangulo, donde 7" el punto medio de RS satis-

face que QT es perpendicular a la diagonal PR. ;Cudl es el valor de g—g?

OF b) (© 2 ) 75 © 3

Problema 22. El coche ird por el camino blanco hasta la casa sin pasar dos veces por
el mismo punto. ;Cudntas veces dard vuelta a la izquierda?
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%

;ifg ’

(o= e
MJ

(a) 1 (b) 2 ©3 (d) 4 )5

Problema 23. La siguiente figura se formé con dos cuadrados, uno de lado 5 cm y
otro de lado 4 cm. Ademds, un vértice del cuadrado grande coincide con el centro de
cuadrado pequefio. ;Cudl es el drea de la regién sombreada?

(a) 41 cm? (b) 40 cm? (c) 37 cm? (d) 36 cm? (e) 29 cm?
Problema 24. Un bloque de 16 cubos estd formado por 4 piezas de 4 cubos cada una:

Una negra, una gris oscuro, una gris claro y una blanca, como se ve en la figura. ;Qué
forma tiene la pieza blanca?

() (b) % (© (d) (e)

Problema 25. Emilio y su mama tienen edades que usan los mismos dos digitos. Si la
diferencia de edades es 27 afios y Emilio es menor de edad, jcudl es la edad de Emilio?

(a) 25 afios (b) 21 afios (c) 18 afios (d) 14 afios (e) 12 afios

Problema 26. En la figura, PQ RS es un cuadrado y M es el punto medio de PQ).
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P M Q
Si el area del cuadrado es k veces el drea sombreada, ;cual es el valor de £?
(a) 6 (b)8 (c) 10 (d) 12 (e) 16

Problema 27. Considera todos los nimeros de tres digitos que usan solamente las ci-
fras 2, 3 y 4, sin repetir alguna de ellas. ;Cudl es el promedio de tales nimeros?

(a) 324 (b) 333 (c) 342 (d) 444 (e) 666

Problema 28. Sean a y b nimeros reales distintos de cero tales que (a+1)(b—1) = —1.
(Cudl es el valor de § + g — ab?

(@) =2 (b) —3 (©0 @ 3 (e)2



Soluciones a los problemas de
practica

Solucion del problema 1. La respuesta es (b).

Solucién del problema 2. La respuesta es (c). La longitud del lado de cada cuadrado
es 1 cm. Lados izquierdos de cuadrados hay 1 + 1 + 2 4 3 4+ 4 = 11, lados superiores
de cuadrados hay 5, lados derechos hay 1 4+ 2 + 3 + 5 = 11 y lados inferiores hay 5.
Luego, el perimetro de la figuraes 11 + 5+ 11 + 5 = 32 cm.

Solucion del problema 3. La respuesta es (e). Para obtener 10 (abajo a la derecha), lo
que hay que sumar a 2 es 8. De esta manera vemos que lo que va en la estrella es 15,
pues es el resultado de sumar 8 a 7.

Solucién del problema 4. La respuesta es (c). El digito de las unidades del producto de
dos enteros consecutivos, solamente depende del digito de las unidades de los nimeros
enteros que se multiplican. Como 0 x 1 = 0,1 x2 =2,2x3 =6,3 x4 = 12,
4x5=20,5x6=30,6x7=42,7x8=>56y8x 9 ="72,solo son posibles 0, 2
y 6.

Solucién del problema 5. La respuesta es (d). Como ayer 13 nifios comieron helado y
7 nifios siempre lo comen, entonces hubo 6 que comieron helado de los que solo comen
un dia si y otro no. A los otros 3 les toca hoy, asi que en total hoy comeran helado 10
nifos.
Solucién del problema 6. La respuesta es (d). Tenemos que
111-.-11 x1001 = 111---11 x1000+ 111---11 = 111---11000 + 111---11
N—— —— —_— N——
2019 2019 2019 2019 2019

=111222..-22111.
| —
2016
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Entonces, la suma de los digitos del producto 111 ...11 x1001 es 2016 x 246 = 4038.
2019

Solucién del problema 7. La respuesta es (c). El drea de cada tridngulo rectdngulo es
QQA =1 cm?. Luego, la estrella sombreada tiene drea 4 cm?.

Solucién del problema 8. La respuesta es (e). Los niimeros sucesivos en la cara supe-
rior son: 3, 6, 4, 5, 3, 1, 4 y, finalmente, 6.

Solucién del problema 9. La respuesta es (e). Si todos saludan, la primera persona al
llegar saluda a Pablo, la segunda saluda a dos, la tercera a tres, etcétera. Los nimeros
desaludosson: 1,1+2,1+243,...;estoes, 1,3,6,10, 15,21, 28, 36,45, 55, 66, . . .
Como hubo 48 saludos, llegaron 10 o mds personas. Como 55 — 48 = 7, entonces
la séptima persona no saludé y asistieron 10. Observemos que si asisten mds de 10,
la diferencia del nimero de saludos (si saluda a todos) menos 48 es mayor o igual al
nimero de asistentes.

Solucién del problema 10. La respuesta es (c). La ecuacién es equivalente a la ecua-
ciotnmn—m —n+1=(m—1)(n—1) = 1 que tiene por solucionesa m = n = 2
ym=n=0.

Solucién del problema 11. La respuesta es (d). Si x = LBAM,y = ZNAC, tene-
mos, por ser isGsceles el tridngulo ABN, que /B = 180° —2(45° +xz) = 90° — 2z y
también por ser is6sceles el tridngulo AMC, que C' = 180° — 2(45° +y) = 90° — 2y.
Luego, por un lado tenemos que ZBAC = 45° 4+ = + y y, por otro lado, tenemos que
ZBAC = 180° — LA — /B = 2x + 2y. Igualando estas expresiones obtenemos que
x +y = 45°, de donde se sigue que LZBAC = 90°.

Solucién del problema 12. La respuesta es (b). Forzosamente en cada una de las sub-
cuadriculas de 2 x 2 de las esquinas, debe haber al menos un 0, asi que la maxima suma
es menor o igual que 21. En la siguiente figura vemos que si es posible lograr 21.

== ===
[l E=N Rl Rl R
el e Ll el
[l BN o Ranll o
e Ll el el

Solucién del problema 13. La respuesta es (b). Podemos pensar que primero ponemos
una pinza a la izquierda y, después, por cada toalla se agrega una pinza mds. Por lo
tanto, el Sr. Rodriguez necesita 1 + 9 = 10 pinzas.

Solucién del problema 14. La respuesta es (e). Como 201 — 102 = 99, el nuevo
resultado es 1234 — 99 = 1135.
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Solucién del problema 15. La respuesta es (d). Para pasar de una figura a la siguiente,
se necesitan agregar primero dos cerillos: Uno vertical en la orilla de la figura que se
agranday otro horizontal. Después se agregan tantos cerillos como la altura de la nueva
figura. En este caso, son necesarios en total 12 cerillos més.

Solucién del problema 16. La respuesta es (a). Basta observar que el tridngulo mayor
se puede dividir en 16 tridngulos congruentes al tridngulo sombreado, como se muestra
en la siguiente figura.

Por lo tanto, el drea del tridngulo sombreado es }—g =1m?

Solucién del problema 17. La respuesta es (c). Con 3 o 4 ceros no es posible ya que se
obtienen los nimeros 1111221111y 11111211111, respectivamente. Con 5 ceros si es
posible, ya que se obtiene el nimero 111111111111. Con 6 o0 més ceros no es posible,

ya que se obtienen nimeros de la forma 1111110...0111111.

Solucién del problema 18. La respuesta es (c). Dos caras comparten la arista que tiene
los vértices numerados con 1y 5, asi que los otros dos vértices de esas caras deben tener
el mismo nimero, digamos a. Ahora nos fijamos en el vértice inferior de la figura. Este
forma parte de tres tridngulos y los otros extremos de estos son a y 5, 0 a y a, de donde
tenemos que @ = 5y, de aqui, el vértice inferior tiene el mismo niimero que el superior
(es decir, 1). Lasumadetodoses 1 +5+5+5+1=17.

N

1

Solucién del problema 19. La respuesta es (c). Los cuadrados menores que 100 son
12,22, ...,92. Estos, al dividirse entre 3 dejan residuo 0 o 1 (de hecho, todo cuadrado
al dividirse entre 3 deja residuo 0 o 1). Luego, la suma de dos cuadrados es multiplo de
3 solamente si ambos nimeros son multiplos de 3. Por lo tanto, las tnicas soluciones
son 32 +32 =18,3% + 62 =45,32+92 =90y 62 + 62 = 72.
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Solucién del problema 20. La respuesta es (d). Para cada digito a (diferente de cero)
hay que contar cudntos nimeros de dos digitos son divisibles entre a. Para a = 1, hay
90 numeros, ya que el digito de las decenas no puede ser cero y todo entero es divisible
entre 1. Para @ = 2, hay 45 niimeros que son los multiplos de 2. Si ¢ = 3, hay 30
muiltiplos de 3. Si a = 4, hay 22. Si a = 5, hay 18. Si @ = 6, hay 15. Sia = 7, hay 13.
Sia = 8, hay 11. Si a = 9, hay 10. En total hay 254 nimeros.

Solucién del problema 21. La respuesta es (d). Llamemos O a la interseccién de 7'Q)
y RP. Como los tridngulos OQR y RP(Q son rectdngulos, tenemos que ZT QR +
/ZPRQ = ZPRQ + ZRPQ = 90°, de donde LZTQR = ZRPQ. Por lo anterior,

como T'QRy PR(Q son tridngulos rectangulos, resultan ser tridngulos semejantes, as{

QR _ TR _ PQ : : QR\2 _ 1 QR _ 1
que 55 = o = 30%- 10 que implica que (35)" = 3, estoes, 55 = I

Solucién del problema 22. La respuesta es (c). Recorrerd el camino marcado. Se han
puesto circulos donde da vuelta a la izquierda.

Solucién del problema 23. La respuesta es (c). Las dreas de los cuadrados son 25 cm?
y 16 cm?. La parte comiin es un cuadrado de lado 2 cm. Luego, el drea de la regién
sombreada es 25 + 16 — 4 = 37 cm?.

Solucién del problema 24. La respuesta es (d). De la figura blanca que falta, se ven
dos cubos, los otros dos deben estar atrds y abajo junto a los dos cubos de la figura gris
oscuro.

Solucién del problema 25. La respuesta es (d). Si ab y ba son las edades de la Mama
y de Emilio, entonces 27 = ab — ba = (10a + b) — (10b + a) = (a — b)9, por lo que
a — b = 3. Luego, las edades posibles (Mamd, Emilio) son (96, 69), (85, 58), (74, 47),
(63,36), (52,25) y (41, 14). Como Emilio tiene menos de 18 afios por ser menor de
edad, €l tiene 14 afios.

Otra forma. Como Emilio es menor de edad, su edad solamente puede estar entre 11 y
18 afos, ahora sumando a cada uno de estos nimeros 27, se puede verificar que 14 es
el tinico nimero que cumple las condiciones.

Soluciéon del problema 26. La respuesta es (d). Sean O y L las intersecciones de la
diagonal PR con SQ y SM, respectivamente. Supongamos que el lado del cuadrado
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mide 2. Sia = (OLM)y b = (LPM), tenemos que,

OL a (SOM) 3§ 1
LP b (SPM) 1 2
S R
0
L
a
b
P M Q
Luego, 2a = b. Como a + b = (OPM) = 3, se tiene que a + 2a = 3, por lo que
a= % y, por lo tanto, el drea sombreada es % Ahora como k - % = 4, es inmediato que
k=12.

Solucién del problema 27. La respuesta es (b). Con los digitos 2, 3 y 4, solamente se
pueden formar seis nimeros: 234, 243, 324, 342,423, 432. Su promedio es

234 + 243 + 324 + 342 + 423 + 432
5 .

Para simplificar esta fraccidn, usaremos el truco de Gauss.

234 + 243 + 324 + 342 + 423 + 432
+ 4324423 4 342 4 324 + 243 + 234
666 + 666 + 666 + 666 + 666 + 666

Por lo tanto, el promedio es %(62666) = 333.
Solucién del problema 28. La respuesta es (e). La relacién (a + 1)(b— 1) = —1 es
equivalente a la relacién ab = a — b, por lo que

E—I—E—ab: a? + b? — (ab)? _ a?+b% — (a—b)? _ 2ab _o

b a ab ab ab



Problemas de Entrenamiento

Problemas de Entrenamiento.
Ano 2020 No. 1.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccion se escogerdn de entre
las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucidn, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. jTe invitamos a intentarlo!

Problema 1. ;Cuéntos nimeros de 9 digitos que son una permutacién de 123456789
son multiplos de 11?

Problema 2. Decimos que un entero n es perfecto si la suma de todos sus divisores
positivos (incluyendo a 1 y a n) es igual a 2n. Encuentra todos los enteros perfectos n
tales que n — 1 y n + 1 son primos.

Problema 3. Sea ABC'D un cuadrildtero convexo. Sean P y () las intersecciones de
ABcon CD yde AD con BC, respectivamente, y X, Y, Z los puntos medios de AC,
BDy PQ, respectivamente. Demuestra que X, Y, Z son colineales.

Problema 4. Encuentra todas las funciones f : ZT — Z™ tales que

2n + 2001 < f(f(n)) + f(n) < 2n + 2002,
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para todo entero positivo n, donde Z™ denota el conjunto de los enteros positivos.

Problema 5. Los enteros del 1 al 2014 estadn escritos en un pizarrén. Una operacion
vélida es borrar dos nimeros a y b que estdn escritos en el pizarrén y escribir en su lu-
gar mecm(a, b) y med(a, b). Muestra que después de cualquier cantidad de operaciones
vélidas, la suma de los nimeros escritos en el pizarrén es mayor que 2014 - *°%/2014!.

Problema 6. Para cada nimero entero m > 1, sea p(m) el menor divisor primo de m.
Si a y b son enteros mayores que 1 tales que a® + b = p(a) + (p(b))?, demuestra que
a=b.

Problema 7. Considera una regién poligonal regular de n lados (n > 3). Demuestra
que es posible dividir dicha region en n regiones poligonales de igual drea, de tal forma
que cada una de ellas tenga n lados. (Las regiones poligonales no son necesariamente
convexas).

Problema 8. Sean P;, P, Ps, ..., Pjy puntos en el espacio, algunos de ellos estdn
unidos por segmentos que no se intersecan. Un escarabajo que estd en el punto P; se
puede trasladar al punto P pasando por algunos de los segmentos. Demuestra que al
menos una de las siguientes dos condiciones es verdadera:

a) El escarabajo puede ir de P, a Pjy pasando como méaximo por dos puntos del con-
junto {PQ, Ps, ... ,Pg}.

b) Existen dos puntos P; y P, con 2 < i < j < 9, tales que cualquier camino del
escarabajo que une P; con P pasa por el punto P; o por el punto P;.

Problema 9. Demuestra que existen infinitas ternas (x,y, z) de nimeros reales que
satisfacen las ecuaciones 22 + y = y2 + z = 22 + x, tales que x, y, z son distintos dos
a dos.

Problema 10. En el congreso se forman 3 comisiones disjuntas de 100 congresistas
cada una. Cada pareja de congresistas se conocen o no se conocen entre si. Demuestra
que hay dos congresistas, de comisiones distintas, tales que la tercera comisién contiene
17 congresistas que conocen a ambos, o 17 congresistas que no conocen a ninguno de
ellos.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2019 No. 2.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 2, afio 2019. Aprovechamos para invitar a todos los lectores a
participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en los ndmeros
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posteriores de la revista. En esta ocasion, agradecemos a Guillermo Courtade Mora-
les, a Milton Adolfo Lozano Arroyo, a Adridn Jesus Pefia Reséndiz, a Yeison Emilio
Gomez Norefia y a Luis Francisco Medina Quintero por haber enviado sus soluciones.
Recuerda que en el siguiente nimero de la revista aparecerdn las soluciones de los pro-
blemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No. 3, afio 2019, por lo que atin tienes
tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Sea ABC un tridngulo acutdngulo isdsceles con AB = AC. Sea P el pie
de la altura desde B sobre AC. Se prolonga BP hasta intersecar a la circunferencia
circunscrita del tridngulo ABC' en D. Sea E un punto en la prolongacién de C'D por
D tal que el cuadrildtero APDE es ciclico. Sea M la interseccién de EP con BC.
Demuestra que M es el punto medio de BC'.

Solucién de Adrian Jesis Pefia Reséndiz. Como AB = AC, el tridngulo ABC es
isosceles. Sea ZACB = ZABC = a. Como D es el punto de interseccion de BP con

el circuncirculo del tridngulo ABC, tenemos que el cuadrildtero ABC'D es ciclico y
LADE = ZABC = «.

Por otro lado, al ser ciclico el cuadrilitero APDFE, tenemos también que ZADFE =
/ZAPE = ay ZMPC = ZAPE — « por ser angulos opuestos por el vértice. En
el tridngulo M PC tenemos que ZACB = /PCM = /MPC = «, de donde se
sigue que el tridngulo M PC' es is6sceles y de aqui que M P = MC. Ademas, al ser
BP altura, resulta que ZBPC —90°y /ZBPM = /BPC — ZMPC = 90° — a.
Finalmente, tenemos que

/PBC =180° — 4BPC — ZPCM =90° —a = ZBPM,
de donde se sigue que el tridngulo BPM es isoscelesy M B = M P = MC, esto es,
M es el punto medio de BC.

Este problema también fue resuelto por Guillermo Courtade Morales y Milton Adolfo
Lozano Arroyo.

Problema 2. Sea a, b, ¢, d una permutacion de los digitos de 2017 y sea

A = abedabed . . . abed
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un numero de 4n digitos.
Determina el menor entero positivo n para el cual existe un nimero A que sea divisible
entre todos los enteros del 1 al 12.

Solucién de Milton Adolfo Lozano Arroyo. Para que A sea divisible por todos los
enteros del 1 al 12, basta que sea divisible entre 5,7,8,9 y 11. Esta claro que para que
5dividaa A, ladnica posibilidad es d = 0. Ademads, como a+b+c+d = 14+74+2+0 =
1 (mod 9), serd necesario tener un miltiplo de 9 bloques abcd para que A sea divisible
por 9, segiin el criterio de divisibilidad por 9, esto es, n debe ser multiplo de 9. Si 8
divide a A, entonces el nimero formado por sus tltimos tres digitos debe ser divisible
por 8. Las posibilidades son 120 y 720, esto es, las posibilidades para el bloque abcd
son 7120y 1720. Ahora, para que A sea divisible por 11, el criterio de divisibilidad por
11 nos dice que la suma de sus digitos en posicién impar menos la suma de sus digitos
en posicién par, debe ser divisible por 11, esto es, n(a+ ¢) —n(b+ d) debe ser miltiplo
de 11. Como a + ¢ — b — d = —4 (si el bloque abcd es 1720) o 8 (si el bloque abed es
7120), se sigue que n(a + ¢ — b — d) = —4n 0 8n. Por lo tanto, n debe ser mdltiplo de
11y, como n es multiplo de 9, concluimos que n es multiplo de 99.

Por otro lado, observemos que el nimero m = 712071207120 es divisible entre 7. Por
lo tanto, el ndmero m + 102m + 10122 + - - - + 1012624y, también lo es. En total,
estamos repitiendo 33 veces el nimero m formado por 3 bloques abcd. Es decir, si
n = 99, A es multiplo de 7. Como ademds A es mdltiplo de 5,8,9 y 11, la respuesta
esn = 99.

Este problema también fue resuelto por Guillermo Courtade Morales.

Problema 3. ;Cudntas parejas (a,b) de ndmeros enteros consecutivos entre 1000 y
2000 tienen la propiedad de que en la suma a + b hay acarreo? Por ejemplo, en la suma
9 + 15 hay acarreo, pues al sumar las unidades se lleva un 1 a sumar con las decenas.

Solucién. Veamos que 1999 y su consecutivo no usan acarreo. Ademds, los nimeros
de la forma 1299 y sus consecutivos tampoco llevan acarreo si x = 0,1,2,3 o0 4. De
manera similar, los nimeros de la forma 1zy9 y sus consecutivos no llevan acarreo
si ambos z,y € {0,1,2,3,4}. Por dltimo, los nimeros de la forma lzyz y sus con-
secutivos tampoco llevan acarreo si todos x,y, z € {0,1,2,3,4}. Tenemos entonces
1+ 5+ 52 4+ 5% = 156 parejas que no llevan acarreo de las 1000 parejas posibles. Por
lo tanto, hay 1000 — 156 = 844 parejas donde si hay acarreo.

Problema 4. Calcula la suma de todos los nimeros reales x tales que

1

L Llle) )] +a) =2007 y {{{{o} + o))+ o) = 5o

donde x aparece 2017 veces en cada expresion.
(Nota: {z} = = — |z], donde |z | denota el mayor entero que es menor o igual que z).
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Solucién. Es facil demostrar por induccién en n que

Ll L) + 2] - | + 2] = nlz],

(o (o} o)} + o) = {na},

n

Luego, la primera condicién implica que 2017 | 2| = 2017, de donde || = 1y, por lo
tanto, z = 14 r con 0 < r < 1. La segunda condicién implica que {2017z} = 5.

Luego, 2017 + 2017r tiene parte fracionaria igual a ﬁ y, como 2017 es entero,
tenemos que {2017r} = ﬁ. Esto implica que 2017r = n + ﬁ con n un entero,
esto es, r = 57 + ﬁ. Como 0 < r < 1sesiguequen = 0,1,...,2016. Luego
rz=1+ ﬁ + 5917 con n variando entre 0, 1, ..., 2016. Por lo tanto, la suma de
estos numeros es
9017  2017-2016 1
2017 2 =3025+ ——.
+ 20172 + 2017 + 2017
Problema 5. Determina el nimero de funciones f : {1,2,...,9} — {1,2,...,9} que

satisfacen f(f(f(f(f(z))))) = x paracadazen {1,2,3,...,9}.

Solucién. Demostraremos que la funcién f es biyectiva. Sea y un elemento arbi-
trario del contradominio {1,2,...,9} de f. Es claro que f(z) = y, donde x =

F(f(f(f(y)))), esto es, f es suprayectiva. Supongamos ahora que f(a) = f(b). En-

tonces,
a= f(f(f(f(f(a)))) = FUf(f(f(f(?)))) = b,

lo que significa que f es inyectiva. Por lo tanto, f es biyectiva, esto es, f es una permu-
tacién del conjunto {1, 2, ..., 9}. Luego, f es producto de ciclos. Ademas, la condicién
del problema dice que todo elemento del conjunto {1, 2,...,9} tiene orden un divisor
de 5 en los ciclos. Como 5 es primo, esto nos dice que todo elemento tiene orden 1 o 5.
Si todos tienen orden 1 entonces f es la funcion identidad. Si hay elementos de orden
5 solo puede haber un ciclo (pues solo hay 9 elementos en el conjunto), entonces en
este caso hay (g) - 4! funciones. Luego, la respuestaes 9 -8 -7 -6 + 1 = 3025.

Problema 6. Sean a y b enteros positivos tales que |vab] = |\/a] - [v/b]. Demuestra
que por lo menos uno de los dos enteros debe ser un cuadrado.
(Nota: |z] denota el mayor entero que es menor o igual que x).

Solucién de Yeison Emilio Gomez Norefia. Razonemos por reduccién al absurdo,
suponiendo que ni a ni b son cuadrados. Entonces, existen enteros positivos m y n
tales que m? < a < (m+1)2yn? <b < (n+ 1) estoes,a = m? +ryy
b=n?+rydondel <r; <2m+1 y 1 < re < 2n+ 1. De lo anterior se sigue que
ab = m?n? + rom? + ryn? + riro. Luego, tenemos que ab > m?n? +m? +n? + 1.
Ademds, por la desigualdad MA-MG tenemos que m? + n? > 2mn. Por lo tanto,
ab > m?n?+m?2+n2+1>m?n?+2mn+1= (mn+1)2 estoes, Vab > mn+1,
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lo cual implica que |Vab| > mn + 1.

Por otra parte, tenemos que m < /a < m+1yn < v/b < n+ 1, lo que significa que
[Va] =my |Vb] = n.Ast, [Va] - |Vb] = mn. Luego | va] - [Vb] < [Vab).lo que
es un absurdo. Se concluye que por lo menos uno de los dos enteros es un cuadrado.
Este problema también fue resuelto por Guillermo Courtade Morales.

Problema 7. Sea Z™ el conjunto de los nimeros enteros positivos. Determina todas
las funciones f : Z+ — ZT tales que m? + f(n) divide a mf(m) + n para todos los
enteros positivos m y n.

Solucién de Guillermo Courtade Morales. Al evaluar la condicién del problema con
m = 2y n = 2, obtenemos que (4 + f(2))a = 2f(2) + 2, donde a es un entero.
Ademds, a # 2 ya que de lo contrario tendriamos que 2(4 + f(2)) = 2f(2) + 2, esto

es, 8 = 2, que es una contradiccion. Entonces podemos despejar, f(2) = 42“:a2, donde
2 — a # 0y, como debe ser un entero positivo, 42“:a2 > 0. Aqui hay dos posibilidades:

a) 2—a<0y4a—-2<0,estoes,a>2ya< %,quenoesposible.

b) 2—a>0yda—2>0,estoes, a <2ya > 3. Como el éinico entero entre 5 y 2
es 1, tenemos que a = 1, lo cual implica que f(2) = 2.

Ahora podemos hacer induccidn para probar que f(k) = k para todo k > 1, teniendo
como caso base k = 2. Entonces, param = k y n = k-1 obtenemos que a(k*+ f(k+
1) = kf(k) + k + 1, donde a es un entero y, por hipétesis de induccidn, f(k) = k, por
lo que ak? + f(k + 1)a = k> + k + 1, esto es, f(k + 1) = EFHhE1=ak® (4 1o puede
ser 0 yaque kf(k) + k& + 1> 0). Como f(k + 1) > 0, tenemos dos casos.

) a<O0yk?+k+1—ak? <O0,estoes,a<0ya>1+ 1+ 7%, loquenoes
posible pues k es positivo.

b)a>0yk?®+k+1—ak? > 0,estoes,a > 0ya < 1+ %5 Notemos que
k% > k + 1 cuando k > 155 pues
1 V56 1+

1 2
2 _ = _ - v
k k>1:><k 2) >5/4=k 5> 5 =k > 5

E

y, yaque k£ > 2, tenemos que k,:rzl < 1, lo cual implica que a < 2. Como el tinico

enteroentre 0y 2 es 1, se siguequea =1y f(k+1) =k + 1.

Con lo que termina nuestra induccién. Unicamente resta encontrar el valor de f(1).
Poniendo m = 2y n = 1 obtenemos que (f(1) + 4)a = 5 con a entero. Luego,
f(1) =222 > 0 (a # Opues 5 # 0). Elcaso a < 0y 5 — 4a < 0 no es posible,
porloquea > 0y 5 —4a > 0. De aqui que a < % y, por lo tanto, @ = 1, de donde
f(1) = 1. Concluimos entonces que f(n) = n para todo entero positivo n es la dnica
solucidn y es facil verificar que tal funcién cumple.

Solucién de Adrian Jesis Pefia Reséndiz. Primeramente, de m = 2y n = 2, tenemos
que 4+ f(2) divide a 2 (2)+2. Por otro lado, 4+ f (2) divide a 2(4+ £ (2)) = 8+2f(2).
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Luego, 4+ f(2) divide a la diferencia, es decir, 4+ f(2) divide a 6, de donde 4+ f (2) =
1,2,3 0 6. Como f(2) > 0, la dnica posibilidad es 4 + f(2) = 6, de donde f(2) = 2.
Ahora, de m = 2 tenemos que 4 + f(n) divide a 2f(2) + n, lo cual implica que
4 + f(n) divide a 4 + n y, por lo tanto, 4 + f(n) < 4 4+ n, esto es, f(n) < n.
Finalmente, de m = n tenemos que n? + f(n) divide a nf(n) + n, lo cual implica que
n? + f(n) < nf(n) +n,estoes, n(n —1) < f(n)(n — 1)y, por lo tanto, n < f(n)
para n > 1. Claramente, si n = 1, también se tiene que n < f(n). Entonces, para
todo entero positivo n tenemos que n < f(n) < n, esto es, f(n) = n y claramente
m? + f(n) = m? + n divide am? +n = mf(m) + n. Por lo tanto, la Gnica solucién
es f(n) = n para todo entero positivo n.

Este problema también fue resuelto por Milton Adolfo Lozano Arroyo.

Problema 8. El tridngulo ABC tiene longitudes de sus lados AB = 15 cm, BC = 18
cmy C'A = 20 cm. Considera las prolongaciones de los lados C' A (por A) y C'B (por
B) hasta D y F, respectivamente, tales que DA = AB = BE. Larecta AB interseca
el circuncirculo del tridngulo CDE en Py (). Determina la longitud de PQ.

Solucién de Luis Francisco Medina Quintero. Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que P estd mds cerca de A que de B. Sean QB = xzy AP = y. Por po-
tencia del punto B con respecto al circuncirculo del tridngulo CDE, tenemos que
EB-BC = QB - BP, esto es, 270 = 15(18) = x(AB + AP) = z(15 + y),
de donde se sigue que x = 1§Ty. Ahora, por potencia del punto A con respecto
al circuncirculo del tridngulo CDFE, tenemos que DA - AC = QA - AP, esto es,

300 = 15(20) = y(AB + QB) = y(15 + ).

E Q
B
15
P15 /4 2 ¢
Y
P

Luego, tenemos que

270
300 — <15 )
v\t 5y

esto es, y? + 13y — 300 = 0. Factorizando, obtenemos que (y — 12)(y + 25) = 0,
de donde la unica solucién positiva es y = 12. Por lo tanto, x = = 10. Asi,
concluimos que PQQ = QB + BA+ AP =10+ 15+ 12 = 37 cm.

Este problema también fue resuelto por Guillermo Courtade Morales, Adridn Jesus
Pefia Reséndiz y Milton Adolfo Lozano Arroyo.

15412
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Problema 9. Sea P(x) un polinomio con coeficientes enteros tal que P(0) + P(90) =
2018. Determina el valor minimo de | P(20) 4+ P(70)|.

Solucién. Primero notemos que el polinomio P(z) = x? — 3041 satisface la condicién
y |P(20) 4+ P(70)| = 782. Demostraremos que este es el minimo. Para ello demostra-
remos que 2800 divide a P(90) — P(20) — P(70) + P(0) para cada P. Esto nos dirfa
que P(20) + P(70) = 2018 (mod 2800), pero el dnico residuo que cumple esto en el
intervalo [—782, 782] es —782.

Basta mostrar que para todo entero no negativo n, 2800 divide a 90" — 70™ — 20" + 0"
(con la suposicién de que 0 = 1). Sea Q(n) = 90™ — 70™ — 20™ + 0™. Tenemos que
Q(0) =Q(1) =0,Q(2) = 2800y Q(3) = (92— 72 —23)10% = 378000 = 135-2800.
Para cadan > 4, notemos que 400 divide a 10* y que 90 = 70" + 20" (mod 7). Por
lo tanto, 2800 | Q(n) para todo entero no negativo n.

Este problema fue resuelto por Guillermo Courtade Morales.

Problema 10. Determina todas las parejas (a, b) de enteros positivos tales que a?°*7 +b
es multiplo de ab.

Solucién de Guillermo Courtade Morales. Notemos que si ab | a2°17+b, entonces en
particular a | b, luego b = ab; para algin entero positivo b;. Sustituyendo obtenemos
que ab; divide a a?°16 4 b;. De forma similar, obtenemos que a | b1, luego by =
abs para algin entero positivo bs. Continuando de esta forma, obtenemos que b =
a?917by0 17 para algiin entero positivo bog17. Sustituyendo obtenemos que abyg;7 divide
a bao17 + 1, lo cual implica que abap17 < bag17 + 1. Pero, si a > 3, entonces abag17 >
bop17 + 1. Luego,a =1o0a = 2.

Si a = 1, entonces bog17 divide a bog17 + 1, de donde bog17 = 1, 1o cual da la solucion
(1,1).

Si a = 2, entonces 2b divide a b + 22017, de donde b | 22017, luego b = 2* para algiin
entero k menor o igual que 2017. Sustituyendo una ultima vez se tiene que 2 divide a
1 4 22917k 1o cual solo puede pasar si & = 2017, de donde obtenemos la solucién
(27 22017).

Este problema también fue resuelto por Adridn Jesus Pefia Reséndiz.
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Del 14 al 17 de junio de 2019 se 1llevé a cabo el Concurso Nacional de 1a 3% Olimpiada
Mexicana de Matemdticas para Educacién Basica (OMMEB), en Oaxtepec, Morelos.
Participaron 270 estudiantes de primaria y secundaria, representando a 31 entidades
federativas del pais. La OMMERB estd compuesta por tres niveles:

a) Nivel I: Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria.

b) Nivel II: Estudiantes de sexto afio de primaria y de primer afio de secundaria.

c¢) Nivel III: Estudiantes de segundo afio de secundaria.

Cada delegacion participa con un equipo de 3 estudiantes para cada uno de los tres
niveles. Cada estudiante presenta dos exdmenes: uno individual y uno por equipos. Para
el Nivel I, la prueba individual consta de 15 problemas para resolver en 90 minutos.
Para los niveles II y III, la prueba individual consta de 15 problemas, separados en
Parte A y Parte B, para resolver en 120 minutos. La parte A consiste de 12 problemas
de respuesta cerrada que se califican como correcto o incorrecto. La parte B consiste
de 3 problemas de redaccién libre.

En los tres niveles, la prueba por equipos consiste de 8 problemas, a resolver en 70
minutos. Se entregan los primeros 6 problemas a cada equipo y tienen 10 minutos para
discutirlos sin poder escribir. Cada integrante debe resolver al menos un problema y
tienen 35 minutos de trabajo individual. Al terminar ese tiempo, el equipo se vuelve a
reunir para intentar resolver 2 problemas adicionales en 25 minutos més.

Los ganadores de medalla de oro y medalla de plata en cada categoria, integran la
preseleccion nacional, a partir de la cual se formarédn los equipos que representardn
a México en la Competencia Internacional de Matemdticas (IMC), a celebrarse en el
verano de 2020 en algin pais del sureste asidtico.

A continuacion, listamos los nombres de los alumnos que integran la preseleccién na-
cional, asf como los problemas y soluciones, de los Niveles I y III de la 3 OMMEB.
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Nombre Estado Medalla | Nivel
Rosa Victoria Cantt Rodriguez Ciudad de México | Oro II
Tiago Ian Vargas Rivera Yucatdn Oro II
Franco Giosef Alvarez Gonzilez Chiapas Oro II
Mateo Ivan Latapi Acosta Ciudad de México | Oro II
Valeria Yhelenna Oviedo Valle Morelos Oro II
Dayana Ximena Meza Arellano Zacatecas Oro II
Fernando Alvarez Ruiz Nuevo Leén Oro I
Rogelio Guerrero Reyes Aguascalientes Plata II
Daniel Flores Gémez Jalisco Plata I
Carlos Eduardo Seck Tuoh Cabrera Hidalgo Plata II
Luis Enrique Lépez Herndndez Hidalgo Plata I
Emilio Estrada Pérez Estado de México | Plata II
Bastian Alejandro Lépez Vasquez Oaxaca Plata II
José Carlos Velazco Escobar Sinaloa Plata II
Said Huizar Dorantes Guanajuato Plata II
Sebastidn Escalante Rubio Yucatin Plata I
Ever Juarez Quifiones Tlaxcala Plata 1I
Satl Nijera Avila Coahuila Plata II
Alejandra Mufoz Espin Morelos Plata I
Daniel Ramirez Kuhn San Luis Potos{ Plata II
Jacobo Yucatin Oro 1T
Luis Eduardo Martinez Aguirre Nuevo Leén Oro I
José Manuel Flores Absalon Ciudad de México | Oro 1T
Omar Farid Astudillo Marban Guerrero Oro III
David Garcia Maldonado Oaxaca Oro 1T
Carlos Fernando Amador Mtz. Quintero | Ciudad de México | Oro 111
Diego Caballero Ricaurte Ciudad de México | Oro 11
Cynthia Naely Lépez Estrada Guanajuato Plata I
Victor Manuel Bernal Ramirez Sinaloa Plata 1T
Alier Sanchez y Sanchez Quintana Roo Plata I
Karol Anette Lozano Gonzélez Tlaxcala Plata 1T
José Rafael Gutiérrez Sudrez Colima Plata III
Alejandro Oxymandias Cepeda Beltrdn | Estado de México | Plata 1T
Diego Ocaranza Nufez Jalisco Plata 11
Dariam Samuel Aguilar Garcia Baja California Plata I
Juan Braulio Olivares Rodriguez Guanajuato Plata 1T
Aylin Ximena Ocampo Vera Guerrero Plata I
Enrique Rabell Talamantes Querétaro Plata 1T
Valentina Acosta Bueno San Luis Potos{ Plata III
Andrea Escalona Contreras Morelos Plata 1T
Diana Andrea Gonzdlez Diaz Chiapas Plata I
José David Fragoso Aquino Tamaulipas Plata 1T

En la prueba por equipos en el Nivel II, el Estado de Chiapas obtuvo el primer lugar



34 32 OMMEB, Concurso Nacional 2019

(con 222 puntos), el Estado de Hidalgo obtuvo el segundo lugar (con 175 puntos) y el
Estado de Aguascalientes obtuvo el tercer lugar (con 170 puntos).

En la prueba por equipos en el Nivel III, el Estado de Yucatin obtuvo el primer lugar
(con 280 puntos), el Estado de Guanajuato obtuvo el segundo lugar (con 271 puntos) y
el Estado de Oaxaca obtuvo el tercer lugar (con 260 puntos).

Prueba Individual, Nivel II
Parte A

1) Cinco ciudades se comunican con un sistema de carreteras como se muestra en el
dibujo. ;Cudntos caminos diferentes puede seguir una persona que quiere ir de P a
T, siempre con direccién a la derecha?

2) Enuna dulcerfa hay una maquina expendedora de dulces que tiene dos botones y un
recipiente. Después de insertar una moneda puedes apretar un solo botdn, el botén
A deja caer 16 dulces en el recipiente y el botén B deja caer en el recipiente el 50 %
de los dulces que hay en el recipiente. Si el recipiente al inicio estd vacio, ;cudl es
la mayor cantidad de dulces que se pueden obtener con 5 monedas?

3) Los vértices de un tridngulo ABC' estdn en una circunferencia de manera que las
medidas de los arcos @, 1/36’ y @ son, respectivamente, x + 75°, 2z + 50° y
4z — 10°. Encuentra las medidas, en grados, de los dngulos internos del tridngulo
ABC. - P
Nota. El arco AB es el que no contiene al vértice C, andlogamente BC' y C'A, no
contienen a A'y B, respectivamente.

4) Benito comprd comida para sus 4 gatos, con la idea de que le alcanzara para 12 dias.
En el camino se encontr6 otros dos gatos que los llevé a su casa. ;Cudntos dias le
durard la comida ahora con los 6 gatos?

5) Encuentrala suma de los dos nimeros capictias mds cercanos a 2019. Recuerda que
un nimero capicda es aquel que sus digitos (cifras) se leen de la misma manera
de izquierda a derecha que de derecha a izquierda, por ejemplo 1221 y 212 son
capicuas.

6) Un padre y su hijo cumplen afios el mismo dia. En tres cumpleafios diferentes, la
razén entre sus edades fueron %, 3, 2. ;Cudl es la diferencia de edades entre el
padre y su hijo?
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7

8)

9)

10)

1)

12)

Eugenio tiene 4 borregos y una bascula que solo le permite pesar borregos en parejas
(esto es, de dos en dos). ;Cudl es la minima cantidad de veces que Eugenio debe
usar la bascula para conocer el peso de cada uno de sus borregos?

Cuatro amigos intercambian sus libros de olimpiada. Cada amigo tiene un libro
para regalar a otro amigo, y recibird un libro de un amigo diferente al que éI regald,
(es decir, dos amigos no se intercambian libros). ;De cudntas maneras se pueden
intercambiar los libros?

Sea K una circunferencia con didmetro AB y centro O. Sea C' un punto de X tal
que ZABC = 60°. Sea D un punto del arco CA (el de menor longitud) tal que
ZAOD = 30°. Si BC'y DO se intersecan en P, encuentra la razén del drea del
triangulo ADO entre el drea del tridngulo BPO.

Considera todos los nimeros que se obtienen de 74477447 al reordenar sus cifras,
[cudntos de estos nimeros son cuadrados perfectos?

Recuerda que un niimero es cuadrado perfecto si es el cuadrado de un entero. Por
ejemplo, 36 = 62 y 49 = 72 son cuadrados perfectos.

En una fiesta donde se baila en parejas chica-chico, se sabe que el 60 % de los chicos
estd bailando y el 80 % de las chicas estd bailando. ;Cudnta gente estd bailando si
en la fiesta hay exactamente 35 personas?

Sean ABC' un tridngulo con AB = BC, ZABC = 90° y M el punto medio
de AC. Se construye el tridngulo equildtero ADM tal que D y B estan en lados
opuestos con respecto a AC. ;Cuanto vale, en grados, el angulo ZBDM?

Parte B

Y

2)

En una bolsa hay 9 canicas, de las cuales al menos una de ellas es verde. Ademads,
cuando sacas cualesquiera 4 canicas hay al menos 2 que son del mismo color vy,
cuando sacas cualesquiera 5 de ellas, hay a lo mds 3 del mismo color. ;Cudntas
canicas verdes hay en la bolsa?

Sean C'; una circunferencia con centro en O y C'y una circunferencia que pasa por

OycortaaCien Ay B. Sea C un punto en C; (O 'y C del mismo lado respecto

de larecta AB)y D lainterseccion de BC con Cs. Muestre que el tridngulo ADC
C

es isosceles.
‘ A
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3) Ana escoge 4 nimeros de entre 1,2,3,4,5,6. Si Ana le dijera a Beto cudl es el
producto de los 4 nimeros que escogid, esta informacion no serfa suficiente para
que Beto pueda saber la paridad de la suma de los cuatro nimeros escogidos por
Ana. ;Cudl es el producto de los cuatro nimeros que eligié Ana?

Prueba por Equipos, Nivel 11

1) Un entero positivo de cuatro digitos es bidigital si su expresion decimal usa sola-
mente dos digitos y cada uno de ellos es usado dos veces. Por ejemplo, 2020 es
bidigital, mientras que 2222 y 2111 no lo son. ;Cudntos nimeros bidigitales hay?

.. 5z 4 )
2) Encuentra los enteros positivos z, para los cuales es una potencia de 2.

Z+

3) Un ndmero es chido si la suma de sus digitos entre el producto de sus digitos, sin

contar el 0, es % Por ejemplo, 2019 es chido porque la suma de sus digitos es
2+ 149 =12, el producto de sus digitoses 2 x 1 x 9 =18y % = 2 Encuentra

-3
el ndmero chido més cercano a 2019 (que sea distinto de 2019).

4) (De cudntas maneras diferentes se pueden colocar niimeros de entre 0, 1, 2, en cada
uno de los cuadritos de un tablero de 5 x 5, de manera que cada subtablero de 2 x 2
cumpla que la suma de los cuatro nimeros de sus cuadritos sea un mdltiplo de 3?

5) Sea ABC un tridngulo con AB = AC = 2 cmy BC = 3 cm. Considera la
circunferencia que pasa por los vértices A, B, C'y digamos que su centro es O. Se
trazan las tangentes a dicha circunferencia que pasan por A y por C, estas tangentes
se cortan en P. El segmento PO corta a BC' en (. Calcula, en cm, la longitud de

CQ.

6) (Cudl es el menor entero positivo que no es divisor comtn de alguna pareja de
enteros distintos de la lista 2,4, 6, ..., 2007

7) El primer término de una sucesién es 97. Cada término subsecuente es la suma del
digito de las decenas y el cuadrado del digito de las unidades del término anterior a
él. Por ejemplo, el segundo término es 9 + 72 = 58. Encuentra el término 2019 de
tal sucesion.
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8)

Sean ABC'D un cuadrado cuyo lado mide 2 cm, M el punto medio del lado BC'y
Z el centro del cuadrado. Encuentra, en cm, el radio de la circunferencia que pasa
por los puntos A, M y Z.

D

Prueba Individual, Nivel 111

Parte A

Y

2)

3)

4)

5)

Las caras de un dado tienen los ntimeros 1,2, 3,4,5,6. Lalo forma nimeros si-
guiendo tres pasos: Paso 1. Escoge tres caras y multiplica los tres nimeros de estas
caras; Paso 2. Encuentra el producto de los nimeros de las otras tres caras; Paso 3.
El niimero lo forma sumando los dos resultados anteriores. ;Cudl es el nimero mds
pequeiio que puede formar Lalo de esta manera?

Sea ABC'DE un pentdgono regular cuyos vértices estin en una misma circunfe-

renciay sean M y N los puntos medios de los arcos AB y BC. (Cuanto mide, en
grados, el angulo ZBM N?

En una bolsa tengo dos monedas de $1, tres monedas de $5 y cinco monedas de
$10. Si saco 5 monedas de la bolsa sin reemplazo (es decir, una vez que tomo una
moneda la dejo afuera) y todas las monedas tienen la misma probabilidad de ser
escogidas, ;cudl es la probabilidad de sacar por lo menos $40?

En un rectdngulo ABC D de 4rea 40 cm?, considera a E'y G, puntos en la diagonal
AC de manera que AE = 2cm, EG = 6 cmy GC' = 2 cm. Considera también
los puntos F'y H en la diagonal BD, de manera que BF = 2 cm, 'H = 6 cm
y HD = 2 cm. Se construye una estrella de 4 puntas APBQCRDS A, de manera
que P, @, Ry S son los puntos medios de los segmentos EF', FG, GH y HE,
respectivamente. ;Cudl es, en cm?, el drea de la estrella?

A B

C

D

En una fiesta donde se baila en parejas chica-chico, se sabe que el 60 % de los chicos
estd bailando y el 80 % de las chicas estd bailando. ;Cudnta gente estd bailando si
en la fiesta hay exactamente 35 personas?
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6) Rogelio pinta los vértices de un cubo de 8 colores distintos. ;{De cudntas formas se
pueden acomodar las letras de la palabra OAXTEPEC en los vértices del cubo de
tal manera que no haya 2 letras E unidas por una arista?

7) Considera todos los nimeros que se obtienen de 74477447 al reordenar sus cifras.
(cudntos de estos nimeros son cuadrados perfectos?
Recuerda que un niimero es cuadrado perfecto si es el cuadrado de un entero.

8) Encuentra, en cm?, el drea del rectdngulo sombreado ABC D de la siguiente figura,
si se conoce que la longitud del segmento BE es de 10 cm y la circunferencia es
tangente a los lados BC'y C'D del rectangulo.

D C
E

9) (Cuadl es la menor cantidad de sumandos que se necesitan para escribir a 2019 como
suma de nimeros que sean cuadrados perfectos?

10) Para cada subconjunto de {1, 2, 3,4, 5}, acomoda los ndmeros en orden decreciente
(de mayor a menor) y realiza la suma con signos alternados. Por ejemplo, si tomas
al conjunto {5, 1, 2} su suma alternadaes 5 — 2 + 1 = 4. ;Cudnto vale la suma de

todas las sumas alternadas cuando consideras todos los subconjuntos?
11) Un padre y su hijo cumplen afios el mismo dia. En tres cumpleaiios diferentes, la
razon entre sus edades fueron %, %, % (Cudl es la diferencia de edades entre el

padre y su hijo?

12) Sean f(x) y g(z) dos polinomios de grado 2 y a, b, ¢, d nimeros reales tales que
f(a) = 500, f(b) = 100, f(c) = 1000, f(d) = 2015, g(a) = 1519, g(b) = 1919y
g(c) = 1019. ;Cuénto vale g(d)?

Parte B

1) Sean ABC'D un cuadrado cuyo lado mide 2 cm, M el punto medio del lado BC'y
Z el centro del cuadrado. Encuentra, en cm, el radio de la circunferencia que pasa
por los puntos A, M y Z.

A D
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2) Un niimero natural es una quinta potencia si es de la forma k® para algtin nimero
natural k. Demuestra que si dos nimeros naturales n y m son tales que n? - m3

-m° es
una quinta potencia, entonces el niimero n® - m? también es una quinta potencia.

3) Hay 15 cajas, acomodadas en un arreglo rectangular de 3 X 5, como se muestra en
el siguiente dibujo, ademads en cada caja hay 7 canicas.

[/ [ ][]
([ [ ] ]

Una tirada consiste en elegir dos cajas que compartan un lado y sacar 2 canicas,
una de cada una de las dos cajas elegidas. ;Cudl es el menor niimero de canicas que
puede quedar, cuando ya no sea posible realizar una tirada?

Prueba por Equipos, Nivel 111

1) Un tridngulo acutdngulo cumple que sus tres dngulos miden en grados un nimero
entero y la medida del dngulo mayor es seis veces la medida del 4ngulo menor.
Hallar las medidas, en grados, de los dngulos del tridngulo.

2) El primer término de una sucesién es 97. Cada término subsecuente es la suma del
digito de las decenas y el cuadrado del digito de las unidades del término anterior a
él. Por ejemplo, el segundo término es 9 + 72 = 58. Encuentra el término 2019 de
tal sucesion.

3) Carlos estaba jugando con los nimeros y los acomodé de la siguiente manera.

S Ot = W N
N O Ot e W NN
S O s W NN

1 1
1 2 2 1
1 2 3 3 2 1
1 2 3 4 4 3 2 1
1 2 3 4 5 5 4 3 2 1
Empez6 a formar caminos uniendo los niimeros 1-2-3-4-5-6-7 mediante segmentos
de rectas horizontales o verticales en ese orden y tocando solo una vez cada niimero.

Si continua asi, ;cudntos caminos pudo formar?
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4) Sean ABC un tridngulo con circuncirculo I', £, £, ¢35 las tangentes a ' en A, B 'y
C respectivamente. Denota por D la interseccion de /1 y £3 y por E la interseccién
de 5 y ¢3. Sean M el reflejado de D con respecto a larecta AC'y N el reflejado de
E con respecto a la recta BC'. Muestra que si M, N y C estan alineados, entonces
LACB = 90°.

5) En una carrera de atletismo, los corredores A, By C fueron los primeros en llegar a
la meta. Cuando A llegé a la meta, los corredores By C' se encontraban a 2 metros y
a 2.98 metros de A, respectivamente. Cuando llegé B a la meta el corredor C' estaba
a 1 metro de la meta. Suponga que cada una de las velocidades de los corredores
son constantes durante la carrera. ;De cudntos metros es la carrera?

6) Unatripleta Eliana consiste en tres niimeros enteros positivos distintos que cumplen
que la suma de dos de ellos es divisible entre el tercero de ellos. Encuentra el mayor
valor que puede tener la suma de los nimeros de una tripleta Eliana, teniendo la
restriccion de que el producto de sus elementos es a lo mas 2019.

7) La figura ABCD es un cuadrildtero. Las rectas AM, BM, CQ y D@ son bisec-
trices de los angulos interiores en los vértices A, B, C'y D, respectivamente y de
manera que M se encuentre en DC'. Sea P la interseccion de AM con D@ y sea R
la interseccion de BM con CQ.

D M

>/

Si el cuadrilatero PQ) RM es un rectangulo, encuentra el valor de

A

AB+CD
BC+DA"
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8)

Muestra que no importa cémo se acomoden todos los nimeros 1,2, ...,25 en los
cuadritos de un tablero de 5 x 5, siempre hay un subtablero de 2 x 2 que satisface
que los cuatro nimeros de este subtablero suman mas de 41.

Soluciones de la Prueba Individual, Nivel I1

Parte A

1y

2)

3)

4)

5)

6)

La respuesta es 5. Para ir de P a () hay solamente un camino. Para ir de P a R hay
dos caminos, uno directo desde P y otro pasando por (). Para ir de P a S hay tres
caminos, uno que pasa por () y dos que pasan por R. Finalmente, parairde P aT
hay cinco caminos, dos que pasan por R y tres que pasan por .S.

La respuesta es 108. Como al inicio el recipiente estd vacio, con la primera moneda
y apretando el botén A se tienen 16 dulces. Con la segunda moneda, se pueden
obtener otros 16 dulces o incrementar en 50 % los dulces que se tienen, pero como
el 50 % de 16 es 8, es mejor apretar el botén A. Ahora hay 32 dulces en el recipiente.
Con la tercera moneda podemos obtener 16 dulces o el 50 % de los 32 dulces que
es 16, luego en este caso da igual qué boton apretar, al final de este paso se tendrdn
48 dulces. Con la cuarta moneda, es mejor apretar el botén B ya que la mdquina
ahora arrojard 24 dulces que es el 50 % de los 48 que habia en el recipiente, ahora
se tienen 72. Con la quinta moneda de nuevo conviene apretar el botén B, que dardn
36 dulces, para tener finalmente 108 dulces.

La respuesta es ZC = 55°, LA = 60° y £ZB = 65°. Sabemos que ZC = %(:c +
75°), LA = (22 4+ 50°) y ZB = %(4x — 10°). También sabemos que la suma de
los dngulos internos de un tridngulo es 180°. Entonces, obtenemos la ecuacién

1 1 1
5(:0 +75°) + 5(2:0 +50°) + 5(4:17 —10°) = 180°,

cuya solucién es x = 35°. Con este valor obtenemos que las medidas de los dngulos
buscados son ZC' = 55°, LA =60°y LB = 65°.

La respuesta es 8. Sea C' la cantidad de comida que compré Benito. Cada uno de
los 4 gatos come en los 12 dias una cuarta parte de C'. Como son 12 dias, cada gato
come al dia la doceava parte de %, esto es, %. Como ahora tiene 6 gatos, estos
comerdn al dia 6% = %. Luego, la comida le durard 8 dfas.

Otra forma: Si Benito tuviera solamente un gato, la comida que compro le alcanzaria

para 48 dias. Como ahora tiene 6 gatos, le alcanzard para % = 8 dias.

La respuesta es 3993. Los dos capicuas anteriores a 2019 son 2002 y 1991; y los
dos posteriores son 2112 y 2222. Como 2019 — 1991 = 28 y 2112 — 2019 = 93,
tenemos que 2002 y 1991 son los dos capicias mds cercanos a 2019 y su suma es
2002 + 1991 = 3993.

La respuesta es 28. Sean p y h las edades del padre y el hijo, respectivamente.

Entonces, x = p — h es la diferencia que se desea encontrar. Tenemos que £ =
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7

8)

9)

h% = g, %, 2 en tres momentos diferentes. Luego, para distintas edades del hijo
tenemos que hil = %, esto es, 3z = 4hq; h% = %, esto es, 6 = Tha; y © = hs. De
esto, tenemos que z es miltiplo comin de 4 y 7. Por lo tanto, = € {28, 56,84, .. .}.
Para el caso x > 56, el padre tendria el doble de la edad del hijo en el tercer
momento, por lo que tendria 112 afios o mds, lo cual es imposible. Por lo tanto, la

unica diferencia razonable es de 28 afios.

La respuesta es 4. Veamos que usando la bdscula cuatro veces es posible saber
el peso de todos los borregos. Pesemos y llamemos a cada resultado como sigue:
z = Borrego 1y 2, y = Borrego 1 y 3, 2 = Borrego 1 y 4, w = Borrego 3 y 4.
Veamos ahora que Borrego 1 = (y + z — w)/2 y ya teniendo este dato, Borrego 2
= z—Borrego 1, Borrego 3 = y—Borrego 1 y Borrego 4 = z— Borrego 1. Ahora
bien, es imposible hacerlo con tres pesadas o menos, pues tendriamos un sistema de
ecuaciones lineales con 4 incdgnitas y tres 0 menos ecuaciones, lo cudl no siempre
tiene solucién tnica.

La respuesta es 6. Por las condiciones establecidas en el intercambio, tiene que
suceder que los cuatro amigos formen un solo ciclo al momento de darse los libros.
Luego, las maneras de acomodar a los cuatro amigos en un ciclo son 41! =3l =6.
Otra forma. Si A, B, C, D son los amigos, podemos hacer el siguiente 4rbol, donde
una flecha representa dar el libro del amigo donde sale la flecha al amigo donde
llega. Iniciamos con A que puede dar a cualquiera de los otros tres y, después, cada
uno de ellos solamente puede dar a los otros dos diferentes de A, el dltimo de ellos
deberd dar un libro a A.

La respuesta es % Sea M el punto medio del segmento PO. Como £/BPO =
/Z0BC — ZPOB = 60° — 30° = 30°, entonces el tridngulo BPO es is6sceles,
por lo que BM es perpendicular a PO. Luego, el tridngulo BOM es un tridngulo
rectdngulo con dngulos 30° — 60° — 90°, por lo que OM = @OB = ‘/7§R, donde
R es el radio de la circunferenca K. Luego, OP = V3R.

Se sabe que si dos tridngulos comparten un dngulo, entonces la razén de sus areas
es igual a la razén del producto de los lados adyacentes a los dngulos iguales. Esto

(AOD) _ 0A-OD _ _R-R . 1
€S, (BoP) = OP-OB — \/§R.R'P0r lo tanto, la razén buscada es 75
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10)

11)

12)

La respuesta es 0. El nimero 74477447 y cualquier otro nimero que resulte de
reordenar sus digitos, tiene suma de digitos iguala4 x 4 +4 x 7 = 16 + 28 = 44.
Como todo nimero es congruente con la suma de sus digitos médulo 3, el nimero
y los que resulten de reordenar sus digitos, son congruentes a 2 médulo 3, pues
44 = 2 (mod 3). Pero un cuadrado perfecto es congruente con 0 o 1, médulo 3. Por
lo tanto, no hay ningtn cuadrado perfecto que se pueda obtener de esta manera.

La respuesta es 24. Por cada 4 chicas que bailan, hay una chica que no baila vy,
por cada 3 chicos que bailan, hay 2 chicos que no bailan. Los niimeros posibles de
parejas que bailan son multiplos de 12. Para el primer multiplo de 12, tenemos 12
chicas que bailan y 3 que no bailan y 12 chicos que bailan y 8 que no bailan. En
este caso tenemos 12 chicas que bailan, 12 chicos que bailan y 11 personas que no
bailan, la suma de estos es 12 + 12 4+ 11 = 35, luego las personas que bailan son
24.

Otra forma. Sean a el nimero de chicos que estdn en la fiesta y b el nimero de
chicas que estdn en la fiesta. Tenemos que a + b = 35. Como el 60 % de los chicos
estdn bailando con el 80 % de las chicas, tenemos que %a = %b, porloqueb = %a.
Luego a + %a = 35, de donde @ = 20y b = 15. Por lo tanto, hay %20 + %15 =24
personas bailando.

La respuesta es 15°. Como el triangulo ADM es equilatero, tenemos que AM =
DM. Como M es punto medio de AC'y AM = DM, tenemos que DM = CM,
por lo que el tridngulo DM C es isésceles y ZDCM = 30°. Puesto que ZDCM =
30°y LDAC = 60°, resulta que ZADC = 90°, lo que significa que el cuadrildtero
ABCD esciclicoy ZADB = ZACB = 45°. Por lo tanto, /BDM = ZADM —
LADB = 60° — 45° = 15°.

Otra forma. Como ADM es un tridngulo equildtero, tenemos que AM = M D =
MC'. Luego, A, Dy C estan en la circunferencia de centro M y radio M A. Como
ABC es un tridangulo rectangulo y M es el punto medio de AC, resulta que M es el
centro de la circunferencia por A, B'y C. Luego, el cuadrilitero ABC'D es ciclico
y concluimos como en la primera solucién.

Parte B

Y

2)

Hay al menos una canica verde. Por la condicién de cuando se sacan 5 hay a lo més
3 del mismo color, no pueden haber mas de 3 del mismo color. Luego, hay otros
dos colores de canicas digamos blanco y rojo. No puede haber un cuarto color, ya
que si se sacan 4 canicas hay dos del mismo color. Luego, hay tres colores y a lo
mds hay 3 canicas de un color, pero como son 9 canicas, hay 3 de cada color, en
particular hay 3 canicas verdes.

Como ZAOB es un angulo central del angulo inscrito ZACB, si ZACB = 0, en-
tonces LZAOB = 20 = ZADB. Por otra parte, por ser dngulo externo del tridngulo
ACD, tenemos que ZADB = ZACD + ZDAC. Luego,

/LDAC = LZADB — ZACD =20 -6 =6.
Por lo tanto, ZACD = ZDAC = 0, por lo que el tridngulo ADC es isésceles.
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3)

Notemos primero que conocer el producto de los cuatro nimeros es equivalente a
conocer el producto de los otros dos nimeros. De los 15 productos que hay entre
dos de los seis nimeros, solamente hay dos nimeros, el 6 y el 12, que se logran con
dos diferentes parejas de niimeros: 1 X 6 =2 x3 =6y2x6 =3 x4 =12.En
el primer caso, la suma de los nimeros elegidos (que son 2,3,4,5 0 1,4,5,6) es
siempre par. En el segundo caso, la suma de los nimeros elegidos puede ser impar
opar(yaquel +3+4+5=13014+2+5+6 = 14), que es el caso en que Beto
no sabe la paridad. Asi que que el producto de los cuatro nimeros elegidos por Ana
esl x3x4xbobienl x 2 x 5 x 6, pero estos dos productos son iguales a 60.
Luego, el producto de los cuatro nimeros que eligié Ana es 60.

Soluciones de la Prueba por Equipos, Nivel 11

1y

2)

3)

4)

El primer digito del nimero debe ser diferente de cero, luego tal digito se puede
elegir de 9 maneras. Una vez elegido el primer digito, hay 3 lugares donde se puede
colocar al otro digito que sea igual al elegido. Los otros dos digitos que serdn iguales
entre si, se pueden elegir de 9 maneras, basta que sea un digito diferente al primer
digito elegido. Luego hay 9 x 3 x 9 = 243 nimeros bidigitales.

Otra forma. Si el digito 0 no se usa, hay (g) maneras de elegir los dos valores de

los digitos que usa el nimero y hay (3) maneras de acomodar estos digitos en el

nimero. Luego, hay (3) x (3) = 2 x 2 = 216 ndmeros bidigitales que no usan

2 2
al cero. Si usan al 0, el primer digito del nimero debe ser diferente de cero y hay 9
maneras de elegirlo y hay 3 lugares donde se puede colocar al segundo digito que
sea igual al primero; los otros dos digitos estdn obligados a ser 0. Luego, en este

caso hay 27 nimeros bidigitales. En total, hay 216 4 27 = 243 de tales niimeros.

Si la fraccion es un entero, el numerador debe ser par, por lo que z = 2k para algiin
k natural. Si la expresion 131]:?4 = 5:1‘;’2 es una potencia de 2, de nuevo k = 2m
par algin m natural. Entonces, serd suficiente encontrar los niimeros naturales m
para los cuales 10432 — 5 4 2T e5 una potencia de 2. Primero veremos para
cudles es entero. Debemos tener que 2m + 1 divide a 27, luego m € {0, 1,4, 13}.
Como 5 + 3y 5 + 27 son potencias de 2, las Unicas posibilidades son m = 4 o0 0,
por lo que z = 0 o 16, pero solamente z = 16 es positivo. Por lo tanto, la Gnica

solucién es z = 16.

Si queremos que la suma entre el producto de los digitos sea 2, entonces el producto
de los digitos debe ser 3k y la suma de estos 2k, por lo que entre los digitos debe
estar al menos un mdltiplo de 3 diferente de 0, esto es, un 3 un 6 o un 9 y, la suma
de los digitos debe ser par. Luego, los nimeros cercanos a 2019 que pueden cumplir
son 2006, 2013 y después de 2019 pueden ser 2026, 2033, . . .. Entonces, antes de
2019 el més cercano que es chido es el 2006 (pues % = %) y después de 2019 los
nimeros 2026 y 2033 no son nimeros chidos. Asi que el nimero chido méds cercano

a 2019 es 2006.

Un tablero de 2 x 2 donde la suma de sus nimeros es multiplo de 3 queda determi-
nado por tres nimeros del tablero. En efecto si a, b y ¢ son niimeros de entre 0, 1, 2,
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5)

6)

7)

8)

entonces a + b + ¢ es uno de los nimeros 0, 1, 2, 3,4, 5,6, y cada uno de ellos se
puede completar (de manera dnica) con 0, 2, 1,0, 2, 1, 0, respectivamente, para que
la suma de los cuatro sea multiplo de 3.

Luego el tablero de 5 x 5 quedard determinado por los niimeros que se coloquen en
la primera columna y en el primer renglén. Cada uno de estos 9 cuadritos puede ser
ocupado por cualquiera de los tres niimeros 0, 1,2, por lo que hay 3° maneras de
llenar el tablero.

Tenemos que PA = PC por ser tangentes y, OA = OC por ser radios. Entonces,
PO es mediatriz de AC, de donde AQ = QC. Luego, ZQAC = LACB =
ZABC, por lo que C' A es tangente a la circunferencia que pasa por los vértices del
triangulo ABQ. Luego, los triangulos isdsceles ABC'y QC'A son semejantes, por

cR _ AC _ AC? _ 4
lo que a6 = C—B.Porlo tanto, CQ = oo = 3

Sik <50y k es par, los nimeros k y 2k pertenecen a la lista y tienen como divisor
comun a k. Si £ < 50 y k es impar, los nimeros 2k y 4k pertenecen a la lista y
tienen como divisor comun a k. Luego, £ > 51. Como 51 - 4 > 200, se sigue que
no hay dos nimeros en la lista multiplos de 51. Por lo tanto, la respuesta es 51.

Los primeros términos de la sucesién son
97,58,69,87,57,54,21,3,9,81,9,81,...

A partir del noveno término se repiten de dos en dos el 9 y el 81. Como 2019 es
impar, concluimos que el término 2019 en la sucesién es el 9.

Si X es la interseccion del lado BC con la circunferencia por A, Z y M, tenemos
que A, Z, M y X son conciclicos. Como Z es el centro del cuadrado y M es el
punto medio de BC, resulta que ZZM X = 90°. Luego, ZX es un didmetro de la
circunferencia, por lo que ZX = 2R, donde R es el radio buscado.

Es facil ver que ZM = 1y que LAZM = 135°, por lo que LM XA = 45°.
Ademids, ZABX es recto, por lo que el tridngulo ABX es rectangulo isGsceles
con BX = AB = 2. Entonces, MX = MB + BX = 3y, por el teorema de
Pitdgoras en el tridngulo ZX M, tenemos que ZX? = ZM? + MX?, esto es,

_ _ : _ /10
(2R)? = 1% + 3% = 10, de donde se sigue que R = ¥°.

Soluciones de la Prueba Individual, Nivel I1I

Parte A

Y

La respuesta es 54. El nimero mds pequefio que se puede obtener es cuando se
acomodan de alguna de las siguientes formas:

6x5x1+4x3x2=>54,
6x4x1+5x3x2=054
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2) La respuesta es 18°. Si N es el punto medio del arco BC del circuncirculo del
tridngulo BM C, entonces M N es bisectriz del angulo ZBMC'y asi, ZBMN =
%ZBM C.

E D

Como BM AC es ciclico, tenemos que ZBMC = ZBAC'y, porlo tanto, /ZBM N =

%ZBAC. Como BA = BC, el triangulo BAC es isésceles, de modo que ZBAC =

180°—2ABC y, como ZABC = 108° (pues el pentdgono es regular), se sigue que

2
ZBAC = 802108 — 360y /BMN = L/BAC = 1 - 36° = 18°.

Otra forma: Sean O, Py @ los puntos medios de los arcos C/T), DE y ﬁ, respec-
tivamente, formando un decdgono regular AM BNCODPEQ). Entonces,

10 — 2) 4

=) =~ x180°.
10 x 180

/M BN = (dngulo de un decdgono regular) = 180° ( F

Como el tridngulo M BN es isésceles, resulta que

1 4
/BMN = - (180° — ZMBN) = 3 <180° ——-X 1800) = 18°.

5

N =

3) La respuesta es %. Hay (150) = 252 formas de sacar 5 monedas de la bolsa. Para

obtener al menos $40 hay tres posibilidades:

i) Sacar 5 monedas de $10.

ii) Sacar 4 monedas de $10 y cualquier otra moneda.

iii) Sacar 3 monedas de $10y 2 de $5.

Para el caso i), hay (7) = 1 manera; para el caso ii) hay (3) x (}) =5 x 5 =25

maneras y, para el caso iii), hay (g) X (52 = 10 x 3 = 30 maneras. Entonces, la

2
1¥25430 _ 56 _ 2

probabilidad de sacar al menos $40 es ~5z5= = 525 = &.

4) Es ficil ver que E'F es paralela a AB. Luego, (APB) = (AFB). Ahora, como
BF =2cmyBD =2+6+2= 10cm,tenemosque% = % = %,por
lo que (ABP) = (ABF) = £(ABD) = (ABCD) = 4 cm®. Andlogamente,
obtenemos que (BQC) = (CRD) = (DSA) = 4 cm?. Por lo tanto, el drea de la
estrellaes (ABCD) — (APB) — (BQC) — (CRD) — (DSA) =40—-4 x4 =24

cm?.
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5)
6)

7)
8)

9)

10)

1)
12)

Ver la solucidn del Problema 11 de la Prueba Individual del Nivel II.

La respuesta es 11520 formas. Primero vamos a acomodar las letras E. Como hay 8
vértices, hay 8 maneras de acomodar la primera letra E. Luego, estamos ocupando
ya 4 vértices (donde colocamos la primera E y los tres vértices que se unen a este
vértice por una arista), por lo que la segunda F la podemos acomodar de 4 maneras.
Entonces, hay 8 x 4 maneras de acomodar las letras £, pero como estas son iguales
dividimos 8 x 4 entre 2 para evitar repeticiones. El resto de las letras no tienen
restriccion, por lo que hay 6! maneras de acomodarlas. Por lo tanto, en total son
16 x 6! = 11520 maneras de acomodar las ocho letras.

Ver la solucion del Problema 10 de la Prueba Individual del Nivel II.

La respuesta es 50 cm?. Sean O el centro de la circunferencia y M el punto medio

de la cuerda BE. Como los tridngulos ABE y M BO son semejantes, tenemos que
AB _ MB

=5 = Bo Y. por lo tanto,
(ABCD)=AB x BC=ABXxBO=BExMB=10x5=50 cm?.

D C
E

La respuesta es 3. Note que 2019 es divisibe entre 3, pero no es divisible entre 9. La
suma de dos cuadrados a?+b? es un miltiplo de 3 solamente en el caso de que tanto
a como b sean multiplos de 3 (ya que el residuo al dividir entre 3 a un cuadrado es
0 o 1), pero entonces a? + b* es multiplo de 9. Luego 2019 no puede ser la suma
de dos cuadrados perfectos. Como 2019 = 52 + 252 + 372, la menor cantidad de
sumandos que se necesitan para escribir a 2019 como suma de cuadrados es 3.

La respuesta es 80. Los subconjuntos de {1, 2, 3,4,5} los dividimos en dos tipos,
los que tienen al ndmero 5 y los que no lo tienen. Hay una biyeccidn entre estos
dos tipos de conjuntos: A un conjunto A que tenga al 5, le asignamos el conjunto
A — {5}. Por ejemplo, si el conjunto es A = {5}, entonces A — {5} es el conjunto
vacio y la suma con signos alternados del conjunto vacio es 0). Conjuntos con el
5 hay 16 y las sumas alternadas de Ay A — {5}, cumplen que al sumarlas da 5.
Luego, la suma que nos piden es 16 x 5 = 80.

Ver la solucidn del Problema 6 de la Prueba Individual del Nivel II.

La respuesta es 4. Formemos el polinomio p(z) = f(z) + g(x) — 2019. Como
f(x) y g(x) son de grado 2, entonces el grado de p(x) es menor o igual que 2, pero
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p(a) = p(b) = p(c) = 0, por lo que el polinomio p(x) es el polinomio cero. Luego,
p(z) = f(z) + g(x) — 2019 = 0, por lo que g(x) = 2019 — f(x), de donde se
obtiene que g(d) = 2019 — f(d) = 2019 — 2015 = 4.

Parte B
1) Ver la solucién del Problema 8 de la Prueba por Equipos del Nivel II.

2) Escribimos n = p{*---p* ym = plfl - -pzk, donde p;,...,px son los primos
que aparecen en las factorizaciones de n y m y, ademads los exponentes a;, b; son
enteros no negativos. Como n? - m? es una quinta potencia, para cada i debemos de

tener que 2a; + 3b; = 0 (mod 5). De aqui que para cada ¢,
0 = ba; + 5b; = 2a; + 3b; + 3a; + 2b; = 3a; + 2b; (mod 5).
Por lo tanto, m? - n3 también es una quinta potencia.

3) Coloreamos las cajas como tablero de ajedrez, con las esquinas blancas. El niimero
de cajas blancas es 8 y el de negras es 7. Podemos pensar que las canicas heredan
el color de la caja. Luego hay 8 x 7 = 56 canicas blancas y 7 x 7 = 49 canicas
negras. En cada tirada se saca una canica de cada color. Luego, a 1o mds se pueden
hacer 49 tiradas, donde se sacan 49 canicas de cada color, por lo que quedan entre
las cajas blancas 7 canicas. Luego, el menor nimero de canicas que puede quedar
es mayor o igual a 7. Se puede tirar de la siguiente manera,

donde cada segmento representa la tirada donde se escogen las dos cajas sefialadas.
Asf se muestra que se sacan las canicas de todas las cajas salvo la de la caja de la
esquina inferior derecha, que tiene 7.

Soluciones de la Prueba por Equipos, Nivel 111

1) Sea ABC un triangulo acutdngulo. Podemos suponer que las medidas de sus dngu-
los cumplen que A < B < C. Entonces 64 = C' < 90°, pues ABC es acutangulo.
Luego, el valor mds grande de C es cuando 64 = C = 84, es decir, A = 8 — 14°,
Luego, B =180 — 14 — 84 = 82°.Si C' < 84 — 6 = 78°, entonces A < %8 =13°
y B > 180 — 78 — 13 = 89°, lo cual no es posible porque C' < 78° es el angulo
mas grande. Por lo tanto, los angulos del tridngulo ABC' miden 14°, 82° y 84°.

2) Ver la solucién del Problema 7 de la Prueba por Equipos del Nivel II.
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3)

4)

5)

6)

Para 1 < j < 13, sea a; la cantidad de formas de ir del j-ésimo 1 (de izquierda a
derecha) al nimero 7. Entonces, un camino que va del j-ésimo 1 al 7 (paral < 5 <
7) tiene que ir 7 — j veces a la derechay j — 1 veces hacia abajo (es fécil ver que
no puede ir hacia arriba ni hacia la izquierda por como son los caminos). Es decir,
en total debe hacer 6 movimientos. Esto se puede hacer de (jfl) maneras, esto €s,
a; = (jfl) para 1l < j < 7. Por la simetria de la figura, tenemos que a; = (136_j)
para 8 < j < 13. Luego, el nimero total de caminos que van de algtin 1 al 7 es

7 13
_ 6 6 __ o6 6 __ o7
a1+a2+~-~+a13—2(j_1)+Z(13_j>—2 +(26-1)=2"—1,

j=1 j=8
esto debido a la identidad Y77 (7;) =2"yaque (J) = 1.
Por lo tanto, el nimero total de caminos es 27 — 1 = 127.
Como M es el reflejado de D con respecto a la recta AC, tenemos que AC'y DM
son perpendiculares y CD = C'M. Por ser DAy DC las tangentes desde D a I,
tienen la misma longitud. De aqui, obtenemos que /M CA = ZACD = ZDAC
y, por lo tanto, las rectas AD y C'M son paralelas. Andlogamente, obtenemos que
las rectas CN y E B son paralelas.
Si C, M y N estan alineados, entonces AD y BE son paralelas. Pero como AD
y BE son tangentes a I', tenemos que AB es un didmetro de I y, por lo tanto,
LACB = 90°.

Supongamos que v, vp Y vco son las velocidades de los corredores A, By C,
respectivamente. Sean t4, tp y tco los tiempos en que tardan en llegar a la meta
(desde un punto inicial comun) los corredores A, B y C, respectivamente. Si d es
la distancia de la carrera, tenemos que

vata = vptp =d,

vpta =d — 2,
vota =d — 2.98,
’UctB =d-—1.
ta _ vpta _ d=2  ta _ vota _ d—2.98
Como & = T8 = o2y 4 = Jod = So20=, tenemos que

(d—2)(d—1)=(d—2.98)d,
de donde 0.02d — 2 = 0. Por lo tanto, d = 100 metros.

Observemos que la suma de dos nimeros de una tripleta Eliana es divisible entre
el otro si y solo si la suma de los tres nimeros es divisible entre cada uno de los
tres nimeros de la tripleta. Si llamamos 7 a la suma de los nimeros de la tripleta,
entonces debemos encontrar tres divisores de este nlimero cuya suma sea igual a n.
Ahora, si expresamos a esos divisores como fraccién de n, tenemos que encontrar
tres enteros positivos mayores o iguales a 2 de tal forma que sus reciprocos sumen
T(yaque, 2 + 3 +%=n= % + % + % = 1). Si el menor de ellos fuera mayor o
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7

8)

igual a 3, la suma de los tres seria a lo mds % + % + % < 1. Por lo tanto, el menor es
2y uno de los nimeros debe ser la mitad de n. Si el segundo menor fuera 4 o mayor,
la suma no podria ser 1 pues % + i + % < 1, por lo cual el segundo nimero debe
ser 3. Luego, el dltimo niimero debe ser 6. Ahora, el nimero n debe ser multiplo de
6. Luego, el producto de esos tres nimeros es 5 X 3 X ¢ = g—;. Como g—; debe de
ser menor o igual a 2019 y, como queremos maximizar n, tomando en cuenta que n

,q.e 3
debe de ser multiplo de 6, se observa que % =7 xT7x42=2058 > 2019y que

% = 36 x 36 = 1296 < 2019. Por lo tanto, la maxima suma posible es 36.

Notemos que ZQPM = 90° = LAPD. Sean « = L/PADy g = ZPDA.
Entonces, a + 8 = 90°. Ademds, ZM AB = /M AD = « por la bisectriz AM y
ZAMB = 90°, por lo que ZABM = 90° — a = = ZM BC por la bisectriz
BM.Como £DAB = 2ay LZABC = 20, tenemos que ZDAB+/ABC = 180°,
por lo que AD y BC son paralelas. Andlogamente, AB y DC' son paralelas. Por
lo tanto, el cuadrildtero ABC D es un paralelogramo y, AD = BC'y AB = CD.
También tenemos que /ZDPM = 90°y ZPDM = p, porlo que ZPMD = .
Luego, el tridngulo ADM es isésceles, de donde AD = DM. Andlogamente,
obtenemos que BC' = C'M, por lo que CD = 2AD. Por lo tanto,

AB+CD72CD72-(2AD)72
BC+DA 24D 24D 7

Notemos que cuando hacemos la suma de todos los subtableros de 2 x 2 (de los
cuales hay 16), los nimeros de las esquinas del tablero de 5 x 5 se cuentan una sola
vez (hay solamente un subtablero que lo cubre), los niimeros de los cuadritos de las
orillas que no son esquinas se cuentan dos veces (solamente hay dos subtableros
que lo cubren) y los nimeros de los otros cuadritos se cuentan cuatro veces (hay
cuatro subtableros que lo cubren). La suma S de los 16 subtableros de 2 x 2 es
mayor o igual a

(254+24+23+22) +2(21 +20+ -+ 10) + 4(9+8 +--- 4+ 1)
— 94 + 2(186) + 4(90)
= 666,

esto es, 666 < S.

Ahora, si en cada subtablero de 2 x 2 la suma de los nimeros de sus cuadritos es
menor o igual a 41, la suma de los nimeros de los 16 subtableros de 2 x 2 serd
menor o igual a 16 x 41 = 656, esto es S < 656, lo que es una contradiccién. Por
lo tanto, hay un subtablero de 2 x 2 cuyos nimeros suman mds de 41.



332 Olimpiada Mexicana de
Matematicas
Concurso Nacional

Del 10 al 15 de noviembre de 2019 se llevé a cabo en la Ciudad de México, el Concurso
Nacional de la 33 Olimpiada Mexicana de Matemdticas, con la participacién de 192
alumnos provenientes de todos los estados del pafs.

Los 17 alumnos ganadores del primer lugar (ordenados por estados) fueron:

Bryan Calderén Rivera (Chihuahua).

Mauricio Elias Navarrete Flores (Chihuahua).

Tomds Franciso Canti Rodriguez (Ciudad de México).
Leonardo Mikel Cervantes Mateos (Ciudad de México).
Ana Paula Jiménez Diaz (Ciudad de México).

Ana Illanes Martinez de la Vega (Ciudad de México).
Jestis Omar Sistos Barrén (Guanajuato).

Omar Farid Astudillo Marban (Guerrero).

José Alejandro Reyes Génzalez (Morelos).

Eric Ivan Hernandez Palacios (Nuevo Ledn).

Luis Eduardo Martinez Aguirre (Nuevo Le6n).

Pablo Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo Ledn).

Carlos Alberto Paez De la Cruz (Querétaro).

Alfredo Herndndez Estrada (San Luis Potosi).

Carlos Emilio Ramos Aguilar (Sinaloa).

Crisanto Salazar Verastica (Sinaloa).

Daniel Alejandro Ochoa Quintero (Tamaulipas).

Los 9 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
Caribe fueron:
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Rogelio Guerrero Reyes (Aguascalientes).

Dariam Samuel Aguilar Garcia (Baja California).

Alejandro Ozymandias Cepeda Beltran (Estado de México).
Omar Farid Astudillo Marban (Guerrero).

Eric Ransom Trevifio (Nuevo Ledn).

David Garcia Maldonado (Oaxaca).

Alier Sanchez y Sdnchez (Quintana Roo).

Victor Manuel Bernal Ramirez (Sinaloa).

Luis Angel Gabriel Jiménez Iturbide (Tabasco).

Las 8 alumnas preseleccionadas para la Olimpiada Europea Femenil de Matematicas
fueron:

Mirena Flores Valdez (Ciudad de México).

Ana Paula Jiménez Diaz (Ciudad de México).

Ana Illanes Martinez de la Vega (Ciudad de México).
Katia Garcia Orozco (Chihuahua).

Nathalia del Carmen Jasso Vera (Guanajuato).
Samantha Ruelas Valtierra (Querétaro).

Itzanami Berlanga Contreras (San Luis Potosi).
Karla Rebeca Munguia Romero (Sinaloa).

Aunque la participacién en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado los estados de la Reptblica apoyando a sus concursantes.
Con el propdsito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los estados que
obtuvieron los primeros 10 lugares en el Concurso Nacional de la 33 OMM.

1. Ciudad de México.
2. Nuevo Leén
3. Chihuahua.
3. Guanajuato.
5. Sinaloa.
6. Morelos.
7. Jalisco.
8. Querétaro.

9. San Luis Potosi.
10. Tlaxcala.

En esta ocasion, el premio a la Superacion Académica se llamé “Copa Ocachicualli”
y fue ganado por Baja California Sur. El segundo y tercer lugar de este premio lo
ocuparon Guerrero y Quintana Roo, respectivamente.

A continuacién presentamos los problemas y soluciones del 33 Concurso Nacional de
la OMM. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para
resolverlos.
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Problema 1. Un ndmero entero m > 1 es mexica si es de la forma n?("), donde n es
un entero positivo y d(n) es la cantidad de enteros positivos que dividen a n. Encuentra
todos los nimeros mexicas menores que 2019.
Nota. Los divisores de n incluyen a 1y a n; por ejemplo d(12) = 6, ya que 1, 2, 3, 4,
6 y 12 son todos los divisores positivos de 12.

(Problema sugerido por Cuauhtémoc Gémez Navarro).

Solucién de Emilio Toscano Oneto. Si 7 es un niimero primo, entonces n%(™ = n?,
Como /2019 < 45, entonces los niimeros de la forma n? con n primo menor que 45,
son mexicas.

Si n tiene tres divisores positivos, entonces n = p2 con p primo. Como n3 < 2019,
tenemos que n < 12. Por lo tanto, p2 < 12y solo cumplen el 4 y el 9. Por lo tanto, en
este caso 4% y 93 son mexicas.

Si n tiene tiene cuatro divisores positivos, entonces n = pg o n = p> con p y ¢ primos.
Como n* < 2019, tenemos que n < 6. Es facil ver que el Gnico nimero menor o igual
a 6 con cuatro divisores positivos, es el 6. Por lo tanto, en este caso 6% es mexica.

Si n tiene cinco divisores positivos, entonces n = p4 con p primo. Como n® < 2019,
tenemos que n < 4. Es facil ver que no hay ninglin nimero menor o igual que 4 con
cinco o mds divisores positivos. Por lo tanto, en este caso no hay nimeros mexicas.
Con esto solo falta el caso n = 1, el cual solo tiene un divisor positivo y claramente,
1! = 1. Por lo tanto, 1 es mexica.

Por lo tanto, los nimeros mexicas menores que 2019 son: 22, 32, 52, 72, 112, 132, 172,
192,232,292, 312, 372,412,432, 43,93, 6% y 1.

Problema 2. Sean H el ortocentro del triangulo acutangulo ABC'y M el punto medio
de AH.Larecta BH cortaa AC en D. Considera un punto ' de manera que BC sea
mediatriz del segmento DE. Los segmentos CM y AF se cortan en F. Muestra que
BF es perpendicular a CM.

(Problema sugerido por German Puga Castillo).

Solucién de Ricardo Balam EKk. Es fécil ver que E es la reflexién de D con respecto
a BC, solo asi puede pasar que BC' sea mediatriz de D E. Ahora, supongamos que X
es la reflexion de A con respecto a BC. Como C, D, A son colineales, tenemos que
C, E, X también lo son, porque solo es una simetria axial con respecto a la recta BC'.
Por lo tanto, BC' es mediatriz de DE y de AX, lo cual implica que CD = CE'y
CA = CX, de donde se sigue que ZCDE = ZCED y ZCAX = CXA. Pero por
la simetria tenemos que D F es perpendiculara BC'y que AX es perpendiculara BC'.
Luego, DE es paralelaa AX y ZCDE = ZCED = LCAX = ZCX A, por lo que
AX ED es un trapecio isésceles. Supongamos que sus diagonales AE'y DX se cortan
en K. Es conocido que los triangulos K ED, K AX son is6sceles porque AX ED es
un trapecio isésceles. Como KD = KE'y KA = KX, tenemos que K estd sobre la
mediatriz de DE que es BC'y, por lo tanto, X D, AE y BC concurren en K.

Como M es punto medio de AH y ZHDA es recto (porque BD es altura), tenemos
que M es el centro de la circunferencia que pasa por A, Dy H.Luego, MA =MD =
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M H y el tridngulo M AD es isésceles. Por lo tanto, sabemos que LM AD = /MDA,
pero LZMAD = /X AC'y como CA = C'X, entonces el tridngulo C AX es isOsceles.
De aquique /X AC = LZAXC,dedonde LM AD = /MDA =/XAC = LAXC.
En particular, como /MDA = ZAXC, entonces el cuadrilatero M X CD es ciclico,
lo cual implica que ZDXM = ZDCM.

X

Como AX DF es un trapecio isdsceles, tenemos que es ciclico, por lo que /DX A =
LDEApero/DEA=/DEFy/DXA=/DXM,dedonde /DXM = ZDEF.
Ademds, como ZDXM = /DCM = £ZDCF se sigue que /ZDEF = /DCF. Por
lo tanto, el cuadrilatero DC E'F es ciclico. Como F es la reflexién de D con respecto
a BC, es un hecho conocido que los tridngulos C DB y C EB son congruentes. Pero
como ZCDB = 90°, tenemos que ZCEB = 90°y DBEC es ciclico. Como DCEF
también es ciclico y comparte los puntos D, C'y F con DBEC, se sigue que los puntos
D, F, B, E,C son conciclicos ya que tres puntos determinan una tinica circunferencia.
Por lo tanto, C DF'B es ciclico, de donde ZCDB = ZCF B = 90°. Tenemos entonces
que C'F'y BF son perpendiculares, lo que nos permite concluir que CM y BF son
perpendiculares.

Problema 3. Sea n > 2 un numero entero. Considera 2n puntos alrededor de una
circunferencia. Cada vértice ha sido etiquetado con un entero del 1 al n, inclusive, y
cada uno de estos enteros ha sido usado exactamente 2 veces. Isabel divide los puntos
en n parejas y traza los n segmentos entre dichas parejas, con la condicién de que
estos no se intersecan. Luego, a cada segmento le asigna el nimero mayor entre las dos
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etiquetas €n sus extremos.

a) Muestra que, sin importar cdmo se hayan etiquetado los puntos, Isabel puede esco-
ger las parejas de tal forma que se usen exactamente [n/2] nimeros para etiquetar
a los segmentos.

b) (Pueden etiquetarse los puntos de tal forma que, sin importar cémo Isabel divida
los puntos en parejas, siempre se usen exactamente [n/2] nimeros para etiquetar
los segmentos?

Nota. Para cada niimero real x, [x] denota el menor entero mayor o igual que x. Por
ejemplo, [3.6] =4y [2] =2
(Problema sugerido por Victor Dominguez Silva).

Solucién de Ana Illanes Martinez de la Vega. a) Si n es par, entonces n = 2m y

[%] = m. Consideremos los puntos con etiqueta menor o igual a m como puntos ver-
des y los puntos con etiqueta mayor a m como rosas. Hay m enteros positivos menores
o iguales a m y m enteros positivos mayores a m y menores o iguales a 2m = n. En-
tonces, habrdn 2m = n puntos verdes y n puntos rosas. Procederemos por induccién
sobre m. El caso base es m = 1, n = 2m = 2, entonces las etiquetas con 1 pueden
estar adyacentes o estar separadas por las etiquetas 2. En cualquier caso, podemos en-
contrar dos segmentos que no se intersequen, cada uno con un extremo 1 y un extremo
2, es decir, Isabel puede escoger las parejas de manera que cada punto rosa quede con
uno verde y cada punto verde quede con uno rosa, de forma que no se intersequen los
segmentos. Ahora veamos el paso inductivo. Sabemos que se cumple lo deseado para
my queremos demostrarlo para m + 1. Consideremos la secuencia més larga de puntos
verdes consecutivos sobre la circunferencia, es decir, que entre cualesquiera 2 puntos
verdes de la secuencia no haya ningtin punto rosa. Los 2 puntos verdes de los extremos
los llamaremos A y B. Como elegimos la secuencia mds larga posible, los vecinos de A
y B que no estdn en la secuencia son rosas, entonces podemos unir a A con ese vecino.
Nos quedardn 2m + 2 — 2 = 2m puntos sin emparejar en la circunferencia, los cuales
por hipé6tesis de induccién, podemos emparejarlos rosa con verde de modo que no haya
intersecciones. Con lo que concluimos que para cualquier m podemos emparejar pun-
tos rosas con verdes de modo que los segmentos respectivos no se intersequen. Ahora,
notemos que cualquier etiqueta de un punto rosa es mayor que cualquier etiqueta de un
punto verde. Esto muestra que Isabel puede usar exactamente m etiquetas distintas.

Ahora, si n es impar, entonces n = 2m + 1y [%1 = m + 1. Procederemos de ma-
nera andloga al caso par. Los puntos verdes serdn los etiquetados con nimeros del 1
al m y los puntos rosas los etiquetados del m + 1 al 2m + 1. Tenemos entonces 2m
puntos verdes y 2(m + 1) puntos rosas. Procedemos nuevamente con induccién sobre
m. Para el caso base, es facil ver que Isabel puede elegir las parejas de manera que
cada punto verde quede con uno rosa y haya exactamente una pareja con ambos puntos
rosas. El paso inductivo es considerar la secuencia mds larga de puntos verdes, que
exhibe una pareja de adyacentes uno verde y otro rosa que puede tomar. Van a quedar
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2(m+ 1)+ 1—2 = 2m+ 1 puntos que cumplen las condiciones para poder aplicar-
les la hipétesis de induccién, con lo que concluimos la induccién. Al igual que en el
caso par, todos los puntos rosas son etiquetados con nimeros mayores que los puntos
verdes, por lo que cada nimero asignado a segmentos es mayor que m y menor que
2m + 1y, cada uno, aparece al menos una vez, por lo que se usan exactamente m + 1
numeros distintos, como se queria.

b) Si el nimero de puntos entre 2 puntos (excluyéndolos) es impar, entonces no se pue-
de escoger esa pareja de puntos, porque se tendria alguna interseccién de segmentos.
Volvemos a colorear los puntos, de rosa si tienen etiqueta mayor a 3 y de verde los de
etiqueta menor a 5 (iguales solo si n es par). Lo que buscamos es que entre cualesquie-
ra dos puntos verdes haya un nimero impar de puntos, para que un punto verde solo se
pueda unir a uno rosa. Llamamos A1, As, ..., Ay alos puntos verdesy By, Bo, ..., By
a los puntos rosas. Notemos que p > k, pues p = k o p = k + 2. Comenzamos a poner
los puntos en sentido horario, de manera intercalada: A, By, Az, Bo, ..., Ak, Br v,
al final, ponemos a B,,_1, B, en caso de que p = k + 2. Este acomodo cumple que
entre cualesquiera dos puntos verdes hay una cantidad impar de vértices, por lo que las
parejas verde con verde no son aceptadas, pues formarian intersecciones de segmentos.
Entonces, todo punto verde estd con uno rosay, en caso de que p = k2, habrd exacta-
mente una pareja rosa con rosa. En cualquier caso, es ficil verificar que los segmentos
usardn exactamente [ 7 | nimeros distintos sin importar la divisién que haga Isabel.

Problema 4. Una lista de enteros positivos es buena si el elemento maximo de la lista
aparece exactamente una vez. Una sublista es una lista formada por varios elemen-
tos consecutivos de la lista. Por ejemplo, en la lista 10, 34, 34, 22, 30, 22, la sublista
22,30, 22 es buena, mientras que la sublista 10, 34, 34,22 no es buena. Una lista es
muy buena si todas sus sublistas son buenas.
Encuentra el menor entero positivo k tal que es posible crear una lista muy buena con
2019 elementos, en la cual se usen exactamente k valores distintos.

(Problema sugerido por Gustavo Meza).

Solucién. Es claro que cualquier lista muy buena es buena, y que cualquier sublista de
una lista muy buena es a su vez muy buena. Denotamos por f(n) al minimo nimero
de valores distintos que puede contener una lista muy buena con n elementos.

Lema. Para todo entero positivon > 2, f(n) > 1+ f (PIT_W)

Demostracion. Consideremos al elemento maximo M de la lista, que por hipdtesis
aparece exactamente una vez en la lista. Al suprimir este elemento, obtenemos dos lis-
tas, una a la izquierda y una a la derecha (posiblemente alguna de ellas vacia). Estas
listas tienen en total n— 1 elementos, y por lo tanto alguna de ellas tiene al menos [ 251 ]
elementos. Esta sublista es muy buena, y por lo tanto debe usar al menos f ([#])
valores distintos. Ya que M es mayor que todos los elementos de esta sublista, conclui-

mos que la lista original tiene al menos 1 + f (["T_l]) valores distintos. o

Lema. Para todo entero positivon > 2, f(n) < 1+ f ([”7711)
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Demostracion. Consideremos una lista L muy buena de longitud PLT_W que use exac-
tamente f ([251]) valores distintos. Elegimos un entero M, mayor que todos los ele-
mentos de L, y creamos una nueva lista L’ colocando L en orden, luego M, y luego
otra copia de L. Si n es par, eliminamos el tltimo elemento de la segunda lista. Afir-
mamos que L’ es una lista muy buena. Como L' tiene n elementos y 1 + f (["T_l])
valores distintos, esto es suficiente para demostrar el lema. En efecto, si una sublista de
L’ contiene a M, entonces su mdximo es M, que por construccién aparece una dnica
vez en L', y por lo tanto aparece a lo mas una vez en cualquier sublista de L’. Si una
sublista de L’ no contiene a M, entonces es a su vez sublista de alguna de las copias
de L, y como L es muy buena se sigue que esta sublista es buena. Concluimos que L’

es muy buena. O

De los dos lemas obtenemos que f(n) = 1+ f (“T_W) Para terminar, observemos
que f(1) = 1, por lo cual

£(2019) =1+ f(1009) = 2+ f(504) = 3+ f(252)
=4+ f(126) =5+ f(63) = 6+ f(31)
=7+ f(15) =8+ f(7) =9+ f(3) =10+ f(1)
=11.

Problema 5. Sean a > b dos niimeros enteros positivos, primos relativos entre si.
En un camino recto, en el cual estd marcado cada centimetro n, para todo entero n,
un saltamontes hard algunos saltos comenzando en la marca de 0 cm y siguiendo las
siguientes reglas:

= Cuando cierto minuto sea multiplo de ¢ y no miltiplo de b, saltard a centimetros
hacia adelante.

= Cuando cierto minuto sea multiplo de b y no multiplo de a, saltard b centimetros
hacia atrés.

= Cuando cierto minuto sea multiplo de ¢ y multiplo de b, saltard a — b centimetros
hacia adelante.

= Cuando un minuto no es multiplo de a ni de b, el saltamontes no se mueve del
lugar en el que esta.

Determina todas las marcas a las que puede llegar el saltamontes.
(Problema sugerido por Manuel Alejandro Espinoza Garcfa).

Solucién de Jesis Liceaga Martinez. Veamos la posicion a la que se encuentra el
saltamontes en el minuto ¢. En este minuto, en total se habrd movido L%J veces hacia
adelante y [%J veces hacia atrds, pues cada uno de estos pisos representa todos los
multiplos de a y b menores o iguales a ¢ sin contar el 0, respectivamente. Nétese que
cuando hay un tiempo ¢’ en el que ab divide a ¢/, el movimiento equivale a moverse
una vez hacia adelante y luego sin que pase el tiempo, una vez hacia atrds, por lo que
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los pisos cuentan de manera correcta todos los movimientos.

Entonces, como cada vez que avanza lo hace a cm y al retroceder b cm, en el minuto ¢
se encontrard en la marcaa [ L] — b |£].

Abhora, si expresamos t como t = giab+ 11 con 0 < 71 < aby si d(t) es la posicién
del saltamontes en el segundo ¢, tenemos que

= o[ o[t o s

a a

—alab+ 2| = b|ma+ ] —aqbra| 2| ~bqa-b |7,

pues qia y ¢1b son enteros no negativos. De aqui que d(t) = a {%J —b L%J Ahora,
sear; = qea+racon0 <719 <ayry =qgsb+rzcon0 < rs < b. Tenemos que

a0 =a| 3] 0|5 ] =al Bt 0|25

ol 2] B o v 2] 3]

pues ga2 y g3 son enteros no negativos.

De aqui que, d(t) = aga — bgs yaque al ser 2 < a'y r3 < b, resultaque | 2] =0 =
| %2]. Como gaa + 12 = 11 = q3b + 73, obtenemos que g2a — g3b = r3 — 2 y, por lo
tanto, d(t) = r3 — ro.

Por otra parte, notemos que para cualesquiera enteros 72 y r3, por el teorema chino
del residuo existe un entero x tal que x = ro (mod a) y x = r3 (mod b), ya que
a 'y b son primos relativos. Entonces si hacemos r; = x, tenemos que en los tiempos
t = qiab+1r; el saltamontes estard en la marca r3 —ry. Sin embargo,como 0 < r3 < b
y0 < 7y < a, resultaque —(a — 1) < r3 —ro < b — 1. Por lo tanto, el saltamontes
puede llegar a cualquier marca entre —(a — 1) y b — 1, inclusive.

Problema 6. Sea ABC un triangulo con ZBAC = 45° con ortocentro H, circuncen-
tro O y circuncirculo I'. Sea P un punto de I tal que el circuncirculo del tridngulo
PHB es tangente a BC' en B. Sean X y Y los circuncentros de los tridngulos PH B
y PHC, respectivamente. Sean O; y O3 los circuncentros de los tridngulos PXO y
PY O, respectivamente. Muestra que O; y O3 son puntos de las rectas AB 'y AC, res-
pectivamente.

(Problema sugerido por Maximiliano Sdnchez Garza).

Solucién de Carlos Alberto Paez de la Cruz. Veamos primero que es suficiente con
probar que O; esté sobre A B. Para esto, notemos que basta con ver que el circuncirculo
del tridngulo P HC es tangente a BC'. Sea D la interseccién de P H con el circuncircu-
lo del tridngulo ABC. Por la tangencia, tenemos que /ZHBC = /ZHPB = /DPB =
ZDCB, lo que implica que BH y DC son paralelas. Luego, D es el punto diametral-
mente opuesto a A, conloque ZHPC = /DPC = /DAC = ZOAC = /ZHAB =
/ZHCB (aqui usamos que AO y AH son isogonales) y, por lo tanto, BC' es tangente
al circuncirculo del tridngulo H PC'.
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Ahora demostraremos que O; estd sobre AB. Sean () y R los pies de las alturas desde

C'y B, respectivamente, y H' la interseccion de C H con el circuncirculo del tridngulo
ABC.

Notemos que ZHBA = 45°, pues ZBAC = 45° y BR es perpendicular a AC.
Entonces, el tridngulo Q) H B es rectangulo e isdsceles, por lo que () estd sobre la me-
diatriz de BH, de donde QX es la mediatriz de BH (pues X es el circuncentro del
tridngulo BH P). Observemos que BH’ y X (@ son paralelas, ya que ambas rectas
son perpendiculares a BH (pues ZH'BA = ZH'CA = ZQCA = 45°), de donde
ZAQX = 45°. Notemos también que OX es la mediatriz de PB y que OQ) es per-
pendicular a AC' pues es su mediatriz (el tridngulo AQC' es rectangulo e isGsceles) por
lo que ZAQO = 45°.

Sea O’ la reflexién de O respecto a AB. Si probamos que POO’ X es ciclico termina-
mos, pues O; tendré que estar sobre la mediatriz de OO’, que es AB.

Como £LBAC = 45°, tenemos que ZBOC = 90° y entonces BQOC es ciclico, de
donde ZOBQ = ZOCQ. Por tangencia del circuncirculo del tridngulo PH B con
BC, tenemos que /X BC = 90°, por lo que si Z es la interseccion de BX con el
circuncirculo del tridngulo ABC, entonces C'Z es diametro de dicha circunferencia.
Tenemos que

/XBH'=/ZBH' = /ZCH' = /0CQ = Z0BQ

y,como ZABH' = ZACQ = 45°, resulta que ZOBX = 45°,
Notemos que BX = X Py OB = OP, entonces por el criterio LLL, tenemos que los
tridngulos XOB y X OP son congruentes, lo cual implica que ZOPX = ZOBX =
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45°. Observemos que los puntos X, O’ y @ son colineales, pues ZAQO = 45° por ser
BCOQ ciclicoy ZBCO = 45°, por lo que X@Q L OQ (ya teniamos que ZAQX =
45°), entonces AB es bisectriz del dngulo ZXQO, de donde la reflexién de O por
AB cae sobre PQ. Finalmente, como O'Q = OQ y Z0Q0O’ = 90°, se sigue que
Z00'Q = 45° = LX PO, lo que muestra que POO’X es ciclico, como queriamos
probar.



Apéndice

Definicion 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia=c (modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢"™ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod (b’”—m)) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un nimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 4 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m> - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+0d)" = Z <Z> akpnk,

k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, Son niimeros reales positivos, entonces

Ti+x2+- -+ T
n

2 {/r1xy Ty
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = 2o = -+ = Ty,

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC' son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B" T B'C' T C'A""

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.
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Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y C A, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"
Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA

que pe = Ac-

Teorema 12 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y CN son concurrentes
BL CM AN

SiyleOSi TC " MA  NB = 1.

Teorema 13 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C' Ay AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % - % . J’?,—]; = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 14 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 15 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 17 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.

Teorema 18 (Circuncirculo e Incentro). Si Q) es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentroy M es la interseccion de Al con §Q, entonces MI = MB = MC.
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