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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacioén de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2020, Numero 2

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, es lograr una publicacién
verdaderamente util. La consistencia de su publicacién en el contexto nacional, es un
ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes que con su trabajo
comprometido contribuyen al proyecto. Asi, queremos dar la bienvenida a Victor An-
tonio Dominguez Silva y a Maximiliano Sdnchez Garza, quienes se integran al Comité
Editorial de la revista a partir de este nimero. Asimismo, aprovechamos la ocasién para
agradecer y dar una afectuosa despedida a Victor Hugo Almendra Herndndez, quien se
integrd a este Comité a partir del nimero 2 del afio 2019. Le deseamos el mayor de los
éxitos en sus nuevos proyectos. {Muchas gracias Victor!

Pasando al contenido, destaca el articulo Introduccion a las Ecuaciones Funcionales,
de Carlos Jacob Rubio Barrios. En €1, se aborda una serie de ejemplos donde se pide

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.
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resolver una ecuacion cuya incégnita es una funcién. Este tipo de problemas es muy
comun en la olimpiada de matemadticas y estamos seguros que serd muy enriquecedor
para todos los lectores.

De especial interés para todos, en este segundo nimero del afno 2020, incluimos los
exdmenes con soluciones de las pruebas individual y por equipos en el nivel elemental
(Primaria) de la Competencia Internacional de Matemdticas del afo 2019. También
hemos incluido los exdmenes con soluciones de la XXXII Olimpiada Matematica de
la Cuenca del Pacifico y de la 9¢ Olimpiada Europea Femenil de Matemadticas que
se llevo a cabo a distancia debido a la contingencia sanitaria por el Covid-19, ambos
certdmenes donde México participé en el primer cuatrimestre de este afio 2020.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
examenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jovenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacion matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

342 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
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= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 34 Olimpiada Mexicana de Matemadticas podran participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 2001. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2020-2021 y, para el 1° de julio de 2021, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 34* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizard de
forma virtual durante la segunda semana de noviembre de 2020. A los primeros lugares
de este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard
durante aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2020
y hasta la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXIII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 62¢ Olimpiada Internacio-
nal de Matemdticas (2021) y a la XXXVI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas
(2021).

De entre los concursantes nacidos en 2004 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XXIII Olimpiada
Matemaitica de Centroamérica y el Caribe (2021).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la X Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO) a celebrarse en
el mes de abril de 2021.

42 Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica

En el afo 2020, la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM) organiza la Cuarta
Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica (OMMEB). Podrén par-
ticipar los alumnos de Primaria y Secundaria, de acuerdo a los siguientes niveles.

Nivel I. Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria o una institucién equivalente.
Los estudiantes no deben haber cumplido 13 afios al 1 de julio de 2020.

Nivel II. Estudiantes de sexto afio de primaria y primer afio de secundaria o una insti-
tucion equivalente. Los estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de julio de
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2020.

Nivel III. Estudiantes de segundo afio de secundaria o una institucién equivalente. Los
estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de julio de 2020.

La participacién en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.

El concurso nacional de la 4> OMMEB se realizara de forma virtual, del 15 al 18 de
octubre de 2020. Cada Estado participante lo puede hacer con a lo mds un equipo en
cada categoria. Cada equipo estard integrado por un maximo de 4 personas: un lider y
3 estudiantes (una misma persona puede ser lider de mds de un equipo).

Habra dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual para el
nivel I constard de 15 problemas a responder en 90 minutos, mientras que para los
niveles II y III, constard de dos partes. La parte A consistird de 12 problemas en la cual
solo la respuesta es requerida. La parte B consistird de 3 problemas y las soluciones
tendran que ir acompafiadas de argumentos o explicaciones que sustenten la respuesta.
La prueba por equipos en los tres niveles, consistird de 8 problemas a resolver en 60
minutos.

Los ganadores de los distintos niveles se preseleccionardn para recibir entrenamien-
to y presentar exdmenes selectivos para conformar a los equipos que representaran a
México en la Competencia Internacional de Matematicas (IMC), que se celebrard en el
verano de 2021.
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Introduccion a las Ecuaciones
Funcionales

Por Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Intermedio

Una ecuacion funcional es una ecuacién en donde la incégnita es una funcién de una
o varias variables. Este tipo de ecuaciones aparecen frecuentemente en examenes de
olimpiadas de matematicas. En este escrito abordaremos este tipo de problemas, co-
menzando con la definicién de funcién.

Una funcion es una relacién entre elementos de dos conjuntos X, Y, que denotamos
como f: X — Y, que satisface las siguientes dos condiciones.

1) Cada elemento x € X estd relacionado con algiin elemento y € Y, que se denota
como y = f(x).

2) Cadaelemento x € X esta relacionado con exactamente un elemento de Y, esto es,
si f(x) =yy f(x) = 2, entonces y = z.

El conjunto X se llama dominio de la funcién f; el conjunto Y se llama contradominio
o codominio de la funcién f. El rango de una funcién f : X — Y, es el conjunto de
los elementos y € Y tales que y = f(x) para alginz € X.

Ejemplos.

1) Sea f : R — R la funcién definida por f(z) = 2 para todo nimero real x. El do-
minio de f es el conjunto de los niimeros reales (denotado por R), el contradominio
de f también es el conjunto de los nimeros reales y el rango de f es el conjunto de
los nimeros reales no negativos (observe que para cada y nimero real no negativo,

fVY) = ).
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2) Sea f : R — {0} — Z la funcién definida por

1 si x>0,

fz) =

-1 si xz<0.

El dominio de f es el conjunto de los nimeros reales distintos de cero, el contra-
dominio de f es el conjunto de los nimeros enteros y el rango de f es el conjunto

{~1,1}.

A continuacién, tenemos nuestro primer ejemplo de ecuacién funcional.

Ejemplo 1. Determinar todas las funciones f : R — R tales que

flx—y) = f(x) + fy) — 2wy,

para todos los nimeros reales x, y.

Solucion. Sustituyendo x = y = 0 en la ecuacién funcional, obtenemos que f(0) =
f(0)+ f(0)—0=2f(0),estoes, f(0) = 0. Tratemos de utilizar esta informacién para
eliminar el lado izquierdo de la ecuacién funcional. Una manera es haciendo z = y.
Sustituyendo en la ecuacién funcional, obtenemos que f(x — ) = f(z) + f(z) — 222
para todo nimero real z. Luego, tenemos que f(0) = 2f(z) — 22 para todo niimero
real z. Como f(0) = 0, la relacién anterior se simplificaen 0 = 2f(z) — 222, de donde
se sigue que f(x) = 22 para todo nimero real x. Esto muestra que si f(x) es una
funcién que es solucién de la ecuacién funcional, entonces f(x) = 2. Para concluir
que es la unica solucién de la ecuacién funcional, lo Gnico que falta hacer es verificar
que, en efecto, satisface la ecuacién funcional. Pero esto es fécil, pues f(z — y) =
(x —y)? = 2% +y*> — 22y = f(x) + f(y) — 2xy para cualesquiera nimeros reales
x,y. Por lo tanto, la tinica solucién de la ecuacién funcional es la funcién f(z) = 22
para todo nimero real z.

Consideremos el siguiente ejemplo, un poco mas complicado.

Ejemplo 2. Determinar todas las funciones f : R — R tales que

fla+y) = f(f@)—z—y)=2f(y) — (z+y)fly — ),

para todos los nimeros reales z, y.

Solucién. Como en la solucién del Ejemplo 1, sustituyendo x = y = 0 en la ecuacién
funcional, obtenemos que

f(0) = £(£(0)).

Si ahora sustituimos = 0, y = f(0) en la ecuacién funcional, obtenemos que

F(f(0)) = £(0) = = f(0)%. (1



Introduccion a las Ecuaciones Funcionales 3

Como f(f(0)) = f(0), la ecuacién (1) se simplifica en f(0)> = 0y, por lo tanto,
f(0) = 0. Luego, si z = 0 entonces f(y) — f(—y) = —yf(y) para todo nimero real
y,estoes, (y+1)f(y) = f(—y) para todo nimero real y. Luego, si y = —k, entonces
(=k+1)f(=k) = f(k). Por lo tanto, para todo niimero real k, tenemos que

Fk) = (=k +1)f(=k) = (=k + D)((k + D) f(k)) = (1 = k) f (k).

Si f(k) # 0, entonces 1 — k? = 1, de donde se sigue que k = 0. Esto significa que
si k # 0, entonces f(k) = 0. Pero ya tenfamos que f(0) = 0. Por lo tanto, f(z) =0
para todo nimero real z. Por tltimo, es facil verificar que esta funcén satisface la
ecuacion funcional. Luego, como en el Ejemplo 1, la ecuacién funcional tiene una
tnica solucién: La funcién f(x) = 0 para todo ntimero real z.

A veces tenemos mds de una relacién, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Hallar todas las funciones f : Z — Z tales que f(0) = 1, f(f(n)) =ny
f(f(n+2)+ 2) = n para todo entero n.

Solucién. Sin = 0, tenemos que f(f(0)) = 0y, como f(0) = 1, resultaque f(1) = 0.
Ahora, la relacién f(f(n + 2) + 2) = n implica que f(f(f(n + 2) + 2)) = f(n).
Por otro lado, la relacién f(f(n)) = n que es vélida para todo entero n, implica que
F(f(f(n+2)+2)) = f(n+2)+ 2. Por lo tanto, tenemos que

fln+2)+2=f(n) 2

para todo entero n. Usaremos esta relacién para calcular los primeros valores de f(n).
Yatenemos que f(0) = 1y f(1) = 0. Conn = 0, obtenemos que f(2)+2 = f(0) =1,
esto es, f(2) = —1. Con n = 1, obtenemos que f(3) + 2 = f(1) = 0, esto es,
f(3) = —2. Con estos valores de f(n) podemos conjeturar que f(n) = 1 — n para
todo entero n. Demostraremos por induccién, que si n es un entero mayor o igual que
cero, entonces f(n) = 1 — n. Tenemos que f(0) = 1y f(1) = 0. Supongamos que
para algin entero n > 1 y para todo entero k tal que 0 < k& < n, se cumple que
f(k) =1 — k. Aplicando la relacién (2) y la hipétesis de induccion, se sigue que

fln+)=fn—-1)—-2=1-(n-1)—-2=1—-(n+1),

lo que completa la induccién.

De manera andloga, se puede probar por induccién el caso de los enteros negativos.
Para concluir que la funcién f(n) = 1 — n es la tnica solucién, solo resta verificar que
satisface todas las condiciones del problema, lo cual es ficil de hacer.

El siguiente ejemplo aparecid en el Concurso Nacional de la 29% Olimpiada Mexicana
de Matematicas.

Ejemplo 4. (Olimpiada Mexicana de Matematicas, 2015) Sea f : Z* — Z* una
funcién tal que f(1) =1y

fla+b+ab)=a+b+ f(ab)
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para cualesquiera enteros positivos a, b, donde Z™ denota el conjunto de los enteros
positivos. Determinar el valor de f(2015).

Solucién. Para b = 1, tenemos que
fRa+1)=a+1+ f(a), 3)

para todo entero positivo a. En particular, f(3) = 3.
Para b = 3, tenemos que

fda+3) = a+ 3+ f(3a),
para todo entero positivo a. Por otro lado, usando la relacién (3) tenemos también que
fAa+3)=f22a+1)+1)=2a+1)+1+ f(2a+1) =3a+3+ f(a),

para todo entero positivo a. Luego, a + 3 + f(3a) = 3a + 3 + f(a) para todo entero
positivo a, esto es,

f(3a) =2a+ f(a), “

para todo entero positivo a.
Calculemos ahora f(6a 4 3) de dos maneras. Usando primero la relacién (4) y después
la relacién (3), tenemos que

f6a+3)=f(B32a+1))=22a+1)+ f(2a+1) =5a+ 3+ f(a),

para todo entero positivo a.
Usando ahora la relacién (3), tenemos que

f(6a+3)=f(2Ba+1)+1)=Ba+1)+1+ fBa+1)=3a+2+ f(3a+1),

para todo entero positivo a. Luego, 5a + 3 + f(a) = 3a + 2 + f(3a + 1) para todo
entero positivo a, esto es,

fBa+1)=2a+1+ f(a), (5)

para todo entero positivo a. En particular, f(4) =2+ 1+ f(1) = 4.
Anidlogamente, calculemos f(6a + 1) de dos maneras. Usando la relacién (5), tenemos
que

f(6a+1)= f(3(2a) + 1) =2(2a) + 1+ f(2a) =4a+ 1+ f(2a),

para todo entero positivo a.
Ahora, usando primero la relacion (3) y después la relacién (4), tenemos que

f(6a+1)=f(2(3a)+1)=3a+1+ f(3a) =3a+1+2a+ f(a)
=5a+ 1+ f(a),
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para todo entero positivo a. Luego, 4a + 1 + f(2a) = 5a + 1 + f(a) para todo entero
positivo a, esto es,

f(2a) = a+ f(a), (6)

para todo entero positivo a. En particular, f(2) =1+ f(1) = 2.

Como f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3y f(4) = 4, estamos tentados a pensar que
f(n) = n para todo entero positivo n. Es fdcil verificar que esta funcién satisface las
condiciones del problema.

Demostraremos, por induccién, que f(n) = n para todo entero positivo n. La base
de induccidén es f(1) = 1, la cual es cierta por hipdtesis. Supongamos que para algin
entero n > 1y para todo entero k tal que 1 < k < n, se cumple que f(k) = k.

Si n es par, entonces n = 2m para algtin entero positivo m < n. Luego, aplicando la
relacién (6) y la hipétesis de induccién, obtenemos que

fn)=f2m)=m+ f(m) =m+m=2m=n.

Abhora, si n es impar, entonces n = 2m + 1 para algiin entero positivo m < n. Luego,
aplicando la relacién (3) y la hipétesis de induccion, obtenemos que

fm)y=fCm+1)=m+1+f(m)=m+1+m=2m+1=n.

Por lo tanto, f(n) = n, lo que completa la induccién. En particular, f(2015) = 2015.
De paso hemos demostrado que la inica funcién que satisface las condiciones del pro-
blema es la funcién f(n) = n para todo entero positivo n.

En el ejemplo anterior fue muy util calcular las imdgenes de algunos valores del domi-
nio de la funcidn, lo cual sirvié para poder conjeturar. Veamos un ejemplo donde puede
no ser tan inmediato establecer una conjetura.

Ejemplo 5. Hallar todas las funciones f : Z — Ztales que f(1) =1y

flz+y) = f(@) + f(y) + 2y(z +y)

para cualesquiera enteros z, y.

Solucién. Comencemos por calcular las imdgenes de algunos enteros. Tenemos que

fR)=f)+f1)+2=1+1+2=4,
fB)=f)+f2)+2-3=14+4+6=11,
fA) =f2)+f(2)+4-4=4+4416=24,
f(5)=f(2)+ f(3)+6-5=4+11+30 =45,
F(6)=f(3)+ f(3)+9-6=11+ 11+ 54 = 76.
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Observando que

f2)=1+2-1+1)=f(1)+2(1) +
f8)=4+(2-341)=f(2)+ (1+2)+1
FA=11+2-6+1)=f3)+2(1 +2+3)+1,
f5)=21+(2-10+1)=f(4)+2(1+2+3+4) +1,
f6)=45+(2-15+1)=f(5)+2(1+2+3+4+5)+1,

conjeturamos que
fmy=f(n—-+204+24+--+n-1)+1=f(n—1)+nn—-1)+1,

para todo entero n > 2. Ahora, tratemos de hallar una férmula cerrada para f(n) a
partir de esta formula recursiva de f. Aplicando repetidamente esta férmula recursiva
de f, obtenemos que

fln)=f(n—=1)+(n—-1)n+1
=fn-2)+(n-2)n—1)+(n—-1)n+2
=fn=3)+(n-3)(n—-2)+(n-2)(n—1)+(n—-1)n+3

=f(1)+(1-2+2-3+3-44+---+(n—1n)+(n—1).
Por lo tanto, la conjetura es

n—1

f(n)=1+Zz’(i+1)+(n—1)=1+§:i2+§:z’+(n—1)
— -

i=1

14 (n(n+1)6(2n+1) _n2) +l(n(nT+1)1_n) -

n® +2n
pu— 7
3 @)

para todo entero n > 2. Se deja de ejercicio a lector demostrar por induccién en n, que
la relacion (7) es verdadera para todo entero n > 2.

Calculemos ahora f(0). Como 0 = —1 + 1, haciendo x = —1, y = 1 en la ecuacién
funcional, obtenemos que f(0) = f(—1) + f(1). Para calcular el valor de f(—1),
hagamos z = —1, y = 2 en la ecuacién funcional. Asi, f(1) = f(-1) + f(2) +
(—=2)(—=1+2),estoes, 1 = f(—1)+4 —2 = f(—1) + 2, de donde obtenemos que
f(=1) = =1y, en consecuencia, f(0) = f(—1) + f(1) = 0. Es fdcil ver que la
relacién (7) también se verifica paran = 0y n = 1. Usaremos el hecho de que f(0) =
0 para determinar f(n) para todo entero n < 0. Usando la identidad, 0 = —n + n
vélida para todo entero n, tenemos que f(0) = f(n) + f(—n) para todo entero n, esto
es, f(n) = —f(—n) para todo entero n, ya que f(0) = 0. Luego, si n < 0, entonces
—n > 0y, aplicando la relacién (7) vélida para todo entero no negativo, obtenemos

que f(n) = —f(-n) = — ((_n)Sng(_")) ==z +2" para todo entero n < 0.
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3 Lo .. .
Por lo tanto, f(n) = % para todo entero n. Por dltimo, es facil verificar que esta
funciodn satisface la ecuacion funcional, de manera que es la tnica solucién.

El siguiente ejemplo apareci6 en la 28 Olimpiada Internacional de Matemadticas.

Ejemplo 6. (Olimpiada Internacional, 1987) Demostrar que no existe una funcién
f:N— Ntal que
f(f(n)) =n+ 1987

paratodon € N, donde N = {0,1,2,3,...} es el conjunto de los nimeros naturales.

Solucién. Supongamos, por contradiccién, que existe una funcién f : N — N tal que
f(f(n)) = n+ 1987 para todo nimero natural n. Por un lado, tenemos que

FF(f(n))) = f(n+1987)

para todo n € Ny, por otro lado, tenemos que

F(f(f(n))) = f(n) + 1987

para todo n € N. Luego,
f(n+1987) = f(n) + 1987 ®)

para todo nimero natural n.
Mis atin, tenemos el siguiente resultado.

Lema. f(n + 1987m) = f(n) 4+ 1987m para todo n,m € N.

Demostracion. Sean € N. Sim = 0, el resultado es inmediato. Supongamos que
el resultado es cierto para algin nimero natural m. Entonces, aplicando primero la
relacién (8) y después la hipétesis de induccion, obtenemos que

F(n+1987(m + 1)) = f((n + 1987m) + 1987) = f(n + 1897m) + 1987
= f(n) + 1987m + 1987 = f(n) + 1987(m + 1),

lo que completa la induccién. O

Ahora, sea r un nimero natural tal que » < 1986. Como f(r) y 1987 son nimeros
naturales, el Algoritmo de la divisién garantiza la existencia de nimeros naturales k y
£ tales que f(r) = 1987k + £ con £ < 1986. Luego, tenemos que

r+1987 = f(f(r)) = f(£+ 1987k) = f(£) + 1987k,

donde la dltima igualdad se sigue por el lema anterior.

Por lo tanto, r+-1987 = f(¢)+1987k,estoes, r— f(¢) = 1987(k—1). Comor < 1986
y f(¢) > 0, tenemos que r — f(£) < 1986, lo que significa que 1987(k — 1) < 1986.
Como k£ es un nimero natural, es facil ver que esta desigualdad se satisface si y solo si
k=0ok=1.
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1) Sik = 0, entonces f(r) =Ly f(¢) = f(f(r)) = r + 1987, lo cual implica que
r#£ 4.

2) Sik =1, entonces f(r) = 1987+ Ly f(¢) = r, lo cual implica que r # £.

Hemos demostrado asi, que para cada nimero natural » < 1986, existe un nimero
natural ¢ < 1986, con £ # r, tal que f(r) = Ly f(£) = r+1987,0 f({) = ry
f(r) = £+ 1987. Observemos que ambos casos no pueden suceder simultdneamente.
En efecto, si para algtin » nimero natural menor que 1987 existen nimeros naturales
01 < 1986y fo < 1986 tales que f(r) = ¢1y f(r) = f2 + 1987, entonces {1 =
{9 4 1987, esto es, £1 — £2 = 1987, lo cual es imposible. De esta manera, el conjunto
{0,1,2,...,1986} se ha dividido en parejas (r, £), lo que es una contradiccion, ya que
dicho conjunto tiene una cantidad impar de elementos.

Cuando comenzamos a trabajar con una ecuacién funcional, siempre es una buena idea
considerar valores pequefios, como z = 0, x = 1, y ver qué sucede. Sin embargo,
esto puede no ser suficiente para resolver todo el problema. A veces serd necesario
considerar valores mds grandes. Podemos pensar en la ecuacién funcional como un
sistema gigante de ecuaciones e intentar encontrar una forma de hacer que algunas
cosas se cancelen.

Ejemplo 7. (Corea, 2000) Determinar todas las funciones f : R — R tales que

f@® —y?) = (@ —y)(f(2) + f(y)

para todos los nimeros reales z, y.

Solucién. Sea z un nimero real positivo arbitrario. Sustituyendo z = /2,y = O en la
ecuacién funcional, obtenemos que

f(2) = Vz(f(Vz) + [(0)).
Si ahora sustituimos x = 0, y = /2 en la ecuacién funcional, obtenemos que
f(=2) = =Vz(f(0) + [(V2)).

Comparando estas relaciones, obtenemos que f(z) = —f(—z2).
Si ahora sustituimos y = —z y usamos que f(—z) = —f(z), resulta que

f@® = 2%) = (z + 2)(f(2) + f(=2)) = (x + 2)(f(x) = f(2)),

para todo niimero real z. Sin embargo, si y = z, tenemos también que

f@® = 2%) = (& = 2)(f(2) + (2))

para todo nimero real z.
Por lo tanto, (z — 2)(f(z) + f(2)) = (x + 2)(f(x) — f(2)) para todo = € R, de
donde se sigue que zf(z) = zf(z) para todo nimero real x, esto es, f(z) = @x
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para todo x € R. Como 1) es una constante, f(z) tiene la forma Cz con C una
constante. Es fdcil verificar que si C' es cualquier nimero real, la funcién f(z) = Cx
para todo x € R, satisface la ecuacién funcional. Por lo tanto, las soluciones de la
ecuacion funcional son todas las funciones de esta forma.

Ejemplo 8. Determinar todas las funciones f : R — R tales que

f@fly) —yf(z)) = flzy) — 2y,

para cualesquiera nimeros reales x, y.

Solucién. Sustituyendo y = 0 en la ecuacién funcional, obtenemos que f(zf(0)) =
f(0) para todo = € R. Si f(0) # 0, para cada nimero real r podemos encontrar un
nimero real z tal que 2 f(0) = r (de hecho, x = F(oy)> lo cual significa que xf(0) to-
ma todos los valores reales posibles y, en consecuencia, f(r) = f(0) para todo nimero
real 7. Sustituyendo en la ecuacién funcional, obtenemos que f(0) = f(0) — xy para
cualesquiera x, y, esto es, xy = 0 para cualesquiera x, y, lo cual evidentemente es fal-
so. Por lo tanto, f(0) = 0.

Si ahora sustituimos y = z en la ecuacién funcional, obtenemos que f(0) = f(2?)—2?
para todo z € R, esto es, f(x?) = 22 para todo = € R (pues f(0) = 0). Esto significa
que f(x) = x para todo niimero real = > 0, pues para cada nimero real r > 0 existe
un nimero real y tal que y? = 7.

Ahora, sean z, y nimeros reales menores que cero. Como zy > 0, tenemos entonces
que f(zy) = xy. Luego, la ecuacién funcional en este caso es f(xf(y) —yf(x)) = 0.
Sizf(y)—yf(x) > 0,entonces f(zf(y)—yf(z)) = xf(y)—yf(z)y, en consecuen-
cia, zf(y) —yf(z) = 0, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, x f (y) — y f (z) < 0.
De manera andloga, obtenemos que y f (z) —z f(y) < 0, estoes, —(zf(y) —yf(x)) <
0. Luego, la tnica posibilidad es que 2 f (y) — yf(z) = 0. En conclusidn, He) — 1)

z Y
. p o f(=)
para cualesquiera nimeros z < 0, y < 0. Esto significa que =~ es constante para

todo z < 0, esto es, f(x) = cx paratodo z < 0 con ¢ una constante. Si ¢ = 1, tenemos
que f(z) = x paratodo z < 0y, es facil ver que la funcién f(x) = x paratodo z € R
satisface la ecuacién funcional.

Supongamos que ¢ # 1y sean z,y € R tales que x < 0 < y. Por lo demostrado antes,
tenemos que f(x) = cz, f(y) = yy f(zy) = cxy. Sustituyendo estos valores en la
ecuacion funcional, obtenemos que

f((1=c)zy) = fey — coy) = f(xf(y) —yf(x) = f(zy) —zy = (c — 1)zy.

Sustituyendo z = —1, y = 1, obtenemos que f(c — 1) = —(¢ — 1). Como f(z) = x
paratodo z > 0y ¢ # 1, necesariamente ¢ — 1 < 0. Luego, f(c — 1) = ¢(c — 1). Por
lo tanto, ¢(¢ — 1) = —(c — 1), esto es, ¢ = —1. Esto significa que f(x) = —x para
todo z < 0. Como f(x) = z para todo > 0, concluimos que f(x) = |z| para todo
x € R es otra solucién, solo debemos verificar que esta funcién satisface la ecuacién
funcional. Los detalles de este aserto se dejan de ejercicio al lector.

En conclusién, las funciones f(x) = x paratodo z € Ry f(z) = |z| paratodo z € R
son las Unicas soluciones.
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Ejemplo 9. (Estados Unidos, 2014) Determinar todas las funciones f : Z — Z tales

que
f(z)?

T

f(2f(y) — =) +v° f 2z — f(y))

para todos los enteros x, y con x # 0.

+ f(yf(y))

Solucién. Demostraremos primero que f(0) = 0. Supongamos, por contradiccion, que
£(0) # 0. Sustituyendo = 2(0), y = 0 en la ecuacién funcional, obtenemos que

£2F0)
2f(0)* = =2+ f(0),
(0 = L5+ 10
estoes, (4f(0)—2)£(0)% = f(2£(0))2, lo cual significa que 4 f(0) — 2 es un cuadrado.
Sin embargo, 4 f(0)—2 = 2 (mod 4), lo cual es una contradiccién ya que todo cuadrado
es congruente con 0 o 1 médulo 4. Por lo tanto, f(0) = 0.
Sustituyendo ahora y = 0 en la ecuacién funcional y simplificando con f(0) = 0,

obtenemos que 2 f(—z) = %1)2 Si z # 0, esta igualdad es equivalente a la igualdad

para todo entero z # 0.

De estas dos dltimas relaciones, obtenemos que z2f(z) = %@4 para todo entero
x # 0, estoes, 2°f(x) = f(2)* que es equivalente a f(x)(2® — f(x)3) = 0. De aqui
que f(z) = 00 f(x) = 22 para todo entero .

Es fécil ver que cada una de las funciones f(z) = 0 para todo entero x y f(z) = x
para todo entero x, satisfacen el problema. Demostraremos que si f(¢) = 0 para algin
entero t # 0, entonces f(x) = 0 para todo entero . Supongamos que f(y) = 0 con

y # 0. Sustituyendo en la ecuacion funcional, obtenemos que

S

2

vf(~z) +y*f(22) =
Sin embargo, como 2% f(—x) = f(z)?, la ecuacién anterior se puede reescribir como

%C)Q +y2f(2x) = %w)z

de donde se sigue que y?f(2x) = 0. Como y # 0, necesariamente f(2z) = 0. Esto
muestra que f(x) = 0 para todo entero par z. Supongamos que existe un entero impar
m tal que f(m) = m?. Sustituyendo x = 2k con k # 0 en la ecuacién funcional,
obtenemos que y2 f (4k—f(y)) = f(yf(y)) paratodo entero y. En particular, si y = m,
entonces m?f(4k — m?) = f(m3). Observemos que f(4k — m?) # 0 si y solo si
f(m?) # 0 (pues m? # 0 al ser m impar). Supongamos que ambos f(4k — m?) y
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f(m?) no son cero. Entonces, f(4k —m?) = (4k — m?)? y f(m?) = mS, de donde
obtenemos la ecuacion m?(4k — m?)? = m®, esto es, 4k — m? = £m?. Es fécil ver
que esta ecuacion es imposible ya que k # 0 y m es impar. Por lo tanto, debemos tener
que

m?f(4k —m?) = f(m*) = 0.
Como m es impar, se sigue que f(4k — m?) = 0y m? = 1 (mod 4). Luego, 4k —
m? = 3 (mod 4), lo que significa que f(z) = 0 para todo entero z = 3 (mod 4)
y x # —m? (pues k # 0). Por otro lado, de z2f(—x) = f(x)? tenemos que si
f(x) =0y x # 0, entonces f(—x) = 0. Como f(4k —m?) =0y 4k —m? # 0, se
sigue que f(m? — 4k) = 0. Luego, f(z) = O paratodo x = 1 (mod 4) y x # m?
(pues m? — 4k = 1 (mod 4) y k # 0). Con esto hemos demostrado que f(z) = 0
para todo entero x # £+m?2. Como f(m) # 0 (pues f(m) = m? y m es impar),
necesariamente m = +m?2. Elevando al cuadrado esta ecuacién, obtenemos que m2 =
m* y, dividiendo por m # 0, resulta que m = m?. Como f(m?®) = 0, se sigue que
f(m) = 0, lo que es una contradiccién.
Hemos demostrado asi que si f(y) = 0 para algdn entero y # 0, entonces f(z) = 0
para todo entero x.
En conclusidn, las dnicas funciones que son solucién de la ecuacién funcional son las
funciones f(z) = 0 para todo entero z y f(z) = x? para todo entero x.

En la solucién del ejemplo anterior, obtuvimos que f(z) = 0 o f(z) = 2 para todo
entero z. En general, esto no significa que f(x) = 0 para todo entero x o f(z) = 2
para todo entero x. Por ejemplo, si S es cualquier subconjunto de enteros 'y S # Z, la
funcién
0 sizels,
fs(x) =
2?2 sz ¢S,

satisface la primera afirmacién y no satisface la segunda. En principio, la ecuacién fun-
cional del ejemplo anterior podria tener una infinidad de soluciones (una funcién por
cada subconjunto S de enteros). Este error a menudo se olvida y le ha sido dado un
nombre especial en la comunidad olimpica como la trampa puntual. En una ecuacién
funcional que estd sujeta a la trampa puntual, usar contradiccién es usualmente util
(como lo hicimos en el ejemplo anterior), para determinar el conjunto correcto de solu-
ciones a partir de la (posible) infinidad de soluciones puntuales. Los Ejercicios 9 y 10
al final de este breve escrito, son ejemplos de ecuaciones funcionales en donde aparece
la trampa puntual.

Concluimos este escrito con un problema de la olimpiada matematica de China.

Ejemplo 10. (China, 2007) Determinar todas las funciones f : Q7 — Q™ tales que

f(ab)

f(a) + f(b) + 2abf(ab) = Fatb)

para todos a,b € QT, donde Q™ denota el conjunto de los nimeros racionales positi-
VOS.
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Solucién. Haciendo a = b = 1 en la ecuacién funcional, obtenemos que 4 (1) = %,

lo cual implica que f(2) =  pues f(1) # 0. Si ahora sustituimos @ = b = 2 en

la ecuacién funcional, obtenemos que 2f(2) + 8f(4) = 1, de donde se sigue que

f4) =5

Sustituyendo b = 1 en la ecuacién funcional, obtenemos que (1 + 2a) f(a) + f(1) =
(a)

f{a—+1)’ lo cual implica la férmula recursiva

f(a)
(1+2a)f(a) + f(1)

Usando esta férmula recursiva, obtenemos que f(3) = 5++f(1) yf(4) = W.

Como f(4) = 1%, se sigue que 4 f(1)>—5f(1) —9 = 0, cuyas soluciones son f(1) = 1
o f(1) = —3. Alser f(1) > 0, lanica posibilidad es f(1) = 1. Porlo tanto, f(3) = 1

9
y la relacion (9) se simplifica como

fla+1) = 9)

_ f(a)
fa+ )= G i@ 1

1
Lema 1. f(n) = —; para todo entero positivo n.
n

Demostracion. La prueba la haremos por induccién en n. El resultado es cierto para
n = 1,2, 3, 4. Supongamos que la féormula es cierta para cierto n = k£ > 1. Entonces,
aplicando la relacién (9), resulta que

1
= 1 1
k 1 = k2 = =
flk+1) 2k 142k + k2 (R+ DY
lo que prueba el resultado para n = k + 1 y concluye la induccién. o

f(a)

Lema 2. f(a+n) = 5 ) £1

para todo entero positivo n y todo nimero

racional positivo a.

Demostracion. Procederemos por induccién en n. El resultado es cierto paran = 1.
Supongamos que la igualdad es cierta para cierto n = k > 1. Aplicando primero la
relacién (9) y después la hipétesis de induccion, obtenemos que

f(a)

fla+k) (7 2ka) [(@ 1
k+1) = =
flatk+1) (1+2(a+k))fla+k)+1 7&;%;:)’?35)(?1 +1
_ f(a)
(14+2(a+k))f(a) + (k%2 + 2ka)f(a) + 1
f(a)

(k+1)2+4+2a(k+1))f(a)+1’

lo que prueba el resultado para n = k + 1 y concluye la induccién. o
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1
Lema 3. f <—) =n? para todo entero positivo n.
n

Demostracion. Sustituyendoa =ny b= % en la ecuacién funcional, obtenemos que

f)

s+ 1 (5) w210 = 2ty

Como f(1) =1y, porel Lema 1, f(n) = 13—2, obtenemos que

Abhora, aplicando el Lema 2 con a = %, tenemos que

f(% +") - (n2+£§§()%)+1'

Eliminando f (% + n) de estas ecuaciones y simplificando, resulta que

TORCESNORE

estoes, (f(L)+25)(f(2) —n?) =0.Como f(2) > 0, se sigue que f(1) =n? O

n

2

m n .

Lema4. f (—) = — para todos los enteros positivos m y n.
n m

Demostracion. La prueba la haremos por induccién en m. El caso m = 1 es cierto

por el Lema 3. Supongamos que el resultado es cierto para m = k > 1. Sustituyendo
a= % yb= % en la ecuacién funcional, obtenemos que

(E) s () 20(8) - 12

n

Aplicando ahora la hipétesis de induccién, resulta que

n? 5  2knt s
—+n'+ ===
k2 2k2 f( +1)
Por lo tanto,
4
f(k—l—l)i = B n? B n?
noJ  m2(&F+1+2) 1+E+2k (k+1)%

lo que prueba el resultado para m = k + 1 y concluye la induccién. O
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Como cada ntiimero racional positivo g es de la forma “*> con m y n enteros positivos,
tenemos la tnica solucién f(q) = q% para todo ¢ € Q™. Finalmente, es f4cil verificar
que esta funcién satisface la ecuacion funcional:

1 2ab  (a+b)?*  f(ab)

1
f(a)+f(b)+2abf(ab):;—i—b—z—i-azbz: 2 Fath)

A continuacién dejamos unos ejercicios para que practique el lector.

Ejercicios
1) Determina todas las funciones f : R — R tales que
2f(x +y) +6y° = f(x +2y) + a3
para cualesquiera niimeros reales x, y.
2) Determina todas las funciones f : R — R tales que
fl@—y) = f(=)f(y)
para todos los nimeros reales z, y.
3) Determina todas las funciones f : R — R tales que
f(fe+y) ==+ fy)
para todos los nimeros reales z, .

4) Determina todas las funciones f : Q — Q que satisfacen las siguientes dos condi-
ciones:

a) f(x+1)= f(x)+ 1paratodo z € Q.
b) f(z3) = f(x)3 paratodo z € Q.

5) Determina todas las funciones f : R — R tales que
F@®) + f(y°) = (= +9)(f (@) + [(y°) — f(ay))
para todos los nimeros reales z, y.
6) Determina todas las funciones f : ZT — Z* tales que f(1) =1y
fla+b) = f(a) + F(b) + ab
para todos a,b € Z7T.

7) Determina todas las funciones f : Q* — Q™ tales que

f(:z:—l—%)—f(:c)—l—%—l—%g

para todos los nimeros racionales positivos x, y.
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8) Determina todas las funciones f : Q — R tales que
flatb+c)+ fla)+ f(b)+ flc) = fla+b) + f(b+c) + flc+a) + f(0)
para todos los nimeros racionales a, by c.

9) (Iran, 1999) Determina todas las funciones f : R — R tales que

F(f(@) +y) = fa® —y) +4f ()y
para todos los nimeros reales x, y.

10) (Japdn, Final, 2004) Determina todas las funciones f : R — R tales que

ff@) +fy) = f@)’+y

para todos los nimeros reales z, y.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este segundo nimero del afio 2020. Aprovechamos para invitarte a que contribu-
yas a enriquecer esta seccién de la revista. Estamos seguros que conoces problemas
interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicién la direccién
revistaomm@gmail.com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. En la siguiente figura, el centro O de la semicircunferencial'; de didmetro
AB, estd en la semicircunferencia I'y de didmetro D E. Calcula la razén del drea de I';
entre el area de I's.

O

Problema 2. Un nimero de cuatro cifras es fartamudo si las primeras dos cifras son
iguales entre si y las dltimas dos cifras son iguales entre si. Por ejemplo, los nime-
ros 4455 y 9999 son tartamudos. Encuentra todos los nimeros tartamudos que sean
cuadrados perfectos.

Problema 3. Dentro del paralelogramo ABC'D se considera un punto P tal que PC' =
BC'. Demuestra que la recta BP es perpendicular a la recta que conecta los puntos
medios de los segmentos APy CD.

Problema 4. Una cuadricula de 6 x 6 se va a cubrir con 18 piezas de domind, cada una
de 2 x 1 01 x 2. Demuestra que, sin importar cdmo se acomoden las piezas, existe una
forma de cortar la cuadricula (vertical u horizontalmente) en dos partes de tal manera
que no se corte ninguna pieza de domind.
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Problema 5. Demuestra que para cualquier entero n, el nimero n3 — 9n + 27 no es
divisible por 81.

Problema 6. Determina todos los enteros positivos n tales que 1 + b/ QnJ divide a 2n,
donde | x| representa la parte entera” de .

Problema 7. Sea a,, una sucesiéon de nimeros reales tal que a; = 1y, paran > 1,

1
Gp+t1 = ap + —. Demuestra que aigg > 14.
n

Problema 8. Sean a, b y c enteros positivos. Demuestra que
2
[av b] ’ [bv C] ’ [Cv a] > [av b, C] )
donde los corchetes denotan el minimo comun mdltiplo.

Problema 9. Encuentra todas las soluciones enteras positivas de la ecuacién

z(z +3)(z 4+ 4)(x +7) + 25 = y°.

Problema 10. Sea ABC un tridngulo acutdngulo con circuncirculo 2 y sea D el pie
de altura desde A hasta BC'. Las perpendiculares desde D hasta AB y AC' cortan
a estas en F y I, respectivamente. La recta EF corta a 2 en X y Y. Prueba que
AX = AD = AY.

Problema 11. La suma de 63 enteros positivos distintos entre si y distintos de cierto
entero positivo n es 2020. ;Cudl es el menor valor posible de n?

Problema 12. Sea ABC' un tridngulo isésceles con AB = AC. Sea X un punto arbi-
trario en BC'. Los puntos Z y Y se ubican en los lados AC'y AB, respectivamente, de
tal forma que ZBXY = ZZXC'. Una recta paralela a Y Z pasa por B y cortaa X7
en 7. Demuestra que AT biseca al angulo en el vértice A.

Problema 13. Decimos que un entero positivo m es digital si existe un entero positivo
n tal que m” tiene exactamente m digitos en su representacién decimal.

a) Demuestra que hay una infinidad de enteros positivos digitales.

b) Demuestra que hay una infinidad de enteros positivos no digitales.

Problema 14. Determina si es posible o no acomodar los enteros del 1 al 2020 en
un tablero de 2020 x 2020 de modo que para cualquier celda del tablero se cumpla
que al considerar todos los enteros que aparecen en su fila y columna correspondientes,
existen tres enteros distintos x, y, z tales que x = yz.

ZPara cada nimero real x, | x| denota el mayor entero que es menor o igual que .
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Problema 15. Seana > 1, b > 1y ¢ > 1 nimeros reales. Demuestra que

a+b+c>\/ab—1 Vbc—1 ea—1
4 -~ b+e c+a a+b

Problema 16. Sean p, ¢ y r nimeros primos mayores que 3. Demuestra que 48 divide
a(p—q)(g—r)(r—p)

Problema 17. Sea ABC' D un cuadrilétero ciclico. El punto P se escoge en larecta AB
de tal forma que la circunferencia por C', D y P es tangente a AB. De forma similar,
el punto @) se escoge en la recta C'D de tal forma que la circunferencia por A, By Q)
es tangente a C'D. Demuestra que la distancia de P a C'D es la misma distancia que de
QaAB.

Problema 18. Considera las siguientes sumas de 50 términos:

1 1
T3t T o000

N SR
52-99 99-52 ' 100-51°

+

T =
51-100

Expresa % como fraccién irreducible.

Problema 19. Encuentra todas las ternas (x, y, z) de nimeros reales tales que

w2 —yz=|y—z|+1,
v  —zx =z — x|+ 1,

2 —xy=lzr—yl+1

Problema 20. Todos los enteros del 1 al 100 han sido escritos en un pizarrén, cada
uno exactamente una vez. Una operacion consiste en elegir dos nimeros a y b en el
pizarrén, borrarlos y luego escribir el maximo comiin divisor de a? + b% + 2 y a?b? +
3. Luego de algunas operaciones, queda solamente un entero escrito en el pizarrén.
Demuestra que este nimero no puede ser un cuadrado.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de préctica elegidos para
este namero de la revista. Antes de consultar estas soluciones, te recomendamos hacer
tu propia solucién a cada problema o, al menos, haberle dedicado un tiempo conside-
rable a cada uno de ellos.

Es muy comiin en matemdticas que un problema tenga mds de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Gnicas. Aunque hayas
resuelto un problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos
a consultar estas soluciones y discutirlas con tus compaiieros. Si logras encontrar una
solucién diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas de tus soluciones, te invi-
tamos a compartirlas con nosotros a la direccién revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Como DF es didmetro de I'3, tenemos que ZEOD = 90°.
Ademads, como O es el centrode I'y, OF = OD. Sean r1 y ro los radios de I'; y I'o,
respectivamente. Por el teorema de Pitdgoras, resulta que OE? + OD? = DE?, esto

es, 2r? = (2r2)?, de donde % = 2. Por lo tanto,

2
drea(l'y) = o 5
grea(Ty) 73 r3 7

l\7|

Solucién del problema 2. Sea aabb un nimero tartamudo que también es cuadrado
perfecto. Es claro que o
aabb =11 (aOb) .

Luego, para que sea un cuadrado perfecto, es necesario que 11 divida a a0b. Del criterio
de divisibilidad del 11, esto sucede si y solo si 11 divide a a+b. Como a y b son digitos,
entonces 0 < a+b < 18, por lo que a+b puede ser 0 u 11. El primer caso no es posible
ya que implica a = b = 0, lo cual no puede suceder pues el niimero debe ser de cuatro
cifras. Entonces, a + b = 11. Usando el criterio de divisibilidad del 4, tenemos que
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116 = 0,1 (mod 4), es decir, b = 0,3 (mod 4). Como 0 < a,b < 9, entonces las
tinicas posibilidades para (a,b) son (8,3), (7,4),(4,7) y (3,8). Es fdcil verificar que
la dnica de estas que si cumple es (7, 4) (a0b = 704 = 11 - 64 = 11 - 82). Por lo tanto,
el tinico nimero tartamudo que también es un cuadrado perfecto es 7744 = 882

Solucién del problema 3. Sean M, N y @ los puntos medios de los segmentos AP,
CD y BP, respectivamente.

D C

Como M y @ son puntos medios de AP y BP, tenemos que M Q y AB son paralelas
yMQ = A—QB = CTD = NC. Luego, M@ y NC son paralelas y de la misma longitud,
por lo que MQCN es un paralelogramo. Como CP = C'B y @ es punto medio de
BP, se sigue que CQ) y BP son perpendiculares, de donde concluimos que BP 'y M N
son perpendiculares.

Solucién del problema 4. Tenemos 5 lineas verticales y 5 lineas horizontales en la
cuadricula. Ademds, tenemos 18 piezas de dominé. Supongamos que cada linea esta
bloqueada por al menos una pieza de dominé. Entonces debe haber una linea (vertical
u horizontal) que estd bloqueada exactamente por una pieza (de lo contrario, habria al
menos 20 piezas de domind). Consideremos las dos subcuadriculas en las que queda
dividida la cuadricula de 6 x 6 con esa linea. Cada una de esas subregiones tiene una
cantidad par de cuadritos. Al considerar la pieza que cruza esa linea, queda una cantidad
impar de cuadritos a cubrir en cada subcuadricula, la cual es imposible cubrir con las
piezas de domind, ya que cada pieza cubre dos cuadritos. Esto significa que debe haber
alguna linea que no estd bloqueada por ninguna pieza.

Solucién del problema 5. Supongamos, por contradiccién, que existe un entero n tal
que 73 —9n +27 = 0 (mod 81). En particular, 3 divide a n3 — 9n + 27y, por lo tanto,
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3 divide a n®. Como 3 es primo, se sigue que n es mdltiplo de 3. Luego, n = 3a para
algun entero a. Entonces,

n3 —9n + 27 = 27a® — 27a + 27 = 27(a® — a + 1).

Como este niimero es miiltiplo de 81, necesariamente a® — a + 1 es miiltiplo de 3. Sin
embargo, por el pequefio teorema de Fermat, tenemos que a®> = a (mod 3), lo cual
implica que a® —a + 1 = 1 (mod 3), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, el
nimero n® — 9n + 27 no es divisible por 81 para todo entero n.

Solucion del problema 6. Como 1 + L\/ 2nJ > /2n, tenemos que

2n

Ademas, 1 + L\/ 2nJ <1+ +/2n. Luego,

2n 2n 1
> =V2n—1+—>\V2n-1. (11)
1+ {\/2@ 14+v2n 14++v2n

De (10) y (11) se sigue que

2n
W = {\/%J s (12)

ya que tiene que ser un entero. Sea b/ 2nJ = m. Sustituyendo en (12) y despejando n,

m(m+1)
2

obtenemos que n = . Es claro que si n tiene esta forma, entonces 1+ b/ 2nJ =

1+ L m(m + 1)J = 1+4m, el cual claramente divide a 2n = m(m+ 1). Por lo tanto,

los enteros positivos que cumplen son los de la forma n = w

positivo.

con m un entero

Solucién del problema 7. Para i > 1, tenemos que

2
_ 2 R
—ai_1+2+ 5 >ai—1+2'
ai—1 ai_q

2
a; = <ai—l +

Sumando estas desigualdades desde ¢ = 2 hasta 7 = n, obtenemos que
n—1 n—1
ai—i—Za? >a%+2af+2(n—l),
i=2 i=2

esto es, ai > 2n — 1. En particular, si n = 100, entonces a1gg > v/ 199 > 14.

Solucion del problema 8. Sea p un nimero primo y sea v/, (n) la mayor potencia de p
que divide a n. Entonces, vy ([a, b]) = max{vy(a), v,(b)}, de donde

vp([a, b]:[b, ]-[¢, a]) = mdx{vy(a), vp(b) } +méx{ry (b), vy (c) }+max{ry(c), vp(a)},
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mientras que v,([a, b, c]?) = 2max{v,(a), v,(b), vp(c)}.
Luego, tenemos que

VP([avb] ’ [bv C] ’ [Cv a]) 2 VP([avbvc]Q)v

pues max{x,y} + max{y, z} + max{z,z} > 2max{x,y, z}. Como esto pasa para
todo nimero primo, concluimos que [a,b] - [b, c] - [¢,a] > [a,b, c]?, como se queria
probar.

Solucién del problema 9. Desarrollando el producto del lado izquierdo de la ecuacién,
obtenemos que x4+ 1423 +6122 4841425 = 3. Sea A la expresién del lado izquierdo
de esta igualdad. Observemos que

(x% + T2 +5)* = 2* + 142 + 592 + 702 + 25
<A
<zt + 142° 4 612° + 842 + 36 = (2° + Tz + 6)?,
porlo que (22 + 7Tz +5)? < A < (2% + Tz + 6)?, esto es, A estd entre dos cuadrados

perfectos consecutivos, por lo que este no puede ser un cuadrado perfecto. Por lo tanto,
la ecuacidén no tiene soluciones en los enteros positivos.

Solucién del problema 10. Observemos que el cuadrildtero AEDF es ciclico, pues
LAED + LZAFD = 180°.

Luego, /EFA = /ZEDA = ZABD, pues ZADB = Z/DEA = 90°. Entonces el
cuadrilatero BEFC es ciclico. Mds adn,
AX +CV ;r Y _ Jarx = sopa= Y YA ;L Ya
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de donde se sigue que AX = ﬁ, estoes, AX = AY.

Como LZADB = ZDEA = 90°, los triangulos DBA y E DA son semejantes, por lo
que % = ﬁ—g, de donde AD? = AE - AB.

Por otro lado, tenemos que ZADX = LAY X = LY X A, pues el tridngulo AXY
es isésceles. Entonces, los tridngulos AX By AEX son semejantes. Luego, AX? =

AE - ABy, por lo tanto, AD? = AX?, de donde se sigue el resultado.

Solucién del problema 11. Mostraremos que 60 es el menor valor posible de n. Ob-
servemosque 1 +2+---+63 = % =2016.Lasumal+2434---4+59461+
62 + 63 + 64 omite al 60 e incluye al 64, por lo tanto es igual a 2016 — 60 + 64 = 2020
y n = 60 es posible. Mostramos que es imposible que n < 59. Si el nimero n < 59
no aparece en la suma, entonces la menor suma posible es

1424 +n—-1D)+@n+1)+0n+2)+--+64
=(1+2+---+63)+ (64 —n)
=2080 —n
> 2080 — 59 = 2021,

lo cual es imposible. Por lo tanto, la respuesta es 60.

Solucién del problema 12. Sea D la interseccién de XY y BT. Como DTy Y Z son

: XY _ XD
paralelas, se sigue por el teorema de Tales que 5 = %7

A

Como /BXY = /CXZy/YBX = £ZCX por ser isosceles el tridngulo ABC, te-
nemos que los tridngulos BXY y C X Z son semejantes. Entonces, f(—g = % = ))i?
y, como /BXD = ZCXT, por el criterio LAL tenemos que los tridngulos BX D y
C XT son semejantes, lo cual implicaque ZCBT = ZCBD = ZBCT. Esto significa
que T'B =TC, asique T'y A estan en la mediatriz de BC, que también es la bisectriz

del dngulo en el vértice A.

Solucién del problema 13. a) Sea m = 103" yn = <1O3k — 1) /3%, con k > 1.
Denotamos por v,(r) a la mixima potencia de p que divide a r. Por el Lifting the
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Exponent Lemma, tenemos que
vs (10% —1) =13 (10°" = 1%") = v5(10 — 1) + v(3%) = k + 2
y, por lo tanto, n es un entero. Ahora, observemos que
mn = (109 (107 1)/ g0 -1

Este nimero tiene 103" — 1 +1 = 103" = m digitos. Por lo tanto, m es digital para
cada entero positivo k.

b) Seam = 10* donde k > 2 es par. Entonces m” = (10¥)™ = 10*" tiene exactamente
kn + 1 digitos en su representacion decimal. La igualdad kn + 1 = m no es posible
puesto que k£ y m son nimeros pares. Por lo tanto, m no es digital para cada entero par
k> 2.

Solucién del problema 14. No es posible. Supongamos, por contradiccidn, que existe
un tablero que cumple lo deseado. Primero, notemos que cambiar el orden de las fi-
las o de las columnas no afecta la propiedad deseada del tablero, pues estos cambios
mantienen invariantes los conjuntos dados por las filas y las columnas. Mediante mo-
vimientos de este estilo, es facil ver que podemos acomodar a los nimeros del 1 al
2019 de modo que queden dentro del subtablero de 2019 x 2019 de la esquina superior
izquierda (con intercambios de filas y columnas se puede llevar el 1 a la casilla supe-
rior izquierda, si el 2 no estd dentro del tablero de 2 x 2, se puede llevar sin afectar la
posicién del 1 y asi sucesivamente). Luego, para las 2020-ésimas fila y columna, deben
existir x,y, z distintos con la propiedad de que x = yz. Sin embargo, los tres ente-
ros son mayores que 2019, lo cual implica que z = yz > 20202 y, tendria que pasar
x = 20202,y = z = 2020, lo que es una contradiccién ya que z, y, z son distintos. Por
lo tanto, no existe tablero con la propiedad deseada.

Solucion del problema 15. Por la desigualdad MA-MG, tenemos que b + ¢ > 2v/be,
c+a>2y/caya+b> 2Vab. Esto implica que

Vab—1 Vbc—1 +fea—1 _1 \/ab—l bc—1 \/ca—l
< Z
b+c + c+a + a+b — 2 be + ca + ab

4 EDE 6D EDY)

Por otro lado, como a > 1y b > 1, tenemos que % <lya-— % > (. De manera
andloga, obtenemos que b — % >0yc— % > 0. Luego, aplicando la desigualdad
11

MA-MG en cada uno de los pares ((a — 1+, 1), (b— 1, 1)y (c— 1 1), obtenemos que

(i (-3 (-03)
llfed et i)
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Esta serie de desigualdades muestran lo que queriamos probar.

Solucién del problema 16. Como p, ¢ y r son primos mayores que 3, cada uno de ellos
es congruente con 1 o —1 médulo 3. Luego, por el principio de las casillas, hay dos
con la misma congruencia médulo 3, de donde se sigue que 3 | (p — q)(q — r)(r — p).
Por otro lado, como los tres primos son impares, cadaunode p — ¢, ¢ — ryr — p), es
par. Ademds, cada uno de p, g y r es congruente con 1 o —1 mdédulo 4. Nuevamente
por el principio de las casillas, hay dos con la misma congruencia médulo 4, por lo
que 4 divide a alguna de las diferencias y las otras dos son pares, lo cual implica que
16| (p—a)(g —7)(r —p).

Concluimos entonces que 3 - 16 = 48 divide al producto (p — q)(q — r)(r — p).

Solucién del problema 17. Si AB y CD son paralelas, el resultado es inmediato, asi
que supongamos lo contrario. Sea R la intersecciéon de AB y CD. Se sigue por las
tangencias que RP? = RD - RC = RA- RB = RQ?, lo que implica que el tridgngulo
RPQ es isésceles con RP = RQ. Por lo tanto, las alturas desde P y () son iguales,
como queriamos demostrar.

Solucién del problema 18. Observemos que

50 1 50 1 1 100 1 50 1 100 1 50 1
Z(21<:—1)21€ D 2k—1 2k Zk 2k k k
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

5!

B k
k=51

y

Tﬁ“ 1 1i<1+ 1)21001

N £~ (50 + k)(101 — k) - 151 —\50+k 101-k - 151 =k
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Por lo tanto, 2 = 151

Solucion del problema 19. Es ficil notar que si (z,y, z) es solucién del sistema, en-
tonces (—x, —y, —z) también lo es. Ademds, la suma de los nimeros en la primera
terna es el negativo de la segunda. Supongamos entonces que z + y + 2z < 0. Esta
ecuacion es simétrica en x, y, z asi que podemos suponer que x > y > z con lo que el
sistema se vuelve

P —yz=y—z+1,

v —zr=x—2+1,

2Z2—ay=xz—y+1.

Restando la tercera ecuacion de la segunda obtenemos que (y — 2)(z+y+2—1) = 0,
dedondey =zozxz+y+2=1.

Restando la segunda ecuacién de la primera obtenemos que (z —y)(x+y+2z+1) =0,
dedondexr =yox+y+2z=—1.

Como claramente z = y = z no es solucién, debe ocurriry = zyz +y + 2 = —1.

Entonces, + = —2y — 1 y la primera ecuacién se vuelve 2 — y2 = 1. Luego,
2 2 _ 2 _ . _ 4 g

(2y + 1)* — y* = 1y, por lo tanto, 3y —4?; = O.Amqueyl— 0oy = —3.Si

y = 0, entonces z = —1 < y lo que contradice nuestra suposicién. En este caso, la

tnica solucidnes x = 3,y = 2 = —3.

Considerando ahora los cambios de signo y los posibles acomodos de las ternas, tene-

: : : (B _4 _4 : 5 4 4
mos seis §01u010nes del sistema: (3, —3, —3) Y sus permutaciones, y (—3, 3,3) y sus
permutaciones.

Solucién del problema 20. Observemos que a?b? + 3 nunca es miltiplo de 9. En
efecto, si lo fuera, entonces a2b2 + 3 es miiltiplo de 3, lo cual implica que 3 | aZb? Y,
por lo tanto, 3 | @ 0 3 | b. En cualquier caso, tenemos que 9 | a?b? y, como 9 divide a
a?b? + 3, se sigue que 9 | 3, lo que es imposible. Esto implica que cuando se realiza la
operacion a algin par de enteros, el niimero resultante no es miltiplo de 9.

Afirmamos que en todo momento la paridad de la cantidad de muiltiplos de 3 en el
pizarrdn es invariante. Si escogemos a y b tales que ninguno es multiplo de 3, entonces
3 1 (a®b* + 3), asf que el mdximo comun divisor no serd divisible por 3. Si a y b son
ambos divisibles por 3, entonces a? + b? + 2 no es divisible por 3. Si exactamente uno
entre a y b es divisible por 3, entonces a? +b? +2 =1+ 2 = 0 (mod 3) y 3 divide a
a®b? + 3. Esto prueba la afirmacién.

Como hay 33 miltiplos de 3 al principio, el nimero final debe ser miltiplo de 3. Como
no es divisible por 9, este no puede ser un cuadrado.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2020 No. 2.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogerdn de entre
las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. jTe invitamos a intentarlo!

Problema 1. Sean APQR y ASTU dos cuadrados con el vértice A en comtn, como
se muestra en la figura. Si SR = 10 cm y M es el punto medio de U P, calcula la
longitud, en cm, de AM.

S, 10 R

U
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Problema 2. Una maestra de preescolar tomé n > 1 rectdngulos de cartén idénti-
cos (de dimensiones nimeros enteros) y los distribuy6 a n nifios; cada nifio recibié
un rectdngulo. Cada nifio cort6 su rectdngulo en varias piezas cuadradas iguales (los
cuadrados de diferentes nifios pueden ser distintos). Resulté que la cantidad total de
cuadrados entre todos los nifios es un nimero primo. Demuestra que los rectidngulos
iniciales eran cuadrados.

Problema 3. ;Es posible cubrir completamente un tablero de 8 x 8 con fichas de 2 x 1
(sin que se traslapen), de tal forma que ningin par de fichas forme un cuadrado de
2x2?

Problema 4. Determina todos los nimeros primos de la forma 1 + 2P + 37 + - - - 4 pP,
donde p es un nimero primo.

Problema 5. Sea M el punto medio del arco menor BC en el circuncirculo del tridngu-
lo ABC. Sup6n que la altura trazada desde A interseca a la circunferencia en N. Las
rectas por el circuncentro O del tridngulo ABC, paralelasa M By MC, cortana AB
ya AC en K y L, respectivamente. Demuestra que NK = NL.

Problema 6. Determina el valor minimo de la expresion

la+b+1b+c|+ |c+al
lal + [b] + |c]

)

donde a, b y ¢ son nimeros reales.

Problema 7. Sean a, b y ¢ niimeros reales tales que (a + b)(b + ¢)(¢c + a) = abcy
(a® + %) (b7 + c°)(c® + a®) = (abc)®. Demuestra que al menos uno de los nimeros a,
b o cesigual a cero.

Problema 8. Determina todas las funciones f : ZT — Z7 tales que todo nimero
primo p divide a f(n)f(p — 1)! + n/®) para todo entero positivo n. (Recuerda que Z*
denota al conjunto de los enteros positivos).

Problema 9. Sean I'; y I'y circunferencias que se intersecan en dos puntos distintos
A'y B. Una recta por A intersecaa 'y y a I'y en C'y D, respectivamente. Sea P la
interseccion de las rectas tangentes a 'y en Ay C, y sea () la interseccion de las rectas
tangentesa ' en Ay D. Sea X el segundo punto de interseccion de los circuncirculos
de los tridngulos BCPy BDQ, y sea Y lainterseccién de AB y PQ). Demuestra que
C, D, X y Y son conciclicos.

Problema 10. Oriol tiene una colecciodn finita de cartas, cada una con un entero positivo
escrito en ella. Decimos que la coleccidn es n-completa si para cada entero k del 1 al
n (inclusive), puede escoger algunas cartas de tal forma que la suma de los nimeros
escritos en ellas sea igual a k. Sup6n que la coleccién de Oriol es n-completa, pero deja
de ser n-completa si se retira alguna carta de ella. ;Cuadl es la mdxima suma posible de
los nimeros en las cartas?
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2019 No. 3.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 3, afio 2019. Aprovechamos para invitar a todos los lectores a
participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en los ndmeros
posteriores de la revista. En esta ocasion, agradecemos a Guillermo Courtade Mora-
les por habernos enviado sus soluciones a los problemas 1, 2 y 3. Recuerda que en
el siguiente nimero de la revista aparecerdn las soluciones de los problemas de en-
trenamiento propuestos en Tzaloa No. 4, afio 2019, por lo que aun tienes tiempo de
enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Sean a y b niimeros reales no negativos y distintos tales que a + v/b =
b+ /a. Determina el valor maximo de la suma a + b.

Solucion de Guillermo Courtade Morales. Tenemos que a 4+ v/b = b+ \/a si y solo
si/a—vb = a—bsiysolosiva— Vb= (va—vb(ya+ vb)siy solo si
Va+ Vb = 1 (pues a # b). Elevando al cuadrado la dltima igualdad y reacomodando,
obtenemos que a +b = 1 — 2v/ab. Como —2vab < 0, se sigue que a +b < 1.
Finalmente, observemos que sia = 0y b = 1, entonces a + b = 1. Por lo tanto, el
valor méximo de la suma a + bes 1.

Problema 2. Demuestra que ningtin nimero de la lista
11, 111, 1111, 11111,...

es un cuadrado.

Solucién de Guillermo Courtade Morales. Observemos que cada nimero de la lista
es de la forma 11 + 100m para algtin entero m. Ademas, es ficil ver que 11 + 100m =
3 (mod 4). Como todo cuadrado es congruente con 0 o 1 médulo 4, se sigue que
11 + 100m no puede ser un cuadrado.

Problema 3. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo con incentro /. La bisectriz interna
del dngulo ZABC cortaa AC en P. Demuestra que si AP + AB = BC, entonces el
tridngulo AP es isGsceles.

Solucién de Guillermo Courtade Morales. Primero notemos que, por el teorema de

la bisectriz, i—g = i—g = %_CAB, por lo que PC = w. Ahora, como

AC = PC + AP, se sigue que AC = BC — AB + BC(BAC;AB) = BCZ*BABZ.
Sea @ el punto de interseccién de la recta AI con el segmento BC. De nuevo, por el
teorema de la bisectriz, tenemos que % = Bc;Eg?Bz =B CBfQB Q, lo cual implica

que f—g = g—g. Como los tridngulos AQB y C'AB comparten el dngulo ZABQ), son

semejantes por el criterio LAL. Entonces,

180° = ZABQ + /BCA+ /CAB = 2/ABP + 3/QAB,
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de donde obtenemos que ZABP = 90° — %ZQAB.

B

A P C

Por otro lado, tenemos que 180° = LZABP+2/QAB+/ZBPA, porloque /BPA =
90°— 1 ZQAB = 90° — 1 /P Al Esto significa que /BPA = ZAIP, lo cual implica
que Al = AP, esto es, el tridngulo APT es isdsceles.

Solucién alternativa. Consideremos el punto ) sobre AB de modo que P() sea para-
lelaa Al

B

Q

Como LAQP + LQPA = /BAC 'y LZAQP = LBAC por ser PQ y Al paralelas,
tenemos que AQ) = AP. Entonces, BQ = BA—l—AQ BA+ AP = BC, de dondeel
tridngulo BQC' es isésceles y, como BP es bisectriz del dangulo ZQBC, P est sobre

la mediatriz de QC, por lo que PC = PQ.

AT AB

Por el teorema de Tales, tenemos que 50 = BO — donde la dltima igualdad se

BC’
AB _ AP _
51gue de BC' = B(Q. Ahora, por el teorema de la blsectnz tenemos que 55 = p5 =
PQ, pues PC' = PQ. Lo anterior implica que 55 AI = PQ, por lo que AT = AP yel

triangulo AP es isésceles.

Problema 4. En un comité hay n miembros. Cada 2 miembros son amigos o enemigos
y cada miembro tiene exactamente 3 enemigos. También se sabe que para cada miem-
bro del comité, un enemigo de su amigo es su enemigo. Encuentra todos los valores
posibles de n.
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Solucién. Como cada miembro tiene exactamente 3 enemigos, hay 37" relaciones de
enemistad. Como este niimero es un entero, entonces n es par. Mds atin n > 4 porque
cada miembro tiene al menos 3 enemigos.

Paran = 4 podemos ver que el comité en el que cada pareja de miembros son enemigos
funciona. Con n = 6, podemos dividirlos en dos grupos de 3 personas en los que cada
persona es amigo de los miembros de su grupo y enemigo de los miembros del otro
grupo.

Sin > 6, sea A un miembro del comité. Sabemos que A tiene 3 enemigos, sea B uno
de ellos. También A tiene n — 4 amigos que son enemigos de B, porque son amigos de
A. Por lo tanto, B tiene al menos n — 4 > 8 — 4 = 4 enemigos, lo que es imposible.
Por lo tanto, solo n = 4 y n = 6 funcionan.

Problema 5. Para cada entero positivo n, determina la cantidad de tridngulos (no dege-
nerados) que se pueden formar con lados de longitudes enteros a, by ncona < b < n.

Solucién. Por la desigualdad del tridngulo, debemos tener que a + b > n. Contaremos
siguiendo los valores de b. Cuando b = n, es posible hacer n tridngulos distintos, pues
a=1,2,3,...,n. Con b = n — 1, es posible hacer dos tridngulos menos: a ya no
puede alcanzar el valor de n pues a < by a no puede ser tampoco igual a 1, pues
14 (n—1) = n no cumple la desigualdad del tridngulo. De esta manera, cada vez que
b disminuye en una unidad, la cantidad de tridngulos que se pueden formar disminuye
en2.Sin = 2k+1, el “dltimo” tridngulo que podemos haceresconb = k+1 = a. La
sumaserfa 1+3+---+2k+1 = (k+1)? = (%1)2. En caso en que n = 2k, entonces el
“dltimo” valor que alcanza b es k+1 y se pueden formar dos tridngulos con a = k, k+1.
Luego,lasumaenestecasoes 2+ 4 + -+ +2k = k(k+1) = k* + k = (%) — 1.
En ambos casos, se puede simplificar como | (241)?].

Problema 6. Cinco enteros distintos a, b, ¢, d y e, no necesariamente positivos, satisfa-
cen que
Ad—a)d-b)(4—c)d—d)(4—e)=12.

Determina el valorde lasumaa +b+c+d + e.

Solucién. Renombrando los nimeros, si es necesario, podemos asumir que
A=4—-a<B=4-b<C=4-c<D=2—-d<E=4-c¢

Los ndmeros A, B, C, D, E son enteros distintos que satisfacen que ABCDFE = 12.
Luego, cada uno de estos nimeros es igual a £1, £2, +3, 4, 6 o +12. Si alguno de
los nimeros (que debe ser A o F) es igual a 12 0 a —12, entonces todos los demads
numeros deben ser 1 o —1, asi que al menos dos de ellos son iguales, lo que es imposi-
ble. De manera andloga, si alguno de los nimeros es igual a 6 0 —6, entonces algin otro
nimero debe ser 2 0 —2 y los restantes tres nimeros deben ser iguales a 1 o —1, lo cual
implica que al menos dos de ellos son iguales, lo cual es imposible. Por lo tanto, todos
los nimeros estdn entre —4 y 4. Si alguno de los ndimeros es igual a 4 o —4, algtn otro
nimero debe ser 3 0 —3 y los restantes tres nimeros deben ser iguales a 1 o —1, as{
que al menos dos de ellos son iguales, lo cual es imposible. Luego, A, B, C, D, E son
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cinco de los ndmeros —3, —2, —1,1,2, 3. Es claro que si A = —3, entonces £ < 2,
y si £ = 3, entonces A > —2. Como el producto de los cinco nimeros es positivo,
no puede haber tres de ellos negativos, de modo que el dnico caso posible es A = —2,
B=-1,C=1,D =2, F =3.Entonces, A+ B+ C+ D+ E = 3, 1o cual implica
quea+b+c+d+e=20—(A+B+C+D+FE)=1T7.

Problema 7. Sea p un nimero primo impar. Decimos que una p-tupla de enteros
(a1,a9,...,ap) es exdtica si se satisfacen las siguientes tres condiciones.

a) 0<a; <p—1lparatodai =1,2,...,p.
b) a1 + a2 + a3z + - - - + a, no es miltiplo de p.
¢) ajaz + asas + asaq + - - - + apa; es multiplo de p.

Determina la cantidad de p-tuplas exéticas.

Solucion. Diremos que una p-tupla (a1, as, ..., ap) es casi exdtica si satisface las pri-
meras dos condiciones, estoes,si0 < a; <p—1lparai =1,2,...,p,ya;+az+asz+
-+ a, no es miltiplo de p. Notemos que hay pP~!(p — 1) p-tuplas casi exdticas, pues
hay p formas de elegir cada uno de a1, as,...,ap—1, y p — 1 formas de seleccionar

a ap, ya que hay exactemente una eleccion para la cual a; + az + az + --- + ap es
multiplo de p, una vez seleccionados los primeros p — 1 miembros de la p-tupla.
Ahora, sea C; el conjunto de p-tuplas casi exdticas tales que

araz + asaz + asas + - - + apar =1 (mod p)

parai = 0,1,...,p — 1. Es f4cil ver que cada p-tupla pertenece a exactamente uno de
los conjuntos C; y buscamos el tamaiio del conjunto Cj. Veamos que los C;’s tienen
el mismo tamafio. Para esto, consideremos una p-tupla en C;, (a1,az,...,ap), y seac
un entero no negativo menor que p tal que 2¢(a; + az + - -+ + ap) = j — 4 (mod p).
Observe que tal c existe y es tnico, pues a; +az+- - - +a, no es multiplo de p. Ademds,
tenemos que

(a1 +c)(az +c¢) + -+ (ap + c)(a1 +¢)
= [aras + c(ar + az) + ] + -+ apar + c(ap + ar) + €]

P
= Zaiaj—i—?cz:ai—i—pc? =i+ (j—1i)+0=7 (modp).
i#j i=1

Esto muestra que la p-tupla (a1 + ¢, a2 +¢,...,ap + ¢) estd en C; (cada ar, + c es
considerado médulo p). Ahora demostraremos que la funcién definida anteriormente
es inyectiva. Sean (aq, ag, ..., ap)y (b1,b2,...,by) dos p-tuplas casi exdticas en C; y
supongamos que de estas se llegan a las mismas parejas (a1+cq, a2 +Cq, - - - , Gp+Cq) =
(b1 + ¢y, b2 + cp, ..., by + ) donde ¢, y ¢ cumplen que

2cq(ar + -+ 4+ ap) =2¢y(b1 + - - - + by) (mod p). (13)
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Entonces, a; + ¢, = b; + ¢ (mod p) para todo 1 < i < p. Sumando estas p con-
gruencias se obtiene que a1 + --- + ap = by + -+ + b, (mod p). De (13) se sigue
que 2¢, = 2¢, (mod p) y, como 0 < ¢4,¢5 < p — 1, resulta que ¢, = ¢;,. Luego
a; = b; (mod p) para todo ¢, de donde se concluye que las p-tuplas (a1, as,...,ap)y
(b1, b2, . ..,bp) son las mismas. Esto muestra que la funcién definida anteriormente, es
inyectiva.

Al ser la funcién inyectiva, tenemos que para cualesquiera i # j, |C;| < |C;|. Esto
claramente implica que |C;| = |C;| para cualesquiera i # j.

Esto muestra que todos los C;’s tienen el mismo tamafio, por lo que |Co| = pP~2(p—1)
elementos, esto es, el nimero de p-tuplas exdticas es p?~2(p — 1).

Problema 8. Se tienen n > 1 cuadrados tales que la suma de sus areas es 4. Muestra
que estos cuadrados se pueden acomodar dentro de un cuadrado de 1 x 1 de modo que
lo cubran totalmente. (Los cuadrados se pueden traslapar al ser acomodados).

Solucién. Sean a1, as, . . . a, los lados de los cuadrados. Si algin a; es mayor o igual
que 1, el cuadrado correspondiente cubre todo el cuadrado de 1 x 1 y terminamos. Su-
pongamos entonces que a; < 1 parat = 1,2,...,n. Notemos que para cada a; existe
un k; entero positivo tal que 2% <a; < 2,6%1 Para cada cuadrado, consideramos un

subcuadrado de lado b; = 2%7 Como 1 < % < 2, este subcuadrado serd de al menos
1/4 de érea del cuadrado correspondiente, entonces la suma del area de los subcuadra-
dos (los cuadrados de lados by, bs, . . ., b,) es mayor o igual que 1.

Veamos que podemos cubrir un cuadrado de 1 x 1 con estos subcuadrados. Considere-
mos una divisioén en 4 cuadrados de lados % cada uno. Si alguno de los b;’s es igual a
%, lo colocamos de modo que cubra a alguno de estos cuadrados y procedemos recur-
sivamente. Cada uno de los cuadrados de lado %, se divide en cuatro subcuadrados y, si
hay b;’s iguales a esos lados, cubrimos los cuadrados que puedan ser cubiertos. Como
la suma de las 4reas de los cuadrados de lados by, bs, . . ., b, es mayor o igual que 1, se
cubrira el cuadrado inicial de 1 x 1. Entonces, cada cuadrado de lado b; lo cubrimos
con el correspondiente de lado a;, con lo que logramos cubrir totalmente el cuadrado
de 1 x 1, como queriamos.

Problema 9. Sea p un nimero primo y sean ay, . . ., a, enteros. Demuestra que existe
un entero k tal que los ndmeros a, + k,az + 2k, ..., a, + pk, producen al menos
1(p + 1) residuos distintos al ser divididos entre p.

Solucion. Notemos que dos valores se repiten si a; + ik = a; + jk (mod p), con

i # j. Como ¢ — j # 0, existe el inverso multiplicativo de ¢ — j médulo p. Luego,

k = —%“=% (mod p). Consideremos las (}) fracciones —“—= (mod p). Tenemos
J 2/, . =2 .

que cada una corresponde a uno de los p residuos médulo p. Por el principio de las

casillas, existe un residuo j con a lo més @ = =L parejas. Vamos a probar que

. . P 2

este j funciona.

Sea z; la cantidad de veces que aparece el residuo ¢ en la sucesion a; + k, as + 2k, . ..

y sean by, by, ..., by los residuos que se repiten. Sea S = xp, + - - - + p, y notemos

que p — S es la cantidad de residuos que aparecen una vez.

Sabemos que z — 1 < (3) = 2=z

5) = “5 = siysolosi (v — 1)(z — 2) > 0 se cumple para
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todo x entero positivo. Por lo tanto, como la cantidad de parejas que describimos antes

es Zle (“4¢) tenemos que S — k = Zle(:cbi -1 < Zle ("5) < el
La cantidad total de residuos en esta sucesion es

-1
(p—S)+k=p—(S-kK)>p-L—-=L—,
como queriamos.

Problema 10. Encuentra todos los enteros positivos n con la siguiente propiedad: los
enteros del 1 al 2n se pueden dividir en dos grupos a;, as, ..., a, y b1, ba, ..., b, tales
que 2n dividea ajas - - - ay, + biby--- b, — 1.

Solucién. Primero notemos que ajas - - - a, + b1bs - - - b, es impar, por lo que los n
pares estdn en un grupo y los n impares estn en otro. Tenemos que encontrar todos los
n para los que 2n divideal-3---(2n—1)+2-4---(2n) — 1. Es claro que 2n divide
al producto 2 -4 - - - (2n), por lo que necesitamos que 2n dividaa1-3---(2n—1) — 1.
Supongamos que n tiene un factor primo impar p. Sabemos que p < n < 2n—1, por lo
que aparece en el producto 1-3 - - - (2n— 1) y, por lo tanto, lo divide. También sabemos
quep|2n|1-3---(2n—1)—1,lo cual implica que p | 1, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, n = 2% y 251 debe dividira 1 -3--- (2%t — 1) — 1. Es fdcil ver que
k = 0 funcionay k = 1 no. Vamos a probar que toda k£ > 2 funciona.

Sea a un residuo impar médulo 2#+1. Decimos que el residuo b médulo 2FF1 es el
inverso de @ médulo 251 si 28+ divide a ab — 1. Es f4cil ver que a tiene exactamente
un inverso porque si b y ¢ son residuos distintos, entonces ab = ac (mod 2¢*1), lo cual
implica que 2¥*+1 divide a ab — ac = a(b — ¢) y, como a es impar, 2¥*! divide a b — c,
lo que es imposible para residuos distintos. Por lo tanto, ab toma el valor de un residuo
impar diferente para cada residuo b impar y, por lo tanto, exactamente un b hace que la
expresién sea congruente con 1 médulo 25+,

Por lo tanto, el producto de cada pareja de inversos en el producto 1 - 3 - - - (2¢+1 — 1)
es 1 médulo 2! y solo quedan los valores que son su propio inverso. Esto es, 2¢+1
divide a a® — 1 = (a — 1)(a + 1). Sabemos que uno de a — 1,a + 1 no es divisible
entre 4 porque su diferencia es 2. Entonces, 2* divide a a — 1 0 a a + 1. Como a es
un residuo y su valor estd entre 0 y 2°T1 — 1, los tinicos que son su propio inverso son
1,2 —1,2% 41,281 — 1 que son todos diferentes pues k > 2.

El problema es equivalente a demostrar que 2*+! divide a

que es evidentemente cierto.
Por lo tanto, los valores posibles de n son las potencias de 2 diferentes de 2.
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La Competencia Internacional de Matematicas del ailo 2019 (SAIMC 2019), se celebré
en Durban, Sudéfrica, del 1 al 6 de agosto de 2019. En esa ocasién, México participd
con un equipo de Primaria y un equipo de Secundaria, obteniendo una medalla de
oro, dos medallas de plata, tres medallas de bronce y dos menciones honorificas en las
pruebas individuales. En las pruebas por equipos, se obtuvieron una medalla de oro y
una medalla de bronce.

La prueba individual del nivel elemental, consiste de 15 preguntas en el que se requie-
re que las respuestas sean solo nimeros (nada de andar tratando de explicar o poner
anotaciones). Son 90 minutos, cada problema vale 10 puntos y no hay puntos parcia-
les. Como verds, la mayoria de los problemas son retadores pero no exageradamente
complicados; este tipo de problemas normalmente requieren algin pequefio truco, teo-
remita o simplemente mucha rapidez para hacer cuentas.

Las reglas de la prueba por equipos son las mismas tanto para el nivel elemental (Pri-
maria) como para el nivel Secundaria. En ambos casos, los equipos estdn formados por
4 integrantes (del mismo pais) y empiezan la prueba juntos. Reciben 8 problemas, cada
uno impreso en una hoja individual. Empieza a correr el tiempo y tienen 10 minutos
para hablar y decidir quién resolverd cudl problema, sin hacer anotaciones de ningun ti-
po; cada integrante debe tener al menos un problema, los problemas impares requieren
solo respuesta mientras que los problemas pares requieren solucién y si pueden recibir
puntos parciales. Terminados esos 10 minutos, cada integrante del equipo debe traba-
jar de manera individual durante 35 minutos para resolver los problemas que eligio.
Al concluir esos 35 minutos, deben entregar sus hojas y vuelven a juntarse. Reciben 2
problemas mds y tienen 25 minutos para resolverlos trabajando en equipo. La prueba
completa dura 70 minutos.

En la Competencia Internacional de Matematicas (IMC) se premia Oro, Plata, Bronce
y Mencién Honorifica en proporcidn 1:2:3:4. Es decir, solo el 6 % recibe una medalla
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de oro, por lo que no es extrafio que se necesiten al menos 13 respuestas correctas para
conseguirla. A diferencia de otros paises participantes como India, Irdn o Estados Uni-
dos, México realiza un largo proceso nacional que se toma muy en serio el concurso, en
busca de mejores resultados. Desde que un participante presenta su primer examen en
su estado hasta que presenta el examen de la IMC, pueden pasar hasta dos afios: el pro-
ceso Nacional empieza en junio con el Concurso Nacional de la OMMEB y concluye
en agosto del siguiente afio con el viaje a la IMC: 14 meses de proceso selectivo.

En esa ocasion, el equipo de Primaria estuvo integrado por:

e Mateo Ivan Latapi Acosta (Ciudad de México).

e Javier Caram Quirds (Ciudad de México).

o Sebastidan Montemayor Trujillo (Nuevo Ledn).

e Luis Angel Gabriel Jiménez Iturbide (Tabasco).

Mateo Ivan obtuvo medalla de oro, Sebastidn obtuvo medalla de plata, Javier y Luis
Angel obtuvieron mencién honorifica. Como equipo obtuvieron medalla de bronce.

A continuacién presentamos los enunciados y las soluciones de la prueba individual y
de la prueba por equipos en el nivel elemental (Primaria) de la IMC del afio 2019.

Examen Individual, Nivel Elemental (Primaria)

Problema 1. En la figura siguiente, a, b, ¢, d, e, f y g son cuadrados congruentes. ; Cudl
es la razon del drea sombreada entre el drea del rectangulo ABC' D?

A D

Problema 2. En la siguiente figura, se tienen dos circunferencias del mismo tamafio
que se intersecan, con centros A y B, de manera que el centro de cada circunferencia

estd sobre la otra. ;Cuadl es la razén de la longitud del arco C'D que contiene a B entre
la longitud de la circunferencia de uno de los circulos?

C
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Problema 3. Cada uno de los tres estudiantes A, B y C tiene una calculadora y co-
mienza a realizar ciertas operaciones al mismo tiempo. El estudiante A comienza en
1509 y suma 3 en cada paso, el estudiante B comienza en 2019 y resta 7 en cada paso,
mientras que el estudiante C' comienza en un nimero X y suma 1 en el primer paso,
suma 2 en el segundo paso, suma 3 en el tercer paso y asi sucesivamente. Después de
N pasos, los tres estudiantes terminan con el mismo resultado. Encuentra el nimero
X.

Problema 4. El gobierno de la ciudad encuesto a todos los estudiantes de 5° y 6° gra-
do para determinar la popularidad de manejar una motoneta y andar en patineta. De
los estudiantes de 5° grado, el 9 % respondié que le gusta manejar una motoneta y el
14 % respondi6 que le gusta andar en patineta. De los estudiantes de 6° grado, el 11 %
respondié que le gusta manejar una motoneta y el 7% respondi6 que le gusta andar
en patineta. Cuando se combinan los estudiantes de 5° y 6° grado, el nimero de estu-
diantes que les gusta manejar una motoneta es el mismo que el niimero de estudiantes
que les gusta andar en patineta. Si el nimero total de estudiantes de 5° y 6° grado en
la ciudad es de 59400 y a ningtln estudiante le gusta ambos manejar una motoneta y
andar en bicicleta, determina la cantidad de estudiantes de 6° grado en la ciudad.

Problema 5. El promedio de tres nimeros enteros positivos es 2019. Si uno de los
numeros es reemplazado por el nimero 3, entonces el promedio de estos tres niimeros
es 673. ;Cudl es el nimero original que fue reemplazado por el 3?

Problema 6. En la siguiente figura se tiene un cuadrado ABC'D, donde el punto P
estd en el lado BC'y AP = 4 cm. Sean BBy, CC, y DD, las alturas bajadas desde
los puntos B, C'y D alarecta AP, respectivamente. Si BB, + CC7 + DD, = 6 cm,
encuentra el drea, en cm?, del tridngulo APD.

D c
Cy
B P
D,
A B

Problema 7. Nueve canastas contienen las siguientes cantidades de huevos: 4, 5, 7, 8,
12, 13, 14, 23 y 24. Cualquier persona que quiera comprar huevos tiene que comprar
todos los huevos de una de las canastas. Kitty y Philip compran cuatro canastas cada
uno. La cantidad de huevos que Kitty compro es tres veces la cantidad de huevos que
Philip compré. ;Cudntos huevos hay en la canasta que ninguno compr6?

Problema 8. Los nimeros del 1 al 9 se dividen en tres grupos de tres nimeros cada
uno. Se calcula el producto de los tres niimeros en cada grupo y se elige el mayor de
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esos tres productos. De todas las posibles divisiones en tres grupos de tres, cudl es el
menor de los productos elegidos?

Problema 9. Si A tiene mas de un divisor primo, jcudntos divisores positivos distintos
debe tener A de manera que A? tenga 2019 divisores positivos distintos?

Problema 10. Sean ABCD un paralelogramo y E el punto medio de AB, como se
muestra en la siguiente figura. Si el drea del tridngulo C DF es 2692 cm?, encuentra el
drea en cm?, del tridngulo BCE.

A E B

D c

Problema 11. Las longitudes de los lados de un tridngulo son enteros positivos conse-
cutivos, en cm. Una de sus medianas es perpendicular a una de sus bisectrices interio-
res. (Cudl es el perimetro, en cm, del tridngulo?

Problema 12. Considera todas las palabras que se obtienen como permutaciones de las
letras D, U, R, B, A, N. Todas estas palabras se escriben sobre un renglén, ordenadas
en orden alfabético como en un diccionario, comenzando con ABDNRU y terminando
con URNDBA. ;En qué posicion se encuentra la palabra DURBAN en esta sucesion
de palabras?

Problema 13. Juan escribe los enteros del 1 al 2019, inclusive, en el pizarrén. ; Cuantos
digitos pares escribi6?

Problema 14. La siguiente figura muestra un muro de siete hileras de ladrillos con dos
hoyos (sombreados en negro). Se quiere escoger un ladrillo en cada hilera de manera
que dos ladrillos escogidos en cualesquiera dos hileras adyacentes estén conectados
(dos ladrillos estdn conectados si comparten al menos una porcién de sus lados). {De
cudntas maneras distintas se pueden escoger los 7 ladrillos?
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Problema 15. En la siguiente ecuacion, cada una de las letras S, A, I, M, C, Ty H
representa un digito distinto.

SAIMC + SAIMC = MATHS,

donde SAIMC'y M AT H S son nimeros de cinco digitos. Encuentra la suma de todos
los posibles valores de 7.

Examen por Equipos, Nivel Elemental (Primaria)

Problema 1. En la siguiente figura, la balanza estd en equilibrio y cada uno de los pesos
es un entero mayor que cero gramos. Si la suma de todos los pesos es el mayor entero
posible no mayor que 2019 gramos, encuentra el mayor valor posible, en gramos, de

558 6}

Problema 2. En la siguiente figura, ABCD es un cuadrado y los puntos E,G y F
son los puntos medios de CD,CE 'y BC, respectivamente. ;Cual es la razén del area
sombreada entre el d&rea de ABCD?

A B
F
D SR C

Problema 3. Se tienen nueve cartas acomodadas en el orden 7, 8, 9, 4, 5, 6, 1, 2, 3,
como se muestra en la figura. En cada turno, se puede quitar cualquier cantidad de
cartas consecutivas, revertir su orden y colocarlas juntas de vuelta en cualquier lugar
de la secuencia. Después de tres turnos, las cartas estdn en el orden 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9. (Cudles son esos tres turnos? Muestra los pasos.

(7] (s Lo o] (s} [o] [1] [2] [3]
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Problema 4. Eduardo y Jacobo fueron a una tienda a comprar lapices. En la tienda, se
venden diferentes paquetes de ldpices de manera que cada paquete tiene exactamente
1,2,4,8,16, ... lapices. Por ejemplo, si Eduardo quiere comprar 14 l4pices, entonces
él tiene que comprar paquetes con 8, 4 y 2 ldpices. Se sabe que Eduardo compré n
lapices y Jacobo comp6 n+-1 ldpices, donde n < 2019. Si Eduardo y Jacobo compraron
el minimo ndmero de paquetes de ldpices y Eduardo tiene 4 paquetes mas que Jacobo,
encuentra la cantidad de distintos valores posibles de n.

Problema 5. Doce nifios, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K y L, se sientan a lo largo de
una mesa con sillas en cada lado, formando seis parejas opuestas. Seis de ellos son
nifios y los otros seis son nifias. En la fiesta se tienen dos reglas. Primero, cada nifio
debe tener a una nifia sentada en la silla opuesta a él. Segundo, si una nifia no estd
sentada en ninguna esquina de la mesa, entonces debe haber un nifio a cada lado de
ella. Sin embargo, no todos los nifios siguieron estas reglas. En el diagrama siguiente,
los niflos que siguieron las reglas estdn representados por circulos en blanco y aquellos
que no siguieron las reglas estdn representados por circulos en negro. Como ninguna
regla se aplica cuando una nifia estd sentada en alguna esquina de la mesa, tal nifia
podria estar representada por un circulo blanco o negro. ;Cudl es el género de cada

[Tpll

nifio? Representa a una nifia por “g” y a un nifio por “b”.

L NONON N N
LKIJIHG

ABCDEF
[ X JOX NOXO)

Problema 6. En una tienda hay nueve tipos de figuritas de animales:

LB\ 4 -
Elefante  Leopardo  Cebra Ledn Rinoceronte

2

Jirafa

Los pesos de estas figuritas son 1 kg, 2 kg, 3 kg, 4 kg, 5 kg, 6 kg, 7 kg, 8 kg 0 9
kg. Diferentes tipos de figuritas tienen pesos distintos y el mismo tipo de figuritas
tienen el mismo peso. Puse algunas figuritas sobre una balanza y obtuve los siguientes
resultados. ;Cudl es el peso, en kg, de cada tipo de figurita?

3 Jirafas 4 Leopardos

3 Cocodrilos 4 Cebras 4 Avestruces 2 Gorilas
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Problema 7. En la cuadricula de 6 x 6 siguiente, cada fila y cada columna contiene tres
tipos de digitos: un 1, dos 2’s y tres 3’s. Se dibuja una linea gruesa entre dos cuadrados
adyacentes si y solamente si ambos contienen el mismo nimero. Después, se borraron
todos los nimeros, quedando la figura siguiente. Completa la cuadricula.

Problema 8. Se le pega a una bola de billar desde la esquina A de la mesa de billar
ABCD, de manera que el primer rebote es sobre el lado C'D. La bola continda rebo-
tando en los lados de la mesa (con el rebote usual de billar y sin perder velocidad).
Después de exactamente cinco rebotes (sobre los lados de la mesa), la bola se detiene
en la esquina D. Si AD = 3my AB = 10 m, jcudl es la longitud total, en m, de la
mayor trayectoria posible recorrida de esta manera por la bola desde A hasta D?

D 7 C
3
A B
10

Problema 9. La siguiente figura muestra 25 puntos, todos ellos colocados en una
cuadricula. ;Cudntas lineas rectas puedes dibujar, de manera que cada una contenga
exactamente tres de los 25 puntos?

d

Problema 10. Una calculadura especial muestra el nimero 1 en la pantalla cuando la
calculadora se enciende y tiene solamente dos botones: @ y #. Los botones @ y #
funcionan de manera diferente:

Botén | Efecto
@ Multiplica por 5, luego suma 2
# Multiplica por 7, luego resta 5
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Por ejemplo, si presionas @ primero, entonces la calculadora muestra 1 x 5+ 2 = 7.
Presionando @ otra vez, se muestra 7 x 5+2 = 37. Después, presionando # se mostrard
37 x 7 —5 = 254. ;Cuéntos numeros distintos de tres digitos se pueden obtener
presionando los botones @ y #? (Estd permitido presionar solo uno de los botones).

Soluciones del Examen Individual

Solucién del Problema 1. Llamemos = a la longitud de la diagonal de uno de los
cuadrados. Entonces, podemos decir que los lados del rectingulo ABC'D miden 3z
y 5. Luego, su drea es (3x)(5x) = 1522, De manera similar, podemos observar que
las medidas del rectdngulo menor son 0.5z + = + 0.5z = 2z y 3. Luego, su drea
es (2x)(3x) = 622 Por dltimo, el drea de un cuadrado es 0.522. Por lo tanto, el
drea sombreada total es 622 — 3(0.522) + 4(0.52%) = 6.52%. La razén entre el drea
sombreada y el drea total es 6.5z2 : 1522 = 13 : 30.

Solucién alternativa. Dividamos el rectdngulo ABC' D en pequefios tridngulos rectdn-
gulos isésceles idénticos, como se muestra en la figura. La parte sombreada contiene
52 piezas y el rectingulo ABC' D contiene 120 piezas. Por lo tanto, la razén buscada

52 _ 13

eSm—%.

A D

C

Solucién del Problema 2. Como BC'y B A son radios de la circunferencia con centro
en B, tenemos que BC' = BA. También tenemos que AC' = AB por ser radios de
la circunferencia con centro en A. Luego, AB = BC = CA, lo que significa que
el tridngulo ABC' es equilatero. De manera andloga, tenemos que el tridngulo ABD
también es equildtero.

c

Como los dngulos internos de cualquier tridngulo equildtero miden 60°, tenemos que

ZCBD = 120°. Por lo tanto, la razén buscada es % = %
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Solucién del Problema 3. La diferencia entre 2019 y 1509 es 2019 — 1509 = 510
al principio y disminuye 3 + 7 = 10 en cada paso, asi que A y B tendrdn el mis-
mo resultado después de % = 51 pasos. Después de 51 pasos, C' aumenta por
1+2+3+ -4 51 = 1326 y obtiene el mismo resultado que B. Luego, el nimero

inicial X de C debe ser 3 x 51 + 1509 — 1326 = 336.

Solucién alternativa. Las expresiones para el ndmero al que llegaron cada uno de los

estudiantes son: 1509 + 3N, 2019 — 7N, X + w, respectivamente. Sabiendo que
estas tres expresiones son iguales, podemos encontrar /N igualando las primeras dos:

15094+ 3N = 2019 - 7N,
10N =3N + 7N = 2019 — 1509 = 510,
N =51.

Con esto sabemos que el nimero al que deben llegar es 1509 + 51 x 3 = 1662. El
tercer estudiante sumé X +1+2+3+---+51 =X + @ =X + 1326 = 1662,
de donde X = 1662 — 1326 = 336.

Solucién del Problema 4. Sea A la cantidad de estudiantes de 5° afio y sea B la
cantidad de estudiantes de 6° afio. Sabemos que

9 11 14 7
007 1002 = 1002 T 1007

Juntando A y B de cada lado de la ecuacién, obtenemos que %B = WSOA’ esto es,
4B = 5A Yy, por lo tanto, A = %B. Como A + B = 59400, tenemos que %B + B =

2B = 59400, de donde se sigue que B = 33000.

Solucién del Problema 5. Sean a, b y ¢ los nimeros originales. Como sabemos que
su promedio es 2019, tenemos que a + b + ¢ = 2019 x 3 = 6057. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que a se sutituye por el nimero 3. Como conocemos el nuevo
promedio, tenemos que 3 + b+ c = 673 x 3 = 2019. Si restamos estas dos ecuaciones,
obtenemos que a — 3 = 4038, de donde @ = 4041.

Solucion del Problema 6. Denotaremos por (x) al drea de la region *. Es fécil ver que
(APD) = £(ABCD). Luego, si calculamos el drea del cuadrado, podemos conocer el
area del tridngulo. Veamos que (ABCD) = (APD)+(APB)+(PDC). Las primeras

dos dreas se pueden calcular de manera directa: (APD) = % =2xDD;y

(ABP) = 42xBBr — 9 x BB. Para calcular (PDC), observemos que por ser
paralelas PC'y AD, tenemos que (PDC) = (APC). En el tridgngulo APC, tomando
AP como base, podemos ver que su altura es C'C4. Entonces, (PDC) = (APC) =
% = 2x C(C4. Por dltimo, tenemos que (ABCD) = 2(BB1+CC1+DD;) =
2(6) = 12 cm? y concluimos que (APD) = 6 cm?.

Solucion del Problema 7. Entre las 9 canastas hay 4+5+4748+12+13414+4-23+24 =
110 huevos. Sea a la cantidad de huevos en la canasta que no compraron. Sabemos que



44 Nivel Elemental

si Philip compré x huevos, entonces Kitty compré 3z, de manera que 4 = 110 — a.
Como 110 deja residuo 2 al dividirse entre 4 y 110 — a es multiplo de 4, necesariamente
a también deja residuo 2 al dividirse entre 4. De las 9 canastas posibles, la tnica que
cumple es la que tiene 14 huevos.

Solucién del Problema 8. Tenemos que 1 x2x 3 x - - -x 9 = 362880. La raiz ctbica de
este nimero es aproximadamente 71.32, de manera que no es posible que el producto
de los nimeros de cada grupo sea menor o igual a 71. Si acomodamos los nimeros
como {9,8,1}, {6,4,3} y {7,5,2}, los productos correspondientes son 72, 72 y 70,
con el mayor igual a 72. Como no es posible que el mayor producto sea menor o igual
a 71, el menor valor que puede tomar el mayor de los productos en cualquier acomodo
es 72.

Solucién del Problema 9. Como 2019 = 3 x 673, siendo 3 y 673 niimeros primos y,
A tiene al menos dos divisores primos distintos, tenemos que A% = p? x ¢5? conpy
q primos distintos. Por lo tanto, A = p x ¢330 y tiene (1+1)(336 + 1) = 674 divisores
positivos distintos.

Solucién del Problema 10. Como AB y DC son paralelas, tenemos que los tridngulos

AEF y CDF son semejantes. Como F es punto medio de ABy ABCD es un parale-
logramo, la razén de semejanza es % = %, de manera que ggg?; = égz = ;-2 = i,
de donde (AEF) = @ = 673 cm?. Ademds, por la misma semejanza, tenemos que
% = 1, de manera que (CFE) = 2(AEF) = 2 x 673 = 1346 cm?. Ademds, como
E es punto medio de AB, se sigue que (BCE) = (AEC) = (AEF) + (CFE) =

673 + 1346 = 2019 cm?.

Solucién del Problema 11. Sea ABC el tridngulo y supongamos que la mediana AD
es perpendicular a la bisectriz BFE, con interseccién en G.

A

C B
D

Como LZABG = /DBGy ZAGB = ZDGB = 90°, tenemos que los tridngulos
AGB y DGB son congruentes por el criterio ALA y, en consecuencia ZGAB =
ZGDB. Esto implica que AB = BD vy, por lo tanto, BC' = 2BD = 2AB. Dado que
las longitudes de AB, BC'y C A son enteros consecutivos, tenemos que BC — AB =1
cm o 2 cm. Como BC = 2AB, resulta que AB = 1cmo 2 cm. Si AB = 1 cm,
entonces BC' =2 cmy C'A = 3 cm, lo cual no puede ser porque no hay tridngulos de
lados 1, 2 y 3 centimetros. Por lo tanto, debemos tener que AB = 2cm, BC =4 cmy
C A = 3 cm, de modo que el perimetro del tridngulo ABC es 9 cm.
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Solucion del Problema 12. Consideremos las letras en orden alfabético: A, B, D, N,
R, U. Con las 6 letras es posible formar 6! = 720 palabras distintas. La primera pa-
labra es ABDNRU. De ellas, las primeras 5! = 120 palabras empiezan con la letra A
y las siguientes 5! = 120 palabras empiezan con la letra B. La palabra ndimero 241
empieza con la letra D. Con D fija, debemos pasar todas las palabras que empiezan
con DA, DB, DN y DR antes de llegar a DU. Con dos letras fijas al inicio, podemos
formar 4! = 24 palabras distintas, de modo que dejamos pasar 24 + 24 + 24 + 24 = 96
palabras para poder llegar a DU. Para llegar a DU R, debemos dejar pasar todas las
palabras que empiezan con DU A, DU B, DU N. Dejando tres letras fijas al inicio, po-
demos formar 3! = 6 palabras distintas con las letras restantes, de modo que dejamos
pasar 6 + 6 + 6 = 18 palabras para poder llegar a DU R. Las siguientes palabras
las podriamos enlistar en orden: DURABN, DURAN B, DURBAN. Luego, nues-
tra palabra es la nimero 240 4 96 + 18 4+ 3 = 357.

Soluciéon del Problema 13. Del 1 al 2000, el digito 4 se ha usado %80 = 200 veces
en las unidades, 200 veces en las decenas y 200 veces en las centenas, para un total de
600 veces. De manera similar, los digitos 6 y 8 se han usado 600 veces cada uno y, el
digito 2, se ha usado 601 veces (por el 2 de 2000). El digito 0 no puede ser el digito
mids a la izquierda, de manera que se ha usado 200 veces en las unidades (no cuenta el
0, pero si el 2000), 200 — 9 = 191 veces en las decenas (no cuenta la decena del 0 al
9, pero si en 2000) y 200 — 99 = 101 veces en las unidades (no cuenta la centena del
0 al 99, pero si en 2000); esto es, se ha usado 200 + 191 + 101 = 492 veces.

También tenemos los 19 nimeros de 2001 a 2019, donde todos ellos comienzan con
20; 9 de ellos tienen 0 en las decenas y 9 de ellos tienen digito par en las unidades.
Luego, la respuesta final es 601 4+ 3 x 600 4 492 + 38 + 18 = 2949 digitos.

Solucién del Problema 14. Observemos que la cantidad de maneras en que podemos
elegir los ladrillos siguiendo las condiciones, es igual a la cantidad de caminos que
empiezan en la fila superior y terminan en la fila inferior, tomando un ladrillo por fila
y moviéndose tinicamente por ladrillos adyacentes. Luego, podemos contar la cantidad
de caminos escribiendo un 1 en cada ladrillo de la fila superior y calculando el nimero
en cada ladrillo inferior como la suma de los niimeros de los ladrillos arriba de este,
como se muestra en la figura.

El niimero en cada ladrillo representa el nimero de formas de llegar a él desde la fila
superior. Para calcular el nimero total de ladrillos que van desde la fila superior hasta
la inferior, basta con sumar los nimeros de los ladrillos en la dltima fila. Concluimos
que hay 3 4+ 30 4 15 4 16 4 16 = 80 maneras en que podemos elegir los ladrillos.
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Solucion del Problema 15. Reescribiendo la ecuacién, obtenemos

S A I M C
+ S A I M C
M A T H S

Dado que SAIMC'y M AT H S son numeros de 5 digitos, tenemos que .S < 4y, como
S es el digito de las unidades de 2C, resulta que S es par. Luego, S = 2 0 4.
SiS=2,entoncesC =106y, M =405.

e Si C' = 1, entonces H es el digito de las unidades de 2. Dado que M = 4 o 5,
entonces H = 8 o 0, respectivamente.

Caso 1. M = 4y H = 8. En este caso, tenemos que

2 A I 4
+ 2 A
4 A

Como no hay acarreo en las unidades de millar, necesariamente A < 4y, por lo tanto,
A =0.Luego,T = 2I,dedonde I = 3y T = 6. Asi, tenemos la siguiente solucién.

_|_

=N Do
oo O
W W
0| =
N[ = =

Caso 2. M =5y H = 0. En este caso, tenemos que

2 AT 51
+ 2 A 1T 51
5 AT 0 2

Como el digito 1 es acarreado en las decenas de millar, necesariamente A > 5y, por
lotanto, A =9y 2/ +1=10+T.Luego, ] =6yT =3,obien, I =8y T =T1.
Asi, tenemos dos soluciones.

+

(G231 N\
OO ©
WY D
O Ut Ot
(G231 NI V]

1
1 +
2

~J| o o

1
1
2

O o|ot o

9

9

9
e Si C' = 6, entonces H es el digito de las unidades de 2M + 1.
tenemos que H = 9 o 1, respectivamente.
Caso 1. M =4y H = 9. En este caso, tenemos que

adoque M =405,

2 AT 46
+ 2 A 1 4 6
4 A T 9 2

Como no hay acarreo en las unidades de millar, necesariamente A < 4y, por lo tanto,
A = 0. Luego, T = 2I. Sin embargo, los digitos que nos quedan disponibles son
1,3,5,7y 8. Asi, no hay soluciones en este caso.
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Caso 2. M =5y H = 1. En este caso, tenemos que

_|_

oo o
NN S

I 5
I 5
T 1

NS O

Dado que el digito 1 es acarreado en las decenas de millar, necesariamente A > 5y,
por lo tanto, A = 9y 2l +1 = 10+ T. Luego, I = 8 y T = 7. Asi, tenemos la
siguiente solucion.

_|_

YN DN
OO ©

)
)
1

~J| 00 o
NS O

SiS=4,entoncesC =207y M =8009.

e Si C' = 2, entonces H es el digito de las unidades de 2. Dado que M = 8 0 9,
tenemos que H = 6 o §, respectivamente.

Caso 1. M = 8 y H = 6. En este caso, tenemos que

+

NS
o (s s

1
1
T

Oy 0o Co
=N N

Como no hay acarreo en los digitos de los millares, tenemos que A < 4, y, por lo tanto,
A = 0.Luego, T = 2] + 1, de donde se sigueque ] = 1y 7T =3 obien, /] =3y
T = 7. Asi, tenemos dos soluciones mas.

4 01 8 2 4 0 3 8 2
+ 4 0 1 8 2 + 4 0 3 8 2
8 0 3 6 4 8 0 7 6 4
Caso 2. M =9y H = 8. En este caso, tenemos que
4 A I 9 2
+ 4 A I 9 2
9 A T 8 4

Como hay acarreo en los digitos de las centenas, necesariamente A > 5y, por lo tanto,
A =9, lo cual es imposible.

¢ Si C' = 7, entonces H es el digito de las unidades de 2M + 1. Dadoque M =809,
tenemos que H = 7 0 9, respectivamente. Cualquiera de los dos casos es imposible.
Concluimos que hay en total 6 soluciones y la suma de los valores posibles de T" es
3+6+7=16.

Soluciones del Examen por Equipos
Soluciéon del Problema 1. Dado que las balanzas estdn en equilibrio, tenemos las si-

guientes ecuaciones: X =Y +Z, F =X +Y+Z, P=Q+RyX+Y+Z+F =
P+Q+R.
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Luego, ' = 2X y,porlotanto, P+ Q + R = X +Y 4+ Z + F = 4X, de manera
que X +Y +Z+F+ P+ Q+ R=_8X, que es un multiplo de 8. Dado que la suma
de todos los pesos es el mayor entero posible, menor que 2019 gramos, tenemos que

X+Y+Z+F+P+Q+ R=2016.Por lo tanto, X = 245 = 252 gramos.

Solucién del Problema 2. Tracemos la diagonal BD. Como EF es une los puntos
medios de C'D y BC, tenemos que el drea del tridngulo CEF es la cuarta parte del
drea del tridngulo C'B D, que a su vez es la mitad del drea del cuadrado ABC'D. Luego,
(CEF) = %(ABCD).

A B

F

D C
E G

En el tridngulo CEF, FG y AC son medianas y, como las medianas de un tridngulo lo
dividen en 6 tridngulos de la misma drea, en el tridngulo C'E'F, cuatro de esos tridngu-
los estdn sombreados, esto es, el drea sombreada representa % del drea del tridngulo
CEF. Luego, el drea sombreada es igual a 2 x & x (ABCD) = £ (ABCD). Por lo

3
tanto, la razon del drea sombreada entre el drea del cuadrado ABCD es %

Solucién del Problema 3. Los tres movimientos se muestran en el siguiente diagrama.
Las cartas sombreadas no se mueven y permanecen en el mismo orden, en el mismo
lugar.

i
H

L ] L= H
Ao | [ H
Heo [ H

A== H

4
9!
B
B

B
b
B
B

O
i
B
i

6|5
1]|2

7118119

Solucién del Problema 4. Observemos que 1 = 29,2 = 21,4 = 22,8 = 23,16 =
24, .. .. Esto sugiere que debemos representar a n y n + 1 como nimeros binarios.
Dado que la cantidad de ldpices que compraron Eduardo y Jacobo se expresa con la
menor cantidad posible de paquetes, quiere decir que no podemos tener dos paquetes
del mismo tipo, pues 2% + 2% = 2%F1; este es el equivalente en binario de “llevar” o
“acarrear” en la suma. Como Eduardo tiene 4 paquetes mds que Jacobo pero 1 14piz
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menos, quiere decir que los ultimos seis digitos de n en representacién binaria son
011111, de manera que los ultimos seis digitos de n + 1 en representacién binaria
son 100000. Es decir, ese ldpiz extra genera un “acarreo”, cinco veces consecutivas
(cambiando cinco digitos 1 por digitos 0 y un digito 0 por un digito 1).

Dado que 2019 = (11111100011)s, los primeros 5 digitos de n son elecciones libres
(el mayor valor posible para n + 1 es (11111100000)2 = 2016). Cada digito tiene
dos opciones, 0 o 1, por lo que hay 25 = 32 valores posibles para n que cumplen la
condicidn.

Solucién del Problema 5. A partir de las primeras dos reglas, podemos hacer las si-
guientes deducciones:

(i) Si un circulo blanco esta frente a un circulo negro, el circulo negro debe representar
a una nifia.

(i1) Si dos circulos negros estdn uno frente a otro, entonces representan ya sea a dos
nifios o a dos nifias.

(iii) Si dos circulos blancos estdn uno frente a otro, no pueden ser ambos nifios.

(iv) Si dos circulos blancos estdn uno junto al otro, no pueden ambos ser nifias.

A partir de (i), B y H son ambas nifias. Si G es un nifio, entonces F es un nifio también.
Como F es un circulo blanco, G es una nifa, lo que es imposible. Por lo tanto, G es una
nifia y tenemos la siguiente figura.

L JONON N N
LKIJI®gE®
| |

A g8 CDEF

000000
Dado que B es una nifia y C es un circulo blanco, C debe ser un nifio y, por lo tanto,
J es una nifia. Luego, tanto K como I son nifios. Asi que D es un nifio y tenemos la
siguiente figura.

Ag2bbETF
LN JON NONO)

Como B es una nifia, C es un nifio y B es un circulo negro, necesariamente A debe ser
una nifa.

| JONON N N J
Lbgbesg

g &b b EF
L N JOX NOXO)

Como L no puede ser un nifio, L debe ser una nifia y, por lo tanto, tanto E como F son
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nifios. Tenemos el siguiente arreglo final.

Solucién del Problema 6. Sean Z el peso de una figurita de cebra, L el peso de una
figurita de le6n, R el peso de una figurita de rinoceronte, A el peso de una figurita de
avestruz, E el peso de una figurita de elefante, P el peso de una figurita de leopardo,
C' el peso de una figurita de cocodrilo, G el peso de una figurita de gorila'y J el peso
de una figurita de jirafa. Luego, a partir del equilibrio en las imdgenes, tenemos que
L=3J,4P = G,3C =4Z,4A = 2G y R > Z. Dado que 3C = 4Z y todos son
nimeros enteros, C' es un multiplo de 4 y Z es un miiltiplo de 3. Si C' = 4, entonces
Z = 3. Dado que 4P = G, tenemos que G = 8 es la unica opcién posible y, por lo
tanto, P = 2. Ahora, observemos que las posibles parejas para (J, L) son (1, 3), (2, 6)
y (3,9). Ninguna de ellas es posible puesto que Z = 3y P = 2. Por lo tanto, C # 4.
Luego, C' = 8 y Z = 6. Dado que 4P = G, la tinica opcién disponible es G = 4
y P = 1. Ahora, considerando las mismas parejas de (J, L) la dnica disponible es
L =9,J = 3,dado que 1 y 3 estdn tomados. Como 44 = 2G = 8, tenemos que
A=2.ComoR > Zysoloquedanby 7, tenemosque R =7y E = 5.

La figurita de leopardo pesa 1 kg, la figurita de avestruz pesa 2 kg, la figurita de jirafa
pesa 3 kg, la figurita de gorila pesa 4 kg, la figurita de elefante pesa 5 kg, la figurita de
cebra pesa 6 kg, la figurita de rinoceronte pesa 7 kg, la figurita de cocodrilo pesa 8 kg
y la figurita de le6n pesa 9 kg.

Solucién del Problema 7. Tanto en la quinta fila como en la segunda columna hay un
bloque continuo de tres niimeros iguales. Solo es posible que sean 3’s. El bloque conti-
nuo de dos nimeros iguales que ocurre en la cuarta fila y en la segunda columna debe
ser de 2’s y, el bloque continuo de dos niimeros iguales que hay tanto en la sexta fila
como en la sexta columna, debe ser de 3’s. Escribimos estos valores como se muestra
en la figura.

(L) [GV) VLR RS |\
[UCH R \GR (VLY [JV)

w

Observemos que el dltimo niimero en la segunda columna es 1. En la segunda fila,
el nimero de més a la izquierda es 1 y el otro nimero es 2. En la cuarta columna,
el nimero hasta arriba es 2 y el otro ndmero es 1. En la tercera columna, el nimero
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hasta arriba es 1 y el nimero hasta abajo es 2. Luego, el niimero en la esquina superior
izquierda es 3, como se muestra en la figura.

3(2]11]2 (33
11213)3 123
313 |1
31322
31313
112 (3]3

En la sexta fila, el nimero de més a la derecha es 2y, por lo tanto, el nimero de mas
a la izquierda es 3. Luego, los dos tltimos niimeros en la primera columna son ambos
iguales a 2. En la tercera fila, el nimero de mds a la derecha es 2 y el otro niimero es 3.
En la cuarta fila, el nimero de mds a la derecha es 3 y el otro nimero es 1. Finalmente,
en la quinta fila, el nimero de mas a la derecha es 1 y el otro nimero es 2.

Tenemos la siguiente tabla completa.

321112 (3}3
1121343123
234311312
3131212 |13
2313131211
31121313 ]2

Solucién del Problema 8. Si consideramos que la mesa se refleja en un plano (imagina
que hay espejos a los lados de la mesa), entonces podemos ver el camino que recorre
como una linea recta sobre la cuadricula de la figura. Los rebotes de la bola sobre los
lados de la mesa original se corresponden con las veces en que nuestro camino recto
cruza las lineas de la cuadricula. Por lo tanto, la longitud del camino que recorre la bola
es igual a la longitud de AD’ dibujada en el tablero. Hay tres segmentos AD’ donde
hay cinco rebotes en total; observa que tinicamente uno de ellos tiene su rebote original
sobre el lado C'D.

D/ Cl D/ Cl D/ Cl D/
A B’ A’ B’ A B’ A
D Cl D/ C, _ D/ C/ D/
A B’ A’ e A B’ A
------- 57 ) /
D C ______ C/ D C D/
o 2 T B SErrrr e S
A —————— B A/ B/ A/ Bl A/

Podemos calcular la longitud del camino usando el teorema de Pitdgoras en el tridngu-
lo sombreado. Como AA’ = 2AB = 20my A’D’ = 5AD = 15 m, tenemos que
(AD")? = 20% + 15% = 625 = 252, de donde obtenemos que AD’ = 25 m. La
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siguiente figura muestra el camino que debid haber recorrido la pelota en la mesa ori-
ginal.

D C
: : s ; AR
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~ . . . ~ . .
3 % : : ’

. : . : .

A ' s i B
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Solucién del Problema 9. La respuesta es 16, como se muestra a continuacion.

‘V‘ D ‘(‘ g’
R

SEINAL

g

Consideremos primero las lineas que pasan por el punto de en medio de la dltima linea
(la de mas abajo) de la cuadricula. Son exactamente 4 lineas que pasan por dicho punto
y por exactamente otros dos puntos.

Consideramos ahora las lineas que pasan por cualquiera de los otros puntos de la dltima
linea (la de mds abajo) de la cuadricula. Son en total 6 lineas.
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L

Por dltimo, consideremos los otros 4 puntos de la columna de mds a la izquierda y de
la columna de mas a la derecha. Hay exactamente 6 lineas que pasan por estos puntos
y por exactamente otros 2 puntos.

No es posible que una recta pase por 3 puntos de los 9 centrales sin que ademds pase
por algin otro. Las lineas que pasan por los restantes puntos de la primera linea (la
de mds arriba) ya fueron consideradas en los otros casos. Concluimos que un total de

4 + 6 4 6 = 16 lineas cumplen las condiciones del problema.

Solucion del Problema 10. Como 5x5x5x5 = 625 < 1000 < 3125 = 5x5x5x5x
9, el botén @ se debe apretar a lo mds 4 veces. Realizaremos las operaciones justo tres
veces. Hay ocho posibilidades. Estas pueden extenderse de una a dos operaciones para
obtener nimeros de tres digitos. Notemos que el resultado antes de la dltima operacién
debe ser menor que % = 199% para obtener un niimero de tres digitos después de
la dltima operacion.

Inicio @ @ @ @
187 x 5+ 2 =937

1 1x54+2=7|7x5+4+2=37|37Tx5+2=187 #
187 x 7 —5 =1304

# @ @ @
62 x5+2=312

1 1x7-5=2|2x542=12| 12x5+2=062 #
62 X 7—5 =429
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Inicio @ # @
1 I1X54+2=7|7Tx7—5=44 | 44 x5+ 2 =222
@ @ #
1 1x542=7|7Tx54+2=37|37Tx7—5=254
@ # #
1 I1X5+2=7|7Tx7—5=44 |44 x7—5 =303
# @ # @
79 x 542 =397
1 I1Xx7T—-5=2|2x5+2=12 12x7—5=179 #
79 x 7—5 =548
# # @ @
47 x5+ 2 =237
1 I1X7—5=2| 2x7—-5=9 I9xb5+2=47 #
47 x7—-5=324
# # # @
58 X 54+ 2 =292
1 I1X7T—5=2| 2x7—-5=9 O9x7—-5=258 #

58 x 7 —5 =401

En total son 13 nimeros de 3 digitos los que puede mostrar la calculadora: 187, 222,
237, 254, 292, 303, 312, 324, 397, 401, 429, 548 y 937.



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

XXXII Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

Desde 1990, México ha participado en la Olimpiada Matematica de la Cuenca del
Pacifico (APMO, por sus siglas en inglés). Este concurso, a diferencia de las demds
olimpiadas internacionales en las que México participa, es bajo la modalidad por co-
rrespondencia.

El 2 de marzo de 2020 se aplic6 en el CIMAT, el examen de la XXXII Olimpiada
Matematica de la Cuenca del Pacifico a los estudiantes convocados al segundo entrena-
miento nacional de la OMM y se enviaron los resultados de los diez mejores exdmenes
al comité organizador de dicho concurso, para su revision. En esta ocasion, el pais
organizador fue Indonesia.

En esta competencia, México obtuvo un total de 7 medallas distribuidas de la siguiente
manera: 3 de plata y 4 de bronce. Ademds, se obtuvieron 3 menciones honorificas.
En total, México obtuvo 149 puntos quedando en el lugar nimero 11 de 38 paises
participantes.

A continuacién hacemos mencién de los 10 alumnos que nos representaron en esta
competencia y sus resultados.

= Pablo Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo Ledn): Medalla de plata.

= Daniel Alejandro Ochoa Quintero (Tamaulipas): Medalla de plata.

= Ana [llanes Martinez de la Vega (Ciudad de México): Medalla de plata.
= Omar Farid Astudillo Marban (Guerrero): Medalla de bronce.

= José Alejandro Reyes Gonzdlez (Morelos): Medalla de bronce.
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Karla Rebeca Munguia Romero (Sinaloa): Medalla de bronce.

Crisanto Salazar Verastica (Sinaloa): Medalla de bronce.

Tomads Francisco Cantd Rodriguez (Ciudad de México): Mencidn honorifica.

Ana Paula Jiménez Diaz (Ciudad de México): Mencion honorifica.

Carlos Emilio Ramos Aguilar (Sinaloa): Mencién honorifica.

Finalmente, presentamos los 5 problemas de la XXXII Olimpiada Matematica de la
Cuenca del Pacifico. Los alumnos tuvieron 4 horas para resolverlos.

Problema 1. Sea I el circuncirculo del tridngulo ABC'. Sea D un punto en el lado BC.
La tangente a I" en A interseca a la recta paralela a AB que pasa por D en el punto E.
El segmento C'F interseca a I nuevamente en F'. Supén que los puntos B, D, F, E son
conciclicos. Demuestra que AC, BF' y DE son concurrentes.

Problema 2. Demuestra que » = 2 es el mayor nimero real que satisface la siguiente
condicién: Si una sucesién aj, ag, ... de nimeros enteros positivos cumple las des-

igualdades
(079 < Ap+2 < V a% + Tn41

para cada entero positivo n, entonces existe un entero positivo M tal que any2 = an,
para todo enteron > M.

Problema 3. Determina todos los enteros positivos k para los cuales existe un entero
positivo m y un conjunto S de enteros positivos, tales que cada entero n > m se puede
escribir como la suma de elementos distintos de S en exactamente £ maneras.

Problema 4. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros. Encuentra todos los polinomios
P(z) con coeficientes enteros que satisfacen la siguiente propiedad: para cualquier
sucesion infinita aj, as, . . . de enteros en donde cada entero aparece exactamente una
vez, existen fndices ¢ < j y un entero k tales que a; + a;41 + -+ - +a; = P(k).

Problema 5. Sea n > 3 un entero fijo. El nimero 1 estd escrito n veces en un pizarrén.
Debajo del pizarrén hay dos cubetas inicialmente vacias. Un movimiento consiste en
borrar dos de los nimeros, digamos a y b y reemplazarlos por los nimeros 1 y a + b,
después afiadir una piedra a la primera cubeta y mcd(a, b) piedras a la segunda cubeta.
Después de un niimero finito de movimientos, hay s piedras en la primera cubeta y ¢
piedras en la segunda, donde s y ¢ son enteros positivos. Encuentra todos los posibles
valores de la razén t/s.
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92 Olimpiada Europea Femenil de Matematicas

Del 15 al 21 de abril de 2020, se llevé a cabo la novena edicién de la Olimpiada Euro-
pea Femenil de Matematicas (EGMO) a distancia, debido a la emergencia sanitaria por
el Covid-19, siendo Holanda la sede académica. El equipo mexicano estuvo integrado
por: Ana Paula Jiménez Diaz (Ciudad de México), Ana Illanes Martinez de la Vega
(Ciudad de México), Karla Rebeca Munguia Romero (Sinaloa) y Nathalia del Car-
men Jasso Vera (Guanajuato). Se obtuvieron excelentes resultados: Ana Paula obtuvo
medalla de oro; Ana Illanes y Karla Rebeca obtuvieron medallas de plata y Nathalia
obtuvo medalla de bronce. México obtuvo el sexto lugar de 53 equipos participantes
provenientes de 52 paises (el pais sede particip6 con dos equipos). Los profesores que
acompafiaron a la delegacion fueron: Isabel Hubard Escalera (lider), Marcela Cruz La-
rios (tutora) y Cristina Sotomayor (tutora).

Aunque este concurso es europeo, se invitan a paises de otros continentes. México ha
sido invitado desde 2014 y esta es la séptima ocasién en que participa.

Usualmente la participacion de las mujeres en las olimpiadas internacionales de ma-
tematicas es de entre el 10y el 20 por ciento del total de participantes. Conscientes de la
necesidad de enriquecer la formacidn de las nifias en esta drea del conocimiento, algu-
nos paises europeos como Inglaterra, Turquia y Luxemburgo, impulsaron la European
Girl’s Mathematical Olympiad (EGMO). En este concurso pueden competir mujeres
de hasta 20 afios de edad que hayan sido seleccionadas en las olimpiadas nacionales de
cada pafs.

A continuacién presentamos los problemas de la 9% Olimpiada Europea Femenil de
Matematicas. Las alumnas tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Sean ag, a1, . . ., asg3o enteros positivos tales que

2ap42 = apy1 +4ay,, paratodo n=0,1,2,...,3028.

Demuestre que al menos uno de los enteros ag, a, az, . . . , @030 es divisible por 22020,

Problema 2. Encuentre todas las listas (21, 2, . . ., £2020) de nimeros reales no nega-
tivos que satisfacen las siguientes tres condiciones:

D xy <2 < - < Xa0205
1) w2020 < 21 + 1;
111) existe una permutacion (y1, Y2, - - -, Y2020) de (1, T2, ..., Tap20) tal que

2020 2020

(@ D+ 1) =8l

=1
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Una permutacion de una lista es una lista de la misma longitud, con los mismos ele-
mentos pero en un orden cualquiera. Por ejemplo, (2,1,2) es una permutacion de
(1,2,2) y ambas son permutaciones de (2,2,1). En particular, cualquier lista es una
permutacion de ella misma.

Problema 3. Sea ABCDEF un hexdgono convexo tal que LA = ZC = /Ey
/B = /D = /F. Ademas, las bisectrices interiores de los dngulos LA, Z/C'y /FE
son concurrentes. Demuestre que las bisectrices interiores de los dngulos ZB, ZD 'y
ZF también son concurrentes.

La notacion £/ A hace referencia al dngulo /F AB. Lo mismo se aplica a los otros
dngulos del hexdgono.

Problema 4. Una permutacién de los enteros 1,2, ..., m se llama fresca si no existe
ningun entero positivo £ < m tal que los primeros k elementos de la permutacién son
los nimeros 1,2, ..., k en algin orden. Sea f,,, el nimero de permutaciones frescas de
los enteros 1, 2, ..., m. Demuestre que f,, > n - f,_1 paratodon > 3.

Por ejemplo, para m = 4 la permutacion (3,1,4,2) es fresca, mientras que la permu-
tacion (2,3,1,4) no lo es.

Problema 5. Considere el tridngulo ABC con ZBCA > 90°. Sea R el radio del
circuncirculo I' de ABC'. En el segmento AB existe un punto P con PB = P(C tal
que la longitud de P A es igual a R. La mediatriz de PB corta a I" en los puntos D y
E. Demuestre que P es el incentro del tridngulo CDE.

Problema 6. Sea m > 1 un entero. Se define una sucesion a1, as, asz, ... como a; =
as =1,a3 =4y, paratodon > 4,

an =m(Ap-1 + ap—2) — Gn_3.

Determine todos los enteros m tales que cada término de la sucesién es un cuadrado
perfecto.
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XXXII Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la XXXII Olimpiada
Matematica de la Cuenca del Pacifico.

Solucion del problema 1. (Soluciéon de Karla Rebeca Munguia Romero). Sean
LABE = ay ZEBC = . Como AB y ED son paralelas, tenemos que ZEDC =
a + By, como AE es tangente al circuncirculo del tridngulo ABC, tenemos que
LEAC = o + B. Luego, ZEAC = ZEDC, de donde se sigue que el cuadriléte-
ro AEDC es ciclico.

Ahora, notemos que DF es el eje radical de los circuncirculos de AECD y EFDB,;
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F'B es el eje radical de los circuncirculosde EF DBy AFCB;y AC es el eje radical
de los circuncirculos de AEC'D y AFCB, porlo que DE, FB'y AC concurren.

Solucién del problema 2. (Solucién de Ana Illanes Martinez de la Vega). Para este
problema tenemos que ver dos cosas:

1) Sir = 2, se satisfacen las condiciones del problema. Sea a1, as, ... una sucesion
de enteros positivos tal que a, < api2 < (/a2 +2any1, estoes, a2 < a2, <
a2 +2a,,+1. Queremos probar que si a,, +1 < a,, para alguna m, entonces existe M
tal que a,+2 = a, paratodon > M. Veamos primero que si a,+1 < a,, entonces
@n = Qpy2 Y, por induccidn sobre z, tenemos qUE @y, 12, = Ay, paratodo z € Zxq.
Sian41 < ay, entonces a2 + 2a,+1 < a2 +2a, < a? +2a, +1 = (a, +1)2. Se
sigue que a,, < (an42) < an + 1y de aqui, a,, = a,12, pues son enteros. Luego,
ant1 < Gng2, Apg1 < angs < /a2 4 + 2ap42 < anqz + 1, lo cual implica que
an+3 < anyo. Con esto, es facil ver inductivamente que an+om+1 < Gnyom para
m > 0. Ya sabemos que apyor = Ap+2j Y QUE Qpiok+1 < Apyor = ¢ Ademds,
sabemos que a,4+1 < ap43 < --- y todos son menores o iguales a c. Como hay
una cantidad finita de enteros entre ¢ y a1, por el prinicpio de casillas infinito se
sigue que debe haber infinitas a,y2,+1 iguales, y dado que forman una sucesion
no decreciente, existe y tal que a, 42441 = 7, CON r UNa constante, entero positivo.
Concluimos que entonces existe M tal que a,+2 = a,, paratodan > M. Resta ver
qué pasa si Gm+t1 > G para toda m. Se tendria que a1 < ag < ag < ---, lo que
implica que a,41 > a, + 1y de aqui, apy2 > any1 +1 > a, + 2, para toda n.
Entonces, a, +2 < apt2 < /a2 + 2a,41 para toda n, de donde a?l +4da, +4 <
nt2 < afl + 2a,+41. De aqui que 2a,, +4 < 2a,4+1 Y, por lo tanto, a,, + 2 < ap41
para todo n € N. Sea k la diferencia minima entre a,4+1 y an, y supongamos que
se alcanza en m. Entonces, ay,+1 = @m + kY Gmy2 = @1 + 2, con z > k.
Luego, ami2 > am + 2k. Entonces, a,, + 2k < amia < (a2, +2am41 =

a2, + 2a,, + 2k, lo cual implica que (a,, + 2k)? < a2, + 2a,, + 2k, esto es,
20,k + 2k% < ay, + k. Ast, 2k(an, + k) < am + k'y, como a,, +k > 0,2k < 1,
cosa que no es posible, pues k es entero positivo. Por lo tanto, existe m tal que
Am+1 < Qm, por lo que r = 2 si cumple lo deseado.

2) Sir > 2 entonces existe al menos una sucesion ai, ag,... de enteros positivos
que cumple que a,, < apy2 < /a2 + ra,4+1 pero no cumple que existe un entero
positivo M tal que a,4+2 = a, para todo n > M. Para esto, sea b = r — 2,
b > 0. Tenemos que (%1 = m, lo cual implica que b > % y, en consecuencia,
2+4b> 2+ % = % Entonces, r > 2":71“ , con m entero positivo. Consideremos
la sucesion m,m,m+1,m+1,m+ 2, m+ 2,... Se tienen dos casos:

" 4, =ap41 =m+k,apr2 = m+ k+ 1. En este caso, tenemos que

1
m+k<m+k+1< m2+k2+2mk+(2+—) (m+ k),
m

pues m2 +k%+2mk+(2+ L) (m+k) = (m+k+1)2+£ > (m+k+1)2
Como 2 + % < r, se sigue la desigualdad deseada para la sucesion.
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m a, =m+k,any1 = apnya = m + k + 1. En este caso, tenemos que

1
m+k<m+k+1< m2—|—k2+2mk+(2+—) (m+k+1),
m
pues

1
m2+k2+2mk+(2+a)(m+k+1)
1

m

k
=m?+k2+2mk+2m+2k+3+ — +

m
> (m+k+1)%

ya que 2 + % + % > 0. Al igual que en el caso anterior, de esto se sigue la
desigualdad deseada para la sucesion.

Los dos casos cumplen las desigualdades y a,, 12 # a,, pra todo n, de manera que
no existe M tal que a,4+2 = a, paratodon > M. Con esto concluimos que r < 2.

Entonces se concluye que 2 es el mayor nimero real que satisface lo deseado, como
queriamos ver.

Solucién del problema 3. Afirmamos que £ = 2% para todo ¢ > 0. Sean A =
{1,2,4,8,...,} y B = N — A. Definimos s(7T") como la suma de los elementos del
conjunto 7. Si T' = ), entonces s(T') = 0. Veamos primero que cualquier entero positi-
vo k = 2% cumple la propiedad deseada. Sea B’ un subconjunto de B con a elementos
y sea S = AU B’. Recordemos que todo entero no negativo tiene una tnica repre-
sentacién binaria. Entonces, para cualquier entero ¢ > s(B’) y cualquier subconjunto
B"” C B’, el nimero t — s(B”) puede ser escrito como suma de elementos distintos de
A de una tnica forma. Esto implica que ¢ puede ser escrito como suma de elementos
distintos de B’ de exactamente 2% formas.

Ahora, supongamos que un entero positivo k satisface la propiedad deseada para un
entero positivo m > 2y un conjunto S. Claramente, S es infinito.

Lema. Para z € S suficientemente grande, el elemento mds chico de S que es mayor
que x es 2.

Demostracion. Seax € S conx > 3myseazr <y < 2z. Mostraremos que y ¢ S.
Primero supongamos que y > x + m. Luego, y — = puede ser escrito como suma de
elementos distintos de .S que no incluyen a « de k formas diferentes. Siy € S, entonces
y puede ser escrito como suma de elementos distintos de S de k + 1 formas distintas,
lo que es una contradiccién. Supongamos ahora que y < x+m. Sea z € (2z —m, 2z).
De manera similar, z — x puede ser escrito como suma de elementos distintos de .9, sin
incluir a x o y, de k formas distintas. Siy € S, comom < z —y < x, z — y puede ser
escrito como suma de elementos distintos de S que no incluyen a x o y, de k formas
distintas. Esto implica que z puede ser escrito como suma de elementos distintos de .S
de al menos k£ + 1 formas distintas, lo que nuevamente nos lleva a una contradiccion.
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Ahora veamos que 2z € S. Supongamos que esto no pasa. Notemos que 2x puede ser
escrito como suma de elementos distintos de .S incluyendo x de exactamente k — 1
formas distintas. Esto implica que 2z puede ser escrito también como suma de ele-
mentos distintos de S que no incluyen a z. Si esta suma inclye algin nimero menor
que z — m, al remover este nimero, podemos escribir algin ndmero y € (x + m, 2x)
como suma de elementos distintos de S que no incluyen a x. Ahora, siy = ¢ + x
donde y’ € (m, z), entonces 3’ puede ser escrito como suma de elementos distintos de
S incluyendo x de exactamente k formas. Entonces, y puede ser escrito como suma de
elementos distintos de S de al menos k + 1 formas distintas, lo que es una contradic-
cién. Por lo que la suma solo incluye nimeros en el intervalo [z — m, x). Claramente
dos nimeros no son suficientes. Por otro lado, tres ndmeros de tal intervalo suman al
menos 3(z — m) > 2z, que es una contradiccion. O

Volviendo al problema, por el lema que acabamos de probar tenemos que S =7 U U,
donde T es finito y U = {x,2x,4x,8x, ...} para algin entero positivo . Sea y un
entero positivo mayor que s(7'). Para cualquier subconjuntos 77 C T, siy — s(T") =
0 (mod x), entonces y — s(T") puede ser escrito como suma de elementos distintos de
U de una dnica forma, de lo contrario, y — S(T") no puede ser escrito como suma de
elementos distintos de U. Entonces, el niimero de formas de escribir ¥ como suma de
elementos distintos de S es igual al nimero de subconjuntos 7" C T tales que s(T”) =
y (mod z). Como esto pasa para toda y, tenemos que para todo 0 < a < x — 1, hay
exactamente k subconjuntos 77 C T tales que s(T") = a (mod x). Esto implica que
hay kx subconjuntos de 7" en total. Pero el nimero de subconjuntos de 7" es potencia
de 2, por lo que k debe ser potencia de 2, como queriamos probar.

Solucién del problema 4. La solucién la haremos en dos partes.

Parte 1. Todos los polinomios P(x) de grado 1 satisfacen la propiedad deseada. Sea
P(z) = cx + d y supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ > d > 0. Sea s; =
a1 + az + - -+ + a; (mod ¢). Es suficiente demostrar que existen indices i, j tales que
j—i>2ys; —s; =d(modc).

Consideremos ¢ + 1 indices e, ea, . . . , e.+1 mayores que 1 tales que a., = d (mod c).
Por el principio de las casillas, de entre los 1 + 1 pares (Se; —1, Seq )» (Sea—15Sep)s -« -
(Sens1—155e,4,) hay dos iguales, digamos (sy—1, Sm) Y (Sn—1, 55 ). Podemos tomar
t=m—1yj=n.

Parte 2. Todos los polinomios P(x) de grado distinto de 1, no satisfacen la propiedad
deseada.

Lema. Si P(x) tiene grado distinto de 1, entonces para cualesquiera enteros positivos
A, B, C, existe un entero y tal que |y| > C'y no existe entero x que cumpla que P(z) €
[y — A,y + B, esto es, no hay valores del rango de P en el intervalo [y — A,y + BJ.

Demostracion. La proposicién es inmediata para P(x) constante o si el grado de P(x)
es par, pues P(x) estarfa acotado por abajo. Sea P(x) = an,a™ + --- + a1 + ag
de grado impar mayor que 1 y supongamos, sin pérdida de generalidad, que a,, > 0.
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Como P(z + 1) — P(z) = ayzna™ ' +--- yn —1 > 0, la diferencia entre P(z)
y P(x + 1) crece arbitrariamente para z suficientemente grande. Con esto se sigue el
lema. O

Supongamos que el grado de P(z) es distinto de 1. Construiremos una sucesién {a; }
de forma inductiva de forma que para cualesquiera indices ¢ < j y cualquier entero k
se tiene que a; + a;+1 + - - - + a; # P(k). Supongamos que se tienen los elementos
ai, ..., a; dela secuencia que cumplen lo mencionado anteriormente y m es un entero
de menor valor absoluto que no aparece entre estos primeros ¢ elementos. Afiadiremos
dos elementos a la sucesion. Sea a; + 2 = m. Consideremos todas las nuevas sumas
de al menos dos términos consecutivos, cualquiera de estas contiene a a;1. Entonces,
todas las sumas estén en el intervalo [a;11 — A, a; 1 + B] para ciertas constantes A y
B. El lema nos permite encontrar a;4; de modo que todas estas sumas eviten el rango
de P.

Solucién del problema 5. Todos los valores posibles son los nimeros racionales en
el intervalo [1,n — 1). Primero, veamos que no hay otro valor posible ademés de los
mencionados. Claramente la razén é es al menos 1, pues en cada movimiento al menos
una piedra se anade a la segunda cubeta. Notemos que el nimero s de piedras en la
primera cubeta siempre es igual a p — n, donde p es la suma de los nimeros en el
pizarrén. Supongamos que los nimeros estan escritos en una fila y, siempre que a y b
se borren, a + b se escribe en la posicién que ocupaba el nimero de la derecha entre
ay b. Sean ay,as,...,a, los nimeros en el pizarrén de izquierda a derecha y sea
qg=0a1 + lag+---+ (n— ay,.

Como cada a; es al menos 1, tenemos que

qS(n—l)p—(1+---+(n—1))=(n—l)p—n(nT_l):(n—l)s—i-

n(n—l).
2

Ademds, si un movimiento cambia a; y a; coni < j, entonces ¢ cambia por (a;, a;) <
a;y qincrementaen (j — 1)a; — (1 — 1)(a; — 1) > 4a; — (i — 1)(a; — 1) > a;.

Entonces, ¢ — ¢ nunca decrece. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el primer
movimiento involucra al 1 de hasta la derecha. Entonces, inmediatemente después de
este movimiento,qg = 04+14---+(n—2)+(n—1)-2= %2("_1) y t = 1. Luego,
después del primer movimiento siempre tenemos que

(n+2)(n—1)

2
=n-1)s—(n—-2)<(n-1s.

<(n-1)s+ n(n2— 1) (n+2)2(n— 1) +1

t<qg+1-—

Por lo tanto, % <n-1ly % debe ser un racional en el intervalo [1,n — 1).

Después del primer movimiento, tenemos que % = 1. Resta probar que % puede ser
cualquier racional en (1, n—1). Mostraremos por induccién sobre 7, que para cualquier
entero positivo a, es posible llegar a una situacién donde hay n — 1 unos en el pizarrén
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y el ndmero a™ !, conty sigualesaa™ 2(a—1)(n—1)ya" ! —1, respectivamente.
Para n = 2, esto es claro pues solo hay un posible movimiento en cada paso, por lo
que después de a — 1 movimientos, s y ¢ serdn ambos iguales a ¢ — 1. Supongamos
ahora que la afirmacidn es cierta paran — 1, con n > 2. Seguimos el algoritmo que
nos deja como resultado esta situacion usando n — 1 veces el algoritmo A. Luego, para
llegar a la situacién de tamafio n, aplicamos el algoritmo A, para crear el nimero a™ 2.
Luego, aplicamos el algoritmo A de nuevo y sumamos los dos nimeros mds grandes
y repetimos, hasta tener el nimero o™~ !. El algoritmo A se ha aplicado a veces y los
dos nimeros mas grandes fueron sumados a — 1 veces. Cada vez que los dos niimeros
mds grandes fueron sumados, ¢ incrementé en a2 y, cada vez que el algoritmo A
fue aplicado, ¢ incrementa en a” 3(a — 1)(n — 2). Entonces, el valor final de ¢ es
t=(a—1)a" 2 +a-a"3(a—1)(n—2) =a""2(a—1)(n — 1), lo que completa la
induccién.

Ahora, podemos elegir 1 y el nimero més grande b veces para cualquier entero po-
sitivo b, lo que va a afiadir b piedras a cada cubeta. En este punto tenemos que % =

a" " %(a—1)(n—1)+b

PR s . Ahora nos falta probar que cualquier niimero racional % € (1,n-1)

n—2¢_ _
tiene representacién de la forma %w

modando, notamos que esto pasa si y solo si

, con a y b enteros positivos. Reaco-

qa"*(a—=1)(n—=1) —=p(a" ' - 1)
P—q '

b:

Si elegimos a = 1 (mod p — q), esto serd un entero. Luego, necesitamos verificar que
el numerador es positivo para a suficientemente grande.

qa" *(a—1)(n—1) —=pa" ' —=1) > qa" *(a—1)(n — 1) — pa™ !
=a"*(a(¢(n —1) —p) — (n— 1)),

que es positivo para a suficientemente grande, pues g(n — 1) — p > 0.

92 Olimpiada Europea Femenil de Matematicas
A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la 9* Olimpiada Euro-
pea Femenil de Matematicas.
Solucion del problema 1. (Solucion de Ana Illanes Martinez de la Vega). Observe-
mos que la recursidn del problema es equivalente a

an+1 = 2(ant2 — 2a,) paratodo m =0,1,2,...,3028,

por lo que 2 | a,, paratodo m = 1,2,...,3029. De aqui, obtenemos que 2 | a2
paran =0,1,2,...,3027y, por lo tanto, 4 | a,, paran = 1,2,...,3028.
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Procederemos por induccién sobre k para probar que

22811 q; parai=~Fkk+1,...,3030 — 2k +1, (14)
22k | a; para i =k, k+1,...,3030 — 2k. (15)

El caso base k = 1 ya se hizo anteriormente. Supongamos que (14) y (15) se cumplen
para cierto k > 1y probaremos que se cumplen para k + 1.

Seam € {k,k+ 1,...,3030 — 2k — 2}. Por hipétesis de induccién, tenemos que
22k=1) a,, y2%% | @y y0 param =k, k+1,...,3030 — 2k — 2. Entonces 22+ divide
a2 12—4, = a1, porloque 225t | a, paran = k+1,k+2,...,3030—2k—1.
Para verificar que (15) se cumple para k + 1, del resultado que se acaba de obtener y de
la hipétesis de induccién tenemos que 22% | a,, paran = k,k +1,...,3030 — 2k — 3
y 22641 | g, o paran = k — 1,k,...,3030 — 2k — 3. Entonces, 22¥*2 divide a
2(ap o — 2a,) = anyy paran = k,k+1,...,3030 — 2k — 3, por lo que 22++2 | g,
parat =k+1,k+2,...,3030 — 2k — 2, lo cual prueba el paso inductivo y completa
la induccién.

Tomando k& = 1010, tenemos que 22(1°19) | q; para i = 1010, ...,3030 — 2(1010),
esto es, 22029 | g141. El resultado se sigue.

Solucién del problema 2. Hay dos soluciones:
(0,0,...,0,1,1,...,1) y (1,1,...,1,2,2,...,2).
1010 1010 1010 1010

Primero demostraremos la desigualdad
(x+1)(y+1)* >4 (2 +y°) (16)

para cualesquiera nimeros reales x > 0,y > 0 tales que |x — y| < 1, con la igualdad
siysolosi{z,y} = {0,1} o {z,y} = {1, 2}. En efecto, tenemos que
4(2®+ %) =A@+ y)(a® — 2y +1?)
<l@+y)+ @ —ay+y°) =y + 2 +y+ (v - y)*)
<(wy+rty+ 1)’ =@+ D+ DP,

2

donde la primera desigualdad se sigue de la desigualdad MA-MG con los niimeros x+y
y 2 —zy+1y? (los cuales claramente son no negativos). La igualdad se da en la primera
desigualdad si z+y = 2% —xy-+y? y, en la segunda desigualdad, si y solo si [z—y| = 1.
Combinando estas igualdades obtenemos que = + y = (z — y)? + 2y = 1 + zy, esto
es, (x —1)(y — 1) = 0, de donde obtenemos las soluciones {z,y} = {0,1} y {z,y} =
{1,2}. Ahora, sea (z1,x2,...,T2020) cualquier sucesién que cumple I) y II) y sea
(yl, Y2, ... ,ygogo) una permutaci(’)n de (acl sy Ly e un ,.%'2020). Como 0 < ml’n{:vi, yi} <
méx{x;,y;} <min{z;,y;} + 1, se puede usar la desigualdad (16) en la pareja (z;, y;)
y sumar todas las desigualdades obtenidas para 1 < ¢ < 2020 para obtener que

2020 2020 2020

D (@i D+ 1) 243 (af +y7) =83 al.

i=1
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Entonces, para que se cumpla la condicién I1I), todas las desigualdades deben ser igual-
dades. Por lo tanto, para todo 1 < i < 2020 debemos tener que {x;,y;} = {0,1} o
{z;,y:} = {1, 2}. Por la condicién IT), debemos tener que {x;, y; } = {0, 1} para todo
io{x;,yi} ={1,2} paratodo i.

Si{x;,y;} = {0,1} paratodo 1 < i < 2020, entonces las sucesiones (x1, . .., Z2020) ¥
(Y1, - - -, Y2020) tienen (entre las dos) 2020 ceros y 2020 unos. Como (y1, Y2, - - - , Y2020)
es una permutacion de (z1, Za, . . ., T2020) Se sigue que
(1‘1,$2,...,$2020) = (0,0,...,0,1,1,...,1).
—— —
1010 1010

También observemos que esta sucesiéon cumple las condiciones I), II) y III) (para
M), tomamos (y1, Y2, - - -, Y2020) = (T2020, 22019, ---,21)), l0 que prueba que esta
sucesion en efecto cumple. El mismo razonamiento funciona para el caso en el que
{zi,y:} = {1,2} paratodo i.

Solucién del problema 3. (Soluciéon de Ana Paula Jiménez Diaz). Notemos que
LA+ 4B+ ZLC+ 4D+ LE+ LF = 3(LA+ £B) =720°,

porlo que ZA+ZB = 240°. Prolongando los lados F'A y BC hasta que se intersequen
en X 4, tenemos que /BAX 4 = 180° — LA, /X,BA =180° - /By

LAXAB = —180°+ LA+ £ZB = 60°.

Similarmente, si ABNCD = Xp, BCNDE = X¢, DCNFE = Xp, EDNFA =
XpyFENAB = Xp, altener que LA+ /B = 180°460°, sabemos que se intersecan
fuera del hexdgono y que forman angulos de 60°. Luego, los tridngulos X4 XcXg y
XpXpXF son equildteros.

Recordemos que las bisectrices de LA, ZC'y ZE concurren en un punto, llamémosle
I. Entonces, /FAl = /IAB = o = %LA.
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También tenemos que « = /BCI = ZICD = ZDFEI = ZIEF. Considerando
/B = 20, tenemos que o + S = 120°. Ademas, L/CIA = LZAIE = /FEIC =
360° — (2« + 28) = 120°. Entonces, los cuadriliteros IAX 4 XpC, ICXcXpE
y IEXE XA son ciclicos ya que los arcos @, CE y EA abren angulos de 60°.
Ademas, es fécil ver que los cuadrilateros Xp X o BF, XpXc DBy XpXgFD tam-
bién son ciclicos (por ejemplo, de las igualdades de dngulos ZFX4B = 60° =
/F X B se sigue que el primero es ciclico).

Demostraremos que las circunferencias Xp X g BF, XpXc DBy XpXgFD van a
tener un punto en comun, ya que F', B y D son puntos en los lados del tridngu-
lo X4 XcXEg. Para probar esto, sea J el punto en el que los circuncirculos de los
tridngulos X4 BF' y XcDB se intersecan. Notemos que Z/BJF = 120° ya que
/FX B =60°y Z/DJB = 120° yaque /BXcD = 60°. Entonces, ZFJD = 120°
y, por lo tanto, F'J D X g también es ciclico.

Queremos ver que B.J, D.J y F'.J son las bisectrices de los dngulos ZB, /Dy ZF del
hexagono, respectivamente. Sabemos que £LJBX¢c = LJDXg = LJFX 4 por los
ciclicos antes mencionados. Basta probar que Z/JBX¢c = 5.

Sea Z/JBX¢ = ~. Sabemos que /X ,CI = LZTAXp. Como X4 XpCIA es ciclico,
tenemos que X 41 y I X p abren el mismo arco, entonces X 4/ = X p. Similarmente
obtenemos que I X¢ = IXpyIXr = I XEg. Luego,

LXpIXe =4XpCXe =4XpCXyg=4XplXa=LXpAXs =LXplXE
= 180° — 2au.

Entonces, los tridngulos I XpX 4, IXpXc y IXrXE son semejantes pues los tres
son isdsceles y tienen el dngulo distinto igual. Luego, hay una rotacién con centro en /
que manda Xp a X¢, Xpa X4y Xr aXg. Porlo tanto, hay una rotacién que manda
el tridngulo I X p Xp al tridngulo I XX 4, ya que son tridngulos congruentes por el
criterio LAL. Se sigue que X 4 X¢ = XpXp y, por lo tanto, los tridngulos equildteros
X4 XcXEy XpXpXr son congruentes.

Recordemos que los cuadrilateros Xp X g4 BJF, JBXpXcDy JDXpXgF soncicli-
cos. Entonces, ZF XpJ = L/FX,Jy ZJXpF = ZJXgF,de donde se sigue que los
tridngulos J X 4 Xr y JXrXp son semejantes. Sin embargo, sabemos que X 4 Xg =
XrXp, luego los tridngulos mencionados anteriormente son congruentes y, en conse-
cuencia, JX4 = JXry JXg = JXp.Deaquisesigueque LJXpX 4 =2LXpXaJ
y, al ser estos dngulos inscritos del circuncirculo del tridngulo XX 4 BJF', resul-
taque LXpBJ = LXpXyJ = LI XpXy = LJFXy = 7. Como LXpBJ =
28— £LJBC =28 —~,sesigueque y = LXpBJ =25 — v,estoes, 3 =17.

Por lo tanto, BJ, DJ y F'J son las bisectrices de los dngulos /B, ZD y ZF en el
hexdgono y estas concurren en J.

Solucién del problema 4. (Solucién de Karla Rebeca Munguia Romero). Conside-
remos un acomodo para los primeros n — 1 niimeros que sea fresco. Si intercambiamos
el nimero en la posicién k, con 1 < k£ < n — 1, con el nimero n y colocamos al
nuimero en la posicién £ al final, el acomodo es fresco para n, porque al revisar las pri-
meras j posiciones con j < k, hay exactamente lo mismo que al revisar las primeras j
posiciones en el acomodo fresco para n — 1, asi que no hay contradicciones, y al revisar
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para j’s mayores o iguales a k, siempre aparece el nimero n, asi que algtin nimero del
1 al j no apareci6, entonces no son exactamente los nimeros del 1 al j, asi que no hay
contradiccidn, por lo que este acomodo es fresco.

Para cada uno de los acomodos de n — 1 ndmeros, veamos que en un acomodo fresco
n — 1 no puede ser nunca el dltimo nimero (pues revisando los primeros n — 2 hay
contradiccidn), asi que en esos nuevos acomodos para n, n — 1 nunca fue un penultimo
numero, asi que para cada acomodo de n — 1 consideremos también el que 1) traslada
el pendltimo a la dltima posicién, 2) pone a n — 1 en la pendltima posicion, 3) pone a
n donde estaba n — 1, es decir, pasamos de un acomodo de n — 1 a uno de n que tienen
los mismos niimeros en las mismas posiciones, excepto que el dltimo del acomodo de
n — 1 es ahora el dltimo de la de n, n estd donde estabael n — 1, y n — 1 estd en
la penultima posicién del nuevo acomodo. El acomodo funciona para n porque antes
de poder tomar n se toma lo mismo de antes, y después de tomar n, como se toma n
no serdn los primeros j exactamente. De los acomodos generados, no hay dos iguales
entre si pues si hubiera dos iguales, a debié haber sido el dltimo en ambos y n — 1
estuvo en la misma posicién. Como los demds no se mueven, cada frescode n — 1 da
un acomodo distinto de n con este algoritmo.

De los acomodos que salen de poner a n en la posiciéon k, 1 < k < n — 1y al nimero
en la posicién k al final no son iguales entre si, porque si no, como los n’s estn en el
mismo lugar y el dltimo niimero es el mismo, al cambiar el dltimo nimero con n, las
primeras n — 1 posiciones van a ser iguales.

Como hay n— 1 posibles valores para k y un acomodo ajeno a estos, para cada fresco de
n — 1, hay n generados frescos nuevos en f,,. Concluimos entonces que f, > n- f,,—1.

Solucion del problema 5. (Solucion de Nathalia Jasso Vera). Sea o = ZOAB =
ZOBA (soniguales pues OA = OB). Como PB = PC, P esta sobre la mediatriz de
BC, al igual que O, de donde OP es la mediatriz de BC'

A
JA
<
D

B

Como AO = AP, el tridngulo AOP es isosceles, lo cual implica que LZAOP =
ZOPA =90° — 5. Como ZAOB = 180° — 2q, tenemos que ZBOP = 90° — %a,
de donde se sigue que /PBC = /BCP = §. Luego, ZCPA = a, por ser dngulo
externo. Esto implica que AO y C'P son paralelas. Como AO = AP = OC = R,
AOPC es un trapecio is6sceles con AC = OP.
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Sea @ la interseccion de C'P con la perpendicular a £D por O. Como AB y ED son
perpendiculares, tenemos que OQ) y AB son paralelas y, como AO y C'P son paralelas,
tenemos que LZAPC = Z0QC = a. Luego, « = ZOCP y OC = OQ, de donde se
sigue que @ estden I'.

Como OQ es mediatriz de £ D por construccion, tenemos que () es el punto medio
del arco E/B, lo cual implica que C'P es bisectriz del dangulo ZDC'E. Veamos que,
por simetria OQ B P también es un trapecio isdsceles congruente al trapecio AOPC),
de donde QB = OP = AC. Ademds, como B es el reflejado de P por E D, resulta
que Q es el reflejado de O por ED y, como EQBD es ciclico, se sigue que DPOFE
también es ciclico.

Dado que E'D es mediatriz de OQ), tenemos que OF = EQ. Pero R = FO = 0Q
implicaque R = EQ = DQ = PQ, pues ( es el punto medio del arco ED y OQBP
es un trapecio isésceles con OQ = OB = QP = R. Entonces, @ es el circuncentro
del tridngulo DPE. Como () es el punto medio del arco ED y P estd en la bisectriz
del angulo ZDC'FE, resulta que P debe ser el incentro del tridngulo DCE.

Solucién del problema 6. Los tinicos enteros que cumplen lo deseado son m = 2, 10.
Consideremos m > 1 un entero para el cual la secuencia definida contiene puros cua-
drados perfectos. Primero veamos que m — 1 es potencia de 3. Supongamos que m — 1
es par. Luego, ay, = 5m — 1 es divisible por 4, lo cual implica que m = 1 (mod 4).
Entonces, as = 5m? + 3m — 1 = 3 (mod 4), de donde se sigue que a5 no puede ser
un cuadrado, lo que es una contradiccién. Entonces m — 1 es impar.

Supongamos que un primo impar p # 3 divide a m — 1. Notemos que a,, — ap,—1 =
Gp—2 — an—3 (mod p). Se sigue que la secuencia médulo p tiene la forma 1, 1, 4,
4,7, 7,10, 10,.... En efecto, un argumento inductivo sencillo muestra que asr, =
asgk—1 = 3k — 2 (mod p) para k > 1. Como mcd(p, 3) = 1, tenemos que la secuencia
ay, (mod p) contiene todos los residuos médulo p, 1o que es una contradiccién, pues
solo % residuos médulo p son cuadrados. Esto muestra que m — 1 es potencia de 3.
Sean hy k enteros tales que m = 3*+1y ay = h%. Tenemos que 5-3% = (h—2)(h+2).
Como mcd(h —2,h+2) = 1, tenemosque h —2 =1,3* 05,y h+2=5-3% 50 3%,
respectivamente. En los primeros dos casos tenemos que £ = 0y, en el dltimo caso,
tenemos que k = 2. Esto implica que m = 2 o m = 10.

Veamos que m = 2y m = 10 cumplen lo requerido. Seat = 1 ot = 3, de modo
que m = t2 + 1. Sea by, by, bs, . . ., una sucesioén de enteros definida porby = 1,by =
1,bs =2yb, =tb,—1+b,_2 paratodon > 4. Claramente, a,, = bi paran = 1,2,3.
Notemos que si m = 2, entonces a4 = 9y by = 3y, si m = 10, entonces ay = 49y
by = 7. En cualquier caso tenemos a4 = bi.

Sin > 5, tenemos que

by + b 3= (thp—1 + bn—2)” + (b1 — thp_2)> = (> + 1)(b5_, + b _,)
=m(bl_y +b;_,).

Entonces, de manera inductiva es facil probar que a,, = b2 para todon > 1. Con lo
que concluimos.



Apéndice

Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia =c (mod m)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 4 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, SOn nimeros reales positivos, entonces

Ti+Ta+ -+ T
n

2 {/r1w2 Ty
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = x3 = -+ = Ty,

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC' y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC' son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC 'y A’B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C’, /ACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B" T B'C’ T C'A”

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.
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Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"
Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA

que oo = Ac-

Teorema 12 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C'N son concurrentes
BL CM AN

Sl‘ySOlOSl’T ‘MA NB = 1.

Teorema 13 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C' A y AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . % . J’?,—]; = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 14 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 15 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en I intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 17 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.

Teorema 18 (Circuncirculo e Incentro). Si 2 es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentro y M es la interseccion de Al con ), entonces MI = MB = MC.
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