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Presentacion

Tzaloa', la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademas de ello, Tzaloa es una publicacién de interés para un publico mas amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2020, Numero 4

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, es lograr una publicacién
verdaderamente util. La consistencia de su publicacién en el contexto nacional, es un
ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes que con su trabajo
comprometido contribuyen al proyecto.

Pasando al contenido, destaca el articulo El tridngulo ortico, el ortocentro y una cas-
cada de curiosidades, de José Antonio Gomez Ortega. En él, se abordan algunas de
las propiedades mas importantes del tridngulo értico de un tridngulo y se presentan
ejemplos resueltos de problemas que han aparecido en las olimpiadas de matematicas
alrededor del mundo. Estamos seguros que esta aportacion serd de mucha utilidad para
todos los lectores, principalmente para los lectores avanzados.

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.



Presentacion Y

De especial interés para todos, en este cuarto y ultimo nimero del afio 2020, inclui-
mos los exdmenes con soluciones de la 61¢ Olimpiada Internacional de Matematicas
(IMO) que se llevo a cabo de manera virtual el pasado mes de septiembre de 2020.
Hemos incluido también el examen de la prueba individual del nivel I de la cuarta
etapa de la Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacién Basica (OMMEB)
de la Ciudad de México 2019-2020. Agradecemos a Denisse Escobar, delegada de la
OMMEB de la Ciudad de México, por habernos proporcionado la informacién y el
examen de este certamen. También hemos incluido los exdmenes de la tercera etapa de
la XXXIV Olimpiada Mexicana de Matematicas en Guanajuato. Agradecemos a My-
riam Herndndez Ketchul por habernos proporcionado la informacién y los exdmenes
de este certamen.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
examenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jovenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

342 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
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= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 34 Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 2001. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2020-2021y, para el 1° de julio de 2021, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 34* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizard de
forma virtual durante la segunda semana de noviembre de 2020. A los primeros lugares
de este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard
durante aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2020
y hasta la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXIII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempeifio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 62¢ Olimpiada Internacio-
nal de Matemadticas (2021) y a la XXXVI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas
(2021).

De entre los concursantes nacidos en 2004 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XXIII Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (2021).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la X Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO) a celebrarse en
el mes de abril de 2021.



El triangulo ortico, el ortocentro
y una cascada de curiosidades

Por José Antonio Gomez Ortega

Nivel Avanzado

Para un tridangulo ABC su triangulo értico es el que tiene por vértices a los pies de las
alturas de ABC, esto es, si AD, BE y C'F son las alturas del tridngulo ABC con D,
E'y F sobre las rectas BC, CA 'y AB, respectivamente, entonces su tridngulo rtico
es DEF.

A

D

Algunas propiedades del triangulo ortico

A continuacién veremos una serie de propiedades que involucran al tridngulo értico de
un tridngulo.

Propiedad 1. Sea ABC un tridngulo con ortocentro H. Los tridangulos ABC, HBC,
HCAy HAB tienen a DEF como tridngulo 6rtico.
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Demostracion. Solamente hay que verificar en cada tridngulo que los pies de las al-
turas son D, E y F. En el tridngulo H BC' los pies de las alturas desde B y C' son,
respectivamente, I’y F, por lo que el tridngulo ortico de H BC' es DF E. Anéloga-
mente, para HC' Ay HAB sus tridngulos 6rticos son EDF'y F'E D, respectivamente.
O

Propiedad 2. Sea ABC un tridngulo y sea DEF su tridngulo 6rtico. Entonces, los
triangulos ABC, AEF, DBF'y DEC son semejantes entre si.

Demostracién. Como el cuadrildtero BC' E'F es ciclico, tenemos que ZAEF = ZABC
y LEFA = ZACB, lo cual implica que los tridngulos ABC'y AEF son semejantes.

A

De manera anéloga se prueba la semejanza de los tridngulos ABC'y DBF, asi como
la semejanza de los tridngulos ABC'y DEC. O

Propiedad 3. Sea ABC un tridangulo con ortocentro H y sea D E'F su tridngulo drtico.
Si el tridngulo ABC' es acutdngulo, entonces H es el incentro de DEF. Si ABC' es
obtusdngulo, entonces H es un excentro de DEF. En general, A, B, C'y H son, en
algtin orden, los excentros e incentro del tridngulo DEF'.

Demostracion. Como los cuadrilateros H DCE, BCEF y HF BD son ciclicos, tene-
mos que D H es bisectriz del angulo ZD. Ademds, tenemos que A, B,C'y H cumplen
que cada uno de ellos es el ortocentro de los otros tres. 0

Propiedad 4. (Euler) Sean ABC un tridngulo y DEF' su tridngulo 6rtico. El circun-
centro del tridngulo DEF es el centro de la circunferencia de los nueve puntos y es
el punto medio de HO, donde H y O son el ortocentro y circuncentro del tridngulo
ABC, respectivamente.
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Demostracion. Existen varias pruebas de esta afirmacion, la que se presenta a conti-
nuacién usa potencia de un punto con respecto a una circunferencia y ejes radicales.

Como BC'E'F es un cuadrilatero ciclico, la potencia de A con respecto a la circunferen-
cia circunscrita a tal cuadrildteroes AF-AB = AE-AC. Luego, AF-AC' = AE-AB’
donde B’ y C’ son los puntos medios de C'A y AB, respectivamente. Por lo tanto, F,
C', E'y B’ se encuentran sobre una misma circunferencia, digamos C 4. Andlogamente,
D, A, F'y C’ estén sobre una circunferencia Cg y también D, A’, E'y B’ estdn so-
bre una circunferencia Cc. Si dos de estas tres circunferencias coinciden, entonces las
tres coinciden. Pero si no, los ejes radicales por pares de estas tres circunferencias son
los lados del tridngulo ABC. Luego, los tres ejes no son concurrentes, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, los seis puntos D, E, F', A’, B’ y C' se encuentran sobre
una circunferencia A/. Aplicando lo anterior al tridngulo H BC, se tiene también que
los puntos medios de HB y HC son también parte la circunferencia A/. Una vez més
aplicando el razonamiento a HC'A, se obtiene que el punto medio de H A estd sobre la
circunferencia AV, luego en tal circunferencia estdn los siguientes 9 puntos: los pies de
las alturas, los puntos medios de los lados y los puntos medios de los segmentos H A,
HB y HC. Euler también not6 que el ortocentro H, el centroide GG y el circuncentro
O de un tridangulo ABC son colineales y que HG = 2GO. Para el tridngulo medial
A’'B'C’ se tiene que su ortocentro es O, su centroide es G y su circuncentro es otro
punto que estd alineado con O y G, que usualmente se denota por IV y, como cumple
OG = 2GN, no es dificil concluir que NV es el punto medio de HO. O

Propiedad 5. Sean ABC un tridangulo y D E'F su tridngulo 6rtico. Las perpendiculares
desde A, By C alos lados EF, FD y DFE, respectivamente, concurren en el circun-
centro del tridngulo ABC.

Demostracion. Comenzamos demostrando los siguientes dos resultados.
Lema 1. La bisectriz interna del dngulo ZBAC del tridngulo ABC, es también la

bisectriz del dngulo que forman la altura AD y el didmetro AA’ del circuncirculo de
ABC.

Demostracion. Sea L el pie de la bisectriz del dngulo ZBAC sobre el segmento BC'.
En los tridngulos rectdngulos ABD y AA’C, tenemos que ZDBA = ZC A’ A. Luego,
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estos tridngulos son semejantes, por lo que /BAD = /A’ AC. Por lo tanto, AL es
bisectriz del dngulo /D AA’ siy solo si AL es bisectriz del dngulo /BAC. O

Lema 2. Con la notacién del Lema 1, tenemos que ZDAA’ = |£B — ZC|.
Demostracién. Supongamos que /B > ZC. Como ZDAO + 2(90° — £B) = LA,
tenemos que ZDAO = LA+2/B - (LA+ /ZB+ £C)= 4B - ZC.

De manera andloga se prueba el caso /B < ZC. g

Continuemos con la demostracién de la Propiedad 5. La perpendicular desde A a EF
es la altura AD’ desde A en el tridngulo AE'F, pero este tridngulo es semejante al
tridngulo ABC. Luego, el dngulo entre la altura AD’ con el lado AF es igual al dngulo
entre la altura AD y el lado AB del tridngulo ABC'. Ahora, usando el Lema 1, se sigue
que AD’ deberd pasar por O, el circuncentro del tridngulo ABC. O

Propiedad 6. El 4rea del tridngulo ABC es igual a Rs, donde R es el circunradio del
tridngulo ABC'y s es el semiperimetro de su triangulo 6rtico DEF'.

Demostracion.

Tenemos que
R R R
(ABC) = (OEAF) + (OFBD) + (ODCE) = 2 EF + 5 FD + B -DE

= g(EF+FD+DE) = Rs.

Propiedad 7. Sean ABC un tridngulo y D E'F su tridngulo 6rtico. El tridngulo forma-
do por las tangentes al circuncirculo del tridngulo ABC' en los vértices, es semejante
al tridngulo DEF.

Demostracion. La tangente por A al circuncirculo del tridngulo ABC, es perpendicu-
lar al radio AO. Por otro lado por la Propiedad 5, este radio es también perpendicular
a FF. Luego, la tangente en A y E'F' son paralelas. Analogamente, las tangentes en B
y C'son paralelas a F'D y DFE, respectivamente. El resultado es inmediato. 0
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Propiedad 8. Sean ABC un tridngulo y DEF su tridangulo 6rtico. Si D7 y D5 son
las reflexiones de D sobre C A y AB, respectivamente, entonces D1, Do, E'y F son
colineales.

Demostracion. Por la Propiedad 2, tenemos que ZAEF = ZDEC y por ser D; el
reflejado de D, tenemos que LDEC = ZCED;. Estas dos igualdades implican que
LAEF = ZCFEDxq, lo que significa que D1, E'y F son colineales.

A

D1

D,

B C
Anélogamente, obtenemos que Do, E'y F' también son colineales. ]

Propiedad 9. Sean ABC un tridngulo y DEF su tridngulo 6rtico. Si Dy y Do son las
reflexiones de D sobre C A y AB, respectivamente, entonces:

a) DjDs esigual al perimetro de DEF.
b) D1Ds; = 2AD sen A.

C) D1D2 = 78(1430)2 .

abc

Demostracion.
a) Sesiguedeque D1 F = DEy FDy = DF.

b) Notemos que la circunferencia de centro A y radio AD pasa por Dy y Ds. Ademas,
DDy

tenemos que Dy ADy = 2/A. Luego, sen ZA = —25—.

¢) Tenemos que D1 D2 = 2ADsen A = 2‘“;”7 bc'sbcc“A = S(Aajif)z.

O

Propiedad 10. Sean ABC un tridngulo y DEF su tridngulo 6rtico. Los perimetros de
ABC'y DEF estan relacionados de la siguiente manera

P(DEF) = 5p(ABC),

donde r y R son el inradio y circunradio del tridngulo ABC, respectivamente.



6 J. A. Gomez Ortega

Demostracién. Por la Propiedad 6, tenemos que p(DEF) = 2

(ABC) _ rp(ABC)
R = R .

Propiedad 11. (Fagnano) De los tridngulos inscritos dentro de un tridngulo acutdngu-
lo, el drtico es el de menor perimetro.

Demostracion (Fejer). Sea LM N un tridngulo inscrito en un tridngulo ABC'. Sean
Ly y Lo las reflexiones de L sobre los lados CA y AB, respectivamente. Es claro que
LM = ML,y LsN = NL. Por lo que el perimetro del tridngulo LM N es

LM+ MN+ NL =LyN+NM+ MLy > LL».

4»(

B ¥ C B L C
L L

De lo anterior podemos asegurar que una vez fijado el punto L, los puntos M y N que
hacen minimo el perimetro de LM N son las intersecciones de L1Ls con CAy AB,
respectivamente. Ahora veamos cudl es la mejor opcién para el punto L. Ya sabemos
que el perimetro del tridngulo LM N es L Lo, asi que el punto L deberd hacer esta
cantidad minima.

Es claro que AL = AL, = ALs y que AC y AB son bisectrices de los angulos
/LALy y ZLs AL, respectivamente, por lo que /Lo ALy = 2/BAC = 2a es un
angulo fijo. La ley de los cosenos aplicada en el tridngulo AL, L nos garantiza que:

(L1Ls)? = (AL1)? + (AL2)? — 2AL;y - ALy cos2a = 2AL?(1 — cos 2v).

Asi, Ly Ly es minimo cuando AL es la altura desde A del tridngulo ABC'. No es dificil
ver que cuando AL es altura, los puntos M y N son los pies de las otras alturas®.
Luego, el tridngulo de perimetro minimo es el 6rtico. g

Propiedad 12. Sean ABC' un tridngulo y DEF su tridngulo 6rtico. Si D', E' y F’
son los puntos medios de EF', F'D y DE, respectivamente y, si L, M y N son los
pies de las perpendiculares desde D', E' y F’ sobre BC, C A y AB, respectivamente,
entonces

a) D'L, E'M y F’N son concurrentes.

b) AD’, BE' y CF’ son concurrentes.

2Los triangulos AL2Lj y ALL;j son isésceles. Si 8 = ZAMLy, = ZLiMC, tenemos que
LMLiL =90° -8y, como LALL, = ZLCA = ZC, tenemos que ZC = (90° — £LA)+(90° — ) =
180° — LA — BB, luego 8 = 180° — LA — ZC = £B. Ahora podemos ver que el cuadrilatero ABLM es
ciclico y, como AL es perpendicular a BL, tenemos que BM es perpendicular a M A y, por consiguiente,
BM es altura. Andlogamente se prueba que C'N es altura.
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Demostracion.

a) Bastard mostrar que D’'L, E'M y F'N son bisectrices de los dngulos del tridngulo
D’'E'F’. Esto es consecuencia de que las alturas AD, BE y CF son paralelas a
D'L, E'M y F' N, respectivamente y, que el tridngulo D’ E’ F” tiene lados paralelos
a los del tridngulo DEF'.

b) Si L es el punto donde AD’ corta a BC, tenemos por el teorema generaliza-

do de la bisectriz que, 2L = ABsenZFAL Ege mismo teorema aplicado en el
., . / Y .
tridngulo AFE, nos garantiza que 1 = LB = AfsenZFAL 145 dos igualda-
. BL _ AB-EA - CM _ BC-FB
c114e]§ 1mpéliagé1ue 10 = Taiar- Andlogamente, obtenemos que 75 = Z55p Y
NB = Bo.cp- Elresultado se sigue por el teorema de Ceva. O

Observacién. La demostracién de la Propiedad 12 funciona para ver que AD’, BE’
y C'F”’ son concurrentes en el caso en que tanto AD, BE,CF como DD', EE' F'F’
son dos ternas de cevianas que concurren.

Propiedad 13. (Circunferencia de Taylor) Sean ABC un tridnguloy D E'F su tridngu-
lo 6rtico. Sean L y Lo las proyecciones de D sobre C'A 'y AB, respectivamente; M; y
M las proyecciones de E sobre AB'y BC, respectivamente; N1 y N5 las proyecciones
de F sobre BC'y C'A, respectivamente. Entonces,

a) M1N2 H BC, N1L2 || CAy LlMg || AB.

b) Los puntos L, Lo, My, My, N1 y N estdn sobre una misma circunferencia, lla-
mada circunferencia de Taylor. Su centro es el incentro del tridngulo medial del
tridngulo ortico DEF'.

Demostracion.

a) Como BCEF y FEN,M; son cuadrildteros ciclicos, tenemos que BC'y M; No
son paralelas. De manera andloga se prueba que N1 Lo || CAy L1 Ms || AB.

A

Ny DL M>

b) Como F'E N, M, esta inscrito en una circunferencia de diametro E'F', 1a mediatriz
de Mj N, pasa por D' el punto medio de EF'. Pero M7 N> es paralela a BC, por lo
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que la mediatriz de M7 N5 corta a BC perpendicularmente en L, el mismo punto
del problema anterior. Luego, las mediatrices de M No, L1 Mo y N Ly son concu-
rrentes en el mismo punto de la parte a) del problema anterior, denotémoslo por I’.
Notemos que D’L es también mediatriz de N1 Mo, pues EF N1 M, es un trapecio
con FN; || EMs || D'Ly D’ es punto medio de E'F. Luego, N1 y M5 son equi-
distantes desde el punto I’, lo que significa que los puntos Ly, Lo, My, Mo y Ny,
N5 estdn en una circunferencia de centro I’. De la demostracién de la Propiedad
12-a), concluimos que el punto I’ es el incentro del tridngulo medial de DEF, esto
es, I’ es el incentro del tridngulo D'E'F”. O

Propiedad 14. En un tridngulo acutdngulo ABC, si D, E, F, P, Q, R son los pies de
las perpendiculares desde A, B,C, A, B,C sobre BC,CA, AB,EF,FD,DE, res-
pectivamente, entonces se cumple que (ABC)(PQR) = (DEF)?, donde (XY Z)
denota el drea del tridngulo XY Z.

Demostracion. Comenzamos demostrando el siguiente resultado.

Lema. Si L, M y N son puntos sobre los lados BC', CA'y AB de un tridngulo ABC'

BL =D, ffi qy —ﬁ% = r, entonces

1+ pgr
(p+1(g+1)(r+1)

(LMN) = (ABC) -

BC Q_FLC

Demostracion. Si £ LC = p, entonces 75 = = p+ 1, porlo que LC' =

IC
erlBC’ y, por consiguiente, BL = BC' — 1 LC=(1- p+1 )BC. 1
Andlogamente, obtenemos que M A = —3CA,CM = (1— m)CA, NB = -7AB
yAN = (1 - 25)AB.

Si hacemos = = pil, Yy = qil yz = +1, obtenemos que ((,ngzg)) = y(l - 2),
% =z(1—vy)y ((%gc)) = z(1 — z), lo cual implica que
(LMN)=(ABC)—- (ANM) — (BLN) — (CML)
=(ABO)1 —y(1 —2) —z(1 —y) — z(1 — x)]
=(ABC)1 = (z+y+ 2) + (zvy + yz + 2x)]
=(ABC)zyz + (1 —z)(1 —y)(1 - 2)]
1+ pgr
ABC .
I T TRy
O
Continuemos con la demostracién de la Propiedad 14. Como los tridngulos ABC'y
AEF son semejantes tenemos que % = % = p. Andlogamente, tenemos que
&k — g% qy 45 = BE — 1 Por el lema anterior, tenemos que (DEF) =
14-pgr _ 1+pqr s
(ABC) m y (PQR) = (DEF) . m Estas dos ultimas

igualdades implican que (ABC)(PQR) = (DEF)2. O
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Problemas de Olimpiadas de Matematicas

A continuacién veremos algunos ejemplos de problemas de olimpiadas de matematicas
que involucran al tridngulo 6rtico.

Ejemplo 1. (XII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas, 1997). En un tridngu-
lo ABC sean AE y BF dos alturas y sea H el ortocentro. La recta simétrica de AF
respecto de la bisectriz (interior) del dngulo en A y la recta simétrica de BF respecto
de la bisectriz del dngulo en B, se intersecan en un punto O. Las rectas AE y AO cor-
tan por segunda vez a la circunferencia circunscrita del tridngulo ABC' en los puntos
M y N, respectivamente. Sean P la interseccion de BC' con HN, R la interseccién
de BC con OM vy S la interseccién de HR con OP. Demostrar que AHSO es un
paralelogramo.

Solucién. Como o« = /BAH = ZOAC y ZABC = ZANC, tenemos que el tridngu-
lo ABE es semejante al tridngulo ANC. Asi que ZACN = 90°, de donde AN es
un didmetro del circuncirculo del tridngulo ABC'. Andlogamente, obtenemos que la
simétrica de BF respecto a la bisectriz de B, es un didmetro por lo que el punto de in-
terseccion O es el circuncentro. Como BH y NC' son perpendiculares a C'A, tenemos
que BH y NC son paralelas. También como BN y C'H son perpendiculares a AB,
tenemos que HC'y BN son paralelas y, por consiguiente, el cuadrilitero HBNC' es
un paralelogramo.

Ahora, como las diagonales de un paralelogramo se intersecan en su punto medio,
tenemos que BP = PC, lo cual implica que OP es la mediatriz de BC'. Luego, OP
es perpendiculara BC'y AH es paralelaa OP. Sea § = ZMAN. Como, /ZHBE =
ZEBM = « + (3, los tridngulos rectangulos BEH y BEM son congruentes, por lo
que HE = EM. Luego, son congruentes HERy M ER, lo mismo que OPRy SPR.
Luego, OP = PS. Es conocido que AH = 20P, por lo que AH = OS. Esto tltimo
y el que AH sea paralela a OS nos garantizan que AH SO es un paralelogramo.
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Ejemplo 2. (XIV Olimpiada iberoamericana de matematicas, 1999). Un tridngulo
acutangulo ABC estd inscrito en una circunferencia de centro O. Las alturas son AD,
BE y CF.Larecta EF corta a la circunferenciaen Py Q.

a) Prueba que OA es perpendicular a PQ).
b) Si M es el punto medio de BC, muestra que AP? = 2AD - OM.

Solucion.
a) Se sigue de la Propiedad 5.

b) SeaT laintersecciénde PQ conel didmetro AA’. En el tridngulo rectingulo AP A’,
tenemos que PT es altura, por lo que los tridngulos rectdngulos APA’ y AT P son
semejantes. Luego, ﬁ—? = %, por lo que,

AP? = 2R - AT. (1)

Como los tridngulos ABC'y AEF son semejantes y AT es alturaen AEF', tenemos
que

AT AF
E = E = COS LA. (2)
Pero en el tridngulo OBM, tenemos que ZBOM = ZA. Luego,
OM
LA =——. 3
cos 7 (3

Por lo tanto, de (1), (2)y (3), se sigue que
AP? =2R- AT =2R- ADcos /A = 2AD - OM.

Ejemplo 3. (Lista corta de la 4* Olimpiada Matematica de Centroamérica y El
Caribe, 2002). Sea ABC un tridngulo acutidngulo y sean D, E y F' los pies de las al-
turas desde A, By C, respectivamente. Si P, ) y R son los ortocentros de los tridngu-
los AFE, BDF y CED, respectivamente, demuestra que el ortocentro del tridngulo
PQR es el circuncentro del tridngulo ABC.

Solucién. Sea O el circuncentro del tridngulo ABC'. Demostraremos que AP, BQ 'y
CR son las alturas del tridngulo PQR y que concurren en O. Para ver que AP es
perpendicular a Q R, bastara ver QR es paralela a EF. Pero tanto £ R como F'(Q son
perpendiculares a BC, por lo que ER y F'Q) son paralelas. Si probamos que ER =
FQ, tendremos que EF'Q R es un paralelogramo, por lo que E' I serd paralelaa QR.

Como AF DC es ciclico, tenemos que ZBDF = ZBAC. Por lo tanto, los tridngulos
BDF'y BAC son semejantes. Si H es el ortocentro del tridngulo ABC, los segmentos
FQ y CH se corresponden en los tridngulos semejantes BDF y BAC, por lo que
g—g = g—g, esto es, F'QQ = BlggH . Andlogamente, son semejantes los tridngulos

CDEy CAB, de donde obtenemos que ER = E%JCBH. Para ver que ER = F'(Q, solo
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faltarfa ver que BF - CH = EC - BH, pero esto es equivalente a 85 = ZS que se

sigue de la semejanza de los tridngulos BHF y CHE.

C

Por dltimo, nos falta ver que AP, BQ y CR pasan por O. Como AP es altura del
triangulo AF E, tenemos que ZPAC = 90° — ZABC, donde la dltima igualdad se
sigue de que BF EC es ciclico. Por otro lado, el tridngulo AOC es is6sceles y 180° —
LAOC = 2/0AC. Luego, ZOAC = 90° — LABC = ZPAC, lo cual implica que
APy AO son la misma recta. Esto muestra que AP pasa por O. De manera andloga
se prueba que BQ y C'R pasan por O.

Otra manera de ver que FFQR es un paraleogramo es como sigue: F'Q y HD son
paralelas, ya que son perpendiculares a BC. También H F'y (D son paralelas, por ser
perpendiculares a AB. Luego, H FQD es un paralelogramo, por lo que F'(QQ = HD.
Andlogamente, obtenemos que ZH DR es un paralelogramo, por lo que ER = HD.
Por lo tanto, EF QR es un paralelogramo.

Ejemplo 4. (7 Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Caribe, 2005). En
el tridngulo ABC sean P, () y R los puntos de tangencia del incirculo con los lados
AB, BC'y CA, respectivamente. Sean L, M y N los pies de las alturas del tridngulo
PQR sobre PQ, QRy RP, respectivamente.

a) Muestra que las rectas AN, BL y C M se cortan en el mismo punto.

b) Muestra que este punto comtin estd en la recta que pasa por el ortocentro y el cir-
cuncentro del tridngulo PQR.

Solucioén.

a) Una primera forma de ver la concurrencia es notando que los tridngulos ABC'y
N LM son de lados paralelos (por ejemplo AB y Q) R son antiparalelas con respec-
toa PQy RP,lomismo que LN y RQ). Luego, son homotéticos, por lo que AN,
BL y C'M son concurrentes.

Otra forma de probar la concurrencia es la siguiente: Sean N', L’ y M’ las inter-
secciones de AN, BL 'y CM con BC, CA'y AB, respectivamente. El teorema
generalizado de la bisectriz, aplicado a AN’ en el tridngulo ABC' y a AN en el

. En forma

[y : BN’ _ ABsen /PAN PN _ APsen/PAN
trigngulo APR nos garantiza que R76 = Gason INAR ZNAR Y NE = RAsanoNAR
: : ST BN’ _ AB RA PN
Luego, las dos igualdades anteriores implican que {7 = &1 4P

N'C NR
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5 CL' _ BCPBQL , AM' _ CAQC RM
andloga, obtenemos que 775 = AEB0LP Y B — BO RO MG Por lo tanto,

’ ’ ’ .
]Jifvc g,il f;}% = 1y, por el teorema de Ceva, concluimos que AN, BL y CM son

concurrentes.

b) Primero recordemos que ABC' 'y N LM son tridngulos de lados paralelos, luego
son homotéticos desde el punto comin de AN, BL y C' M. Este punto comtn K es
también el centro de homotecia de los incirculos de los tridngulos ABC'y NLM.
Sabemos que si I y I; son los incentros de tales circunferencias, entonces K, I
e I; son colineales. Pero el incentro del tridngulo ABC' es el circuncentro O; del
tridngulo PQ Ry, el incentro H; del tridngulo LM N, es el ortocentro del tridngulo
PQR. Por lo tanto, estos tres puntos I = Oy, I1 = H; y K son colineales.

Ejemplo 5. (Lista corta de la 46 Olimpiada Internacional de Matematicas, 2005).
En un tridngulo acutdngulo ABC, sean D, E, I, P, Q y R los pies de las perpendicu-
lares desde A, B, C, A, By C sobre BC, CA, AB, EF, FDy DF, respectivamente.
Demuestra que p(ABC)p(PQR) > p(DEF)?, donde p(T) denota el perimetro del
tridngulo 7'

Solucién. Como ABC' es acutdngulo, los pies de las perpendiculares son puntos inte-
riores de los lados. Es conocido que ABC' y AEF son semejantes, luego los pies de
las alturas en este ultimo tridngulo también son interiores a sus lados, en particular P
estd sobre E'F'. De manera analoga, () y R son interiores a los lados de DEF'.

A

B D C

Si Ky L son los pies de las perpendiculares desde 'y I sobre AB y C'A, respecti-
vamente, entonces los tridngulos AK L y ABC son semejantes, por lo que KLy BC'
son paralelas.

Ahora, EK y BQ son alturas correspondientes en los tridngulos semejantes AEF' y
DBF. Luego, los pies de estas dividen al lado opuesto correspondiente en la misma
razén: % = %. Esto implica que K@Q y AD son paralelas. Andlogamente, obtene-
mos que LRy AD son paralelas. Como K L es paralela a BC, también es perpendicu-

lar a AD y, por consiguiente, QR > K L.
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De la semejanza de los tridngulos AK L, AEF y ABC, se sigue que

2 2 2
Luego, QR > %% . DF: manera andloga obtenemos que P(Q > % y RP > %.
Por lo tanto, serd suficiente demostrar que

DE? n EF? n FD?
AB BC CA

(AB+BC+CA)( )2(DE+EF+FD)2,

pero esto se deduce inmediatamente de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Ejemplo 6. (China, 1999). Sea ABC un tridngulo con ZB < ZC'. Sea D un punto
sobre el lado BC tal que ZADB es obtuso y sea H; el ortocentro del triangulo ABD.
Supén que H es un punto dentro del tridngulo ABC'y que estd sobre el circuncirculo
del tridngulo ABD. Demuestra que H es el ortocentro del tridngulo ABC'si y solo si
HC'y H1 D son paralelas y H; esté sobre el circuncirculo del tridngulo ABC.

Solucién. Si H; es el ortocentro del tridngulo ABD, entonces D es el ortocentro del
tridngulo ABH;. Luego, /H1AD = ZDBH;. Como H es el ortocentro del tridngu-
lo ABC, tenemos que ZCAH = ZHBC'y, como ABDH es ciclico, resulta que
/HAD = ZHBD. Luego,

/CAH, = /CAH = /HBC = /HAD = /H,AD = /DBH, = ZCBH;,

por lo que C AB H; es ciclico. Finalmente, tenemos que HC'y H; D son paralelas por
ser ambas perpendiculares a AB.

Reciprocamente, supongamos que H1, el ortocentro del tridngulo AB D, esta sobre el
circuncirculo del tridngulo ABC'. Entonces, H; es la interseccion de la altura AD; de
ABC con el circuncirculo de ABC. Notemos que BD; es altura del tridngulo ABH,
y esta corta al circuncirculo en C. Luego, DD; = D;C. Si K es la interseccién de
CH con la altura AH;, tenemos que CK Dy y DHyD; son tridngulos rectangulos
congruentes, por lo que K es el ortocentro del tridngulo ABC'. Ahora, como

D\K-DiA=H,D,-DiA=CD,-D:B=D,D-D;B,

tenemos que A, K, D, B estdn sobre una misma circunferencia. Por lo tanto, K estd en
el circuncirculo del tridngulo ABD vy sobre la recta C' H, lo mismo que H, de donde
se sigue que K = H.

Ejemplo 7. (Ucrania, 1999). Sean AD, BE y C'F las alturas de un tridngulo acutdngu-
lo ABC'y sea X un punto arbitrario dentro del tridngulo DEF'. Sean M, N, P,Q, R
y S los pies de las perpendiculares desde X sobre las rectas AD, BC, BE,CA,CF'y
AB, respectivamente. Demuestra que M N, PQ) y RS son concurrentes.

Solucién. Es inmediato que los cuadrildteros X M DN, X PEQ y X RF'S son rectan-
gulos. Sean D1, F, y Fi, respectivamente, sus centros. Recordemos que las bisectrices
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internas del tridngulo 6rtico D E'F son las alturas del tridngulo ABC'. Luego, las bisec-
trices del tridngulo D1 F1 Fy son paralelas a las alturas del tridngulo ABC' (note que
DEF'y D; E; F; son homotéticos desde X). Notemos que M N es la reflexiéon de DX
en la bisectriz de D;. El resultado se sigue de que DX, EX y F'X son concurrentes y
del hecho de que las reflexiones en las bisectrices de tres cevianas concurrentes de un
tridngulo, son también concurrentes-.

Ejemplo 8. (Bulgaria, 2000). Una recta ¢ estd trazada por el ortocentro H de un
tridngulo acutdngulo ABC. Demuestra que las reflexiones de ¢ sobre los lados del
tridngulo son concurrentes.

Solucién. Como ABC es acutangulo, el ortocentro H estd dentro de ABC, por lo que
la recta ¢ corta a dos de los lados, digamos CA 'y AB en Q y R, respectivamente. Si
¢y BC son paralelas, tomemos cualquier punto P de la reflexion de £ en BC. Si {y
BC no son paralelas, tomemos por P la interseccion de ¢ con la recta BC.

Sean D', E’ y F” las intersecciones de las alturas AD, BE y C'F con el circuncirculo,
respectivamente. Las reflexiones de £ sobre los lados del tridngulo son PD’, QFE’ y
RF'. Demostraremos que estas concurren.

Sea S la interseccién de E'Q y F' R. Tenemos que

/SE'A+ /SF'A=/QE'A+ /RF'A=/QHA+ /RHA = r.

Luego, SE’AF’ es un cuadrildtero ciclico, por lo que S estd sobre el circuncirculo del
triangulo ABC'.

Anélogamente, si T es la intersecciéon de D' Py E’'(Q, obtenemos que T estd sobre el
circuncirculo del tridngulo ABC'. Pero entonces, T = S, ya que ambos son la inter-
seccién de E’'Q con el circuncirculo. Por lo tanto, PD’, QE’ y RF’ son concurrentes.

Ejemplo 9. (Taiwan, 2000). En un tridngulo acutdngulo ABC, CA > BC'y M es el
punto medio de AB. Las alturas AD y BE se intersecan en H y, las rectas ABy DE,
se intersecan en R. Demuestra que las dos rectas RH y C'M son perpendiculares.

Solucién. Sean C'F' la otra altura y S el pie de la perpendicular desde H sobre C' M.
Los puntos H, S, D, C'y E estan sobre una circunferencia de didmetro C'H, ya que
los dngulos en S, D y F son rectos. Los puntos D, E, F'y M estdn en otra circunfe-
rencia, precisamente en la circunferencia de los nueve puntos del tridngulo ABC'. Los
puntos M, S, H, F estan en la circunferencia de diametro M H, ya que los dngulos en
S'y F son rectos. Los ejes radicales (las rectas AB, SH y DFE) de estas tres circunfe-
rencias tomadas por pares son concurrentes y, como AB y DF se intersecan en R, se
sigue que los puntos R, H y S son colineales. Por lo tanto, la recta que determinan es
perpendicular (asf se eligié S)a C M.

Ejemplo 10. (San Petersburgo, 2000). Sean BE y CF las alturas de un tridngulo
acutangulo ABC'. Larecta por los incentros de los tridngulos BCE 'y BC'F, intersecan
alasrectas ABy AC en X y Y, respectivamente. Demuestra que AX = AY.

3Esto se puede demostrar usando el teorema de Ceva en su forma trigonométrica.
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Solucién. Primero notemos que si P y @ son los centros de los circuncirculos, el
cuadrildtero BCQP es ciclico, pues /BPC = 1—(/PBC+/PCB) =n—% = 3¢

y ZBQC =7 — (/QBC + /QCB) =7 — T = 3z,

c

Como C(Q es bisectriz del angulo ZEC B, tenemos que o = /Y(CQ = LZQCB =
ZX PB, donde la ultima igualdad se sigue por ser ciclico BC'QP. Andlogamente,
tenemos que 5 = LPBX = ZCBP = ZY QC. Luego, los tridngulos BPX y QCY
son semejantes y, por consiguiente, los dngulos suplementarios en X y Y son iguales,
por lo que AXY es un tridngulo isdsceles.

A continuacién dejamos algunos ejercicios para el lector.

Ejercicios

En todos los ejercicios, DEF es el tridngulo 6rtico de un tridngulo ABC'y H es el
ortocentro del tridngulo ABC.

1) Si la extension de la altura AD del tridngulo ABC' corta al circuncirculo en D',
demuestraque HD = DD’.

2) Sean D', E’ y F” las intersecciones del circuncirculo de ABC con AD, BE'y CF,
respectivamente.
a) Demuestra que los tridngulos DEF y D’ E’F’ son homotéticos desde H.
b) Demuestra que los circuncirculos de los tridngulos DEF'y ABC' son homotéti-
cos desde H. ;Cudl es el otro centro de homotecia?

3) Demuestraque AD - HD = BD - DC.
4) Demuestraque AH - HD =BH-HE =CH -HF.

5) Demuestra que los circuncirculos de los tridngulos ABC, HBC, AHC'y ABH
tienen el mismo circunradio.

6) Sean A; BC'y A3 BC' dos tridngulos inscritos en una misma circunferencia y sean
H; y Hs los ortocentros de los tridngulos A1 BC'y A3 BC, respectivamente. De-
muestra que Hy Hy y A; A son paralelas y de la misma longitud.
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7) Sea A’ el punto medio de BC. El circuncirculo del tridngulo HDA’ corta a las
alturas BE 'y CF en E' y F’, respectivamente. Demuestra que £ y F' son los
puntos medios de las alturas y que los tridngulos DE’F’ y ABC son semejantes.

8) Sean Py @ los pies de las perpendiculares desde Ay B a los lados EF'y F'D
del tridngulo 6rtico DEF, respectivamente. Demuestra que EP = QD. Usa es-
to para demostrar que DP, EQ y F'R son concurrentes, donde R es el pie de la
perpendicular desde C al lado DE.

9) Demuestra que las cuatro proyecciones de D sobre CA, CF, BE y AB son coli-
neales.

10) Sia, b, ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo ABC'y R es el circunradio,
demuestra que:
a) OH? = 9R? — (a® + b + ¢?), donde O es el circuncentro de ABC.
b) GH? = 4R? — 4(a® + b? + ¢?), donde G es el baricentro de ABC.
c) AH? + BH? + CH? = 12R? — (a® + b + ¢?).

11) Sea ABC un tridngulo acutdngulo.
a) Si las dreas de los tridngulos H BC, HC Ay H AB son iguales, demuestra que
el tridngulo ABC' es equilatero.
b) Si los perimetros de los tridngulos H BC, HC'A'y H AB son iguales, demuestra
que el tridngulo ABC' es equildtero.

12) Si ABC es un tridangulo acutdngulo, demuestraque HD + HE + HF' < 3r donde
r es el inradio.

13) Determina la medida del dngulo Z/BAC si EA+ AF = CE + FB.

14) Sea O el circuncentro del tridngulo ABC. Si L, M y N son las intersecciones de
AO, BOy CO conlos lados BC, CA'y AB, respectivamente, demuestra que

. 1.
Area(LMN) < ZArea(ABC)
y que la igualdad se da si y solo si el tridngulo ABC' es equildtero.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este cuarto y ultimo nimero del afio 2020. Aprovechamos para invitarte a que con-
tribuyas a enriquecer esta seccion de la revista. Estamos seguros que conoces proble-
mas interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicion la direccién
revistaomm@gmail.com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

. 50!
Problema 1. Determina el mayor entero n tal que on €s un entero.

Problema 2. En la figura, las semicircunferencias de didmetros AB y C'D son tan-
gentes de manera que las rectas AB y C'D son paralelas. Mds atn, los puntos A, B,
C'y D estan sobre una misma circunferencia I'. Si a1 es el drea del semicirculo de
didmetro AB, ay es el drea del semicirculo de didmetro C'D y b es el drea encerrada
por la circunferencia I', determina el valor de (a; + a2)/b.

D

C

Problema 3. En una cuadricula de 7 filas y 3 columnas, cada casilla se pinta de blanco
o negro. Demuestra que, sin importar cdmo se coloreen las casillas, siempre se pueden
encontrar 4 del mismo color cuyos centros forman un rectdngulo.
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Problema 4. En la siguiente figura, el cuadrado ABC D tiene lado de longitud 4 cm y
el cuadrado C EF'G tiene lado de longitud 6 cm. El segmento DFE interseca a AB en
X y el segmento DF interseca a BC en Y. ;Cudl es el drea del cuadrilatero DX BY'?

E F

Problema 5. Determina todas las parejas de enteros positivos (m, n) tales que

m!-n! =mn.

Problema 6. Sean A, As, ..., A, subconjuntos del conjunto {1,2,...,2020} tales
que para cualesquiera tres de ellos, juntos contienen a todos los enteros del 1 al 2020,
pero para cualesquiera dos, existe un entero del 1 al 2020 que no estd en ninguno.
Encuentra el mdximo valor de n.

Problema 7. Sea ABC'D un cuadrado y sea X un punto sobre el segmento BC'. Sea
Y el punto sobre la recta C'D tal que BX = YD y D esté entre C'y Y. Demuestra
que el punto medio de XY estd sobre larecta BD.

Problema 8. Determina todas las parejas de nimeros reales (z, y) tales que
z3 4+ 922y = 10,
Y +ay? =2.

Problema 9. Determina todas las parejas ordenadas de enteros positivos (a,b) tales

a’b—1 b3a+1
art Y b1

que sean también enteros positivos.

Problema 10. Determina todos los nimeros reales > 1 que satisfacen la ecuacién

1 x?

+ .
Ve —1

x? — Vax—1 rz—1
_1 p—
:c—1+ v + 2 2 +\/x—1

Problema 11. Demuestra que para cada entero n > 3, existen enteros positivos aj,
az,...,aptalesquea? + a2+ +a2 | =alyar <ax<- - <ap_1<an.
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Problema 12. Se dice que un conjunto S es colindante si satisface las siguientes dos
propiedades:

a) S tiene exactamente 4 elementos.

b) Para cada elemento x de S, al menos uno de los nimeros  — 1 o « + 1 pertenece a
S.

(Cudntos subconjuntos colindantes tiene el conjunto {1,2,...,n}?

Problema 13. Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico. Las diagonales AC'y BD se cortan
en Py, DAy CB se cortan en (). Supongamos que P(Q) es perpendicular a AC'. Sea
E el punto medio de AB. Demuestra que PFE es perpendicular a BC.

Problema 14. Determina si existe un entero positivo n tal que el niimero1...121...1
N~ Y~

n n
es un ndmero primo.

Problema 15. Demuestra que en un n-dgono convexo, la mayor cantidad de diagona-
les que se pueden dibujar dentro del n-dgono de tal manera que no haya dos que se
intersequen dentro de él es n — 3.

Problema 16. Sean z, y y z nimeros reales positivos tales que z+y+2z = 1. Demuestra
que (1 — x2)2 +(1- y2)2 +(1- 22)2 <(1+4+z)1+y)(1+2).

Problema 17. Borra 100 digitos del niimero
1234567891011121314 . ..585960

de tal manera que el ndmero que quede sea el menor posible.

Problema 18. Sean a; < as < a3 < --- < ap < --- ndimeros enteros no negativos
tales que ag,, = a,, +n para todo entero n > 1, con la propiedad de que si a,, es primo,
entonces n es primo. Determina el valor de agg29.

Problema 19. Sean k y n enteros positivos con k > 3y n > 3(k — 2). Demuestra que
todo k-4dgono se puede descomponer en n cuadrildteros ciclicos con interiores disjuntos
dos a dos.

Problema 20. Determina todos los nimeros primos p tales que 77 — p — 16 sea un
cuadrado.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de préctica elegidos para
este ndmero de la revista. Antes de consultar estas soluciones, te recomendamos hacer
tu propia solucién a cada problema o, al menos, haberle dedicado un tiempo conside-
rable a cada uno de ellos.

Es muy comiin en matemdticas que un problema tenga mds de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Gnicas. Aunque hayas
resuelto un problema y estés muy seguro de que tu solucion es correcta, te invitamos
a consultar estas soluciones y discutirlas con tus compaiieros. Si logras encontrar una
solucién diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas de tus soluciones, te invi-
tamos a compartirlas con nosotros a la direccién revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Notemos que cada nimero par del 1 al 50 aportard al menos
un factor 2 al ndmero 50!, luego cada nimero mdltiplo de 4 aportard al menos dos
factores 2, cada niimero multiplo de 8 aportard al menos tres factores 2, etcétera. Luego,
la potencia de 2 mds grande que divide a 50! es

SOJ FOJ LSOJ LSOJ FOJ
= = — — — | =25+12 1=4
L 5 + 1 + 3 + 16 + 3 5+12+6+3+ 7,

esto es, n = 47 es la respuesta.

Solucién del problema 2. Sean O, el punto medio de AB, O el punto medio de C'D,
O el centro de la circunferencia I' y T el punto de tangencia de las semicircunferencias
de didmetros AB y C'D. Ademds, sean r; = ATB, ry = C—2D y r el radio de I'. De
la construccién de la figura, tenemos que O1, T, O y Oz son colineales. Mas aun,
0102 = 11 4 r9. Como AO = r = OD, aplicando el teorema de Pitdgoras en los
triangulos rectdngulos AO; O y DO, O obtenemos que AO? +0,0% = 003 + 0, D?,

estoes, 77 + (11 + 12 — O02)? = 003 + r3, de donde obtenemos que OO = 7.
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Oz

C
Luego, r = OD = /OO3 + 03sD% = \/r? +r3, de donde se sigue que b =
)
Por otro lado, tenemos que a; = 37r? y az = 773, porloque ay+as = 57 (rf 4+ r3).

Por lo tanto,
a1 + a2 %Tf (7'% +T%) 1

b w(ri+r3) 2

Solucién del problema 3. Supongamos, por contradiccién, que existe una manera de
colorear las casillas de la cuadricula de tal manera que no hay 4 del mismo color cu-
yos centros formen un rectdngulo. Para cada fila, las posibles opciones para colorear
las casillas son: BBB, BBN, BNB, NBB, NNB, NBN, NNBy NNN. De es-
tos acomodos, 7 se tienen que usar (con posible repeticion) para llenar las filas de la
cuadricula.

Notemos que si se usa una misma coloracién en dos filas distintas, entonces se cum-
plird lo que se busca, por lo que no se puede usar dos veces una misma coloracién. Mds
aln, observemos que las coloraciones BBN y BBB no se pueden usar en dos filas
distintas porque también haria que se cumpla la propiedad. Esto significa que las otras
6 coloraciones se tienen que usar, ademads de alguna entre BBN y BB B, para colorear
las 7 filas. Sin embargo, entre las coloraciones a usar estin NN By NN N, lo que es
una contradiccion.

Solucién del problema 4. Notemos que los tridngulos ADX y BE X son semejantes,

por lo que 3‘})]; = g—g = 6—4 = 2. Mas ain, AX + X B = 4 cm. Esto implica que
. [AD

AX = & cmyy, por lo tanto X] = 42AX — 16 o2, donde [ADX] denota el

2

area del trlangulo ADX.
Por otro lado, tenemos que los triangulos DCY y DGF son semejantes, por lo que
% = g—g = 416 = 2. Luego, CY = L cm. Asi que [DCY] = Dcécy 2 cm?.

Por lo tanto, [DX BY] = [ABCD] — [ADX] —[DCY]=16—- 1 — 2 = B cm?

Solucién del problema 5. Es fécil probar que (x — 1)! > « para todo entero x > 4y
(y — 1)! > 2y para todo entero y > 5.
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Supongamos, sin pérdida de generalidad, que m > n. Sin > 4, entonces

mn =vm!-nl= \/mn(m—l)!~(n_1)! > vVm2n2Z = mn,

lo que es un absurdo. Esto implica que n < 3.

Sin = 1, laecuacién es m! = m?2. Un argumento similar al dado anteriormente prueba
que m < 3, de donde solo m = 1 es posible.

Sin = 2, sustituyendo en la ecuacién original obtenemos que m! = 2m2.Sim > 5,
entonces 2m? = m! = m(m—1)! > m(2m) = 2m?, un absurdo. Asi que 2 < m < 4,
donde ninguno de estos valores satisface la ecuacidn.

Sin = 3, tenemos la ecuacién m! = %mQ. Un argumento similar al dado anteriormente
prueba que m < 4, donde Unicamente m = 4 es posible.

Por lo tanto, las parejas que cumplen son (1,1), (4,3) y (3,4).

Solucién del problema 6. La respuesta es 64. Asignemos a cada pareja de indices
(4,7), con1 < i < j < 2020, un ndmero m, ; del 1 al 2020 que no estd en A;
ni en A;. Este nimero existe por hipétesis. Si dos parejas tienen asignado el mismo
nimero m, combinando estas parejas encontramos al menos tres conjuntos que no
tienen a m, lo que es una contradiccién. Como hay n(n — 1)/2 parejas y 2020 posibles
ndmeros m; ;, se sigue que n(n — 1)/2 < 2020 y asi n < 64. Para ver que n = 64
funciona, asignemos a la pareja (7, j) un entero m; ; entre 1 y 2020 de tal forma que
estos 64 - 63/2 = 2016 nimeros sean distintos y escojamos los conjuntos de tal forma
que para cada m; ;, A; y A; sean los Gnicos que no tengan a m; ;. Es fécil verificar
que estos conjuntos cumplen las condiciones.

Solucién del problema 7. Sea M el punto medio del segmento XY

A B
X
Y
e c

Notemos que
¢Ch YM XB (CB YM XB

DY MX CB XB YM CB
Luego, por el teorema de Menelao, se sigue que B, M y D son colineales.

Solucién del problema 8. Multiplicando la segunda ecuacién por 27 y sumandole la
primera ecuacién, obtenemos que

23 4 92y 4 27xy? + 27y° = 64,
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la cual se puede reescribir como (x + 3y)3 = 64, esto es, x + 3y = 4. Sustituyendo
x = 4 — 3y en la segunda ecuacién, obtenemos la ecuacién y® + (4 — 3y)y? = 2, esto
es, 2y — 4y? + 2 = 0, la cual se puede reescribir como 2(y — 1)(y* —y — 1) = 0.

1+V5

Siy = 1, entonces v = 1. Si y? — y — 1 = 0, entonces y = =

_ 5F3V6
_LQ .

Luego, las tnicas soluciones al sistema de ecuaciones son (1, 1), (%, 1_2—‘/5> y
5-3v5 14+V5
2 2 )

y, por lo tanto,

Solucién del problema 9. Tenemos que a + 1 debe dividir a a®b — 1 = b(a® + 1) —
(b + 1). Sin embargo, como a + 1 divide a b(a® + 1) = b(a + 1)(a® — a + 1),
se sigue que a + 1 debe dividir a b + 1. También tenemos que b — 1 debe dividir a
bla+1=a(b®—1)+(a+1)y,comob—1divideaa(d? —1) =a(b—1)(b>+b+1),
se sigue que b — 1 debe dividir a a + 1. Entonces, b — 1 debe dividir a b + 1, lo cual
implica que b — 1 debe ser divisor de 2, por lo que las tnicas posibilidades son b = 2
ob = 3.Sib = 2, entonces a + 1 debe dividir a 3 y, por lo tanto, a = 2. Si b = 3,
entonces a+ 1 debe dividir a 4, asi que solo es posible a = 1 0 a = 3. Esto nos deja tres
posibles soluciones: (2, 2), (1, 3), (3, 3). Es fécil verificar que estos pares son validos.

Solucién del problema 10. Sean a = ;”—_21, b=vVz—-1lyc="~ i;l. Observemos que
abc = 1y la ecuacion es equivalenteaa + b+ ¢ = % + % + 1

C
Luego, tenemos que

(a—1)(b—-1)(c—1)=abc— (ab+bc+ca)+ (a+b+c)—1

1 1 1 1 1 1
:1—(—+—+—)+(—+—+—)—1

a b ¢ a b ¢
=0.

Sia = 1,entonces (z — 1)x +1 = 22 —x +1 = 0, lo cual es imposible ya que
x > 1.S1b =1, entonces v/ — 1 = 1, lo cual implica que x = 2 y es fécil verificar
que es solucién de la ecuacién. Por dltimo, si ¢ = 1, entonces vz — 1 = 2 y asi
r(x® —1)+1 =2 — 2 + 1 = 0, lo cual es imposible ya que x > 1. Concluimos que
x = 2 es la Unica solucién.

Solucion del problema 11. Si n = 3, sean a; = 3, a3 = 4y ag = 5. Es claro que
32+ 42 =52y 3 < 4 < 5.8in > 4, consideremos los nimeros a; = 7, as = 8,
az = 10,...,a,_2 = 2n. Evidentemente, la suma a? + a3 + --- + a2_, es impar,
estoes, a? + a3 + -+ + a?2_, = 2N + 1 para algtin niimero natural N. Tenemos que
N > 3. Definamos a,,—1 = N y a,, = N + 1. Entonces, tenemos que

a24+ai+ - +d: ,4+d2 [ =2N+1+N?*=(N+1)2=d?
yar < ag < --- < ap—2 < an—1 < ay. Todas estas desigualdades son claras excepto

la peniltima: a,—2 < V2N +1 < N = a,_1 yaque N2 > 2N +1si N > 3, esto
es, (N —1)2>2si N > 3.
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Soluciéon del problema 12. Para n < 3 la respuesta es 0. Supongamos que n > 4.
Sea S = {a,b,c,d} donde a < b < ¢ < dy observemos que d — a > 3. Debemos
tener que b = a + 1, ya que en caso contrario no aparecerian a — 1 ni a + 1 en
S. Similarmente, obtenemos que ¢ = d — 1. Ademds, para cualquier par (a,d) con
d—a > 3,elconjunto S = {a,a+1,d —1,d} es colindante. Se sigue que la cantidad

de subconjuntos colindantes del conjunto {1,2,...,n} es igual a la cantidad de pares
de enteros (a,d) con3 < a+2 < d <n.

Para a = 1 tenemos n — 3 posibles valores de d: 4,5, ..., n.

Para a = 2 tenemos n — 4 posibles valores de d: 5,6, ..., n.

En general, paraa = i (1 < ¢ < n — 3), tenemos n — (¢ + 2) posibles valores de d.
Por lo tanto, hay (n — 3) + (n—4)+---+ 1= ("_3)2& subconjuntos colindantes
de {1,2,...,n}.

Solucién del problema 13. Sea R la reflexién de A con respecto a P. Por la perpendi-
cularidad de PQ y AC, tenemos que el tridngulo Q AR es isdsceles.

Como ABC'D es ciclico, tenemos que ZQBP = ZQAC = ZQRA = ZQRP y asi
@ PRB también es un cuadrilatero ciclico. Se sigue que RB es perpendiculara BC'y,
por lo tanto, PE lo es también, ya que es base media opuesta a A en el tridngulo ABR.

Solucién del problema 14. No existe tal n. Observemos que el nimero dado se puede
escribir como
1027+ — 1 102+ 4 9. 10" — 1 (10’“rl - 1) (10" +1)

10" = =
9 " 9 9

L L, . n+1__ 2 L
Ademads, es facil ver que wfal > 10%91 =11y 10" +1 > 11, por lo que el nimero
dado se puede expresar como producto de dos enteros mayores que 1, esto es, no es
primo para todo entero positivo n.

Solucién del problema 15. Para probar que n — 3 es alcanzable, consideremos un
vértice del n-dgono y tracemos diagonales desde €l a todos los vértices del poligono.



Soluciones a los problemas de practica 25

Esto generard n — 3 diagonales que no se intersecan dentro de éI.

Ahora, sea k el mayor niimero de diagonales que se pueden formar en el n-agono sin
que se intersequen. Estas dividen al poligono en varias regiones convexas. Si alguna de
estas regiones es un poligono con al menos 4 lados, entonces se puede trazar una dia-
gonal dentro de esta region (que también serd diagonal del n-dgono) y se tendrdn mas
de k diagonales, lo que es una contradiccién. Luego, todas las regiones en las que estd
dividido el poligono son tridngulos. Ahora procederemos a calcular cuantos tridngulos
hay.

Notemos que por cada tridngulo hay 180° entre la suma de sus angulos (los cua-
les forman parte de los dngulos internos del n-4gono). Si hay 7' tridngulos, entonces
1807 = 180(n — 2) (donde 180°(n — 2) representa la suma de los dngulos internos
del n-dgono). Luego, T' =n — 2.

Ahora contaremos de dos maneras el nimero total de lados de los tridngulos. Cada
tridngulo dentro del poligono tiene 3 lados, por lo que la cuenta total es igual a 37". Sin
embargo, cada lado del n-agono se cuenta una sola vez y cada una de las k£ diagonales
se cuenta dos veces, por lo que 37" = n + 2k. Sustituyendo el valor de 7"y despejando
para k, obtenemos que k = n — 3, como se queria.

Solucién del problema 16. Sean x + y + z = p, xy + yz + zx = qy xyz = r. Por la
desigualdad MA-MG, tenemos que

(x+y+2)(zy +yz + zx) > (3¥zyz) (3 v x2y2z2> = Yzyz,

por lo que pg > 9r. Més atin, como z2 + y? + 22 > xy + yz + zx (pues (z — y)% +
(y — 2)% + (z — 2)? > 0), se sigue que p® > 3¢. La desigualdad a demostrar se puede
reescribir en términos de p, ¢ y r como

320" —29) + (0* —2¢)° —2(¢* = 2pr) < L+ p+q+r.
Usando que p = 1, la desigualdad se convierte en
3-2(1-2¢)+(1—29)*—2(¢*> —2r) <24 q+r,

esto es, 2q2 —q+ 3r <0.Dado que pg > 9r, resulta que r < %. Luego, para probar el
resultado, basta probar que 2q2 —q—+ % < 0, es decir, que 2q2 — %q < 0. Esta dltima
desigualdad se cumple siy solosi 0 < g < %, lo cual debe cumplirse porque z, y y 2
son reales positivos y ¢ < %pQ = %

Solucién del problema 17. El ndmero dado tiene 9 + 2 - 51 = 111 digitos. Después
de borrar 100 digitos quedard un nimero de 11 digitos. Como queremos que el nimero
que quede sea el menor posible, empezaremos desde la izquierda tratando de quedarnos
con el mayor nimero de ceros posible. Nos quedamos con los ceros de 10, 20, 30, 40
y 50, asf que de los primeros 50 enteros positivos obtenemos 5 ceros. Hacen falta 6
digitos mds. Del 51 dejamos el 1; del 52 dejamos el 2; del 53 dejamos el 3; del 54
dejamos el 4; del 55 dejamos el 5 y nos quedamos con el 0 del 60. Por lo tanto, el
menor niimero posible es: 00000123450.
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Solucién del problema 18. Como ay, < apt1 < apy2 < -+ < agi = ar + k y todos
los términos son enteros, se sigue que a1 = ar + 1 paratodo k > 1, lo cual implica
que a, = a; +n — 1 paratodon > 1.

Sia; = 0, entonces ay = 1, as = 2y ag = 3, lo cual no es posible ya que a4 es primo
pero 4 no.

Supongamos que a; > 2y sea p el minimo primo que es mayor que (a1 +1)!+a; + 1.
Sin =p— (a1 — 1), entonces a,, = py, por consiguiente, n es primo. Por otro lado,
tenemosquen = p— (a1 — 1) > (a1 + 1)+ a1 +1— (a1 —1) = (a1 + 1) +2
y ninguno de los nimeros (a1 + 1)! + k, con 2 < k < a; + 1, es primo. Luego,
n > (a1 + 1)! + a1 + 1y, por como definimos p, debe suceder que n > p, lo cual es
una contradiccién ya que n = p — (a3 — 1) < p. Por lo tanto, a; = 1. Finalmente,
tenemos que a, = a1 +n — 1 =1+ n — 1 = n para todo entero n > 1, en particular
obtenemos que azg20 = 2020.

Solucién del problema 19. Un tridngulo se puede descomponer en 3 cuadrildteros
ciclicos dibujando perpendiculares desde el incentro a cada uno de sus lados. Como un
tridngulo se puede descomponer en un cuadrilatero ciclico y un tridngulo mas pequefio
a través de una antiparalela a uno de sus lados, se sigue que un tridngulo también se
puede descomponer en cualquier nimero ¢ > 3 de cuadrilateros ciclicos.

La conclusion del problema se sigue descomponiendo el k-agono en k& — 2 tridngulos
de los cuales k — 3 se descomponen cada uno en 3 cuadriléteros ciclicos y el tridangulo
restante en n — 3(k — 3) cuadriléteros.

Solucién del problema 20. Sea a = 77 — p — 16. Es fdcil ver que p = 2 no satisface
la condicién, pero p = 3 si: a = 7> — 3 — 16 = 324 = 182 Demostraremos que
no hay otras soluciones. Sea p > 5 un ndmero primo. Si p = 1 (mod 4), entonces
a=T—-p—16=(—1)Y —1 = —2 = 2 (mod 4), lo cual implica que a no es un
cuadrado, pues todo cuadrado es congruente con 0 o 1 médulo 4.

Ahora, si p es de la forma 4k + 3, entonces por el teorema pequefio de Fermat, tenemos
que 7P = 7 (mod p), lo cual implica que a = 7 — 16 = —9 (mod p), esto es, p divide
aa+9.Sia = b? para algdn entero b, entonces p divide a b? + 32, lo cual implica que
p divide a b y también p divide a 3 (ver el Teorema 3 en el Apéndice). Pero si p | 3,
entonces p < 3, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, la tinica solucién es p = 3.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2020 No. 4.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogerdn de entre
las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Encuentra todas las funcinones f : R — R que satisfacen la ecuacién
f(x+ f(y)) =2z + 2f(y + 1) para todos los nimeros reales z, y.

Problema 2. Encuentra todos los nimeros primos p, q y r tales que

p? +1="74(¢> +r?).

Problema 3. Se tiene una pila de cartas numeradas con los nimeros 1, 2, ..., n en
algtn orden. Después, se hace la siguiente operacion repetidamente: si la primera carta
de la pila tiene el nimero k, entonces se revierte el orden de las primeras k cartas.
Prueba que, después de que la operacién se repite una cantidad finita de veces, la carta
con el nimero 1 llegard a ser la primera carta de la pila.

Problema 4. Sea ABC un tridngulo. La circunferencia w4 pasa por A y es tangente a
la recta BC en B. La circunferencia w¢ pasa por C'y es tangente a la recta AB en B.
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Sea D el punto de interseccién de w4 y we distinto de B. Sea M el punto medio del
segmento BC'. Las rectas M D y AC se cortan en E. Prueba que F estd sobre w 4.

Problema 5. Sean n un entero par libre de cuadrados y p un primo tales que:
a) med(n,p) =1,

b) p < 2y/n,
¢) existe un entero k tal que p divide a n + k2.

Demuestra que existen enteros positivos distintos a, b y c tales que n = ab + bc + ca.
Nota: Un entero m se dice que es libre de cuadrados si no existe un entero x mayor
que 1 tal que 22 | m.

Problema 6. Determina todos enteros positivos m y n tales que m? — mn + n? + 1
divide a cada uno de los nimeros (m + n)! + 3™+ y m 4 n 4 3m°+n°,

Problema 7. Sea ABC'D un trapecio con lados paralelos AD y BC'y lados no parale-
los AB 'y CD. Sea I el incentro del tridngulo ABC'. Se sabe que existe un punto () en
AD con Q # Ay @ # D con la siguiente propiedad: Si P es el punto de interseccién
de las bisectrices internas de los dngulos ZCQD y ZCAD, entonces PI y AD son
paralelas. Demuestra que P/ = BQ.

Problema 8. Sea a un entero positivo. Supén que para cada entero positivo n, existe
un entero positivo k tal que kn + 1 divide a n?a — 1. Demuestra que a es un cuadrado
perfecto.

Problema 9. Sea S = {1,2,...,999}. Considera una funcién f : S — S, tal que para
cadan € S,

frHmt(n) = I (n) = n.

Demuestra que existe un nimero a € S, tal que f(a) = a.
(Nota: Aqui, f*(n) = f(f(... f(n)...)).
——

k

Problema 10. Sean x,, x2, . . ., x, nimeros reales positivos.Demuestra que

1 1 1 1 1 1
+ + -+ < =+ =4+ —.
1+x 1+x1+ 22 1+214+ - +x, Tr1 X9 Tn
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2020 No. 1.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 1, afio 2020. Aprovechamos para invitar a todos los lectores a
participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en los niimeros
posteriores de la revista. En esta ocasion, agradecemos a: Marcos Ramén Archila Bo-
nifaz, Guillermo Courtade Morales y José Herndndez Santiago, por habernos enviado
sus soluciones. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista aparecerén las solu-
ciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No. 2, afio 2020, por
lo que aun tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. ;Cudntos nimeros de 9 digitos que son una permutacién de 123456789
son multiplos de 11?7

Soluciéon de Marcos Ramén Archila Bonifaz. Primero veremos que uno de esos
nimeros serd multiplo de 11 si y solo si la diferencia entre la suma de los digitos
en posiciones pares y la suma de los digitos en las posiciones impares del nimero, es
11.

La suma de los digitos del nimero 123456789 es 45. En las posiciones pares son 4
digitos y la suma minima es 1 4+ 2 + 3 + 4 = 10. Por lo que la mdxima diferencia de
las sumas es a lo mds 35 — 10 = 25. Supongamos que X y Z son, en algiin orden,
las sumas de los digitos en las posiciones pares e impares (X > Z) de una permuta-
cién del nimero 123456789, de tal manera que X 4 Z = 45. Tenemos las siguientes
ecuaciones:

X+7Z=45 X —Z=1ln,

donde n es un entero no negativo. Como 11n = X — Z < 25, tenemos que n < 2. Los
casos n = 0y n = 2 no son posibles yaque X + Z y X — Z tienen la misma paridad.
Entonces, n = 1 es la tinica solucién posible.

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior con n = 1, obtenemos que X = 28
y Z = 17. Si consideramos Z, como la suma de los digitos en posiciones pares, te-
nemos los siguientes conjuntos posibles de digitos: (1,2,5,9), (1,2,6,8), (1,3,4,9),
(1,3,5,8),(1,3,6,7),(1,4,5,7),(2,3,4,8),(2,3,5,9),(2,4,5,6), en total son 9 con-
juntos. Cada conjunto lo podemos permutar de 4! formas. Por otro lado, a cada conjunto
le corresponde uno de 5 digitos que lo podemos permutar de 5! formas. En este caso,
tenemos 9 - 4! - 5! = 25920 nimeros multiplos de 11.

Por otro lado, si consideramos Z, como la suma de los digitos en posiciones impares
tenemos los siguientes conjuntos posibles: (1,2,3,4,7)y (1,2, 3,5, 6). Cada conjunto
lo podemos permutar de 5! formas y a cada uno le corresponde uno de 4 digitos que
lo podemos permutar de 4! formas. En este caso, tenemos 2 - 5! - 4] = 5760 nimeros
multiplos de 11.

En total tenemos 25920 + 5760 = 31680 nimeros multiplos de 11.

Este problema también fue resuelto por Guillermo Courtade Morales.
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Problema 2. Decimos que un entero n es perfecto si la suma de todos sus divisores
positivos (incluyendo a 1 y a n) es igual a 2n. Encuentra todos los enteros perfectos n
tales que n — 1 y n + 1 son primos.

Solucién. Notemos que para n < 6, la tnica solucién es n = 6. Supongamos que
n > 6. Comon — 1y n 4+ 1 deben ser primos, tenemos que n es mitliplo de 6.
Entonces, 1, %, %, % y n son divisores de n distintos entre si, por lo que la suma de
los divisores positivos de n es al menos 1 + ¢ + 3 + 5 +n = 2n + 1, lo que es una
contradiccién ya que n es perfecto.

Por lo tanto, la tdnica solucién es n = 6.

Problema 3. Sea ABC'D un cuadrildtero convexo. Sean P y () las intersecciones de
ABcon CD yde AD con BC, respectivamente, y X, Y, Z los puntos medios de AC,
BD 'y PQ, respectivamente. Demuestra que X, Y, Z son colineales.

Solucién. Sean M, N y L los puntos medios de PC, BC'y BP, respectivemente.
Notemos que ZL es paralela a QB y que LM es paralela a BC, lo cual implica que
Z, L, M son colineales. De manera andloga se prueba que las ternas de puntos Y, N, L
y X, N, M son colineales.

Q

Ahora, notemos que % = ﬁ—ﬁ, % = g—g, % = %. Por el teorema de Menelao

en el tridngulo BPC con la recta que pasa por @, Ay D, tenemos que f—ﬁ . g—g . g—g =
NX  MZ LY

—1. Entonces, %5; * 77 * v = —1 Y. por el teorema de Menelao en el tridngulo
M N L, concluimos que X, Y, Z son colineales.

Problema 4. Encuentra todas las funciones f : Z* — Z7 tales que
2n 42001 < f(f(n)) + f(n) < 2n + 2002,

para todo entero positivo 7, donde ZT denota el conjunto de los enteros positivos.
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Solucién. Sea ag un entero positivo y definamos a1 = f(a,) paran > 0y ¢, =
ap — ap—1 — 667 paran > 1. Tenemos que c,+1 + 2¢, = ap41 + an — 2a,—1 — 2001
y,paratodon > 1, c,+1 + 2¢cp, esunenteroy 0 < cp41 +2¢, < 1, pues any1 + an —
2ap—1 = f(f(an-1)) + f(an-1) — 2a,—1, que estd acotado por abajo por 2001 y por
arriba por 2002.

Supongamos que ¢; > 0. Entonces c¢; > 1y ca < —2¢; + 1 < —1. También se tiene
c3 > —2ce > 2. Afirmamos que cag41 > 2k Para esto, procederemos por induccidn,
como base de induccién ya vimos las desigualdades para c;, c3. Supongamos ahora
que Copy1 > 2k usando esto se tiene que copro < —2c9k41 + 1 < —2k+1 4 1 y
Cok+3 > —2Cok42 > 2k+2 _ 9 > 9k+1 conlo que queda probado el paso inductivo.
Entonces, nuestra afirmacién se cumple.

Notemos que agj+2— a2, — 1334 = coppo+capp1 < —capp1+1 < —2F+1. Entonces,
como 2'1 > 1335, para k > 11 se tiene que agiy2 < agg, entonces tendriamos una
sucesion decreciente de enteros positivos, lo cual no es posible. Entonces, ¢; < 0.
Supongamos ahora que ¢; < 0. Entonces, ¢c; < —1y ca > —2¢; > 2. Al igual que
en el caso anterior, de manera inductiva se prueba que as, > 2k Entonces a2k+1 —
aop—1—1334 = copyq +cop < —cop+1 < —2F 41 parak > 1. Entonces, para k > 11
se tiene que asi+3 < ask+1, que no es posible, pues los ay’s forman una sucesion de
enteros positivos.

Con esto concluimos que ¢; = 0, es decir, a; = ag + 667, de donde f(n) = n + 667
para todan € ZT y es facil verificar que dicha funcién cumple lo deseado.

Problema 5. Los enteros del 1 al 2014 estdn escritos en un pizarrén. Una operacién
vélida es borrar dos nimeros a y b que estdn escritos en el pizarrén y escribir en su lu-
gar mem(a, b) y med(a, b). Muestra que después de cualquier cantidad de operaciones
vélidas, la suma de los niimeros escritos en el pizarrén es mayor que 2014 - *°v/2014!.

Solucién. Dado que ab = med(a, b) - mem(a, b), se tiene que el producto de los nime-
ros escritos en el pizarrén es invariante, siempre es 2014!. Sean ay,as, ..., az14 los
nimeros escritos en el pizarrén después de cierta cantidad de operaciones. Por la des-
igualdad MA-MG, tenemos que

ai +as + - 4 asora > 2014 - 2Waias - - - azora = 2014 - 2"V/20141.

Ahora solo nos resta ver que no se puede dar la igualdad. Como la igualdad en la
desigualdad MA-MG se da cuando todos los nimeros son iguales, se tendria que a; =
as = --- = ag14, Sin embargo, notemos que 1 siempre estd escrito en el pizarrén,
pues mcd(1, a) = 1 para todo entero a. Entonces se tendria que todos los nimeros del
pizarrén son iguales a 1, cosa que no es posible ya que esto no nos da el producto 2014!
que ya vimos que es un invariante de las operaciones vdlidas. Con esto concluimos que
la suma de los nimeros escritos en el pizarrén es mayor que 2014 - *°%/2014!, como
queriamos ver.

Problema 6. Para cada nimero entero m > 1, sea p(m) el menor divisor primo de m.
Si a y b son enteros mayores que 1 tales que a® + b = p(a) + (p(b))?, demuestra que
a=b.
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Solucién de José Hernandez Santiago. Demostraremos primero que b es un ndimero
primo. Supongamos, por contradiccion, que b es compuesto. Entonces, p(b) < Vby

a® +b=p(a) + (p(h))* < a+ (Vb =a+b,

lo cual implica que a® < a, que es una contradiccién ya que ¢ > 1. Por lo tanto, b es
primo y p(b) = b.

Demostraremos ahora que a también es un ndmero primo. Nuevamente, por contradic-
cién, supongamos que a es un nimero compuesto. Entonces, p(a) < ay a? +b =
pla) +b? < a + b2, esto es, a®> — a < b*> — b. Completando cuadrados de cada lado,
obtenemos que (a — 3)* — 7 < (b — 1)? — 1, de donde se sigue que a < b. Esta
desigualdad implica que (b — 1)? < b? — b + p(a) < b?, lo que es una contradiccién
ya que b2 — b+ p(a) = a? es un cuadrado y (b — 1)2, b? son cuadrados consecutivos.
Por lo tanto, a es primo y p(a) = a.

Luego, la igualdad original es a® + b = a + b?, esto es, (a — %)2 —-i=(- %)2 -1,
de donde se sigue que a = bo a + b = 1. Como a y b son enteros positivos, el caso
a + b = 1 no es posible. Luego, necesariamente a = b.

Este problema también fue resuelto por Guillermo Courtade Morales

Solucién alternativa. Como p(b) es un divisor de b, tenemos que b = p(b)k para algin
entero positivo k. Si k > p(b), entonces, b > p(b)? y, como a? + b = p(a) + (p(b))?,
concluimos que a? < p(a), lo que es una contradiccién ya que p(a) < a'y a > 1. Por
lo tanto, k < p(b). Como k es un divisor de b el cual es menor que el menor divisor
primo de b, necesariamente k = 1y b = p(b) es un nimero primo. Luego, tenemos que

a® +b=p(a) + b°. 4)

Como p(a) divide a a?, se sigue que p(a) divide a b> — b = b(b — 1). Luego, p(a)
divide a b 0 p(a) divide a b — 1, pues p(a) es primo.

Si p(a) divide a b, entonces p(a) = b ya que b es primo y, por (4), se sigue que a? = b?,
estoes, a = b.

Si p(a) divide a b — 1, entonces b > p(a) + 1 yaque b > 1y, por (4), obtenemos que
b% > a? + 1, lo cual implica que b > a, esto es, b > a + 1. Por lo tanto, tenemos que
b2>—b > (a+1)?—(a+1),de donde se sigue que a®>—p(a) > (a+1)?—(a+1) = a®+a,
lo que es una contradiccion.

En conclusion, el dnico caso posible es que a = by, de paso, hemos demostrado que a
y b son primos.

Problema 7. Considera una regién poligonal regular de n lados (n > 3). Demuestra
que es posible dividir dicha regién en n regiones poligonales de igual drea, de tal forma
que cada una de ellas tenga n lados. (Las regiones poligonales no son necesariamente
convexas).

Solucién. Consideraremos dos casos, segtin la paridad de n.
Caso 1: n = 2k + 1. Sea O el centro del poligono regular y sean A; y As vértices
consecutivos. Unimos O con cada A;, i = 1,2, mediante k& segmentos (no paralelos
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entre si), de tal forma que los k& segmentos estén dentro del tridngulo O A; A. Consi-
deremos a los k segmentos como una linea quebrada y hagamos rotar esta linea cada
vez un dngulo de 27” alrededor de O. De esta forma, un extremo de la linea estd en O
y el otro extremo va recorriendo los vértices del poligono regular. Luego de hacer n
rotaciones, obtenemos n poligonos congruentes y, por lo tanto, de igual drea. Ademas,
cada uno de ellos tiene k£ + 1 + k£ = n lados.

En la siguiente figura mostramos el cason = 9.

Caso 2: n = 2k. Sea O el centro del poligono regular y sean A, y Ao vértices consecu-
tivos. Unimos O con el punto medio de A; A mediante & — 1 segmentos (no paralelos
entre si), de tal forma que los & — 1 segmentos estén dentro del tridngulo O A; As. Co-
mo en el caso anterior, consideramos a los k£ — 1 segmentos como una linea quebrada 'y
la hacemos rotar n veces un dngulo de 27“ alrededor de O, obteniendo asi n poligonos
congruentes, cada uno de ellos con (k — 1) + 1 4+ 1 + (k — 1) = n lados.

En la siguiente figura mostramos el caso n = 8.

Problema 8. Sean P, P, Ps, ..., Pjy puntos en el espacio, algunos de ellos estdn
unidos por segmentos que no se intersecan. Un escarabajo que estd en el punto P; se
puede trasladar al punto P pasando por algunos de los segmentos. Demuestra que al
menos una de las siguientes dos condiciones es verdadera:

a) El escarabajo puede ir de P, a Py pasando como méaximo por dos puntos del con-
junto {PQ, Ps, ... ,Pg}.

b) Existen dos puntos P; y P;, con 2 < ¢ < j < 9, tales que cualquier camino del
escarabajo que une P; con P pasa por el punto P; o por el punto P;.
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Solucién. Suponiendo que a) es falsa, vamos a demostrar que b) es verdadera. Si a)
es falsa, entonces todo camino que une P; con Pjy debe pasar por més de dos puntos
del conjunto {Ps,..., Py}. Supongamos que P; estd unido (directamente) mediante
segmentos con los puntos Ay, ..., Ag. Si k = 1, entonces todo camino que une P; con
Py debe pasar por A;. Luego, podemos tomar P; = A; y P; cualquier otro punto. De
manera andloga, si k = 2 tomamos P; = A, y P; = Ay vy, asi, tendremos que todo
camino que une P; con Py pasa por P; o P;. A partir de ahora, podemos suponer que

k> 3.

A B1
Ao B>
As Bs
Py o o Pio
L] °
Ar B,

Andlogamente, si P estd unido (directamente) con By, Bo, . . ., B, podemos suponer
que n > 3. Ademds, notemos que ningtin A; puede coincidir con algin Bj, pues si asf
fuera, existirfa un camino que une P; con Pjg y que pasa por exactamente un punto del
conjunto { P, ..., Py}, lo que es una contradiccién. De la misma forma, si algin A;
estd unido con algin B}, entonces existe un camino que une P; con Py y que pasa por
exactamente dos puntos del conjunto { P, ..., Py}, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, ningtin A; estd unido con un B;.

Alos puntos de { Pa, ..., Py} que no estdn unidos ni con P; ni con Pj los llamaremos
puntos intermedios. Como existe un camino que une P; con P, entonces hay al menos
un punto intermedio. Ademds, como k > 3 y n > 3, tenemos que hay a lo més dos
puntos intermedios. Finalmente, como todo camino que une P; con P debe pasar por
un punto intermedio, hacemos que P; y P; sean los puntos intermedios (en caso de que
haya un solo punto intermedio hacemos que F; sea un punto intermedio y F; cualquier
otro punto). Por lo tanto, cualquier camino que una P; con Py pasard por P; o por P;.

Problema 9. Demuestra que existen infinitas ternas (x,y, z) de nimeros reales que
satisfacen las ecuaciones 22 +y = y2 + z = 22 + x, tales que x, y, z son distintos dos
a dos.

Solucién. Como z,y, z son distintos dos a dos, el sistema de ecuaciones inicial es
equivalente al sistema de ecuaciones

y—
ry="—2,
r—y
Tr—z
y+z= ;
Yy—z
z—i—x:y_x

zZ—X
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Seana = x4+ y,b =y + 2yc = z-+ x. Tenemos que abc = —1 y el sistema de
ecuaciones anterior ahora es

cC—a
a =
c—b’
—b
b= ,
a—C
b—a
Cc = .
b—c
Buscaremos soluciones con a,b y c distintos de cero. Sustituyendo ¢ = ;—; en la
segunda ecuacién del sistema anterior, obtenemos que ab + % = a — b, esto es,
2 ., z -
bla+1) = “T_l Por lo tanto, b = %:1 es una solucién. Ahora, es facil ver que
. ot _ m=1 _1
para todo ndmero real.m distinto de 0 y 1, la terna (a, b, ¢) = (m, —, =) es solu-
cién del sistema anterior.
Regresando ahora a las variables z,y, z, tenemos que x = %’b, y = %b’c y

z= WT’“ Luego, para todo niimero real m distinto de 0 y 1, la terna:

( )_(—m3+2m2—m+1 —m3+m-—1 m3—2m2+3m—1)
HYE= 2m(1 —m) " 2m(l—m) 2m(1 —m) ’

es solucién del sistema original. Como la cantidad de valores de m para los que algin
par de variables son iguales es finita (pues m seria raiz de un polinomio de grado a lo
mds 3), se sigue que hay infinitos valores de m para los cuales x, y, z son distintos dos
a dos.

Problema 10. En el congreso se forman 3 comisiones disjuntas de 100 congresistas
cada una. Cada pareja de congresistas se conocen o no se conocen entre si. Demuestra
que hay dos congresistas, de comisiones distintas, tales que la tercera comision contiene
17 congresistas que conocen a ambos, o 17 congresistas que no conocen a ninguno de
ellos.

Solucién. Para tres congresistas A, B'y C' de comisiones distintas, diremos que A tie-
ne igual relacién con By C si A conoce a By a C, osi Anoconocenia B nia
C. Para cada pareja de congresistas de comisiones distintas, calcularemos la cantidad
de congresistas en la tercera comisién, que tienen igual relacién con dicha pareja. Es-
timaremos la suma S de todas estas 3 - 100 - 100 cantidades. Para cualesquiera tres
congresistas A, B y C de comisiones distintas, es posible encontrar uno de ellos que
tenga igual relacién con los otros dos (esto es facil de comprobar). Por lo tanto, ca-
da terna de congresistas de comisiones distintas, contribuye con al menos 1 a la suma
S. Como hay 1003 ternas, tenemos que S > 1003 y, en consecuencia, alguna de las
cantidades iniciales es mayor o igual que 3%?832 = 1%. Esto significa que hay dos con-
gresistas M y N de comisiones distintas y 34 congresistas de la tercera comision, tales
que cada uno de ellos tiene igual relacién con M y N. De estos 34 congresistas, por el
principio de las casillas, al menos 17 conocen a M y a N, o al menos 17 no conocen
niaMniaN.




Olimpiada Mexicana de

Matematicas para Educacion
Basica de la Ciudad de México

En la Ciudad de México, se realiza el Concurso de Primaria y Secundaria cada ciclo
escolar. Las inscripciones se abren en julio y la primera, segunda y tercera etapa se
llevan a cabo en septiembre, octubre y diciembre, respectivamente. En la primera etapa
participan alrededor de 25000 nifios y nifias de la CDMX. Para la segunda etapa se
selecciona al 5 % de cada escuela, de manera que todas las escuelas inscritas tienen
alumnos participando. Para la tercera etapa se invita alrededor de 400 participantes.
Entre la tercera y cuarta etapa, hay alrededor de seis entrenamientos para prepararlos,
por lo que en la tercera etapa se seleccionan alrededor de 100 participantes. Los ga-
nadores de la cuarta etapa conforman la preseleccion y asisten al Concurso Regional
de Educacién Bésica Zona Centro, que usualmente se celebra en el mes de abril. Los
examenes selectivos constan de 4 exdmenes individuales y 4 exdmenes por equipos,
tratando de simular el formato del Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de
Matematicas para Educacién Basica (OMMEB).

Los alumnos ganadores de la cuarta etapa del nivel I de la OMMEB de la Ciudad de
Meéxico del ciclo escolar 2019-2020 fueron:

. Stefano Serrano Lefler.

. Yara Peimbert Pichardo.

. José Luis Romero Beristain.

. Takumi Higashida Martinez.

. Samuel Arath Cisneros Rosales.
. Jer6nimo Bernal Fernandez.

. Maia Barnetche Campos.

. Andrés Jacobo Kaim.

. Iker Lépez Sotelo.
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Prueba Individual, Nivel I, Cuarta Etapa

Ciudad de México, 14 de marzo de 2020

Y

2)

3)

4)

5)

El lado de cada uno de los tridngulos equildteros de la figura
es el doble del lado del hexdgono regular del centro. ;Qué
fraccion del area total de los seis tridngulos, representa el
drea del hexdgono?

En la asamblea de raperos la mitad de los asistentes lleva gorra; la tercera parte lleva
camisetas gigantes; la octava parte lleva gorra y camiseta gigante; y hay 63 raperos
que no llevan ni gorra ni camiseta gigante. ;Cudntos raperos hay en la asamblea?

A

En la figura, el tridngulo ABC' es isésceles y rectdngulo.

Ademids, BDEF y EFGH son cuadrados. Si el area del

cuadrado EFGH es 10 cm?, ;cudl es el drea, en cm?, del P "
. D

triangulo ABC?

B F G

Ana Pau convierte cada palabra en un nimero, asignando a todas las vocales un
mismo valor y a todas las consonanates otro valor y sumando todos los valores de
sus letras. Si una NARANJA se transforma en 100 y una FRESA en 72, ;en qué
numero se convierte la palabra APOLONIO?

Observa cdmo crece este drbol numérico. Desde 1a bolita inicial crece n bolitas ha-
cialaizquierda sumando 2, 3,4, . .. y hacia la derecha multiplicando por 2, 3,4, . ..
Solo sabes que en una bolita del cuarto piso estd el nimero 382. ; Qué niimero estard
en la bolita sombreada?

O0.0 . QP

~4\ ,ml

x3

O\ /O
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6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

Los ndmeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 se escriben en los cua-
drados de tal manera que en cada columna y en cada renglén
con tres nimeros, suman 13. Dos niimeros ya han sido escri-
tos. (Cudl es el nimero que queda en el cuadrado marcado
con *?

El afio pasado en el Zdcalo utilizaron motivos geométricos
para iluminar las calles en Navidad. El disefiador ha comen-
zado formando un tridngulo con tres luces led en los vérti-
ces. De cada vértice del tridngulo sale un cuadrado con lu-
ces en los vértices y de cada vértice libre de los cuadrados
un pentdgono. El disefiador quiere ahora continuar poniendo
hexdgonos en los vértices libres de los pentdgonos. ; Cudntas
luces necesita en total para culminar su obra?

Si seis gallinas ponen 100 huevos en 8 dias, ;cudntas gallinas haran falta para poner

200 huevos en 4 dias?

Diego y Ana van a plantar algunos drboles en el patio. Quieren plantar 6 arboles de
manzana, 2 arboles de pera y 1 de durazno en una sola fila. ;De cudntas maneras

posibles pueden hacer el acomodo de los arboles?

Si recortamos con una linea recta una cuadricula de 4 x 4 casillas, ;cudntas casillas

como méximo puede cortar esa recta?

Ana arma un cubo con cubitos mds pequefios como se mues-
tra en la figura. Las partes sombreadas arriba, enfrente y a la
derecha muestran los cubos que Leo, el travieso, quit6 has-
ta llegar a la cara opuesta del cubo (de manera que queda
un hueco en el cubo en forma de L si lo miras de frente y
asi para las tres figuras). ;Cudntos cubitos quedan en el cubo
después de que Leo hace esta travesura?

Para dibujar esta figura sin levantar el 1apiz del papel y sin
pasar dos veces por la misma linea, ;en qué puntos podrias
comenzar?

El rectdngulo que observas estd formado por 7 cuadrados de
los cuales, como ves, hay tres iguales. M es el mayory K es
el mas pequefio. ;Cudntos cuadrados como K caben en M?
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14) En una pizzeria hay 8 ingredientes de carne y 10 ingredientes de vegetales. Si quie-
res armar tu pizza con 3 tipos de carne y b tipos de vegetales, ;de cudntas maneras

15)

puedes armar tu pizza?

Acomoda los nimeros del 1 al 9 sin repeticiones en la
cuadricula de manera que cada nimero aparezca una vez y
el resultado de multiplicar los niimeros de la primera fila sea
12, de la segunda fila sea 112, de la primera columna sea
216 y de la segunda columna sea 12 como se indica en la
figura. ;{Cudnto vale la suma de los nimeros que van en los
cuadrados senalados con A, By C?

A

216

12

12
112
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XXXIV Olimpiada Mexicana de Matematicas en Guana-
juato

Los difas 12 y 13 de septiembre de 2020 se llevé a cabo el tercer examen selectivo del
proceso de la XXXIV Olimpiada Mexicana de Matemadticas en Guanajuato, en el cual
participaron un total de 164 estudiantes de distintos municipios del Estado. El selectivo
consistio en 2 exdmenes de 3 problemas cada uno, donde cada problema se evalué en
una escala de 0 a 7 puntos.

Los alumnos seleccionados que pasaron a la siguiente etapa y presentaron el examen
de la Olimpiada Regional de Occidente (ORO) 2020, representando al Estado de Gua-
najuato fueron:

1. Armada Hernandez Sofia.

2. Barcenas Ovando Julia Patricia.

3. Cano Rivas Itzel.

4. Gonzalez Torres Joshua Sebastidn.
5. Martinez Santos Angel Isai.

6. Mireles Vazquez Miguel Angel.
7. Neri Mora Gustavo Axel.

8. Olivares Rodriguez Juan Braulio.
9. Pancardo Botello Isaac.

10. Samano Saucedo Saul Ivan.

La puntuacion obtenida por los estudiantes durante la ORO 2020 corresponde a una
fraccion de la puntuacion del cuarto y final selectivo, la fraccidn faltante corresponde
al puntaje obtenido durante la realizacion de dos exdmenes mds. Con la ponderacién
de ambas puntuaciones se seleccionard a los mejores 6 puntajes para que sean la dele-
gacion oficial que representard al Estado de Guanajuato durante el Concurso Nacional
de la XXXIV Olimpiada Mexicana de Matemdticas.
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A continuacién presentamos los problemas del tercer examen selectivo de la XXXIV
Olimpiada Mexicana de Matematicas en Guanajuato. Los alumnos tuvieron dos sesio-
nes de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Primer dia

Problema 1. Un refugio de animales consiste de 5 jaulas en una fila, marcadas de
izquierda a derecha como se muestra a continuacion.

Rojo | Plata | Café | Blanco Gris
Lobo | Leén | Zorro Vaca Caballo

Hay un animal en cada jaula. Los 5 animales son, de hecho, un lobo, un leén, un zorro,
una vaca y un caballo y, sus colores son rojo, plata, café, blanco y gris. Sin embargo,
ninguna de las marcas corresponde a los animales (por ejemplo, el lobo no es rojo y
el leén no es plateado). Mds atin, ninglin animal estd en o es adyacente a la jaula que
corresponde a su tipo o color. Si el caballo no estd en la jaula de en medio, ;cudl es el
color del caballo?

Problema 2. Sean PQR.S un trapecio isésceles con bases P() y RS. Demuestra que
el gravicentro del tridngulo PQ)S estd en la recta RF’, donde F' es la proyeccién de S
a PQ.

Problema 3. Encuentra todos los pares de enteros positivos tales que el ultimo digito
de su suma sea 3, su diferencia sea un nimero primo y su producto sea un cuadrado
perfecto.

Segundo dia

Problema 4. Para cada entero positivo k de tres digitos (con el primer digito distinto de
cero), sea kg el niimero que se obtiene a partir de k& borrando todos sus digitos iguales
a 0. Por ejemplo, si k& = 207, entonces kg = 27. ;Cudntos enteros positivos k de tres
digitos satisfacen que kg es un divisor de k distinto de k?

Problema 5. Sea DEF un tridangulo con ZDFE = 90° y sean Dy, Ey y Fp, los pun-
tos medios de los lados EF', FD y DE, respectivamente. Dos tridngulos equildteros
DEyF, y EDyF5 son construidos fuera del tridngulo D EF'. Determina la medida del
éngulo ZFoFlFQ.

Problema 6. Considera la sucesién aq, ag, . . . de nimeros reales positivos con a; = 1
y

Gn+1 + G = (an+l - an)Q
para todo entero n > 1. Determina el nimero de valores posibles que puede tomar el
término asg2g.
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612 Olimpiada Internacional de Matematicas (Virtual)

Del 18 al 28 de septiembre de 2020, se llevé a cabo la edicién 61 de la Olimpiada Inter-
nacional de Matemadticas (IMO), de forma virtual. El equipo mexicano estuvo integrado
por

Tomds Francisco Cantii Rodriguez (Ciudad de México),

Ana Paula Jiménez Diaz (Ciudad de México),

Omar Farid Astudillo Marbéan (Guerrero),

Pablo Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo Ledn),
= Carlos Emilio Ramos Aguilar (Sinaloa),
= Daniel Alejandro Ochoa Quintero (Tamaulipas),

el cual fue concentrado en Cuernavaca, Morelos, del 20 al 22 de septiembre para pre-
sentar los exdmenes.

Tomds obtuvo medalla de oro; Pablo, Omar, Ana Paula y Emilio obtuvieron meda-
llas de bronce; Daniel obtuvo mencién honorifica. Como pais, México ocup6 el lugar
nimero 45 de 105 paises participantes. El jefe de la delegacion fue Rogelio Valdez
Delgado y el tutor fue Leonardo Ariel Garcia Moran. Como observadores A participa-
ron Marco Antonio Figueroa Ibarra y Maximiliano Sdnchez Garza.

Tomads Francisco Cantii Rodriguez ha obtenido la cuarta medalla de oro para México
en este certamen y Ana Paula Jiménez Diaz recibié por segundo afio consecutivo el
premio Maryam Mirzakhani, otorgado por la IMO desde el afio 2017.

A continuacién presentamos los problemas de la 61 Olimpiada Internacional de Ma-
temdticas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.
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Problema 1. Considere el cuadrilatero convexo ABC'D. El punto P estd en el interior
de ABCD. Asuma las siguientes igualdades de razones:

LPAD : /PBA:/DPA=1:2:3=/CBP:/ZBAP: /BPC.

Demuestre que las siguientes tres rectas concurren en un punto: la bisectriz interna del
angulo ZAD P, la bisectriz interna del dngulo Z PC B y la mediatriz del segmento AB.

(Problema sugerido por Polonia)

Problema 2. Los nimeros reales a,b,c,d son talesque a > b > c > d > 0y
a+ b+ ¢+ d = 1. Demuestre que

(a+2b+ 3¢+ 4d)ab’ced? < 1.

(Problema sugerido por Bélgica)

Problema 3. Hay 4n piedras de pesos 1,2, 3, ..., 4n. Cada piedrita se colorea de uno
de n colores de manera que hay cuatro piedritas de cada color. Demuestre que podemos
colocar las piedritas en dos montones de tal forma que las siguientes dos condiciones
se satisfacen:

= Los pesos totales de ambos montones son iguales.
= Cada montdn contiene dos piedritas de cada color.

(Problema sugerido por Hungria)

Problema 4. Sea n > 1 un entero. A lo largo de la pendiente de una montafia hay n?
estaciones, todas a diferentes altitudes. Dos compaiifas de teleférico, A y B, operan
k teleféricos cada una. Cada teleférico realiza el servicio desde una estacion a otra de
mayor altitud (sin paradas intermedias). Los teleféricos de la compaiiia A parten de k
estaciones diferentes y acaban en k estaciones diferentes; igualmente, si un teleférico
parte de una estacién mds alta que la de otro, también acaba en una estacion mds alta
que la del otro. La compafifa B satisface las mismas condiciones. Decimos que dos
estaciones estdn unidas por una compaiiia si uno puede comenzar por la mas baja y
llegar a la mds alta con uno o mds teleféricos de esa compaiiia (no se permite otro tipo
de movimientos entre estaciones).

Determine el menor entero positivo k para el cual se puede garantizar que hay dos
estaciones unidas por ambas companias. (Problema sugerido por India)

Problema 5. Se tiene una baraja de n > 1 cartas, con un entero positivo escrito en cada
carta. La baraja tiene la propiedad de que la media aritmética en cada par de cartas es
también la media geométrica de los nimeros escritos en alguna coleccién de una o mas
cartas. /Para qué valores de n se tiene que los nimeros escritos en las cartas son todos
iguales? (Problema sugerido por Estonia)
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Problema 6. Pruebe que existe una constante positiva ¢ para la que se satisface la si-
guiente afirmacion:

Sea n > 1 un entero y sea S un conjunto de n puntos del plano tal que la distancia
entre cualesquiera dos puntos diferentes de S es al menos 1. Entonces, existe una recta
¢ separando S tal que la distancia de cualquier punto de S a £ es al menos cn /3.
(Una recta ¢ separa un conjunto de puntos S si £ corta a alguno de los segmentos que
une dos puntos de S).

@ se

Nota. Los resultados mds débiles que se obtienen al sustituir cn='/3 por en~
podran valorar dependiendo del valor de la constante o > 1/3.

(Problema sugerido por Taiwén)
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61?2 Olimpiada Internacional de Matematicas (Virtual)

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la 61¢ Olimpiada In-
ternacional de Matematicas.

Solucion del problema 1. (Solucion de Carlos Emilio Ramos Aguilar). Sea X el
punto sobre el segmento AD tal que LZAPX = /X AP = ZDAP, el cual también
cumple que AX = X P. Anédlogamente se define el punto Y sobre el segmento BC tal
que BY =Y P, porloque /BPY = /ZYBP = ZCBP.

NC

Por las razones dadas en el problema, si /PAD = ay ZCBP = (, entonces
/PBA = 2a, /ZDPA = 3a, /BAP = 25y /ZBPC = 3p. Luego, tenemos que
LAPX = ay £ZBPY = g, porloque ZAX P = 180° —2ay ZBY P = 180° — 20.
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Como /BAP =28y ZPBA = 2aq, se sigue que los cuadriliteros AX PBy BY PA
son ciclicos y, por lo tanto, ABY P X es ciclico.

Mas atn, Z/ZDXP = 180° — LZAXP = 2ay ZXPD = 2aq, lo que implica que
DX = DP. Andlogamente, obtenemos que CY = C'P. Esto significa que las bisec-
trices de los dngulos ZPCB y ZADP son las mediatrices de los segmentos PY y
PX, respectivamente, las cuales deben intersecarse en el centro O de la circunferen-
cia circunscrita de ABY P X . Este también debe estar sobre la mediatriz del segmento
AB, lo que concluye el problema.

Solucion del problema 2. (Solucion de Tomas Francisco Cantii Rodriguez). Usando
la desigualdad MA-MG con pesos* para a, b, ¢, d y considerando que a+b+c+d = 1,
tenemos que a®b’c¢d? < a? + b? + ¢ + d?. Luego, si demostramos que

(a+2b+3c+4d) (a® +b° + & +d%) <1,

habremos acabado.
Esta desigualdad es equivalente a la desigualdad

(a+2b+3c+4d) (a®> +b° + S +d*) < (a+b+c+d)>,
la cual a su vez es equivalente a la desigualdad

b2 + 2¢% + 3d® + a?d + b2d + Ad < 2ab® + 2ac® + 2ad? + a?b + b%c + bd%+
+ 6(abc + abd + acd + bed). Q)

Ahora, comoa > b > ¢ > d > 0, tenemos que a’d < a?b, b%d < abd, c2d < acd,
3d3 < 3bed, 2¢% < 2ac?, b? < ab? y

ab? + 2ad? + bc? + bd? + 6abe + 5abd + 5acd + 3bed > 0.

Sumando estas udltimas siete desigualdades, obtenemos la desigualdad (5), como se
queria.

Solucién del problema 3. Emparejamos las piedritas con pesos que suman 4n + 1, re-
sultando en el conjunto S de 2n parejas: {1,4n}, {2,4n—1},...,{2n,2n + 1}. Basta
con partir el conjunto .S en dos conjuntos, cada uno con n parejas, de tal manera que
cada conjunto tenga dos piedritas de cada color.

Se introduce el multigrafo G (esto es, un grafo donde hay lazos y, posiblemente, multi-
ples aristas entre vértices) de n vértices tal que cada vértice corresponde a un color.
Para cada pareja de piedritas en S, se agrega una arista entre vértices que corresponden
a los colores de esas piedritas. Nétese que cada vértice tiene grado 4. Ademds, una
particion deseada corresponde a colorear las aristas de GG en dos colores, digamos azul

4Desigualdad MA-MG con pesos. Sean a1, az, . . . , an niimeros reales no negativos. Si A1, A2, ..., An
son nimeros reales no negativos tales que A1 + A2 + - - - + A, = 1, entonces

A
can™,

A1a1 + A2a2 + -+ + Apan > ailaéz .

con la igualdad si y solo si a; = a; para todos los enteros i, j tales que A; #Z 0y A; # 0.
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y rojo, de tal manera que cada vértice tiene grado 2 con respecto a cada color, esto es,
que cada vértice tenga el mismo grado azul y rojo, donde por “grado azul” (respectiva-
mente, “grado rojo”) nos referimos al grado de un vértice al considerar tinicamente las
aristas azules (rojas) en el multigrafo.

Para completar la solucidn, basta con dar una coloracién como se describié antes para
cada componente conexa G’ de G. Como todos los grados de los vértices son pares, en
G’ existe un circuito Euleriano C (esto es, un circuito que pasa por cada arista de G’
exactamente una vez). Obsérvese que el nimero de aristas en C' es par pues es igual al
doble del nimero de vértices en G’. Entonces todas las aristas se pueden pintar de rojo
o azul tal que dos aristas adyacentes en C' tengan diferentes colores (se puede mover
a través de C'y colorear las aristas de una en una alternando entre los colores azul y
rojo). Asi en G’ cada vértice tiene el mismo grado azul y rojo, como se queria.

Solucién del problema 4. (Solucién de Ana Paula Jiménez Diaz). Se probard que
k = n(n — 1)+ 1 cumple con lo que se busca. Primero, se verd que existe un acomodo
para el cual las compaiifas A y B no conectan a las mismas dos estaciones si k =
n(n —1).

Para ver esto, se enumeran las estaciones del 1 al n? con respecto a la altura que tengan.
Entonces los teleféricos de la compaififa A se moveran de la siguiente manera, donde
“a — b” significa que hay un teleférico que va de la estacién de altura a a la estacién
de altura b.

l-n+l—=2n+1—---—=nn-1)+1
2on+2—-2n+2—---—=nn-1)+2

n—2n—3n— - —n’
Para la compaiiia B, los teleféricos se moverdn de la siguiente manera.

1-2—=3—=.--—=n
n+l—=-n+2—-=-n+3—=---—=2n

nn—1)+1—=nn-1)+2=nn—-1)+3 = - = n’

Obsérvese que la compaiifa A une dos estaciones si y solo si sus alturas son congruentes
mdédulo n, mientras que si dos estaciones son unidas por la compaiifa B, entonces las
alturas de estas difieren por a lo mucho n — 1. Esto implica que no puede haber dos
estaciones conectadas tanto por A como por B.

Ahora se verd que, si k = n(n — 1) + 1, deben existir dos estaciones unidas por ambas
compafias. Considérese la gréfica de n? vértices donde hay aristas dirigidas, una por
cada teleférico, siendo las aristas que representan un teleférico de A rojas y las de B
azules. Alfijarse en un solo color, la grafica constard inicamente de caminos, ya sea con
un solo vértice o un camino de flechas. Estos se pueden interpretas como componentes
conexas. Sea r la cantidad de componentes conexas de A y sean ¢y, ¢2, ..., ¢ la
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cantidad de vértices en cada una. Andlogamente, sea s la cantidad de componentes
conexas de B y sean dy, da, ..., ds la cantidad de vértices en cada una. Nétese que
c1+ca+ -+ ¢ <n?asicomod; +dy+ -+ ds < n? Como la componente
conexa con ¢; vértices tiene ¢; — 1 aristas (que representan teleféricos), entonces

ici —r:i(ci—l):k,
i=1 i=1

i=1 i=1
De aqui que,

r= Zci —k<n?—nn-1)—-1=n-1,

=1

s = Zdi —k<n*—nn-1)—-1=n-1.
i=1

Como hay a lo mucho n — 1 componentes conexas de la compainia A, debe haber una
que tiene al menos [n”—_zl] = n+ 2 vértices, digase la componente conexa C';. Por otro
lado, como hay a lo mucho 7 — 1 componentes conexas de la compaiifa B y los vértices
de C; deben estar repartidos en esas componentes, por el principio de las casillas existe
una componente conexa de B, D,,, tal que tiene dos vértices de la componente conexa
C;. Estos dos vértices representan estaciones las cuales, por como se definieron las
aristas de la grafica, estdn unidas tanto por la compaiiia A como por la compaiifa B,
como se queria.

Solucién del problema 5. (Solucién de Pablo Alhui Valeriano Quiroz). Se probara
que esto sucede para todo entero positivo n. Con el fin de llegar a una contradiccion,
astimase que para cierto n > 1 esto no ocurre. Entonces digamos que las cartas tienen
los nimeros a; < ag < --- < ay, escritos en ellas donde 1 < k& < n 'y cada uno de esos
nimeros puede aparecer varias veces. Ahora se demostrard que med(ay, ag, ..., a;) =
1. Para ver esto sean 1 < rp < --- < 1, los nimeros en cada carta con vy = a; y
rn = aj y supéngase que med(rq,...,7r,) = d > 1. Entonces, r; = x;d para cada
1. Ahora, nétese que los nimeros z1, T2, ..., T, también cumplen con la condicién
del problema. En efecto, para cualesquiera 1 < ¢ < j < n existen enteros positivos
m,i1,%2,...,1, tales que
T + ’I’j

2 = Tn/rrl.lri2 e T’im'
Entonces,

zi+x; 1 ri4r; 1 Tiq Tig Tim

2 = (O = g v = Yl T =

Asf, los nimeros 21, . . ., x, también cumplen y med(x1, ..., 2,) = 1, por lo que se
puede asumir que med(as, . . .,a,) = 1.
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Siax = 1, entonces a; = - -- = a, = 1, lo cual contradice la suposicién inicial. Luego
ar, > 1, por lo que debe existir un primo p que divide a aj. Se probara por induccién
fuerte que p divide a r; para 1 < j < n. El caso j = k es trivial. Astimase el resultado
paraj =t+1,t+2,...,k—1,ky se procede a probarlo para j = t¢. Por la condicién

del problema, deben existir g, i1, ¢2, . . . , 14 enteros positivos tales que

at + Q41 N g

T — ail aiz e i (6)
donde; > 1y s +---+ag =n.Siay,ai,,.-.,a;, < ai,entonces por la desigual-

dad MA-MG con pesos se tiene que

Gt Gy fan an goe o X% Tt Q2@ ¥ Qe
2 o ta = o +oo+ - Fag
<(a1+a2+---+aq)at
T artasttag
<at+at+1
5

:at

lo cual claramente es una contradiccion. Se sigue que a;, > a; para algtn ;. Por la
hipétesis de induccidn, se tiene que p divide a a;, y, como ambos lados de la ecua-
cién (6) son enteros positivos, se sigue que p divide a %, es decir, p divide a
a; + at+1. Dado que p | a¢41, entonces p | a;, como se buscaba. Esto completa la
induccidn.

Por lo tanto, aunque se tiene que med(aq, . . .,ax) = 1, se encontré un nimero primo
que los divide a todos, lo que genera la contradiccién buscada.

Solucién del problema 6. Se probard que la afirmacién deseada se cumple para ¢ = %.
Sead = %n_l/ 3. Para cualquier recta ¢ y cualquier punto X, sea X, la proyeccién de
X a/; una notacion similar se usa para un conjunto de puntos.

Supdngase que, para alguna linea ¢, el conjunto S, contiene dos puntos adyacentes X
y Y con XY = 2d. Entonces la recta perpendicular a ¢ que pasa por el punto medio
de XY separa a S, y todos los puntos de S estan a una distancia mayor o igual a d
de £. Entonces, si d > §, la recta deseada se ha encontrado. Con el fin de llegar a una
contradiccidn, asimase que no existen tales puntos en cualquier proyeccion.

Se elijen dos puntos Ay B en S con la maxima distancia M = AB (esto es, AB es un
didmetro de S); por la condicién del problema, M > 1. Sea ¢ la recta AB. El conjunto
S estd contenido en la interseccion de dos discos D 4 y Dp de radio M entrados en A
y B, respectivamente. Entonces, la proyeccion Sy estd contenida en el segmento AB.
Mas aun, los puntos en Sy dividen al segmento en a lo mucho n — 1 partes, cada una
de longitud menor o igual a 24. Por lo tanto,

M <n-24. @)

Elijase un punto H en el segmento AB con AH = % Sea P la region entre las lineas
a'y h que son perpendiculares a AB y pasan por A y H, respectivamente; asimase que
P contiene su frontera, que consiste de las lineasay h. Sean 7 = PNSyt =|T|.
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Por la suposicién hecha, el segmento AH contiene al menos {% : (26)1 puntos de Sy,
lo que lleva a que
1
t>—. 8
= ®)

Nétese que T estd contenido en ) = P N Dp. El conjunto @ es un segmento circular,
y su proyeccion Q, es un segmento de longitud

1
2 M2—<M—§> < 2VM.

Por otro lado, para cualesquiera dos puntos X, Y € T, se tiene XY > 1y XYy < %,

por lo que X,Y, = /XY?2 - X,Y? > ‘/7§ . En resumen, ¢ puntos constituyen 7,
estos caen sobre el segmento de longitud menor que 2v/ M, y estdn a una distancia

mayor o igual a @ entre ellos. Esto implica que 2 M > (t — 1) VAR

T?
4/M
14+ 21— <4vM 9
t<1+ 7 < , 9

pues M > 1.
Combinando las desigualdades (7), (8) y (9), se obtiene finalmente que

1
5 St AVM < 4vV2n6 o 512n8% > 1,

lo cual no se cumple para el valor elegido de 4.



Apéndice

Definicion 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia=c (modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢"™ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod (b’”—m)) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un nimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3. Si p es un niimero primo de la forma 4k + 3 y p divide a una suma de
cuadrados a® + b2, entonces p divide a cada uno de a y b.

Teorema 4 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > kg, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > k.
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Teorema 5 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.

Teorema 6 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L), es igual a

n n!
(m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - - n.

Teorema 7 (Binomio). Para a 'y b niimeros cualesquiera 'y n un entero no negativo se

cumple que
(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0

Teorema 8 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, x2,
..., Ty, SOn niimeros reales positivos, entonces

Ti+x2+ -+ T
n

> T2 Xy

v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = 2o = -+ = Ty,

Teorema 9 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 10 (Pitagoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-

gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C".

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicién 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ZABC = L/A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A'B’ — BIC’ CTA
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Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.

Teorema 11 (Tales). Si ABC es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC
AD — AE"

Teorema 12 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
BD _ BA

tiene que 55 = 5.
Teorema 13 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y CN son concurrentes

siysolosif—é-(lff—]f~%:1.

Teorema 14 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, CA y AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . % . % = —1, donde los segmentos se estdn
considerando como segmentos dirigidos.

Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 15 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 17 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y C'D de una circunferencia se intersectan en un punto P,

entonces PA - PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 18 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /DAB + /BCD =
/ZABC + ZCDA = 180°.

Teorema 19 (Circuncirculo e Incentro). Si Q es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentro y M es la interseccion de Al con §Q, entonces MI = M B = MC.
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