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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matematica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrarés,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademds de ello, Tzaloa es una publicacidén de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matemdticas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matemaéticas.

Tzaloa, Ao 2021, Numero 1

Tzaloa recibe el afio con optimismo e inicia su decimotercer afio de publicaciones
trimestrales ininterrumpidas. La consistencia de su publicacion en el contexto nacional,
es un ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes que con
su trabajo comprometido contribuyen al proyecto. Asi, queremos dar la bienvenida a
Enrique Trevifio Lopez, quien desde ahora se integra al Comité Editorial de la revista.

Pasando al contenido, destaca el articulo Homotecias entre circulos, de nuestro amigo
Leonardo Ariel Garcia Moran. En €l, se abordan algunos resultados a cerca de tridngu-
los homotéticos y a cerca de homotecias entre circulos, en especial se enuncian los
teoremas de Monge y Monge-dAlembert que relacionan los centros de homotecia de
varias parejas de circulos y se muestran algunas aplicaciones de estos teoremas en la

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.
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solucién de problemas de olimpiada. Esperamos que esta aportacion sea titil para los
lectores avanzados.

De especial interés para todos, en este primer nimero del afio 2021, incluimos los pro-
blemas con soluciones de los exdmenes de invitacién a la OMM del afio 2020. También
incluimos los exdmenes con soluciones de las pruebas individual y por equipos del nivel
I del Concurso Nacional de la 4* Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion
Bésica (OMMEB) que se realiz6 en el mes de octubre de 2020 de forma virtual. En
el &mbito internacional, incluimos los problemas con soluciones de la XXII Olimpiada
Matematica de Centroamérica y El Caribe (OMCC), asi como los problemas de la 7¢
Olimpiada Irani de Geometria (IGO), ambos certdmenes llevados a cabo en el mes de
octubre de 2020 de forma virtual.

Como en cada nimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracion de las
diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones, exdme-
nes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especialmente pen-
sando en el lector. De tal forma, que estando todo listo, solo nos queda desear que todos
nuestros lectores tengan un feliz y préspero afio 2021.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemadtica de
nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matemadtica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovenes con talento matemdtico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

352 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:
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= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 35% Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 2002. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2021-2022 y, para el 1° de julio de 2022, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 35* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizard en
la segunda semana del mes de noviembre de 2021. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2021 y hasta
la fecha de celebracién del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXIV Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 63° Olimpiada Interna-
cional de Matematicas (julio de 2022) y a la XXXVII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (septiembre de 2022).

De entre los concursantes nacidos en 2005 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XXIV Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (junio de 2022).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la XI Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO) a celebrarse en
el mes de abril de 2022.

52 Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica

En el afio 2021, la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM) organiza la Quinta
Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica (OMMEB). Podran par-
ticipar los alumnos de Primaria y Secundaria, de acuerdo a los siguientes niveles.

Nivel I. Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria o una institucién equivalente.
Los estudiantes no deben haber cumplido 13 afios al 1 de agosto de 2021.
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Nivel II. Estudiantes de sexto afio de primaria y primer afio de secundaria o una insti-
tucién equivalente. Los estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de
2021.

Nivel III. Estudiantes de segundo afio de secundaria o una institucién equivalente. Los
estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de 2021.

La participacioén en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.

El concurso nacional de la 5 OMMEB se realizard del 17 al 21 de junio de 2021 de
forma virtual. Cada Estado participante lo puede hacer con a lo mds un equipo en cada
categoria. Cada equipo estard integrado por un maximo de 4 personas: un lider y 3 es-
tudiantes (una misma persona puede ser lider de mds de un equipo).

Habr4 dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual para el
nivel I constard de 15 problemas a responder en 90 minutos, mientras que para los
niveles II y III, constard de dos partes. La parte A consistird de 12 problemas en la cual
solo la respuesta es requerida. La parte B consistird de 3 problemas y las soluciones
tendran que ir acompafiadas de argumentos o explicaciones que sustenten la respuesta.
La prueba por equipos en los tres niveles, consistird de 8 problemas a resolver en 60
minutos.

Los ganadores de los distintos niveles se preseleccionardn para recibir entrenamien-
to y presentar exdmenes selectivos para conformar a los equipos que representaran a
Meéxico en la Competencia Internacional de Matemadticas (IMC), que se celebrara en el
verano de 2022.
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Homotecias entre circulos

Por Leonardo Ariel Garcia Moran

Nivel Avanzado

Introduccion

Una homotecia es una transformacién del plano que consiste en expandir o comprimir
todo el plano respecto a cierto punto. Formalmente, una homotecia ~ con centro O y
razén k # 0 es una transformacion del plano que a cada punto P le asigna el punto P’
en larecta OP tal que OP' =k - OP.
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Cuando k£ < 0, la homotecia lleva puntos de un lado del punto O a puntos del otro lado,
como se muestra en la siguiente figura.

La utilidad principal de las homotecias se debe al siguiente hecho: Si A y B son puntos
cualquiera, entonces los tridngulos OAB y OA’ B’ son semejantes, pues ZAOB =
Z/A'OB'y %—‘2’ = %%, = k. Esto en particular significa que A’B’ = kAB y que los
segmentos AB 'y A’ B’ son paralelos. Mds atin, de A’B’ = kAB podemos ver que para
cualesquiera tres puntos A, By C, los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son semejantes, pues
las razones entre sus lados correspondientes son todas iguales a k. Ademads, sus lados

correspondientes son paralelos. Ahora podemos introducir la siguiente definicion.

Decimos que dos poligonos A1 As ... A, y B1Bs ... B, son homotéticos si existe una
homotecia que transforma A; en B; paracadai =1,2,...,n.

Bs

De la misma manera que lo hicimos con los tridngulos, podemos ver que si A; As ... A,
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y B1 B> ... B, son homotéticos desde un punto O con razén k, entonces estos son se-
mejantes con razoén k. En particular, tenemos que B; B; = kA; A; para cualesquiera ¢,
jy, el dreade B1Bs...B,, esigual a k? veces el drea de Ay A5 ... A,. Finalmente,
los segmentos A;A; y B; B; son paralelos para cualesquiera 4, j. Para el caso de los
tridngulos, el reciproco de esto dltimo también es cierto.

Teorema 1. Dos tridngulos no congruentes ABC'y A’ B’C” son homotéticos si y solo
si sus lados correspondientes son paralelos.

Demostracion. Solo nos falta demostrar que si los tridngulos ABC' 'y A’B’C’ tienen
lados correspondientes paralelos, entonces son homotéticos. Es claro que en este caso
los tridngulos son semejantes, pues los lados paralelos correspondientes nos dicen que
tienen los mismos dngulos. Llamemos O al punto de interseccién de las rectas AA” y
BB’; este debe existir, de lo contrario ABB’A’ serfa un paralelogramo, AA’ = BB’
y los tridngulos serian congruentes.

Ahora consideremos la homotecia de centro O y razén %—’;‘{ = %—g, la cual llevaa A
y Ba A’y B, respectivamente. La imagen C* de C' bajo esta homotecia cumple que
B'C* es paralela a BC'y A’C* es paralela a AC. Esto implica que C* = C’, pues
las paralelas a BC'y AC por B’ y A’ se intersecan en un dnico punto. Entonces, los

tridngulos ABC'y A’ B’C" son homotéticos con centro O. O

Vale la pena destacar que este resultado no es vélido directamente para poligonos con
mds lados. Por ejemplo, podemos tener un cuadrado y un rectangulo de 2 x 1 con lados
paralelos, pero estos no pueden ser homotéticos pues ni siquiera son semejantes.

El resultado en particular significa que si dos tridngulos tienen lados correspondientes
paralelos, entonces las rectas que unen los vértices correspondientes concurren. Este
es un resultado muy util en una gran variedad de problemas, y lo utilizaremos para
resolver el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Sea ABC un tridngulo, I su incentro y O su circuncentro. El incirculo de
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ABC estangente a BC, CAy ABen D, E y F, respectivamente. Los puntos L, M
y NN son los puntos medios de los arcos /B?', CA y @, respectivamente, del tridngulo
que no contienen a otros vértices del tridngulo. Demostrar que las rectas LD, M E,
NF'y OI concurren.

Solucién. Primero demostraremos que LD, M E y NF concurren en un punto X.
Nuestra estrategia serd demostrar que los tridngulos DEF'y LM N tienen lados co-
rrespondientes paralelos, lo cual implicard que las rectas LD, M E'y NF concurren
en un punto que es centro de una homotecia que lleva el tridngulo DEF’ al tridngulo
LMN.

Demostraremos que EF'y M N son paralelos, demostrando que ambos son perpendi-
culares a AI. Primero observemos que AE = AF, pues AE y AF son tangentes al
incirculo y, como A[ biseca al dngulo L/ EAF, se sigue que Al es perpendiculara EF.
Por otro lado, tenemos que BI y CI cortan al circuncirculo del tridngulo ABC en M
y N respectivamente, por loque ZM NI = ZMNC = ZMBC = %43 y

1 1
LAIN = ZTAC + ZICA = §4A+ 540.

Luego, ZINM + LAIN = 3 (LA+ ZB+ ZC) = 90°, por lo que el dngulo entre
Al'y M N es de 90° y AI también es perpendicular a M N. Concluimos que las rectas
EF'y MN son paralelas. Andlogamente, obtenemos que F'D es tangentea NLy DE
es tangente a LM . Concluimos que los tridngulos DEF' y LM N son homotéticos, por
loque LD, M Ey NF concurren en un punto X que es el centro de la homotecia entre
los tridngulos DEF'y LM N.
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Ahora nos falta probar que X, I y O son colineales. Para demostrar esto, demostrare-
mos que la homotecia con centro X que manda al tridngulo DEF al tridngulo LM N,
manda I a O.

Para esto, observemos que si I’ es la imagen de I bajo esta homotecia, entonces los
tridngulos IEF, IED y IDF son semejantes a los tridngulos I'NM, I'M Ly I'LN,
respectivamente, todos con razén igual a la razén k de la homotecia. En particular,
I'N=FkKIF,I'M =kIEyI'D = kID, porlo que I’ es el circuncentro del tridngulo
LMN y I’ = O. Concluimos que X, I y O son colineales, como querfamos.

La dltima parte de esta solucién muestra que si dos puntos son “correspondientes” en
dos tridngulos homotéticos (en el sentido de que forman tridngulos semejantes con los
lados de ambos tridngulos), entonces la homotecia entre los dos tridngulos también
manda uno de estos puntos en el otro. Concretamente tenemos los siguientes casos
especiales.

Teorema 2. Sean ABC'y A’ B’C’ dos tridngulos homotéticos con centro K . Entonces,
la homotecia que manda ABC a A’ B’C’ también manda:

= El gravicentro G del tridngulo ABC, al gravicentro G’ del tridngulo A’ B'C".
= Elincentro I del tridngulo ABC, al incentro I’ del tridngulo A’ B’'C".
= El circuncentro O del tridngulo ABC, al circuncentro O’ del tridngulo A’B’C".

= El ortocentro H del tridngulo ABC, al ortocentro H' del tridngulo A’ B'C".
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En particular, las rectas GG', IT', OO" y H H' todas pasan por K.

Mais aun, en el ejemplo anterior sucedié algo interesante. Al aplicar la homotecia al
punto I, que era el centro de cierto circulo, obtuvimos el punto O, que era centro de
otro circulo. Esta situacion se repite en general cuando aplicamos homotecias a un
circulo.

Homotecias entre circulos

El resultado principal es el siguiente.

Teorema 3. Sea C' un circulo de radio r. Al aplicar una homotecia con centro Py razén
k, este circulo se convierte en un circulo de radio rk, con centro en el punto O’ al que
se manda P bajo esta homotecia.

Demostracién. Consideremos el punto O’ que se describié anteriormente. Entonces,
para cualquier punto @ en el circulo, su imagen Q’ satisface que O'Q’ = kPQ = kr,
por lo que Q' estd en el circulo de centro O y radio kr.

Q/

Reciprocamente, si () estd en este circulo, entonces el punto Q' en la recta PQ tal que
/! 1 . . 12 . .

PQ" = 1 PQ satisface que () es la imagen de ()" bajo la homotecia. O
Ahora que sabemos que la homotecia convierte circulos en circulos, es natural hacernos
la pregunta opuesta: si tenemos dos circulos dados, ;cudndo es posible encontrar una
homotecia que los relacione? Sabemos por el resultado anterior que el centro de esta
homotecia, si existe, debe estar en la linea que une los centros de los circulos y, sabemos
ademds, la razén que debe tener (salvo posiblemente el signo). Resulta ser que tal
homotecia siempre existe, y no solo eso, existen dos.

Teorema 4. Dados dos circulos I'; y I's con centros O1, O y radios 71, ra, respectiva-
mente, con O # Oy y 11 # T2, existen exactamente dos homotecias que mandan I’y a
T'5, una con razén :—f y otra con razén —:—f.
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Demostracion. Consideremos dos didmetros Ay By y As By de T'y y I'y, respectiva-
mente, de tal manera que sean perpendiculares a la recta O102 y A1, As estén del
mismo lado de la recta O1 0.

Az

By

Ahora sea E la interseccién de A1 Az con B1Bs e I la intersseccion de A; By con
Ay B;. Afirmamos que F, I son los centros de las homotecias buscadas.

Es facil ver que el cuadrilatero A; By Bo A es un trapecio isésceles y O1 05 es la me-
diatriz comun de sus bases, por lo que los puntos F, I estan sobre la recta O1 0.
Veamos ahora que los tridngulos £O3 A2 y FO1 A; son semejantes puesto que O1 A
y O3 A, son paralelas. Entonces, ggf = 8?—3? = :—f, por lo que la homotecia de centro
E'y razén 12 manda O, a Oz y, por lo tanto, manda I'y al circulo de centro O y radio
:—f -r1 = 79, que es I'y. Andlogamente, se demuestra que la homotecia con centro I y
razén —:—f mandaI'; aT's.

Finalmente, para ver que estas homotecias son las tinicas, observemos que cualquier
homotecia que mande I'; a 'y debe mandar A; a uno de los puntos A, 0 Bs, pues el
segmento Oz A} debe ser paralelo a O A;. En el primer caso, se sigue que esta debe
ser la homotecia desde E'y, en el segundo caso, debe ser la homotecia desde . O

A los puntos I y E se les conoce como centros de homotecia de I'; y I's, I interior
y E exterior. Un nombre menos comun para ellos es insimilicentro y exsimilicentro
respectivamente, derivados de los nombres en inglés insimilicenter y exsimilicenter.
Los casos donde 11 # 73, son un poco distintos. Cuando r; = ry tenemos un centro de
homotecia interior, pero no uno exterior, pues las rectas A; Ay y By Bs son paralelas.
Cuando O; = O, ambos centros coinciden con el centro comun de ambas circunferen-
cias. Checar los detalles de estos dos casos queda como ejercicio.

Un dltimo punto a notar es que en la demostracion anterior realmente no necesitamos
que los didmetros sean perpendiculares a O; O3, basta con que sean paralelos entre si.
Utilizando esto podemos obtener el siguiente resultado util.

Teorema 5. Sean I'; y I'y circunferencias. Entonces, las tangentes comunes exteriores
de I'y y I's (si existen) pasan por el centro de homotecia exterior de I'y y I's. Similar-
mente, las tangentes comunes interiores de I'; y I's (si existen) pasan por el centro de
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homotecia interior.

Demostracion. Consideremos una tangente comiin exterior a I'y y I's que las toca
en Py @, respectivamente y, sean O1, O3, los centros de I'y y I'g, respectivamente.
Entonces, O1 P y O2(@Q) son radios paralelos de I'; y I'g, por lo que P(Q contiene al
centro de homotecia exterior, F/, de I'; y I's.

Q

Anélogamente obtenemos el resultado para las tangentes interiores. g

Finalmente, tenemos el siguiente teorema que relaciona los centros de homotecia de
varias parejas de circulos.

Teorema [Monge]. SeanI';, I's y I'5 circunferencias con centros y radios distintos. En-
tonces, los centros de homotecia exteriores de las parejas de circunferencias (I'y, I's),
(T'2,T'3) y (I's,'1) son colineales.

Demostracion. Sean O; y r; (1 = 1,2, 3), los centros y radios de I'y, 'y y I'3 respec-
tivamente. Sea I;; el centro de homotecia exterior de I'; y I';, el cual estd en la recta
0,0;.
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Entonces,
O1F12 OzFp; O3BEs (_T_l) (_T_z) (_7_3) _ 1
E202 E303 E310; o 3 1 '
Por el teorema de Menelao, concluimos que E12, Ea3 y E3; son colineales. O

El teorema anterior tiene una versidon que involucra también a los centros de homotecia
interiores. La demostracion es andloga a la del teorema anterior, por lo que la omitimos.

Teorema [Monge-d[&lembert]. Sean I'1, 'y y I's circunferencias con centros y radios
distintos. Entonces, el centro de homotecia interior de I'; y I's, el centro de homotecia
interior de I'; y I's, y el centro de homotecia exterior de I'y y I's son colineales.

Ahora que tenemos estas herramientas potentes de homotecia en circulos, podemos
usarlas para resolver problemas. Comenzamos con uno de los resultados mds populares
dentro de la geometria de olimpiada.

Ejemplo 2. Sea ABC un tridngulo con incentro I. El incirculo y el excirculo opuesto
a A son tangentes a BC en los puntos D y E, respectivamente. P es un punto en el
incirculo tal que D P es un didmetro del mismo. Demostrar que los puntos A, Py F
son colineales.

Solucién. La observacion crucial es que A es el centro de homotecia exterior del
incirculo del tridngulo ABC'y su excirculo opuesto a A, pues es la interseccion de
sus tangentes interiores comunes.

Sea E’ la imagen de P bajo esta homotecia y consideremos la tangente al incirculo en
P. Estaes perpendiculara I P, por lo que es paralelaa BC, y al aplicar la homotecia se
vuelve una recta paralela a BC, que debe ser tangente al excirculo del tridngulo ABC'
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en E’. Como la recta BC es paralela a esta recta y tangente al excirculo, concluimos
que la homotecia debe llevar la tangente al incirculo en P a BC, porloque E' = E'y
A, Py FE son colineales.

Este resultado tiene una versidn andloga si consideramos un didmetro del excirculo en
vez del incirculo: La recta AD pasa por el punto diametralmente opuesto a F en el
excirculo. Una consecuencia interesante de este resultado es la siguiente: Si X es el pie
de la altura desde A, entonces E I pasa por el punto medio de AX. Esto pasa ya que I
es el punto medio de D Py las rectas AX y PD son paralelas.

Un caso muy especial en el que aparecen homotecias es cuando dos circunferencias
son tangentes. Entonces, el punto de tangencia es uno de los centros de homotecia
entre estas dos circunferencias, pues satisface que la razén entre las distancias de este
a los centros, es igual a la razén entre sus radios. Entonces, cuando trazamos dos rectas
por estos puntos de tangencia, estas determinan cuerdas paralelas en los dos circulos.
El “limite” cuando acercamos estas rectas nos da el siguiente resultado interesante.

Ejemplo 3. Sean I" una circunferenciay ~y otra circunferencia contenidaen I' y tangente
interiormente a I" en un punto P. Una cuerda AB de I es tangente a -y en (). Demostrar

que P(Q pasa por el punto medio del arco AB deT que no contiene a P.

Solucién. Observemos que P es el centro de homotecia exterior de v y I, por lo que
esta homotecia lleva () a la segunda intersecciéon M de P(Q con I'. Por lo tanto, esta
homotecia lleva la tangente a v en () a la tangente a I' en M, por lo que esta segunda
tangente es paralela a la tangente a y en (), que es AB. Como la tangente a I' en M es
paralela a AB, concluimos que M es el punto medio del arco AB que no contiene a
P.

P

M
En el siguiente ejemplo demostramos una concurrencia relacionada con ciertos circulos

tangentes al circuncirculo de un tridngulo.

Ejemplo 4. Sean ABC un tridngulo, O e I su circuncentro e incentro respectivamente,
y I' su circuncirculo. Una circunferencia I' 4 es tangente a AB y a AC, y es tangen-
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te interiormente a I" en un punto 7'4. Andlogamente definimos los puntos T y T¢.
Demostrar que las rectas ATy, BT g, CT¢ y OI concurren.

Solucién. Sea ~ el incirculo de ABC. Observemos que A es el centro de homotecia
exterior de los circulos v y I' 4, mientras que T4 es el centro de homotecia exterior de
I'4 y I'. Por el Teorema de Monge, estos dos puntos y el centro de homotecia exterior
de v y I" son colineales. Por lo tanto, las rectas ATy, BTp y CT¢ pasan todas por este
centro de homotecia y, O también pasa por esta recta, pues O e I son los centros de I'
y 7, respectivamente. Por lo tanto, las cuatro rectas concurren en el centro de homotecia
exterior del incirculo y el circuncirculo.

Ejemplo 5 (Olimpiada Mexicana de Matematicas, 2016). Sean C y C> dos circun-
ferencias tangentes externamente en S de tal forma que el radio de C5 es el triple del
radio de C'y . Una recta tangente a ambos circulostocaaCyen P # SyaCsen @ # S.
Sea T un punto en Cj tal que QT es didmetro de C5. La bisectriz del angulo ZSQT
cortaa ST en R. Demostrar que QR = RT.

Solucién. Sean O; y O3 los centros de Cy y Cs, de radios r1 y 72 = 3r;, respecti-
vamente. Notemos que O1 P y O2(@) son ambas perpendiculares a P(Q y, por lo tanto,
son paralelas. Sea P’ la imagen de T bajo la homotecia con razén negativa que manda
Cs a (. Claramente, S es el centro de esta homotecia y esta también manda 7055 a
P'O4S. Por el Teorema 1, P’ se encuentra en la recta por Oy paralela a O2T, es decir,
en O1 P. Claramente, P es una de estas dos intersecciones de O P con (] y, la otra
interseccion, digamos P”, se encuentra del lado contrario a P con respecto de la recta
0103, esto es, del mismo lado de T'. Pero si P’ fuera P”, la recta P'T no pasaria por
S. Luego, la unica posibilidad es P’ = P.
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Luego, por el Teorema 4, g—g = :—; = % Hagamos PS = z y ST = 3z. Ademais, P,
S, T son colineales y, por lo tanto, ZPS@Q = 180° — ZQST = 90°. Més atn, por la
tangencia de PQ a Cs, tenemos que ZPQS = ZQT'S. Luego, los tridngulos PQ.S'y

QTS son semejantes, de donde % = %, estoes, QS? = PS - ST = 3x2, por lo que

QS = \/3x. Finalmente, tenemos que ZQT'S = tan~! (%) = tan~! (‘?) = 30°.
Luego, ZSQT = 90° — ZQTS = 60° y asi LZRQT = %ASQT = 30°, lo que
significa que el tridngulo RQT es isésceles con QR = RT.

Ejemplo 6 (Lista corta, Olimpiada Internacional, 2015). Sea ABC'D un cuadrildte-
ro convexo y sean P, @, R, y S puntos en los lados AB, BC,CD, y DA, respectiva-
mente. Los segmentos PR y QS se cortan en O. Supongamos que cada uno de los
cuadrilateros APOS, BQOP,CROQ y DSOR tiene un incirculo. Demostrar que las
rectas AC, PQ y RS son concurrentes o bien paralelas entre si.

Solucién. Denotemos por 4, vB, Yo ¥ ¥p alos incirculos de los cuadrildteros APOS,
BQOP, CROQ y DSOR, respectivamente.

Comenzamos demostrando que el cuadrildtero ABC' D también tiene un incirculo, que
serd denotado por ). Denotemos a los puntos de tangencia como se muestra en la
siguiente figura.
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Es un hecho conocido que QQ1 = OO; (si BC' || PR, esto es obvio; en otro caso, uno
puede considerar a las dos circunferencias involucradas como el incirculo y el excircu-
lo de un tridangulo formado por las rectas OQ, PR y BC'). Similarmente, tenemos que
0OO0; = PP;. Luego, QQ1 = PP;. Las otras igualdades de segmentos marcadas en la
figura pueden demostrarse de forma similar. Estas igualdades, junto con AP, = AS;
y sus andlogas, muestran que AB + CD = AD + BC, por lo que ABCD tiene un
incirculo, como se queria.

Ahora, dibujemos las rectas paralelas a Q.S por P y R, y también dibujemos las rectas
paralelas a PR por (Q y S. Estas rectas forman un paralelogramo; denotamos sus vérti-
ces por A1, By, C1 y Dy, como se muestra en la figura de abajo. Como el cuadrildtero
APOS tiene un incirculo, tenemos que AP — AS = OP —0S = A’S — A’ P. Es bien
conocido que en este caso también existe una circunferencia w4 tangente a los cuatro
rayos AP, AS, A’Py A’S. Vale la pena mencionar que, en este caso cuando, digamos,
las rectas AB 'y A’ B’ coinciden, la circunferencia w 4 es solamente tangente a AB en
P. Definimos las circunferencias wp, w¢c, y wp de forma similar. Supongamos que las
circunferencias w4 y wc son de diferente radio. Sea X el centro de la homotecia de
razén positiva que manda w4 a we. Ahora, por el teorema de Monge aplicado a los
circulos w4, 2 y we, tenemos que los puntos A, C, y X son colineales. Aplicando el
mismo teorema a los circulos w4, wp y we, obtenemos que también los puntos P, Q y
X son colineales. Similarmente, los puntos R, S, y X son colineales, como se desea-
ba. Si el radio de los circulos w4 y we es el mismo, pero estos no coinciden, entonces
la version degenerada del mismo teorema muestra que las rectas AC, PQ y RS son
paralelas a la linea por los centros de w4 y we'.

Finalmente, dedicamos algunas palabras al caso en que w4 y w¢ coinciden (y por lo
tanto también coinciden con {2, wp y wp). Puede ser manejado como un caso limite de
la siguiente forma.

Fijemos las posiciones de A, P,O y S (por lo tanto también fijamos los circulos w4,
YA, YB Y YD)- Ahora variamos el circulo ~y¢ inscrito en el tridngulo QOR. Para cada
una de sus posiciones, uno puede reconstruir las rectas BC'y C'D como las tangentes
exteriores comunes a g, yc Y Yo, vp diferentes de PRy .S, respectivamente. Des-
pués de tal variacion, la circunferencia cambia, por lo que el resultado obtenido arriba
puede ser aplicado.

Ejemplo 7 (Lista corta, Olimpiada Internacional, 2007). EI punto P estd en el lado
AB de un cuadriltero convexo ABCD. Sea w el incirculo del tridngulo CPD y sea
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I su incentro. Supongamos que w es tangente a los incirculos de los tridngulos AP D
y BPC en los puntos K y L, respectivamente. Sea E el punto de interseccion de las
rectas AC'y BD, y sea I’ el punto de interseccion de las rectas AK y BL. Demostrar
que los puntos F, I y F' son colineales.

Solucién. Sea €2 la circunferencia tangente al segmento AB y a los rayos AD y BC;
sea J su centro. Probaremos que los puntos E/'y F' estdn en la recta I.J.

Denotemos a los incirculos de los tridngulos ADP y BCP por w4 y wpg, respecti-
vamente. Consideremos el centro de homotecia interior h; de w y 2. Consideremos
también las siguientes homotecias: aquella que lleva w a w4 (con escala negativa y
centro K), y otra que lleva w4 a ) (con escala positiva y centro A). Por el teorema de
Monge-dAlembert, el centro de h; yace en la recta AK. Andlogamente, este yace en
BL, asi que este centro es F'. Entonces, I’ estd en la recta formada por los centros de w
y Q, estoes,estaen IJ (si I = J, entonces F' = I también, y la afirmacién es obvia).
Consideremos el cuadrilatero APC'D y marquemos los segmentos iguales de las tan-
gentes a w y w4 como se muestra en la figura.

D
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Como w y w4 tienen un punto de tangencia comun con P D, podemos notar facilmente
que AD 4+ PC = AP + CD. Por lo tanto, el cuadrilitero APC D tiene un incirculo;
andlogamente, también tiene un incirculo el cuadrildtero BC'DP. Sean €24 y () estos
incirculos.

Ahora consideremos el centro de homotecia exterior ho de w y 2. Consideremos tam-
bién las siguientes homotecias: aquella que lleva w a €24 (con escala positiva y centro
(), y aquella que lleva Q24 a £ (con escala positiva y centro A). Por el teorema de
Monge, el centro de ho estd en AC. Por razones andlogas, también estd en BD, por
lo que este centro es E. Por lo tanto, 2 también estd en la recta I.J, lo que prueba la
afirmacion.

Ejercicios

Concluimos el escrito con una lista de ejercicios que dejamos para que resuelva el
lector.

1) (Reino Unido, 2014) Sean ABC' un tridangulo y P un punto en su interior. La recta
AP corta al circuncirculo de ABC nuevamente en A’. Los puntos B’ y C” se defi-
nen analogamente. Sea O 4 el circuncentro de BC'P. Los circuncentros Op y O¢
se definen andlogamente. Sea O, el circuncentro de B’C” P. Los circuncentros O'g
y O se definen andlogamente. Demuestra que las rectas 040y, OpO'z y OcO¢,
concurren.

2) (Olimpiada Mexicana de Matematicas, 2014) Sean I'; una circunferencia y P un
punto fuera de I'y. Las tangentes desde P a I'; tocan a la circunferencia en los
puntos Ay B. Considera M el punto medio del segmento P A y I'; la circunferencia
que pasa por los puntos P, Ay B. Larecta BM interseca de nuevo a I'; en el punto
C, larecta C'A interseca de nuevo a I'; en el punto D, el segmento D B interseca de
nuevo a I'; en el punto E' y larecta PFE interseca a I'; en el punto F' (con E entre
Py F). Demuestra que las rectas AF, BP y C'E concurren.

3) (Olimpiada Mexicana de Matemdticas, 2015) Sea I el incentro de un tridngulo
acutdngulo ABC. La recta AI corta por segunda vez al circuncirculo del tridngulo
BIC en E. Sean D el pie de la altura desde A sobre BC'y J la reflexién de I con
respecto a BC'. Demuestra que los puntos D, J y E son colineales.

4) (Olimpiada Centroamericana, 2005) En el tridngulo ABC sean P, Q) y R los puntos
de tangencia del incirculo en los lados AB, BC'y AC, respectivamente. Sean L, M
y NN los pies de las alturas del tridngulo PQR en PQ, QR y PR, respectivamente.

a) Demuestra que las rectas AN, BL y C'M se cortan en el mismo punto.

b) Demuestra que este punto comun estd en la recta que pasa por el ortocentro y el
circuncentro del tridngulo PQ R.
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5) (Olimpiada Europea Femenil, 2016) Dos circunferencias w; y ws del mismo radio
se cortan en dos puntos distintos X; y X». Sea w una circunferencia tangente exte-
riormente a w; en 7} y tangente exteriormente a wy en T5. Demuestra que X7 y
XoT5 se cortan en un punto sobre w.

6) (Lista corta para la Olimpiada Internacional, 2006). Sea ABC'D un trapecio con
lados paralelos AB > C'D. Los puntos K y L se encuentran en los segmentos AB
y C'D respectivamente de tal forma que % = g—é. Supén que existen puntos Py

Q en el segmento K L tales que
LAPB=/BCD 'y ZCQD = ZABC.

Demuestra que los puntos P, (), B'y C son conciclicos.

7) (Lista corta para la Olimpiada Internacional, 2007). Sea ABC'D un trapecio con
lados paralelos AD y BC cuyas diagonales se cortan en P. Sea () un punto ubicado
entre las rectas paralelas BC'y AD tal que P y () estan en distintos lados de la recta
CDy /ZAQD = ZCQB. Demuestra que ZBQP = ZDAQ.

8) (Brasil, 2014). Sea ABC' un tridngulo con incentro [ e incirculo w. La circunfe-
rencia w4 es tangente exteriormente a w y tangente a los lados ABy AC en A; y
Ajg, respectivamente. Sea r 4 larecta A; As. Andlogamente se definen rp y r¢. Sea
XY Z el tridngulo formado por r 4, rg y rc. Demuestra que el incentro de XY Z,
el circuncentro de XY Z e I son colineales.

9) (Olimpiada Internacional, 2008). Sea ABC'D un cuadrildtero convexo con BA #
BC. Sean w; y wa los incirculos de ABC' 'y ADC, respectivamente. Sup6n que
existe una circunferencia w que es tangente al rayo BA mds alld de A, al rayo BC'
mas alld de C' y a las rectas AD y C'D. Demuestra que las tangentes comunes
exteriores a wy y wa Se cortan en w.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los exdmenes de invitacién a la OMM del afio 2020.

Version A

Problema 1. El nimero 4 estd junto a dos espejos asi que se refleja como se muestra
en la figura. ;Qué figura se obtiene cuando el nimero 5 se refleja en los dos espejos?

41N 5|
v

¢ 2 ¢ oo

(a) (b) () (d) (e)

Problema 2. El carrusel va dando vueltas y tarda 50 segundos en dar una vuelta com-
pleta. Al principio el caballo estd enfrente; 10 segundos después estd el delfin, etcétera.
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(Qué animal queda enfrente después de 3 minutos?

() (b) (© (d) (e)

Problema 3. Ordenados en una fila detras de una cortina se formaron Armando, Beto,
Carlos, Diego y Enrique, en ese orden. Armando mide mds que Diego y que Enrique;
el mds alto es Beto y el mds bajo es Carlos; Enrique es més alto que Diego. ;Como se

ven sus siluetas?
(a) (b) (©

b ekl

Problema 4. Con cubos de lado 1 se formé un cubo de 3 x 3 x 3. Después, en cada
una de las direcciones se hicieron perforaciones de adelante hacia atrds, de izquierda
a derecha y de arriba a abajo, quitando siempre los cubos centrales de lado 1 (ver la
figura). ;Cudntos cubos de lado 1 quedaron?

AN

(a) 15 (b) 18 (c) 20 (d21 (e) 24
Problema 5. El nimero 2581953764 se escribe en una tira de papel. Rubén va a cortar
la tira dos veces para obtener 3 nimeros y sumarlos. ;Cudl es 1a menor suma que puede

lograr?

(a) 2675 (b) 2975 (c) 2978 (d) 4217 (e) 4298
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Problema 6. Alan dibujé en su cuaderno un segmento de longitud 2 y le llamé A 'y
B a sus vértices. ;De cudntas maneras puede elegir ahora un punto C' de forma que el
triangulo ABC' sea un tridngulo rectingulo con drea 1?

(a) 2 )3 (©) 4 )6 (e) 8

Problema 7. Una pedazo rectangular de piel mégica se reduce a la mitad de su longitud
y a la tercera parte de su ancho después de cumplirle un deseo a su duefio. Después de
tres deseos tiene un drea de 4 cm?. Si su ancho inicial era de 9 cm, ¢cudl era su largo
inicial?

(a) Faltan datos (b) 96 cm (c) 288 cm (d) 32 cm (e) 144 cm

Problema 8. En el pais de las joyas se pueden cambiar 3 zafiros por una moneda. Un
zafiro se puede cambiar por 2 flores. ;Cudntas flores pueden cambiarse por 2 monedas?

(a) 6 b8 (©) 10 (d) 12 (e) 14

Problema 9. En un examen hay 12 problemas de matematicas que se distribuyen, pa-
ra su calificacién, entre miembros de un jurado. Si cada problema debe revisarse por
exactamente 2 miembros del jurado y cada miembro califica exactamente 3 problemas,
[cudntos miembros hay en el jurado?

(a) 6 b8 (©) 12 (d) 18 (e) 24

Problema 10. En cinco recipientes de vidrio idénticos se ha puesto liquido, como se
muestra en la figura. Cuatro de ellos tienen la misma cantidad de liquido. ; Cudl de ellos
tiene distinta cantidad?

(a) (b) () (d) (e)

Problema 11. ;Cudntos enteros positivos n son tales que su divisor mds grande (ex-
cluyendo al mismo n) es n — 6?

(a1 (b) 2 ©)3 (d) 6 (e) Una infinidad

Problema 12. Las caras del poliedro dibujado son tridngulos y cuadrados. Cada cua-
drado estd rodeado por 4 tridngulos y cada tridngulo estd rodeado por 3 cuadrados.
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Se sabe que hay 6 cuadrados. ;Cuéntos tridngulos hay?

(a) b b6 ©7 (38 9

Version B

Problema 1. German va con su papa al circo. Sus asientos tienen los nimeros 71y 72.
(Hacia donde deben dirigirse?

ﬁ asientos 1 a 20

asientos 21 a 40

=
<:| asientos 41 a 60
A
N

asientos 61 a 80

asientos 81 a 100

() ﬁ (b) <j (© E> (d) a (e) 5

Problema 2. Seis nifios se toman de las manos y bailan en circulo. Empiezan como se
muestra y giran sin soltarse de las manos.

(Cudles de las siguientes posiciones son imposibles?
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(@1,2y4 (b) 2 (©)2,3y4 d4y5 e 1,3y5

Problema 3. Las tarjetas que se muestran se colocardn en la tira de abajo.

| (W | S
w8

A

La de la hormiga o la del gato debe ir junto a la del canguro. La del perro debe ir entre
la del gato y la de hormiga. La de la catarina debe ir entre la del gato y la de la maripo-
sa. ;Cudl va en la casilla sombreada?

® W | S

() (b) (© (d) (e)

Problema 4. En la figura (), estdn intercambiados los cuadros sombreados y los blan-
cos con respecto a la figura P.
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P

R

(En cudl de las siguientes figuras ocurre lo mismo con respecto a la figura R?

(@) (b) (©)
(d) ©)
Problema 5. ; Qué nimero debe escribirse en lugar de z en la figura, si en cada circu-

lo de los primeros 4 renglones los nimeros se obtienen sumando los dos que estdn
inmediatamente debajo de é1? (Por ejemplo, el 7 se obtuvo sumando 2y 5.)

(a) 32 (b) 50 (c) 55 (d) 72 (e) 82

Problema 6. Un recipiente de vidrio lleno de liquido pesa 400 gr. Cuando estd vacio
pesa 100 gr. ;Cudnto pesa cuando estd lleno a la mitad?

400g  100g ?

(a) 150 gr. (b) 200 gr. (c) 225 gr. (d) 250 gr. (e) 300 gr.

Problema 7. En el pentdgono regular de la figura, se construyo la estrella mds grande
uniendo los puntos medios de los lados del pentdgono con los puntos medios de las
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lineas que van de los vértices del pentdgono al centro del pentdgono. La estrella mds
pequefia se construy6 uniendo los puntos medios de los segmentos que van del centro
del pentdgono a los vértices de la estrella mas grande.

Si el 4rea de la estrella pequefia es 1 cm?, ;cudl es el drea del pentdgono?
(a) 4 cm? (b) 5 cm? (c) 6 cm? (d) 8 cm? (e) 10 cm?

Problema 8. Un dragén tiene 5 cabezas y por cada cabeza que se le corta le crecen 5
mds. Si se le cortan 6 cabezas, ;cudntas cabezas tendrd al final?

(a) 29 (b) 30 (c) 32 (d) 33 (e) 35

Problema 9. Ana hizo una construccién con cubos sobre una cuadricula de 4 x 4. En
la figura se muestra el nimero de cubos que hay apilados sobre cada celda.

atras

213
31
113
2|1

frente

] 1 ] [UN] =N

DN [— DN

Cuando Ana mira la construccion desde el frente, ;qué figura ve?

(a) (b) ()

(d) (e)
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Problema 10. Solo uno de los relojes de la figura tiene la hora correcta.

4:45 5:05 5:25 5:40

Uno de ellos estd adelantado 20 minutos, otro estd atrasado 20 minutos y el otro estd
parado desde ayer. ;Qué hora es?

(a)4:45 d)5:05 (c)5:25 (d)5:40 (e) No se puede determinar

Problema 11. ;Cual es el mayor entero menor o igual que

20+\/20+ \/20+\/20+\/%?

(a) 4 )5 () 6 (d) 20 (e) 25

Problema 12. Maria y Luisa compitieron resolviendo una lista de 100 problemas. Al-
gunos problemas no fueron resueltos por ninguna, pero otros los resolvieron las dos.
Por cada problema resuelto, la primera en resolverlo obtuvo 4 puntos y, en caso que lo
hubieran resuelto las dos, la segunda obtuvo solo 1 punto. Si cada una de ellas resolvié
60 problemas de la lista y entre las dos lograron 312 puntos, ;cudntos problemas resol-
vieron en comun?

(a) 57 (b) 56 (c) 55 (d) 54 (e) 53



Soluciones a los problemas de
practica

A continuacién presentamos las soluciones de los exdmenes de invitacién a la OMM
del afio 2020.

Version A

Solucién del problema 1. La respuesta es (c).

Solucién del problema 2. La respuesta es (d). Cada 10 segundos hay un nuevo animal
enfrente; 3 minutos equivalen a 180 = 150 4 30 segundos, asi que estard el tercer
animal después del caballo, es decir, el flamenco.

Solucién del problema 3. La respuesta es (a). En todas las opciones, salvo en (a),
Armando mide menos que Diego o que Enrique. En la opcién (a) todas las condiciones
se cumplen.

Solucién del problema 4. La respuesta es (c). Dividamos el cubo grande en capas: la
de enfrente, la central y la de atrds. En la capa de enfrente se quité solo un cubito y lo
mismo en la capa de atrds; en la segunda capa se quitaron 5 cubitos (pues solo quedaron
los de las esquinas de ese nivel). Quedaron 27 — 1 — 5 — 1 = 20 cubitos.

Solucién del problema 5. La respuesta es (b). La suma menor se obtiene de manera
que los niimeros tengan menos digitos. Como son 10 digitos, lo mejor es partirlos en 3,
3y 4. Ademas, el que tiene 4 digitos, debe empezar con el digito mas pequefio. En este
caso, lo partimos en 258, 1953 y 764. Por lo tanto, la menor suma es 258+1953+764 =
2975.

Solucién del problema 6. La respuesta es (e). El dngulo recto del tridngulo puede estar
en A,en B oen C,y el punto C debe estar en una paralela a distancia 1 de la recta
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AB. Para cada una de estas opciones hay 2 elecciones posibles para el punto C' (si
pensamos que el segmento estd dibujado de forma horizontal, hay una arriba y otra
abajo del segmento). Por lo tanto, hay 2° = 8 maneras de elegir el vértice C.

Solucién del problema 7. La respuesta es (b). Cada vez que se concede un deseo, el
pedazo de piel se reduce + de su drea. Después de conceder 3 deseos, el pedazo de piel
tiene un drea de § X & X % = 515 veces el drea original. Entonces, el pedazo de piel al
principio tenfa un drea de 4 x 216 = 864 cm? y, como se trata de un rectdngulo donde
un lado mide 9 cm, el otro lado debe medir 8%4 =96 cm.

Solucién del problema 8. La respuesta es (d). Dos monedas equivalen a 2 x 3 = 6
zafiros, los cuales equivalen a 6 x 2 = 12 flores.

Solucién del problema 9. La respuesta es (b). Como cada problema debe revisarse por
2 jueces, podemos pensar que son 24 problemas y que cada juez revisard solo 1. Como

cada juez debe revisar exactamente 3 problemas, el jurado tiene 23—4 = 8 miembros.

Solucién del problema 10. La respuesta es (b). Podemos observar que, en todos los
casos, la vista frontal del liquido es un trapecio con altura igual al ancho del recipiente.
Entonces, la diferencia entre la cantidad de liquido estd dada por la diferencia entre
la suma de las longitudes de los dos lados paralelos del trapecio. En (a), la suma es
6+6=12;en(b)lasumaes9+4=13;en(c)es4d+8 =12;en(d)es10+2 =12
yen(e)esdH+ 7 =12.

Solucion del problema 11. La respuesta es (c). Tenemos que 6 = n — (n — 6) y, como
n — 6 es divisor de n y de s{ mismo, tenemos que n — 6 es divisor de 6. Entonces, las
posibilidades para n — 6 son 1, 2, 3 y 6; de donde las posibilidades para n son 7, 8, 9
y 12. Ahora revisamos en cada una de estas si n — 6 es el mayor divisor de n, lo cual
solo ocurre para 7,9y 12.

Solucién del problema 12. La respuesta es (d). Como cada uno de los 6 cuadrados esté
rodeado por 4 tridngulos, tenemos 6 x 4 tridngulos contando cada uno de ellos 3 veces,
porque cada uno comparte lado con 3 cuadrados. Por lo tanto, el nimero de tridngulos
esiguala (6 x 4)/3 = 8.

Version B

Solucion del problema 1. La respuesta es (d).

Solucién del problema 2. La respuesta es (c). El nifio de pelo claro tiene a su derecha
a la nifia con dos coletas, de manera que 2, 3 y 4 son imposibles. La posicién 1 se
logra girando dos pasos a la derecha; la posicion 5 se logra girando dos posiciones a la
izquierda (o 4 a la derecha).

Solucién del problema 3. La respuesta es (e). Como el perro debe estar entre el gato y
la hormiga, y uno de estos debe quedar junto al canguro, el perro debe ir en la tercera
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casilla. Como la catarina debe quedar entre el gato y la mariposa, entonces el gato es
el que va en la casilla sombreada. Las tarjetas quedan como se muestra en la siguiente

A [P &[5 @ %

Solucion del problema 4. La respuesta es (b).

Solucion del problema 5. La respuesta es (e). Debajo del 15 (al lado del 6) debe ir
el nimero 9, pues 9 + 6 = 15. Por otro lado, debajo del 27 (al lado del 15) debe ir
el numero 12, pues 12 4+ 15 = 27. Entonces, al lado del 9 debe irel 3 y entre el 7'y
el 12 debe ir el 8. Los demds nimeros los podemos obtener sumando hacia arriba: en
el tercer renglén quedan los nimeros 15, 20 y 27; en el segundo renglén quedan los
nimeros 35y 47 y, en el primer renglén, en lugar de la = queda el niimero 82.

Solucién del problema 6. La respuesta es (d). Como pesa 400 gr. cuando esté lleno
y 100 gr. cuando estd vacio, deducimos que solo el liquido pesa 300 gr. Entonces, la
mitad del liquido pesa 150 gr. que, agregados al peso del recipiente, nos dan 250 gr.

Solucién del problema 7. La respuesta es (d). La estrella més grande tiene lados de
longitudes el doble de tamafio que los lados de la estrella pequefia, asi que su drea es
el cuddruple de la de la estrella pequefia, esto es, el drea de la estrella mds grande es
igual a 4 cm?. Por otro lado, cada tridgngulo determinado por el centro del pentigono
y un pico de la estrella mds grande, tiene 4rea la mitad que el respectivo tridngulo del
pentdgono, pues su base, que es la linea que va del centro del pentdgono al vértice del
pentdgono, es el doble que la base del tridngulo de la estrella y la altura es la misma.
Entonces, el drea del pentdgono es el doble que el drea de la estrella mds grande, esto
es, es igual a 8 cm?.

Solucién del problema 8. La respuesta es (a). Cada corte aumenta en 4 el nimero de
cabezas, asf que al final el dragén tendrd 5 + (6 x 4) = 29 cabezas.

Solucién del problema 9. La respuesta es (e). Basta elegir el mayor ndimero de cada
columna del mapa para saber cudl torre determina la altura que se ve desde el frente.

Solucién del problema 10. La respuesta es (b). El segundo reloj marca las 5 : 05, esto
es, 20 minutos mas que el primero y 20 minutos menos que el tercero. El cuarto reloj

no tiene diferencia de 20 minutos con ningin otro.

Solucion del problema 11. La respuesta es (a). Tenemos que 4 < /20 < 5 (pues
42 < 20 < 52). Asique 16 < 20 + 4 < 20 4+ /20 < 20 + 5, de donde

V16 < V24 < \/20 + v/20 < /25,
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lo cual implica que 4 < /20 ++/20 < 5. De manera andloga, obtenemos ahora

que 16 < 24 < 20+ v/20+ v20 < 25, de donde 4 < \/20—|— V20420 < 5.

Repitiendo este procedimiento (sumar 20 de cada lado de la desigualdad y luego sacar
raiz cuadrada) dos veces mds, obtenemos que el mayor entero menor o igual que la
expresion dada es 4.

Solucién del problema 12. La respuesta es (b). Sea k la cantidad de problemas que
resolvieron en comun. Por cada problema que resuelven en comiin, se suman 5 puntos a
la cuenta total. Luego, el total de puntos es igual a 5k+4(60—k)+4(60—k) = 480—3k.
Por lo tanto, tenemos que 480 — 3k = 312, de donde k& = 56.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2021 No. 1.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogerdn de entre
las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Dados los niimeros enteros del 1 al 12 escritos en cualquier orden en una
mesa redonda se hace la siguiente operacién: Cada niimero observa a sus dos vecinos,
si los vecinos son mds chicos entonces los nimeros explotan. ;De cudntas maneras se
pueden acomodar los nimeros del 1 al 12 de tal manera que sobrevivan exactamente
cuatro después de una operacién? (Dos maneras se consideran iguales si una se obtiene
a partir de la otra por una rotacion).

Problema 2. Considera una funcién f : R — R. Si f no es constante, demuestra que
existen nimeros reales x, y tales que f(z + y) < f(xy).

Problema 3. ;Cudles de los nimeros 2017, 2018, 2019 pueden ser expresados en la
forma 23 + y3 + 23 — 3zyz donde x, y, z son enteros positivos?

Problema 4. Una escuela tiene n estudiantes y m clubes. Todos los estudiantes se unen
a cierta cantidad de clubes de tal forma que lo siguiente es cierto: Para cada estudiante
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x, es posible escoger algunos clubes de tal forma que x es el Unico estudiante que
pertenece a todos ellos.

Sea a; el nimero de clubes a los que se unié el estudiante ¢, paracadai: = 1,2,...,n.
Demuestra que a1!(m — a1)! 4+ a2!(m — a2)! 4+ -+ - + ap!(m — ap)! < ml.

Problema 5. Sea ag, a1, az, . . . una sucesioén de nimeros tales que ag es primo y, para
n > 1,a, = 2a,—1 + 1. Demuestra que existe un entero k£ > 0 tal que a; no es primo.

Problema 6. Llenamos un tablero de 21 x 25 al azar con nimeros enteros del 1 al
4. Demuestra que existe un rectdngulo tal que la suma de los niimeros en sus cuatro
esquinas es multiplo de 4.

Problema 7. Sea k un entero positivo. ;De cudntas maneras se pueden emparejar los
nimeros enteros del 1 al 4k, de tal manera que los nimeros de cada pareja tengan
la misma paridad? Por ejemplo, si & = 1, un emparejamiento que cumple con las
condiciones del problema es {(1, 3), (2,4)}, pero un emparejamiento que no cumple
es {(1,2),(3,4)}. Escribe la respuesta en términos de factoriales.

Problema 8. Sean p y ¢ nimeros primos tales que p3 + ¢> + 1 = p2q?. Determina el
valor maximo de p — q.

Problema 9. Determina todos los nimeros reales z, y, z que satisfacen el sistema de
ecuaciones

V= Y-z =16
\‘L/E_W_%:sv
Vo gy Vi=t

Problema 10. Sea S — S + S3 — S4 + S5 = =, donde m y n son enteros positivos
primos relativos y

Slzl-i-l—i-l-l-l-i—l,
2 3 4 5 6
S:1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
27 9%x3"2x4 2x5 2x6 3x4 3x5 3x6 4x5 4x6 5x6
Sy = 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
2x3x4 2x3x5 2x3x6 2x4x5H 2x4x6 2x5Hx6
1 1 1 1
+3><4><5+3><4><6+3><5><6+4><5><6’
g, — 1 1 1 1 1
4_2><3><4><54_2><3><4><6+2><3><5><6+2><4><5><6+3><4><5><6’
Ss L

T 2x3x4x5x6
Determina el valor de m + n.
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2020 No. 2.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 2, afio 2020. Aprovechamos para invitar a todos los lectores a
participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en los ndmeros
posteriores de la revista. En esta ocasion, agradecemos a: Guillermo Courtade Morales,
José Herndndez Santiago, Luis Francisco Medina Quintero y Carlos Galvdn Galvin,
por habernos enviado sus soluciones. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista
aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No.
3, afio 2020, por lo que atn tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Sean APQR y ASTU dos cuadrados con el vértice A en comtin, como
se muestra en la figura. Si SR = 10 cm y M es el punto medio de U P, calcula la
longitud, en cm, de AM.

S, 10

R

U

Solucion. Sea A’ 1a reflexién de A en M. Asi, AUA’P es un paralelogramo y, por lo
tanto, ZAPU = ZA'UP.

S, 10

Tenemos que RA = AP = AU, UA = ASy /A UA = ZAUP + /PUA =
LUPA+ ZPUA = 180° — LUAP = 360° — 90° — 90° — LZUAP = ZRAS, lo
que significa que los tridngulos A’U Ay RAS son congruentes por el criterio LAL. Se
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sigue en particular que A’A = RS'y, por lo tanto, AM = JA’A = 1RS =5 cm.
Este problema también fue resuelto por Guillermo Courtade Morales, considerando la
reflexion de U en A en lugar de la reflexion de A en M.

Problema 2. Una maestra de preescolar tomé n > 1 rectdngulos de cartén idénti-
cos (de dimensiones nimeros enteros) y los distribuy6é a n nifios; cada nifio recibié
un rectdngulo. Cada nifio cortd su rectdngulo en varias piezas cuadradas iguales (los
cuadrados de diferentes nifios pueden ser distintos). Resulté que la cantidad total de
cuadrados entre todos los nifios es un nimero primo. Demuestra que los rectdngulos
iniciales eran cuadrados.

Solucién. Supongamos lo contrario. Sean a y b las dimensiones del rectangulo. Sea
T = % en forma reducida, esto es, x, y son primos relativos. Observemos que % #1
implica que xy # 1. Fijemos un nifio y supongamos que corté su pedazo de cartén en
piezas cuadradas de lado r. La cantidad de cuadrados cortados en uno de los lados de
longitud a es entonces £, mientras que la cantidad de cuadrados cortados en uno de los
lados de longitud b es 2. Como (2)/(%) = < en forma reducida, se sigue que = | £y

y | L. Por lo tanto, zy divide a (2)(2), que es la cantidad de cuadrados cortados por
el nifilo. Sumando para todos los nifios, obtenemos que zy divide a la cantidad total de
cuadrados cortados, digamos c. Como n > 1, se sigue que zy < c. Yaque xy > 1, ¢
no puede ser primo, lo que es una contradiccion.

Problema 3. ;Es posible cubrir completamente un tablero de 8 x 8 con fichas de 2 x 1
(sin que se traslapen), de tal forma que ningin par de fichas forme un cuadrado de
2 x2?

Solucién de Guillermo Courtade Morales. Supongamos que si se puede. En particu-
lar, las esquinas del tablero deben ser cubiertas. Fijémonos en una esquina. Solamente
hay dos formas posibles de colocar el domind: vertical u horizontal. El resto de las po-
siciones de los dominés estd forzado por la condicién de no juntarlos en un cuadrado
de 2 x 2, dando como resultado la configuracién en la figura. El etiquetado muestra el
orden en que se infiere el acomodo de las piezas de dominé.

D1y
Ds3

12

10
Ds D11

De Do
D4 D7

Ds Ds
D3

D1
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Sin embargo, de todas maneras se forma un cuadrado de 2 x 2. Por lo tanto, no es
posible cubrir el tablero como se pide.

Problema 4. Determina todos los nimeros primos de la forma 1 4 2P + 3P + - . - + pP,
donde p es un niimero primo.

Solucién de Guillermo Courtade Morales. Por el teorema pequefio de Fermat, tene-
mos que a? = a (mod p) para todo entero a y todo nimero primo p. Entonces, para
todo ndimero primo p tenemos que
+1
1+2p+3p+~-~+ppEl+2+3+--~+p:ZM (

dp).
5 (modp)

Si p es impar, entonces p+-1 es par y, por lo tanto, ”(”—;1) = 0 (mod p). Luego, tenemos
quel+2P +3P + ... 4+ p? =0 (mod p) y claramente 1 + 2P 4+ 37 + - - + pP > p.
Esto significa que la suma 1 4 2P + 3” 4 - - - 4- pP no es primo si p es un primo impar.
Solo queda analizar el caso p = 2. En este caso, tenemos que 1 + 22 = 5 es un niimero
primo. Por lo tanto, la tinica solucién es el 5.

Este problema también fue resuelto por José Herndndez Santiago.

Problema 5. Sea M el punto medio del arco menor BC en el circuncirculo del tridngu-
lo ABC'. Sup6n que la altura trazada desde A interseca a la circunferencia en V. Las
rectas por el circuncentro O del tridngulo ABC, paralelasa M By M C, cortana AB
ya AC en K y L, respectivamente. Demuestra que N K = N L.

Solucion de Luis Francisco Medina Quintero. Como /KOL = ZCMB = 180° —
/K AL, tenemos que el cuadrilatero ALOK es ciclico. Supongamos que OM corta al
circuncirculo del tridngulo ABC en F.
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Entonces, ZAFM = ZACM = ZALO, por lo que F' también esta en el circuncircu-
lo del tridngulo ALOK. Ademas, tenemos que /LKF = /CAF = ZCMF =
/ZFMB = 180° — ZKAF = /FLK, por lo que F estd en la mediatriz de K L. Por
lo tanto, basta probar que N I’ es perpendicular a K L. Como N F' es perpendicular a
N M, basta probar que N M es paralela a K L. Por la isogonalidad conocida de AO
y la altura desde A con respecto al dngulo ZBAC, tenemos que’ ZOAC = /BAN.
Por dltimo, de la igualdad /BAN = ZBMN Yy el ciclico AFLOK, se sigue que
/ZOKL = ZOAL = ZOAC = ZBM N, lo cual significa que las rectas MN y KL
son paralelas.

Solucion de Carlos Galvan Galvan. Como ZAKO+/ALO = ZABM+/ZACM =
180°, el cuadrilitero AKOL es ciclico. Ahora, sea Z la segunda interseccion de los
circuncirculos de AKOL y ABC'. Notemos que ZAZO = 180° — LZAKO = 180° —
/ZABM = LZACM = LAZM, por lo que Z, O y M son colineales.

Sea D la segunda interseccién de AN con el circuncirculo de AKOL. Es conocido
que AD, AO son isogonales respecto al dngulo ZBAC, esto es ZKAO = LK LO =
/ZLAD = ZLK D.Deesto se sigue que K DOL es un trapecio iséscelesy KD = LO.

Z

&
L

N

M

Notemos también que por el teorema de Reim?® en los circuncirculos de ADOZ y
AN M Z se tiene que M N es paralela a OD, pero es claro que AN es paralelaa OM,
entonces DN MO es un paralelogramoy OM = ON = DN.

Para concluir, observemos que ZNOL = 360° — ZDON — ZDOL = 360° —
ZODN — ZODK = ZNDK, lo cual implica que los tridngulos NOL y NDK

2Teorema. En todo triangulo ABC con circuncentro O y ortocentro H, las rectas AH y AO son refleja-
das con respecto a la bisectriz interna del angulo ZBAC, estoes, /BAH = ZCAOy L/BAO = ZCAH.

3Teorema de Reim. Sean C; y C3 dos circunferencias que se cortan en Py Q. Supongamos que una
recta que pasa por P corta por segunda vez a Cy y a C2 en Py y P, respectivamente y, que otra recta que
pasa por @, corta por segunda vez a C'1 y a C2 en Q1 y @2, respectivamente. Entonces, las rectas P1Q1 y
P>Q2 son paralelas.
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son congruentes, de donde se sigue que NK = NL.

Problema 6. Determina el valor minimo de la expresion

la+ b+ b+ c|+|c+a]
la| + [b] + ||

)

donde a, b y ¢ son nimeros reales.

Solucién. Sean a, b y ¢ ndmeros reales arbitrarios, no todos iguales a 0. Cambiando
signos, podemos suponer que al menos dos entre a, b y ¢ son no negativos. Como la
expresion es simétrica en a, b y ¢, podemos suponer que a > 0y b > 0. Entonces,

3la+bl+3b+c|+3lc+al =3a+3b+3|b+ |+ 3la+ ¢
=2(a+b)+(a+|a+c])+Bd+]b+¢|)
=2(la| + b)) + (| —a[ +]a+c|) + (| =b[ + [0+ c])
> 2(|al + [b]) + |c| + ||
= 2|a| 4 2|b| 4 2|c|,

donde la desigualdad se sigue por la desigualdad del tridngulo.

Por lo tanto, % > % Para concluir que el valor minimo del cociente es

%, basta notar que la igualdad sedacona=b=1yc= —1.

Problema 7. Sean a, b y ¢ nimeros reales tales que (a + b)(b + ¢)(c + a) = abcy
(a® +b%) (b7 + c°)(c? + a®) = (abc)®. Demuestra que al menos uno de los ndmeros a,
b o cesigual a cero.

Solucién. Supongamos que abc # 0, esto es, (a + b)(b + ¢)(c + a) # 0. Entonces, de
las hipétesis del problemay de que

o’ +y’ = (z+y) (2* — 2y +°) («° — 2y +4°),
para cualesquiera nimeros reales x, y, tenemos que

a®b8c(a + b)(b+ c)(c + a) = a®bc°
=(a+b)(b+c)(c+a) H (a* — ab+b?) H (a® = a®b® +1%)

ciclico ciclico

de donde
albdcd = H (a2 —ab+ b2) H (a6 — a3 + bﬁ) .
ciclico ciclico

Ademds, tenemos que a? + b* > 2|ab| > ab + |abl, por lo que a? + b* — ab > |ab,
donde la igualdad se cumple si y solo si a = b 0 a = —b. De forma similar, obtenemos
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que a8 — a3b3 + b5 > |ab|®. Luego,

a8’ = H (a2 —ab+ b2) H (aﬁ —a*® + b6)

ciclico clclico
> (Jab] - [be| - |cal) ([abl* - [be]* - |cal®)
= |abc|®
= (abc)®,

por lo que la igualdad se tiene que dar y esta se da si y solo si a = b = ¢ (pues
ninguna suma a+ b, b+ ¢, c+ a puede ser 0). Al sustituir en la primera condicién dada,
obtenemos que 8a® = a3, por lo que a = 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
al menos uno de los nimeros a, b o ¢ debe ser cero.

Problema 8. Determina todas las funciones f : ZT — Z7T tales que todo nimero
primo p divide a f(n)f(p — 1)! + n/® para todo entero positivo n. (Recuerda que Z*
denota al conjunto de los enteros positivos).

Soluciéon de José Hernandez Santiago. Con n = 1y p = 2 tenemos que 2 divide a
FOFO! 4+ 1/® = f(1)f(1)! + 1. Si f(1) > 1 entonces 2 | f(1)!y, por lo tanto, 2
divide a f(1)f(1)!. Luego, 2 divide a la diferencia f(1)f(1)! + 1 — f(1)f(1)! que es
igual a 1, lo cual es imposible. Por lo tanto, f(1) = 1.

Sustituyendo n = 1, tenemos que p divide a f(1)f(p — 1)! +1 = f(p — 1)! + 1 para
cualquier primo p. Luego, p divide a f(n) (f(p — 1)! + 1) + n/®) — f(n) para todo
entero positivo n, de donde se sigue que p divide a n/(®) — f(n). Inferimos que p | n si
ysolosip | f(n),lo que implica en particular que f(p) es una potencia de p. Entonces
para cada primo p, existe un entero positivo g(p) tal que f(p) = p9®).

Aplicando el teorema pequefio de Fermat, obtenemos la cadena de congruencias

nf® = pp’” =P == pp =g (mod p).

La condicién de que p divide a nf(?) — f(n) se convierte en que p divide an — f(n)
para cada entero positivo n y cada nimero primo p. Si n — f(n) # 0, tomando un
primo p tal que p > |n — f(n)| obtenemos una contradiccién a la divisibilidad, por lo
quen — f(n) =0, esto es f(n) = n para cada entero positivo n.

Nos queda verificar que tal funcién satisface que todo niimero primo p divide a n(p —
1)!'+ n? para todo entero positivo n. Por el teorema de Wilson, tenemos que (p — 1)!

—1 (mod p), lo cual implica que n(p—1)! = —n (mod p). Nuevamente, por el teorema
pequefio de Fermat, tenemos que n? = n (mod p) y, de los dltimos dos resultados, se
sigue que n(p — 1)! + n? = —n 4+ n = 0 (mod p), como queriamos.

Problema 9. Sean I'; y I'y circunferencias que se intersecan en dos puntos distintos
Ay B. Una recta por A intersecaa I'y y aI's en C'y D, respectivamente. Sea P la
interseccion de las rectas tangentes aI'y en Ay C, y sea @ la interseccién de las rectas
tangentesa ' en Ay D. Sea X el segundo punto de interseccion de los circuncirculos
de los tridngulos BC'P 'y BDQ@, y sea Y la interseccion de AB y P(Q. Demuestra que
C, D, X y Y son conciclicos.
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Solucién. Primero probaremos que X estd en la recta PQ, lo que equivale a probar que
/BXP+ /BX@ = 180°. Como B, C, P, X son conciclicos, tenemos que /BX P +
/ZBCP = 180°y Z/BCP = 180° — ZBAC, donde la tltima igualdad se da porque
PC es tangente a I'y. De aqui, obtenemos que /BXP = ZBAC. Andlogamente,
obtenemos que Z/BX Q) = ZBAD, lo cual implica que ZBXP + ZBXQ = 180°
como queriamos.

Sean M y N los puntos medios de AC' y AD, respectivamente. Como PA y PC
son tangentes a I';, BP es simediana del tridngulo ABC'y, por lo tanto, ZM BA =
ZCBP = ZCX P. Analogamente, obtenemos que ZABN = ZQX D. Luego,

LMBN =/MBA+ Z/ABN = ZCXP+ ZQXD = 180° — ZCXD.

Sea K la reflexién de A respecto a B. Entonces, M B y N B son paralelas a CK y
DK respectivamente. Luego, Z/CKD = /ZMBN = 180° — ZCXDyC,D, X, K
son conciclicos.

Sea Y la segunda interseccion del circuncirculo del tridngulo C X D con la recta PQ).
Entonces,

L/Y'KC=/Y'XC=180°—- /PXC =180° — ZABM = /180° — AKC

y, por lo tanto, Y estd en larecta AK . Se sigue que Y = Y’y Y esté en el circuncirculo
del tridngulo C'X D, como queriamos.

Problema 10. Oriol tiene una coleccidn finita de cartas, cada una con un entero positivo
escrito en ella. Decimos que la coleccidn es n-completa si para cada entero k del 1 al
n (inclusive), puede escoger algunas cartas de tal forma que la suma de los nimeros
escritos en ellas sea igual a k. Sup6n que la coleccién de Oriol es n-completa, pero deja
de ser n-completa si se retira alguna carta de ella. ;Cudl es la mdxima suma posible de
los niimeros en las cartas?
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Solucién. Para simplificar lo siguiente, nos referimos simplemente como “cartas” a los
nimeros escritos en las cartas. Denotamos por S(A) a la suma de las cartas de una
coleccion A.

Lema. Sea A = {a1,as, ...,a,} una coleccién de cartas con a1 < as < -+ < a,. Si
A es a,,-completa, entonces A es S(A)-completa.

Demostracién. Usaremos induccién sobre n. El caso base n = 1 es evidente. Sea
|A] =n > 2y sea B la coleccién obtenida al quitar a,, de A. Como A es a,,-completa,
B es a,_1-completa, pues la representacion de cualquier z < a,, como suma de cartas
en A, no puede usar a a,,. Por la hipétesis de induccién, B es S(B)-completa. Resta
ver que s es suma de elementos de A para tener S(B) < s < S(A). Pero entonces,
0<S(A)—s < S(A)—S(B) = ay y, como A es a,,-completa, es posible representar
S(A) — s como suma de cartas en A. Tomando todas las demds cartas obtenemos una
representacion para s, como queriamos. 0

Volviendo al problema original, demostraremos que la respuesta es 2n — 1. La igualdad
se alcanza con la coleccién {n,1,1,...,1}, en la que hay (n — 1) unos. Nuevamente
procedemos por induccién sobre n. Diremos que una coleccidon n-completa es minimal
si al quitar cualquier carta deja de ser n-completa. Entonces queremos demostrar que
si A es n-completa minimal, entonces S(A) < 2n — 1. Esto es cierto para n = 1,
ya que el Gnico conjunto 1-completo minimal es {1}. Supongamos que para cualquier
k <n — 1, un conjunto A que es k-completo minimal satisface S(A4) < 2k — 1. Sea
A una coleccién n-completa y minimal con n > 2. Entonces A también es (n — 1)-
completa, por lo que contiene una coleccién (n — 1)-completa minimal B. Si A = B,
terminamos ya que S(B) < 2n — 3, por lo que suponemos que B es estrictamente
mds chica. Como B es minimal, todas sus cartas son a lo mds (n — 1), por lo que es
méx(B)-completa y, por el lema anterior, es S(B)-completa. Como A es minimal y
A # B esto implica que S(B) =n — 1.

Finalmente, demostraremos que hay exactamente una carta que estd en A pero no en
B. Con esto terminamos, pues esta carta es a lo mas n y la suma de las cartas de B
es n — 1. Sea z cualquier carta que estd en A pero no en B. Si = n, terminamos.
De lo contrario tenemos que 1 < n —xz < n — 1y, como B es (n — 1)-completa,
podemos tomar cartas de B cuya suma es n — x. Agregando x a esta representacion
obtenemos una suma igual a n. Se sigue que la coleccién que se forma agregando = a
B es n-completa y, como A es minimal, esta es justamente A, con lo cual terminamos.
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Del 14 al 19 de octubre de 2020 se llevé a cabo el Concurso Nacional de la 4* Olim-
piada Mexicana de Matemadticas para Educacién Basica (OMMEB) de manera virtual.
Participaron 80 estudiantes de primaria, representando a 27 entidades federativas y, 176
estudiantes de secundaria, representando a 29 entidades federativas. La OMMEB est4
compuesta por tres niveles:

a) Nivel I: Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria.

b) Nivel II: Estudiantes de sexto afio de primaria y de primer afio de secundaria.

c¢) Nivel III: Estudiantes de segundo afio de secundaria.

Cada delegacion participa con un equipo de 3 estudiantes para cada uno de los tres
niveles. Cada estudiante presenta dos exdmenes: uno individual y uno por equipos. Para
el Nivel I, la prueba individual consta de 15 problemas para resolver en 90 minutos.
Para los niveles II y III, la prueba individual consta de 15 problemas, separados en
Parte A y Parte B, para resolver en 120 minutos. La parte A consiste de 12 problemas
de respuesta cerrada que se califican como correcto o incorrecto. La parte B consiste
de 3 problemas de redaccién libre.

En los tres niveles, la prueba por equipos consiste de 8 problemas, a resolver en 70
minutos. Se entregan los primeros 6 problemas a cada equipo y tienen 10 minutos para
discutirlos sin poder escribir. Cada integrante debe resolver al menos un problema y
tienen 35 minutos de trabajo individual. Al terminar ese tiempo, el equipo se vuelve a
reunir para intentar resolver 2 problemas adicionales en 25 minutos més.

Los ganadores de medalla de oro y medalla de plata en la prueba individual junto con
los ganadores de medalla de oro en la prueba por equipos en cada nivel, integran la
preseleccion nacional, a partir de la cual se formarédn los equipos que representardn
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a México en la Competencia Internacional de Matemadticas (IMC), a celebrarse en el
verano de 2021 de forma virtual.

A continuacion, listamos los nombres de los alumnos que integran la preseleccién na-
cional, asi como los problemas y soluciones de las pruebas individual y por equipos del
Nivel I de 1a 4* OMMEB.

Nombre Estado Medalla
Artie Aar6n Ramirez Villa Jalisco Oro
Oscar Alexander Macgregor de la Cruz | Tabasco Oro
Takumi Higashida Martinez Ciudad de México | Oro
Yara Peimbert Pichardo Ciudad de México | Oro
Zariffe Yamel Céspedes Pelayo Hidalgo Oro
Olaf Daniel Magos Herndndez Nuevo Leén Plata
Rodrigo Saldivar Mauricio Zacatecas Plata
Antonio Gutiérrez Meléndez Coahuila Plata
Ian Santiago Lopez Ramirez Hidalgo Plata
Jorge Alexander Partida Le6n Sinaloa Plata
Andrea Estefania Estrada Callejas Hidalgo Plata
Angel Emmanuel Ruiz Delgado Zacatecas Plata
Dana Karen Medina Gonzilez Yucatdn Plata
Emmanuel Esquer Coutifio Morelos Plata
Gauss Becerra Reynoso Jalisco Plata
Isaac Emanuel Rodriguez Ibarra Chihuahua Plata
Keira Yaneth Arvizu Islas Tamaulipas Plata
Lucia Mtanous Ramos Coahuila Plata

En la prueba por equipos en el Nivel I, el Estado de Jalisco obtuvo el primer lugar (con
205 puntos), los Estados de Coahuila y Guanajuato obtuvieron el segundo lugar (con
160 puntos) y la Ciudad de México obtuvo el tercer lugar (con 95 puntos).

Los resultados del Campedén de Campeones en el Nivel I fueron:

Primer lugar: Jalisco (con 290 puntos). Segundo lugar: Coahuila (con 250 puntos).
Tercer lugar: Guanajuato y Ciudad de México (con 220 puntos).

Prueba Individual, Nivel I

1) Nam escribié un nimero en su cuaderno al cual multiplicé por 3, al resultado le
sumo 3, después dividié entre 3, por dltimo rest6 3. Si su resultado final fue 3, ;qué
ndimero escribié Nam en su cuaderno?

2) En cada cuadrito de la siguiente tabla se quiere escribir un nimero entre el 1,2, 3,4
y 9, de tal manera que por un lado la suma de los nimeros en cada renglén sea la
misma y, por otro lado, la suma de los niimeros en cada columna sea la misma. Ya
se escribieron algunos de los nimeros. ;Cudl es la suma de los 6 nimeros de los
cuadritos?
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3)

4)

5)

6)

2

Se va a aplicar un examen en el auditorio de la escuela. El auditorio tiene 20 filas de
asientos, la primera fila tiene 10 asientos y cada fila sucesiva tiene un asiento mas
que la fila anterior. Para hacer el examen, los alumnos se deben sentar de manera que
en una fila de asientos, entre cada dos alumnos deben quedar dos asientos vacios.
(Cudl es el maximo nimero de alumnos que pueden sentarse en el auditorio?

Diana va a colorear los niimeros enteros positivos con uno de los colores verde,
blanco y rojo, siguiendo las siguientes indicaciones:

(i) La suma de dos nimeros (que pueden ser iguales) pintados de verde, se pinta de
10jo.

(i1) La suma de dos nimeros (que pueden ser iguales) pintados de rojo, se pinta de
verde.

(iii) La suma de dos nimeros, uno pintado de verde y otro pintado de rojo, se pinta
de blanco.

Si inicia pintando al nimero 1 de rojo, ;de qué color quedard pintado el nimero
20207

Si concluyes que el color del 2020 es el verde, escribe como respuesta: 1; si con-
cluyes que es el blanco, escribe como respuesta: 2; si concluyes que se colorea de
rojo, escribe como respuesta: 3.

Se quiere construir una alambrada en forma de cubo de dimensiones 4 cm x4 cm
x4 cm de manera que la alambrada quede dividida en cubitos de 1 cm x1 cm x1
cm como se ve en la figura. ;Cudntos centimetros de alambre se necesitan?

T —
; <]
4

v

>

Un pintor realizé un mural con puros cuadrados. El primer dfa pint6 un cuadrado
de 1 m x1 m, el segundo dia pinté unode 1 m X1 my otro de 2 m x2 m, el tercer
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dia pint6 cuadradosde 1 m X1 m, 2 m X2 myde 3 m X3 m y asi sucesivamente.
Después de haber pintado 250 metros cuadrados en total, el pintor se detuvo. ;Qué
cantidad de metros cuadrados pint6 el dltimo dia el pintor?

7) Se tienen tres cajas de las cuales una contiene dos bolas, cada una marcada con el
nimero 1; otra contiene dos bolas, cada una marcada con el nimero 2, y la tercera
contiene una bola marcada con el 1 y una bola marcada con el 2. Los contenidos
estan indicados con las etiquetas 11, 22 y 12 que han sido equivocadamente pega-
das en las cajas, de suerte que ninguna de las cajas lleva la etiqueta correcta. Para
restituir a cada caja la etiqueta que le corresponde, se permite entreabrir una caja,
solo el tiempo necesario para ver que nimero tiene una de las bolas. ;Qué etiqueta
tiene la caja que se debe destapar?

8) En la siguiente figura hay un rectdngulo que se ha dividido en tridngulos. ; Cudntos
angulos agudos hay en la figura?
Nota: Un dngulo agudo es uno cuya medida es menor a 90°.

9) Cada numero de 3 cifras decimales se divide entre la suma de sus 3 cifras y da un
resultado. Por ejemplo, el nimero 207 se divide entre 2 + 0 4+ 7 = 9 dando como
resultado %7 = 23. {Cudl es el mayor valor que se puede obtener como resultado,
al considerar todos los ndmeros de tres cifras?

10) Usando las siguientes fichas se pueden formar 325 nimeros diferentes. Algunos
nimeros usan solamente una ficha, otros usan dos fichas y otros usan tres, cuatro o
cinco fichas. ;Cudntos de estos nimeros no son miiltiplos de 9?

0006

11) (Cudl es la razén del area de la figura de la izquierda entre el drea de la figura de la
derecha?
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a

12) Se acomodan cuadrados formando escalones como en la figura hasta tener 2020
cuadrados acomodados.

SR e

Estos cuadrados se colorean intercalando los colores blanco, gris y negro. ; Cudntos
cuadrados del segundo nivel de los escalones se colorean de color gris?

13) La siguiente figura se formé traslapando (encimando) cuadrados de drea 81 cm?
cada uno y el cuadrado que se forma en el centro tiene drea 9 cm?. Si el cuadrado
de arriba estd exactamente arriba del cuadrado de abajo, es decir, los lados verticales
de los dos cuadrados estdn alineados, ;cudnto vale el 4rea sombreada?

14) Considera todos los enteros positivos de la forma

1, 12, 123, ..., 1234567891011, . ..
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que resultan de escribir consecutivamente los primeros enteros.

De los nimeros anteriores, /cudntos digitos tiene el nimero mas pequefio donde
aparece la cadena de nimeros 20227

Nota: Por ejemplo, el niimero mds pequerio en el que aparece la cadena 91 es el
décimo niimero, esto es, el niimero 12345678910.

15) Un gusano debera recorrer todos los segmentos de la siguiente cuadricula. Si recorre
un segmento cada dia, ;jcudl es el menor nimero de dias que necesita el gusano para
recorrer la cuadricula?

Nota: El gusano puede recorrer 2 o mds veces un segmento y no da saltos.

Prueba por Equipos, Nivel I

1) Sean ABC un tridngulo con AB = 6, AC = 9y D un punto del segmento BC'
tal que AD es bisectriz del dngulo ZA. Si el area del tridngulo ABD es igual a 8,
(cudl es el drea del tridngulo ABC?

D

2) Anay Eva juegan alternadamente a colocar fichas en las casillas de una cuadricula
de 9 x 9, con las tres reglas siguientes:

I) en cada casilla vacia se coloca una sola ficha,
II) en un turno pueden colocar 1, 2 o 3 fichas,

1) perderd la que coloca la dltima ficha.

Si inicia Ana, ;quién gana?, describe la estrategia que debe seguir para ganar.
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

Los nimeros enteros del 1 al 9 se escriben en los cuadros de la siguiente cuadricula,
uno en cada cuadro sin repetir. Los niimeros que estdn a la derecha de cada fila son
el producto de los digitos escritos en la fila. Los niimeros que estdn abajo de cada
columna son el producto de los digitos escritos en la columna. Encuentra el valor
de la suma de los nimeros escritos en los cuadros de las esquinas de la cuadricula.

15

64

378

14 144 180

(Cudntos niimeros de tres digitos abc (con a # 0), tienen la propiedad de que los
numeros de dos digitos ab y bc son nimeros primos?

Nota. El niimero 137 tiene la propiedad ya que 13 y 37 son primos, pero el niimero
139 no la tiene ya que 39 no es primo.

Un nimero entero se dice que es ocholate si cumple las siguientes condiciones:

1) Todos sus digitos aparecen en orden creciente.
11) Es miiltiplo de 8.
De los niimeros ocholates de cuatro cifras, ;cudl es la diferencia entre el mayor y el

doble del menor de ellos?
Nota. El niimero 1456 es ocholate y los niimeros 1240, 1448 no son ocholates.

Usando solo los vértices de un cubo se pueden formar 56 tridngulos. ;Cudntos de
estos tridngulos son escalenos, es decir tienen sus tres lados de longitudes diferen-
tes?

(Cudntos niimeros hay en la lista 1, 2, 3, ..., 2019, 2020 que tengan al menos un
digito igual a 2 o un digito igual a 0?

Sean ABC' D un cuadrado con medida de sus lados igual a 5 cm. E' es un punto en
el lado AB con AE = 3 cmy F' es un punto en la diagonal AC' con AF = 4FC.
Encuentra,

1) El valor del drea, en cm?, del tridngulo DEF.

1) Las medidas de los d4ngulos, en grados, del tridngulo DEF'.
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A D
E e F
B C

Soluciones de la Prueba Individual, Nivel I

1y

2)

3)

4)

La respuesta es 5. Si en el tiltimo paso restd 3, significa que el nimero antes de este
paso era 3 + 3 = 6. Como en el paso anterior dividi6 entre 3, entonces el niimero
antes de este paso era 6 x 3 = 18. Como en el paso anterior sumd 3, significa que el
nimero antes de este paso era 18 —3 = 15. Por dltimo, como al principio multiplicé
por 3, significa que el nimero que escribié Nam era % =5.

La respuesta es 18. Como la primera columna tiene un 1, la mdxima suma de co-
lumna es menor o igual que 1 + 5y, como la tltima columna tiene un 4, la minima
suma por columnaes 4 + 1 = 5. Entonces, la suma por columna debe ser 5 0 6. Los
dos casos se muestran a continuacion:

11314 11414
2|1 51212

Como solo el segundo arreglo cumple con la condicién de renglones, la suma bus-
cadaes 3 x 6 = 18.

La respuesta es 137. En las filas 1, 2 y 3 se pueden sentar a lo méds 4 alumnos;
en las filas 4, 5 y 6 se pueden sentar a lo mds 5 alumnos y asi sucesivamente, la
cantidad de alumnos aumenta en 1 cada tres filas. En total se pueden sentar a lo mds
3(4) +3(5) + -+ -+ 3(9) + 2(10) = 137 alumnos.

La respuesta es 3. Revisando los primeros casos se puede ver que el 2 se colorea
de verde, el 3 de blanco, el 4 de rojo, el 5 de verde, el 6 de blanco y asi sucesiva-
mente. En los primeros, casos los nimeros rojos dejan residuo 1 al dividirse entre
3; los nimeros verdes dejan residuo 2 y los nimeros blancos dejan residuo 0. Este
patrén va a seguir, ya que, si sumamos dos nimeros congruentes con 1 médulo 3,
obtenemos un niimero congruente con 2 médulo 3 y, si sumamos dos niimeros con-
gruentes con 2 médulo 3, obtenemos un niimero congruente con 1 mddulo 3. Por lo
tanto, como 2020 deja residuo 1 al dividirse entre 3, podemos asegurar que se pinta
de color rojo.
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5)

6)

7

8)

9)

La respuesta es 300. La alambrada se puede pensar como la unidn de tiras de alam-
bre de 4 cm que se colocan en tres direcciones: “ancho”, “fondo” y “alto”. Como
en cada direccidn se usan 25 tiras, se necesitan 3 X 25 x 4 = 300 cm de alambre.

La respuesta es 54. En la siguiente tabla, se puede observar la cantidad de area que
va pintando el pintor dia a dia hasta superar los 250 metros cuadrados en total.

Dia | No. de cuadritos pintados | m? acumulados

1 1 1

2 5 6

3 14 20
4 30 50
5 55 105
6 91 196
7 140 336

Esto indica que el pintor se detuvo en el dia 7 y ese dia pint6 250 — 196 = 54 m?.

La respuesta es 12. Esta caja es la inica que viendo una bola podemos afirmar qué
nimero tiene la otra. De entrada sabemos que las dos bolas tienen el nimero. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que nos encontramos con las dos bolas que
tienen el 1, a esa caja le debe corresponder la etiqueta 11. Como sabemos que la
caja con la etiqueta 22 no tiene las dos bolas con el niimero 2 y ahora tampoco las
dos con el nimero 1, entonces a esa caja le debe corresponder la etiqueta 12 y a la
que tenfa la 11 le corresponde la 22.

La respuesta es 13. Sean A, B, D, F' los vértices del rectdngulo, C'y E puntos en
los lados BD y DF, respectivamente. Solamente hay dngulos agudos alrededor de
los puntos A, C, Dy E.

B C D

E

A F

En el vértice A concurren 5 segmentos por lo que hay % = 10 4dngulos, todos ellos
menores o iguales a 90° y, solamente uno de ellos, es recto. Entonces, en A hay 9
dngulos agudos. En los vértices C'y F hay un dngulo agudo en cada uno de ellos y
en el vértice D hay 2 dngulos agudos. Luego, en total hay 13 dngulos agudos.

La respuesta es 100. Notamos primero que el cociente entre dos nimeros es mas
grande cuando el numerador es lo maximo posible y el denominador es lo minimo
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10)

1)

12)

13)

posible. Si la suma de cifras es cualquier nimero entero entre 1 y 9, lo maximo
que puede ser el cociente es 100 pues, por ejemplo si la suma fuera 7, el mayor
numerador que puede tener suma de digitos igual a 7 es 700 y entonces @ = 100.
Si la suma de los digitos es 10 0 mds, como el numerador a lo més es 999, entonces
el cociente es menor o igual a % =99.9.

La respuesta es 311. Encontremos la cantidad de niimeros que si son multiplos de
9. Con una sola ficha no hay multiplos de 9, tampoco usando 4 o 5 fichas se puede
formar un maltiplo de 9. Con dos fichas se pueden formar dos multiplos de 9, si se
escogen las fichas 4 y 5 (el 45 y el 54). Con tres fichas hay dos ternas que sirven
{1,3,5} y {2,3,4} y en cada caso hay 6 nimeros miltiplos de 9 que se pueden
formar. Luego hay 2 4- 6 + 6 = 14 nidmeros de los que se forman que son miiltiplos
de 9. Por lo tanto, de los que no son multiplos de 9 hay 325 — 14 = 311.

La respuesta es 3. Observa la siguiente figura.

[

,_1

La razén de las areas es 3.
Solucién alternativa. La razdn de las dreas es

ab+db b+ d)
aa+ac ala+c)

Sustituyendo b = 2a, ¢ =b+a =3ayd = c+ b = 3a + 2a = 5a, obtenemos que

ab+db  2a(a+5a  2(6a) 5
aa+ac ala+3a)  da

La respuesta es 337. Los cuadros aparecen en la siguiente sucesion, en donde se
han subrayado los cuadros del segundo nivel y se ha indicado con B a un cuadro
blanco, con G a un cuadro gris y con /N a un cuadro negro:

BGNBGN BGNBGN---

Notamos que la sucesion se repite cada 6 términos y que exactamente ahi aparece
un cuadro gris en el segundo nivel. Como 2020 = 6 x 336 + 4, la respuesta es 337.

La respuesta es 288 cm?. En la siguiente figura se puede observar que si se juntan
los cuatro pedazos amarillos, se forma un cuadrado de lado (9 — 3) x (9 — 3) =
6 x 6 =36cm.
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14)

15)

Es facil concluir entonces que el 4rea total sombreada es 4 x 81 — 36 = 288 cm?.

La respuesta es 501. El niimero 1234 ... 202 203, donde se han escrito los prime-
ros 203 nimeros enteros positivos, es uno donde aparece la cadena de nimeros 2022
y tenemos que el nimero de digitos es igual a 9+ (90)(2) 4+ (100)(3) +4(3) = 501.
Este nimero es el mds pequefio, pues la cadena 20 aparece antes de considerar el
nimero que usa los primero 200 nimeros, solamente cuando se consideran 20 o
120 niimeros seguidos, asi que no es posible que aparezca antes la cadena 2022.

La respuesta es 67. Empezamos mostrando un camino que prueba que 67 es posible.
Para esto, el gusano empieza en el vértice A de la figura de la izquierda y sigue el
camino morado hasta llegar al punto B. De ahi sigue el camino verde hasta llegar al
punto C' donde, por la linea amarilla, se regresa al punto By, siguiendo el camino
amarillo, sigue hasta llegar al punto E. De nuevo, siguiendo el camino naranja,
el gusano regresa al punto D y avanza por el camino naranja hasta el punto F'.
Después, en la figura de la derecha, del punto F' se va al vértice G por el camino
naranja para que, usando el camino celeste, se regrese al punto F'y siga ese camino
celeste hasta llegar al punto . Finalmente, siguiendo el camino rosa, el gusano
regresa al punto H y, siguiendo ese mismo camino, termina su recorrido llegando
al vértice J.

A J
1
I
X6
|
F Jo F
L
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Ahora, se probard que se ocupa al menos esa cantidad de dias. Primero obsérvese
que hay exactamente 60 segmentos en la figura. Ademads, existen 16 vértices de
la cuadricula que tienen exactamente tres segmentos saliendo de €l (los que estan
sobre los lados del cuadrado mds grande que no son las esquinas), llamémoslos
especiales. Siempre que el gusano llega a un vértice tiene que salir de €1 (a menos
que ese sea el vértice final de su recorrido), por lo que si el gusano no empieza ni
termina en un vértice especial en particular, va a repetir al menos un segmento que
sale de él pues usard dos la primera vez que pase por €l y, como tiene que pasar
de nuevo por ahi para cubrir el tercer segmento, repetird uno cuando salga. Esto
no sucede con los vértices que no son especiales pues tienen una cantidad par de
segmentos saliendo de ellos.

Asf, por cada vértice especial que no es el inicio ni el fin del recorrido, se va a repetir
un segmento. Como son 16 vértices especiales y a lo mucho dos pueden ser el inicio
o el fin del recorrido, se van a repetir al menos 14 segmentos, pero estos se pueden
contar doble (un segmento repetido para un vértice puede ser el mismo segmento
repetido para otro vértice), por lo que al menos se deben repetir en total % =7
segmentos, dando un total de al menos 67 dias para recorrer todos los segmentos de
la cuadricula.

Soluciones de la Prueba por Equipos, Nivel I

1) Sea E un punto del segmento AC tal que AF = AB = 6. Por el criterio LAL, los
tridngulos ABD y ADE son congruentes, lo cual implica que sus dreas son iguales.

A

Por otro lado, como los tridngulos ADE y DCE tienen la misma altura sobre las
bases AE 'y EC, respectivamente, tenemos que Eggg; = % = 2.Luego, (ABD) =
(ADE) = 2(DCE) = 6, por lo que (ABC) = (ABD) + (ADC) + (DCE) =

8 4+ 8 + 4 = 20, donde los paréntesis denotan drea.

2) Veamos que Eva gana si usa la siguiente estrategia: Si Ana pone m fichas, Eva
debe poner 4 — m fichas. De esta manera, en cada turno, al terminar Eva, se habran
puesto un miltiplo de 4 fichas. Como hay 81 casillas, la tltima ficha la pondrd Ana
y entonces Eva gana.
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3) Notemos que cada uno de los nimeros 14, 15, 64, 144, 180, 378 es producto de tres

4)

digitos y, sin importar el orden, de una tnica terna de digitos:

14=1-2-7,
15=1-3-5,
64=2-4-8,
144=3-6-8,
180=4-5-9,
378=6-7-9

)

El ndimero del cuadrado de la esquina superior izquierda es el nimero comun de la
primera fila y la primera columna, que es 1.

El nimero del cuadrado de la esquina superior derecha es el nimero comun de la
primera fila y la tercera columna, que es 5.

El nimero del cuadrado de la esquina inferior izquierda es el nimero comun de la
tercera fila y la primera columna, que es 7.

El nimero del cuadrado de la esquina inferior derecha es el nimero comiin de la
tercera fila y la tercera columna, que es 9.

Por lo tanto, la suma buscada esiguala 1 + 547+ 9 = 22.

Los ntiimeros primos de dos digitos tienen como digito de las unidades a un nime-
ro impar diferente de 5. Luego, ¢ solamente puede ser alguno de 1 .3, 7, 9. Los
nimeros primos de dos digitos que terminan en 1 son los siguientes 5 niimeros:
11, 31, 41, 61 71; los que terminan en 3 son 13,23,43,53, 73,83 que son 6; los
que terminan en 7 son 17,37,47,67,97 que son 5 y los que terminan en 9 son
19,29, 59,79, 89 que son 5.

Si ¢ = 1, hay cinco primos de la forma b1, pero como ab es también primo, b no
puede ser 4 o 6. Luego, bc es solamente uno de 11, 31, 71y, en cada caso, hay 5,6, 5
posibles valores de ab, respectivamente. Luego, en este caso, tenemos 16 nimeros
abc.

Si ¢ = 3, de nuevo hay seis posibles primos de dos digitos de la forma b3, pero co-
mo ab debe ser primo, solamente debemos considerar a 13 y 73. Las posibilidades
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5)

6)

7

para al son cinco y las posibilidades para a7 son cinco, asi en este caso, hay 10
ndimeros abc.

Si ¢ = 7, de los cinco posibles nimeros b7 solamente nos fijaremos en 17, 37y 97,
en los otros casos ab no serd primo. Primos de la forma al, hay cinco, primos de
la forma a3 hay seis y primos de la forma a7 hay cinco, asi en este caso, hay 16
nimeros abc que cumplen la propiedad.

Si ¢ =9, de igual manera solamente serdn de interés el 19 y el 79. Para el primero
hay cinco primos de la forma al y para el segundo hay cinco de la forma a7, por lo
que en este ultimo caso hay 10 niimeros abc de los que se buscan.

Luego, en total hay 16 + 10 4+ 16 4+ 10 = 52 niimeros de tres digitos abc con aby
bc primos.

Solucidn alternativa. Los posibles valoresde bson 1, 3, 7,9. Si b = 1, entonces los
valores posiblesde a son 1, 3,4, 6, 7ylosdecson 1, 3,7,9,loquedad x 4 =20
maneras de escoger el nimero abc. Si b = 3, entonces los valores posibles a son 1,
2,4,5,7,8ylosdecsonl, 7, loqueda6 x 2 =12 nimeros mds de la forma abc.
Si b = 7, entonces los valores posibles a son 1, 3, 4, 6,9 y los de cson 1, 3, 9, lo
que da 5 x 3 = 15 nimeros mds de la forma abc. Ahora si b = 9, entonces valores
posibles de a son 1, 2, 5, 7,9 y el tinico valor posiblede ces 7,loquedab x 1 =5
nimeros mds de la forma abc. Luego, en total hay 20 + 12 4+ 15 4+ 5 = 52 nlimeros
de tres digitos que cumplen lo requerido.

Por las condiciones del problema y el criterio de divisibilidad entre 8, un niimero de
4 digitos con todos sus digitos en orden creciente debe terminar en 248, 256, 456 o
568. Por lo que hay 6 nimeros ocholates de 4 cifras: 1248, 1256, 1456, 2456, 3456 y
4568. La diferencia entre el mayor y el doble del menor es 4568 — 2(1248) = 2072.

Hay 4 tridngulos isésceles sobre cada cara de un cubo: 2 por cada diagonal de la
cara. Para cada vértice del cubo hay tres caras que lo comparten, entonces usando
las diagonales de estas tres caras (las diagonales que no usan el vértice del cubo
tomado), se forma un tridngulo equilétero (que desde luego es isésceles) y, de estos
tridngulos, hay 8. Por lo tanto, se forman (4 x 6) + 8 = 32 tridngulos isGsceles.
Luego, de los (8) = 56 tridngulos que se forman con los vértices del cubo, hay

3
56 — 32 = 24 que son escalenos.

Solucion alternativa. Si el cubo es de lado 1, las distancias posibles entre vértices
del cubo son 1, v/2 y V/3. La distancia v/3 se logra con vértices “opuestos” del
cubo o extremos de diagonales mayores, de las que hay 4. Tomemos una de estas
diagonales mayores, cada vértice de tal diagonal tiene adyacentes tres aristas del
cubo de longitud 1 y, el tercer lado para formar el tridngulo, ya quedé determinado
y es una diagonal de una cara. Luego, hay 4 x 3 x 2 = 24 tridngulos escalenos (el
4 corresponde a las 4 diagonales mayores, el 3 corresponde a los lados adyacentes
a un extremo de la diagonal y el 2 corresponde a los dos extremos).

Contaremos la cantidad de nimeros que no tienen digitos iguales a 2 ni a 0. Si el
nimero tiene un digito, solo hay 8 opciones. Si tiene dos digitos, hay 8 x 8 = 64
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8)

nimeros. Si el nimero tiene tres digitos, hay 8 x 8 x 8 = 512y, si tiene cuatro
digitos, hay 1 x 8 x 8 x 8 = 512 nimeros. En total hay 8 + 64+ 512+ 512 = 1096
nimeros cuyos digitos no son ni 2 ni 0, por lo que la cantidad de niimeros que tienen
al menos un digito igual a 2 o 0 es igual a 2020 — 1096 = 924.

Tracemos el segmento G H paralelo a AD y que pase por F, con G 'y H puntos de

los lados AB y C'D, respectivamente. Como H F' es paralela a D A por el teorema
de Tales tenemos que 22 = 4L — 4 Luego, DH = 4 cm, HC = lcmy

también FG = FH = HC = 1 cm, GF = 4 cm. Esto significa que los tridngulos
rectingulos EGF y F'HD son congruentes.

A D
E | . F

G 4 H
B ~o

Tenemos entonces que el tridngulo DEF es isésceles con EF = FD = /17 cm.
Ademas, como ZHFD + ZEFG = 90° tenemos que ZDFE = 90°. Luego, el
tridngulo D E'F' tiene un angulo de 90° y dos angulos iguales de 45°. Por lo tanto,
su dreaesiguala (DEF) = M =1 em?



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

XXII Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Ca-
ribe

Del 23 al 31 de octubre de 2020 se llevé a cabo la XXII Olimpiada Matemdtica de
Centroamérica y El Caribe (OMCC) organizada desde Panama de forma virtual, en la
que participaron 13 paises y un total de 51 estudiantes. Una vez mds y por doce afios
consecutivos, México se ha posicionado como el lider indiscutible de esta competen-
cia, obteniendo el primer lugar por paises. En esta ocasiéon, México obtuvo 136 puntos
quedando por encima de El Salvador (108 puntos), Venezuela (92 puntos) y Colombia
(91 puntos), quienes ocuparon los primeros cuatro lugares por paises. Cabe mencio-
nar que durante el segundo dia de la competencia, el equipo mexicano logré examen
perfecto.

La delegacién mexicana estuvo integrada por Omar Farid Astudillo Marbédn (Guerre-
ro), Victor Manuel Bernal Ramirez (Sinaloa), David Garcia Maldonado (Oaxaca) y
Eric Ransom Trevifio (Nuevo Ledn). Omar y David obtuvieron medallas de oro, mien-
tras que Victor Manuel y Eric obtuvieron medallas de plata. Los profesores que acom-
pafiaron a la delegacion fueron Héctor Flores Cantu (lider) y Rogelio Valdez Delgado
(tutor).

La OMCC debia llevarse a cabo en junio de 2020, pero fue pospuesta por la pandemia
de Covid19, con la esperanza de que la emergencia sanitaria permitiera en octubre los
viajes internacionales de los participantes. Desafortunadamente, esto no sucedio y el
comité organizador decidid realizar la competencia a distancia, para no defraudar a los
jovenes que se prepararon para este momento durante muchos meses. El formato de
la competencia fue completamente nuevo, con protocolos de seguridad implementados
para que todos los competidores pudieran tener plena confianza en la integridad de
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los resultados. Las medidas incluyeron: un centro de exdmenes en cada pais o territorio
participante. El equipo mexicano se concentré en Cuernavaca, Morelos. Los exdmenes,
socialmente distanciados, se observaron mediante cimaras web y los videos se enviaron
al equipo de vigilancia de Panamd. Ademads se realizaron actividades en linea para que
los competidores interactuaran.

A continuacién, presentamos los problemas de la XXII Olimpiada Matemética de Cen-
troamérica y El Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para
resolverlos.

Primer dia

Problema 1. Un entero positivo de cuatro digitos se dice virtual si es de la forma abab,
donde a y b son digitos y a # 0. Por ejemplo 2020, 2121 y 2222 son virtuales, pero
2002y 0202 no lo son. Encuentre todos los niimeros virtuales de la forma n? + 1, para
algun entero positivo n.

Problema 2. Se tienen monedas idénticas distribuidas en varias pilas con una o mas
monedas en cada pila. Una operacién consiste en tomar dos pilas con una cantidad
total de monedas par entre ellas y repartir sus monedas entre las dos pilas de modo que
ambas terminen con la misma cantidad.

Una distribucién es nivelable si es posible, mediante 0 o mds operaciones, lograr que
todas las pilas queden con el mismo niimero de monedas.

Determine todos los enteros positivos n tales que, para todo entero positivo k, cualquier
distribucién de nk monedas en n pilas es nivelable.

Problema 3. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros. Encuentre todas las funciones
f + Z — 7Z que satisfacen la siguiente propiedad: Para cualesquiera enteros a, b y ¢ con
a+b+c=0,setiene que f(a) + f(b) + f(c) = a® + b* + %

Segundo dia

Problema 4. Considere un tridngulo ABC con BC > AC. El circulo con centro en C
y radio AC corta al segmento BC en D. Sea I el incentro del tridngulo ABC'y sea I'
el circulo que pasa por [ y es tangente a la recta CA en A. Larecta AB y I se cortan
en F', con F' # A. Demuestre que BF' = BD.

Problema 5. Sea P(x) un polinomio con coeficientes reales no negativos. Sea k un
entero positivo y sean x, xa, . . . , £} nimeros reales positivos tales que z;zs - - - T} =
1. Demuestre que P(x1) + P(x2) + -+ + P(xx) > kP(1).

Problema 6. Se dice que un entero positivo N es interocednico si su factorizacion
prima
— nT1,,T2 Lk
N =pi'py* - py
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satisface que
Ty +T2+ -+ Tk =p1+p2+t-oc+ P

Encuentre todos los niimeros interocednicos menores que 2020.

72 Olimpiada Irani de Geometria

El 31 de octubre de 2020 se aplicé en México el examen de la 7% Olimpiada Irani de
Geometria de manera virtual. Este examen fue aplicado en 19 Estados del pais, con la
participacion de 192 alumnos en los cuatro niveles de la competencia. En cada nivel,
son 5 problemas para resolver en un tiempo maximo de 4.5 horas y cada problema vale
8 puntos. México envi6 a Irdn los resultados de los exdmenes con mayor puntuacién en
cada uno de los niveles elemental (5 exdmenes), intermedio (8 exdmenes), avanzado (5
examenes) y libre (un examen). El examen del nivel libre es el mismo que el del nivel
avanzado, solo que en el nivel libre participan alumnos de universidad. En esta ocasion,
se obtuvieron 5 medallas de plata y 12 medallas de bronce.

Los resultados fueron los siguientes:

Nombre Estado Medalla | Nivel
Leonardo Melgar Rubi Morelos Plata Elemental
Alejandra Munoz Espin Morelos Bronce Elemental
Sebastian Montemayor Trujillo Nuevo Leén Bronce Elemental
Eric Ransom Trevifio Nuevo Leén Plata Intermedio
Dariam Aguilar Baja California Plata Intermedio
Diego Caballero Ricaurte Ciudad de México | Bronce Intermedio
Andrea Escalona Contreras Morelos Bronce Intermedio
David Garcia Maldonado Oaxaca Bronce Intermedio
Victor Manuel Bernal Ramirez Sinaloa Bronce Intermedio
Luis Eduardo Martinez Aguirre Nuevo Leén Bronce Intermedio
Rogelio Guerrero Reyes Aguascalientes Bronce Intermedio
José Alejandro Reyes Gonzélez Morelos Plata Avanzado
Tomads Francisco Cantii Rordiguez | Ciudad de México | Bronce Avanzado
Karla Rebeca Munguia Romero Sinaloa Bronce Avanzado
Manuel Gonzdlez Chi Yucatin Bronce Avanzado
Diego Alfonso Villarreal Grimaldo | Nuevo Le6n Bronce Avanzado
Ana Paula Jiménez Diaz Ciudad de México | Plata Libre

A continuacién presentamos los problemas de la 7¢ Olimpiada Irani de Geometria.

Nivel Elemental

Problema 1. Dado un poligono dibujado sobre una hoja de papel, hacer un doblez en
el poligono, serd dibujar un segmento en la hoja de papel y doblarla a lo largo del
segmento. Supén que tienes una hoja con la siguiente figura y que puedes recortarla
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a lo largo del borde (orilla) del poligono dibujado. Iniciando con la figura anterior ya
recortada y realizando a lo mds 5 dobleces obtén una figura rectangular. Describe tu
solucién indicando los segmentos de doblez y dibujando la forma que queda después
de cada doblez en tu hoja de respuesta.

Nota. Los segmentos de doblez no tienen que coincidir con las lineas de la triangula-

cion de la hoja.

Problema 2. Sea ABCD un paralelogramo (AB # BC). Los puntos E y G son
puntos de la recta C'D tales que AC es la bisectriz de los angulos ZEAD y ZBAG.
La recta BC cortaa AFE y a AG en los puntos F'y H, respectivamente. Muestra que
la recta F'G pasa por el punto medio de H E.

Problema 3. En la figura siguiente, hay tres tridngulos equildteros con lados de longi-
tudes a, b, c que tienen un vértice comin y no tienen otro punto comun. Las longitudes
x,yy z se definen como en la figura. Muestra que 3(z +y + 2) > 2(a + b + ¢).

Problema 4. Sea P un punto arbitrario del interior del tridngulo ABC' Las rectas BP
yCP cortana AC'y ABen FE'y F, respectivamente. Sean K y L los puntos medios de
los segmentos BF'y C'E, respectivamente. Las rectas por L y K paralelasa CF'y BE,
cortan a BC' en S'y T, respectivamente; ademads, sean M y N los puntos que resultan
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de reflejara S'y T con respecto a L y K, respectivamente. Muestra que cuando P varia
en el interior del tridngulo ABC, la recta M N pasa por un punto fijo.

Problema 5. Se dird que dos vértices de un poligono simple son visibles uno del otro
si ellos son adyacentes, o el segmento que los une estd completamente contenido en
el interior del poligono (salvo los dos puntos que estdn en el borde). Encuentra todos
los enteros positivos n para los que existe un poligono simple con n vértices, en el
que todo vértice es visible por exactamente otros 4 vértices. (Un poligono simple es un
poligono sin hoyos que no se interseca consigo mismo).

Nivel Intermedio

Problema 1. Sea ABC'D un trapecio tal que AB y C'D son paralelos. Sea M el punto
medio del segmento AB. El punto N en el segmento C'D satisface que ZADN =
$ZMNCy /BCN = {/MND. Demuestra que N es el punto medio del segmento
CD.

Problema 2. Sea ABC un triangulo isdsceles (AB = AC') con circuncentro O. El
punto N es punto medio del segmento BC'y el punto M es la reflexion del punto N
con respecto al lado AC. Supén que 7" es un punto tal que AN BT es un rectangulo.
Prueba que ZOMT = %LBAC’.

Problema 3. En el tridngulo acutdngulo ABC (AC > AB), H es el ortocentro y
M es el punto medio del segmento BC. La mediana AM interseca al circuncirculo
del tridngulo ABC en X. La recta C'H interseca a la mediatriz de BC en E'y al
circuncirculo del tridngulo ABC' de nuevo en F'. El punto .J estd en la circunferencia
w, que pasa por X, E y F, de tal manera que BCH.J es un trapecio (CB || HJ).
Muestra que JB y EM se cortan en w.

Problema 4. El tridngulo ABC estd dado. Una circunferencia arbitraria con centro .J,
que pasa por By C, interseca a los lados AC'y AB en E'y F, respectivamente. Sea X
un punto tal que el tridngulo F' X B es semejante al tridngulo £.JC' (en el mismo orden)
y los puntos X y C' estdn del mismo lado respecto a la recta AB. Andlogamente, sea Y’
un punto tal que el tridngulo £'Y C es semejante al tridngulo £'.J B (en el mismo orden)
y los puntos Y y B estdn del mismo lado respecto a la recta AC. Demuestra que la
recta XY pasa por el ortocentro del tridngulo ABC.

Problema 5. Encuentra todos los nimeros n > 4 tales que existe un poliedro convexo
con exactamente n caras y cuyas caras son todas ellas tridngulos rectdngulos. (Observa
que el dngulo entre cualquier par de caras adyacentes en un poliedro convexo es menor
que 180°).
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Nivel Avanzado

Problema 1. Sean M, N y P los puntos medios de los lados BC, AC'y AB del
triangulo ABC, respectivamente. E' y F' son dos puntos sobre el segmento BC' tales
que ZNEC = %LAMB y ZPFB = %AAMC'. Muestra que AE = AF.

Problema 2. Sea ABC un tridngulo acutdngulo con incentro I. Sup6n que N es el

punto medio del arco BAC del circuncirculo del tridngulo ABP y P es un punto tal
que ABPC es un paralelogramo. Sean () la reflexion de A respecto a N y R el pie de
la perpendicular de A sobre Q1. Muestra que la linea Al es tangente al circuncirculo
del tridngulo PQR.

Problema 3. Considera tres circulos disjuntos donde no hay uno dentro de otro con
la propiedad de que cualquier linea que separa dos de ellos interseca al interior del
tercero. Muestra que la suma de las distancias entre los centros de los tres circulos es a
lo mucho 2v/2 veces la suma de sus radios.

(Una linea separa dos circulos cuando los circulos no intersecan a la linea y estian en
diferentes lados de ella).

Nota. Resultados mas débiles con 2v/2 siendo reemplazado por otra constante c se
podrén valorar dependiendo del valor de ¢ > 2v/2.

Problema 4. Sea ABC'D un cuadrilatero convexo tal que existe un circulo tangente a
cada uno de sus lados. Sea I el centro de este circulo. Este circulo es tangente a los
lados AD, DC,CB y BA en los puntos K, L, M y N, respectivamente. Las lineas
AD 'y BC se intersecan en E'y las lineas AB y C'D se intersecan en F'. La linea K M
interseca a las lineas AB y CD en X y Y, respectivamente. La linea LNV interseca
a las lineas AD y BC en los puntos Z y T, respectivamente. Demuestra que el cir-
cuncirculo del tridngulo X F'Y y el circulo con didmetro EI son tangentes si y solo si
el circuncirculo del tridngulo T'E Z y el circulo con didmetro F'I son tangentes.

Problema 5. Sea ABC' un tridngulo acutangulo (AC > AB) con ortocentro H y
circuncirculo I'. Los puntos M y P son los puntos medios de los segmentos BC'y
AH, respectivamente. La linea AM interseca nuevamente a I en el punto X y el punto
N estd sobre la linea BC' de manera que N X es tangente a I'. Los puntos J y K estdn
en la circunferencia con didmetro M P tal que ZAJP = ZHNM (B'y J estdn en el
mismo lado de AH). La circunferencia w; que pasa por K, H y J y la circunferencia
wa que pasa por K, M y N son tangentes externamente. Demuestra que las tangentes
comunes externas a wj y ws se intersecan sobre la linea N H.
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XXII Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Ca-
ribe

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la XXII Olimpiada
Matematica de Centroamérica y El Caribe.

Primer dia

Solucion del problema 1. (Solucion de Eric Ransom Treviiio). Si el nimero virtual
abab es de la forma n? + 1 para algtin entero positivo n, entonces

n? + 1 = abab = 1000a + 100b + 10a + b = 1010a + 1016 = 101(10a + b),

por lo que (n — 10)(n + 10) = n? — 100 = 101(10a + b) — 101 = 101(10a+b— 1).
Como 101 es primo, tenemos que 101 divide a n — 10 o divide a n + 10.

Si 101 divide a n — 10, entonces n = 10 o n — 10 > 101. La primera opcién no es
posible pues n2+1 = 101 pero n?+1 = abab > 1000. En la segunda opcién, tenemos
que n > 111 > 100y, por lo tanto, n? + 1 > 10001 > abab. Concluimos que en este
caso no hay valores posibles de n.

Si 101 divide a n + 10, entonces n + 10 = 101m donde m > 1 (pues n es un entero
positivo). Si m > 2, entonces n > 101(2) — 10 = 192 > 100 y obtenemos una
contradiccién similar al caso anterior. Luego,m = 1y n = 101 — 10 = 91. Se sigue
que n? 4+ 1 = 8282, el cual es un nimero virtual. Por lo tanto, el tinico nimero virtual
que cumple es 8282.

Solucion del problema 2. (Soluciéon de David Garcia Maldonado). Demostraremos
que los enteros positivos n que cumplen son los de la forma 2% con > 0 un entero. Si
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n = 1, es trivial, pues hay £ monedas en una pila, por lo que se hicieron 0 operaciones.
Sin = 2, se tienen 2k monedas distribuidas en dos pilas, por lo que hacemos una
operacion entre ellas y tendremos £ monedas en cada pila. A partir de aqui, asumiremos
quen > 3.

Si n es impar y es mayor que 1, consideramos k = n. Distribuimos las monedas de
la siguiente manera: Se pone una moneda en una pila y se ponen n + 1 monedas en
cada una de n — 1 pilas (dando un total de 1 4+ (n — 1)(n + 1) = n? monedas). Como
n es impar, n + 1 es par, por lo que las tnicas operaciones que se podrén realizar son
entre nimeros de la misma paridad que son iguales (entre las pilas con n + 1 monedas).
Esto indica que la distribucién dada de monedas no se podrd modificar, por lo que no
es nivelable.

Sin = 2"m conz > 1y m un ndimero impar mayor que 1, consideramos k = n =
2”m. Aqui, se distribuyen las monedas de la siguiente manera: Ponemos una moneda
en cada una de las primeras 2%(m — 1) pilas y ponemos 2*m? — m + 1 monedas en
cada una de las 2% pilas restantes. Como m es impar, entonces 2*m? — m + 1 es par,
por lo que las tnicas operaciones que se podrén realizar son entre nimeros de la misma
paridad que son iguales (ya sea con las pilas de 22m? — m + 1 monedas o con las pilas
de una moneda), y al hacer una operacién no hay cambios en la distribucién de las
monedas. De aqui, concluimos que si n no es una potencia de 2, existe un valor de k y
una distribucidon de kn monedas en n pilas que no es nivelable.

Ahora, sea n = 2% con z > 2y k un entero positivo. Notemos que en cualquier
distribucién de monedas hay una cantidad par de pilas que tienen una cantidad impar
de monedas. Al realizar la operacién entre dos pilas, la suma de las distancias de esta
cantidad de monedas a la que deberia haber al final se reduce o queda igual; en efecto,
si esas pilas tienen ¢; y t2 monedas, entonces

t1 + 1t
Tt
2

)

|k—t1|+|k—t2|2|2/€—(t1+t2)|:2'

lo que significa que esa suma de distancias disminuye o se queda igual al realizarse
una operacion y, queda igual, inicamente cuando las pilas tienen ambas una cantidad
de monedas menor que k o ambas mayor que & (esto es, que (k — t1)(k — t2) > 0).
Luego, debe llegar un momento en el que cualquier sucesién de operaciones que se
realice, ya no cambiard esta suma (porque ya no se puede reducir mds). Si todas las
pilas tienen la misma cantidad de monedas, no hay nada mds qué hacer. Si no, debe
haber dos conjuntos de pilas donde todas las cantidades de monedas en las pilas de uno
de los conjuntos tienen la misma paridad y son mayores que k, mientras que en el otro
conjunto también se cumple que las cantidades de monedas en las pilas tienen la misma
paridad pero son menores que k. Demostraremos que las cantidades de monedas en las
pilas de un mismo conjunto deben ser iguales.

Para esto, tomemos las pilas de monedas que son mayores que £ y, sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que todas tienen una cantidad impar de monedas. Demostraremos
que las cantidades de monedas en las pilas deben ser congruentes entre si médulo 2™
para todo entero positivo m > 1 en todo momento sea cual sea la operacién que se les
aplique, lo cual implicard que deben ser todas iguales. Procederemos por induccién so-
bre m. El caso base m = 1 es trivial, pues ya se sabe que todas tienen la misma paridad
y, si al aplicar ciertas operaciones entre ellas queda una pila con una cantidad par de
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monedas, entonces la suma de las distancias se puede reducir, lo cual no es posible por
hipétesis. Esto significa que, después de cualesquiera operaciones que se les aplique,
las cantidades de monedas deben ser siempre impares.

Abhora, supongamos que ya se sabe que todas son congruentes entre si médulo 2™. De-
mostraremos que también deben ser congruentes entre si médulo 2 1. Supongamos
que hay dos pilas con cantidades de monedas que no son congruentes médulo 2™+, Si
una es congruente con x, la otra debe ser congruente con x + 2" (pues son congruen-
tes médulo 2™). Luego, aplicando una operacién entre ellas, quedard una pila con una
cantidad de monedas congruente con %ﬁm) = x + 2™~ médulo 2™, lo que con-
tradice la hipétesis de induccidn. Por lo tanto, todas las cantidades de monedas deben
ser congruentes entre s médulo 2 F! y, si después de ciertas operaciones se obtiene
una pila que no sea congruente a este residuo médulo 2+, por el hecho anterior sig-
nificard que la suma de distancias se podra reducir. Esto completa el paso inductivo.
Por lo tanto, todas las pilas tienen la misma cantidad de monedas. Para el conjunto de
pilas que tienen menos de k monedas, el argumento es andlogo.

De esta manera, las pilas estdn separadas en dos conjuntos de manera que cualesquiera
dos pilas en el mismo conjunto tienen la misma cantidad de monedas y que la cantidad
de monedas en una pila de un conjunto tiene distinta paridad que la cantidad de mone-
das de una pila en el otro conjunto. Supongamos que hay z pilas de 2y monedas cada
unay hay 2% — z pilas con una cantidad impar w de monedas. En total debe haber 27k
monedas.

De lo anterior, tenemos que

2yz + w(2® — z) = 2%k.

Observemos que z es par, pues 2% — z debe ser par. Sea z = 2"t con t un impary r > 1.
Luego, 2y (27t) + w (2% — 2"t) = 2%k y, como 2" < 2% (pues z # 2%), dividiendo
entre 2" obtenemos que

2yt +w (2I_T — t) =2"""k.

Es claro que x*~" es par, por lo que w (2*~" — t) debe ser par, lo que es una contra-
diccién pues w es impar 'y 2°~" — ¢ también es impar (pues ¢ es impar). Se sigue que,
si n = 2%, cualquier distribucién de nk monedas en n pilas es nivelable. Esto concluye
la demostracion.

Solucion del problema 3. (Solucion de Omar Farid Astudillo Marban). Demos-
traremos que las tnicas funciones que satisfacen la condicién del problema son de la
forma f(z) = 2® + xn donde n es un entero. Primero, verificamos que satisface la
condicién. Sean a, b y ¢ nimeros enteros tales que a + b + ¢ = 0. Entonces,

fla) + f(b) + f(c) = (a2+an) + (b2+bn) + (02+cn)
=a?*+ P+ +(a+b+o)n=a>+b*+c
Ahora, procederemos a probar que estas son las dnicas que cumplen. Sea f(1) = 1+ &
con k un entero. Demostraremos que f(a) = a® + ak para todo entero a. Si se toma

a=b=c=0en
fla)+ f(b) + f(c) =a® + b + ¢, (1)
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obtenemos que 3f(0) = 0y, por lo tanto, f(0) = 0. Luego, tomando b = —a 'y
¢ = 0en (1), resulta que f(a) + f(—a) + f(0) = a® + (—a)? + 02, por lo que
f(a) + f(—a) = 2a®. Esto significa que si f(a) = a? + ak, entonces f(—a) =
2a% — (a® + ak) = a? — ak = (—a)? + (—a)k, esto es, si f(a) es de la forma que se
quiere, también f(—a) lo serd (denotaremos con (*) a esta afirmaci6n).

Usaremos induccién fuerte sobre m para probar que f(m) = m? + mk para todo
entero positivo m, que por (x) se tendria que f(m) = m? + mk para todo entero m.
Como f(0) =0=02+0-ky f(1) =1+k =12+ 1-k, ya tenemos los casos base.
Para el paso inductivo, supongamos que f(0), f(1), ..., f(n) son de la forma deseada
para algiin entero n > 1. Tomandoa = —1,b = —ny ¢ = n+ 1 en (1), por (x) y por
la hipétesis de induccién se sigue que

P4n?4+n+1)? =f(=D+f(-n)+ f(n+1)
= [1®+ (-Dk] + [(—=n)* + (—n)k] + f(n + 1)
=1+n>—(n+1Dk+ f(n+1),
por lo que f(n+ 1) = (n + 1)%2 + (n + 1)k, lo que concluye el paso inductivo y la

induccién. Por lo tanto, las dnicas funciones que cumplen son las de la forma f(x) =
x2 + zk con k un entero.

Segundo dia

Solucion del problema 4. (Solucion de Eric Ransom Trevifio). Sea o« = ZC Al =
LIAF. Como CA = CD, tenemos que ZCAD = LADC'y, como C1 es bisectriz
del angulo ZACD, se sigue que CI es perpendicular a AD vy, por lo tanto, C1 es la
mediatriz de AD. De aqui, tenemos que el tridngulo AID es is6sceles con AI = ID.
Ademds, AC = DC'y LACI = ZICD, por lo que los tridngulos ACI y DCT son
congruentes por el criterio LAL. Esto significa que ZCDI = ZIAC = «.
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Por otro lado, por dngulos seminscritos tenemos que /I FA = /TAC = o = LFAI =
Z/CDI, de donde obtenemos que [ F' = Al = I D. Por tltimo, notemos que

/4BIF = /IFA— /IBF = /ZCDI - /DBI = /DIB

y, como [ F' = ID, por el criterio LAL se sigue que los tridngulos /F'B 'y IDB son
congruentes, concluyendo asi que £'B = D B, como se queria.

Solucién del problema 5. (Solucién de Victor Manuel Bernal Ramirez). Suponga-
mos que P(x) = anz"™ + ap_12" ' + -+ + ayx + d donde d, a1, az, ..., a, son
niimeros reales no negativos. Entonces,

P(x1) 4 P(x2) + -+ + P(xg)
= (an@ 4 -+ d) + (anay + -+ d) + -+ (ana} +--- +d)
=ap (@ +ay+--+ap)+-+ar (v1+x2+ -+ k) + Ed. )

Como 21, x2, ..., T} son positivos y su producto es 1, por la desigualdad MA-MG
tenemos que para cualquier entero positivo m,

a4y Zk\k/(xlxg-nxk)m:k\k/lm:k.

Sustituyendo esta desigualdad en (2), obtenemos que

an (2} + 28+t +-+a (w1 + a2+ -+ ag) + kd
>ka,+ -+ kay + kd
= kP(1),

lo que termina la prueba.

Solucion del problema 6. (Solucion de Omar Farid Astudillo Marban). Sea N =
pytp5? -+ - py* un ndmero interocednico menor que 2020. Primero, como 2 es el pri-
mo mds pequefio, tenemos que pitp3? - - - ppt > 2712y ocomo 2020 > N,
debe suceder que 2%1F@2 T+ < 2020, Si wq + T2 + -+ + T > 11, entonces
2it@zt4ar > 91l — 9048, 1o cual no es posible. Se sigue que x1 + o + - - -+ <
10y,como p; + -+ + px, = x1 + - - - + T, obtenemos que p; + - - - + pr < 10. Esto
implica que ningtin primo en la factorizacién canénica de N puede ser mayor que 10,
por lo que los tnicos primos que pueden estar en dicha factorizaciénson 2, 3,5y 7. A
partir de aqui se trabajan cuatro casos.

1) N tiene solo un divisor primo. Tenemos cuatro opciones: N = 22,33,5% o 77.
Como 5° = 3125 > 2020, 77 > 5° y 3% = 27 < 2020, las tnicas soluciones en
este caso son N =22y N = 33,

2) N tiene exactamente dos divisores primos. Notemos que si el menor de estos dos
divisores no es 2, entonces N = p{'p3? > 3*11*2 Ademds, p; +p2 > 3+5 =38,
por lo que z1 + x2 > 8y, por lo tanto, N > 3%17%2 > 38 = 6561 > 2020, lo que
es una contradiccién. Se sigue que 2 divide a IV, por lo que se tienen tres posibles
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opciones: (p1,p2) = (2,3),(2,5),(2,7).

En la primera, como 342! > 33.22 > 32.23 > 31.24 (pues 3 > 2) y 2020 > 34.21,
obtenemos que los cuatro nimeros 3% - 21,33 - 22,32 . 23 y 31 . 24 cumplen.

En la segunda, observemos que

50.21 > 5%.922 > 54.23 = 5000 > 2020 > 2000 = 5% - 2* > 52.2° > 5. 26,

por lo que solo los nimeros 5 - 24,52 - 25 y 51 . 26 cumplen.
En la tercera opcidn, tenemos que

7821 > 7792 5 76.93 5 75.9% 5 7195 5 73.96 5 72.97 — 6272 > 2020 > 7128,
por lo que solo 71 - 28 cumple.

3) N tiene exactamente tres divisores primos. Comop; +pa +p3 > 2+3+5 =10
yp1+p2+p3s =21+ 22+ x3 < 10, los primos 2, 3 y 5 deben ser esos divisores
primos de N. Luego, N = 271 .3%2 . 5%3 > 28.31.51 5 98.9.92 — 211 5 9020
(puesd >3 > 2,21 + 29+ 3 = 10,292 > 1y x3 > 1), por lo que en este caso no
hay soluciones.

4) N tiene cuatro divisores primos. Entonces x1 + 22 + 23+ 24 =2+3+54+7=
17 > 10 que, por lo dicho al principio, implica que no hay soluciones en este caso.

Finalmente, concluimos que las soluciones son 22, 33, 3%.21,33.22 32.23 31.24 53.
94 52.95 51.96y 7198,



Apéndice

Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.
1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).
Si a = ¢ (mod m)y b= d (mod m), entonces ab = cd (mod m).

Si a = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.

N o wd

Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el
mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3. Si p es un niimero primo de la forma 4k + 3 y p divide a una suma de
cuadrados a® + b?, entonces p divide a cada uno de a y b.

Teorema 4 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > kg, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.
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Teorema 5 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.

Teorema 6 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L), es igual a

n n!
(m) B (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 7 (Binomio). Para a 'y b niimeros cualesquiera 'y n un entero no negativo se

cumple que
(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0

Teorema 8 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xo,
..., Ty, SOn nimeros reales positivos, entonces

Ti+Ta+ -+ T
n

> Yr1x2- Xy

v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = x3 = -+ = Ty,

Teorema 9 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 10 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A’B'C’ son con-

gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C".

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definiciéon 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, ZABC = L/A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A'B’ — BIC’ CTA
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Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.

Teorema 11 (Tales). Si ABC es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC
AD — AE"

Teorema 12 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
BD _ BA

tiene que 55 = 3&-
Teorema 13 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C'N son concurrentes

siysolosif—é-(lff—]\g~%:1.

Teorema 14 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, CA y AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . (](}—A;‘( . % = —1, donde los segmentos se estdn
considerando como segmentos dirigidos.

Definicién 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 15 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 17 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y C'D de una circunferencia se intersectan en un punto P,

entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, B y T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT?> = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 18 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /DAB + /BCD =
/ABC + ZCDA = 180°.

Teorema 19 (Circuncirculo e Incentro). Si 2 es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentroy M es la interseccion de Al con ), entonces MI = MB = MC.
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