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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Mateméticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un puiblico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucion de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2021, Numero 2

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, es lograr una publicacién
verdaderamente util. La consistencia de su publicacién en el contexto nacional, es un
ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes que con su trabajo
comprometido contribuyen al proyecto.

Pasando al contenido, destaca el articulo Vieta Jumping, de Addn Medrano Martin del
Campo. En é€l, se aborda la técnica conocida como “Vieta Jumping” que es usada en
la solucién de problemas que involucran ecuaciones cuadréticas de enteros positivos,
técnica que se popularizé desde 1988 a partir del problema 6 de la IMO de ese afio.
Esperamos que este articulo sea de utilidad para todos los lectores.

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.



Presentacion Y

De especial interés para todos, en este segundo nimero del afio 2021, incluimos los
problemas con soluciones de los exdmenes de las pruebas individual y por equipos
del nivel II del Concurso Nacional de la 4* Olimpiada Mexicana de Matemadticas para
Educacién Basica (OMMEB) que se realiz6 en el mes de octubre de 2020 de forma
virtual. También presentamos los problemas con soluciones del 34 Concurso Nacional
de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM), realizado en noviembre de 2020
también de forma virtual. En el dmbito internacional, incluimos los problemas con
soluciones de la XXXV Olimpiada Iberoamericana de Matematicas, la cual se llevé a
cabo en el mes de noviembre de 2020 de forma virtual.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
exdmenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemadtica de
nuestro pafs. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovenes con talento matemético ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

352 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.

= Concurso Nacional.
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= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 35* Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 2002. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2021-2022 y, para el 1° de julio de 2022, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 35¢ Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizard en
la segunda semana del mes de noviembre de 2021. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccién que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2021 y hasta
la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXIV Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempeifio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 63% Olimpiada Interna-
cional de Matematicas (julio de 2022) y a la XXXVII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (septiembre de 2022).

De entre los concursantes nacidos en 2005 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XXIV Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (junio de 2022).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la XI Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO) a celebrarse en
el mes de abril de 2022.

52 Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica

En el afio 2021, la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM) organiza la Quinta
Olimpiada Mexicana de Matemaéticas para Educacién Basica (OMMEB). Podrén par-
ticipar los alumnos de Primaria y Secundaria, de acuerdo a los siguientes niveles.

Nivel I. Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria o una institucién equivalente.
Los estudiantes no deben haber cumplido 13 afios al 1 de agosto de 2021.

Nivel I1. Estudiantes de sexto afio de primaria y primer afio de secundaria o una insti-
tucién equivalente. Los estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de
2021.
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Nivel III. Estudiantes de segundo afio de secundaria o una institucién equivalente. Los
estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de 2021.

La participacién en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.

El concurso nacional de la 5* OMMEB se realizard del 17 al 21 de junio de 2021 de
forma virtual. Cada Estado participante lo puede hacer con a lo mds un equipo en cada
categoria. Cada equipo estard integrado por un maximo de 4 personas: un lider y 3 es-
tudiantes (una misma persona puede ser lider de mds de un equipo).

Habr4 dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual para el
nivel I constard de 15 problemas a responder en 90 minutos, mientras que para los
niveles II y III, constard de dos partes. La parte A consistird de 12 problemas en la cual
solo la respuesta es requerida. La parte B consistird de 3 problemas y las soluciones
tendrdn que ir acompanadas de argumentos o explicaciones que sustenten la respuesta.
La prueba por equipos en los tres niveles, consistird de 8 problemas a resolver en 60
minutos.

Los ganadores de los distintos niveles se preseleccionardn para recibir entrenamien-
to y presentar exdmenes selectivos para conformar a los equipos que representardn a
Meéxico en la Competencia Internacional de Matemadticas (IMC), que se celebrard en el
verano de 2022.
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Vieta Jumping
Por Adan Medrano Martin del Campo

Nivel Avanzado

Introduccion

La técnica conocida como Vieta Jumping es usada en problemas que involucran ecua-
ciones diofantinas cuadriticas de enteros positivos. Dicha técnica utiliza las férmulas
de Vieta para producir asi soluciones para una ecuacién diofantina a partir de otra so-
lucién. Apelando a la propiedad del buen orden de los enteros positivos, esta técnica
busca llegar a una solucién minimal para nuestra ecuacion diofantina: esto es, una solu-
cién que minimice alglin pardmetro entero positivo asociado a la solucién, comtinmente
siendo este pardmetro la suma de las soluciones.

La técnica se popularizé a partir de 1988 gracias al problema 6 de la IMO de ese afio
(que resolveremos posteriormente en este articulo), la cual fue celebrada en Australia.
En [1], Arthur Engel escribi6 la siguiente nota acerca de la dificultad de este problema,
la cual también se encuentra documentada en inglés en [2]:

“Ninguno de los seis miembros del comité de problemas Australiano pudo resol-
verlo. Dos de los miembros fueron Georges Szekeres y su esposa, ambos afamados
solucionadores y proponentes de problemas. Dado que era un problema de teoria de
numeros, fue enviado a los cuatro investigadores de teoria de nimeros Australianos
con mds renombre. Se les pidi6 trabajar en el problema por seis horas. Ninguno pudo
resolverlo en ese tiempo. El comité de problemas lo mandé al jurado de la 29 IMO
marcado con un doble asterisco, colocdndolo asi como problema super dificil, posi-
blemente demasiado dificil para proponer. Tras una larga discusién, el jurado tuvo la
valentia de elegirlo como el problema final de la competencia. Once estudiantes escri-
bieron soluciones perfectas.”



2 Vieta Jumping

Encontrando valores de un parametro

Veremos como se aplica la técnica de Vieta Jumping para encontrar los posibles valores
de un pardmetro en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Sean a, b enteros positivos tales que ab divide a a? + b% + 1. Muestra que

a?+b+1

3.
ab

Solucién. Fijemos un entero positivo k£ con conjunto de soluciones no vacio y conside-
ramos las soluciones (a, b), consistiendo de enteros positivos, de la ecuacién

a®+0*+1

k.
ab

Tomemos una solucién (a, b) con suma a + b minimo y @ > b. Podemos reescribir
nuestra ecuacién anterior como a® — kab + b> + 1 = 0, la cual veremos como una
ecuacion cuadratica en a:

2% — kbr +b% +1=0.

Por construccidn, a es solucién a dicha ecuacién y llamaremos c a la segunda solucién.
Usando las férmulas de Vieta, obtenemos que

a+c=kb
ac="b>+1
de donde 2
1
c=kb—a= +

de la primera igualdad se obtiene que c es entero, y de la segunda que c es positvo.
Esto implica que (b, ¢) es solucién a la ecuacién original. Por la minimalidad de a + b,
tenemos que ¢ > ay,comoa > b > 1,

A <ac=b+1<d®>+1

y por lo tanto @ = b. Con esto concluimos que para cada k entero positivo, las solucio-
nes (a, b) en entero positivos con suma a + b minima a la ecuacién original cumplen
que a = b, por lo que basta considerar @ = b para encontrar los posibles valores de k.
Tenemos pues que

207 +1 1

k a2 :2+§€Z

y la tnica posibilidad para a,b es a = b = 1 por lo que £k = 3, como queriamos
mostrar.

Ejemplo 2. Encuentra todos los enteros k tales que existen enteros positivos a, b tales
que
b+1 a+1
+ =

k.
a b
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Solucién. Notemos que podemos reescribir la ecuacién del problema como
a? —a(kb—1)+b*>+b=0.

Fijamos un entero positivo k£ con conjunto de soluciones no vacio y dicho conjunto de
soluciones (a, b) en enteros positivos de nuestra ecuacion. Tomamos una solucién con
a+b minimo de entre estas soluciones, con a > b. Considerando la ecuacion cuadritica
en a:

2 —2(kb—1)+b>+b=0

observamos que a es una solucién y llamaremos c a la segunda solucién. Usando las
férmulas de Vieta tenemos que

at+c=kb—1
ac=b>+b
de donde Db
c=kb—1—-a= .
a

Esto muestra que ¢ es un entero positivo y la pareja (b, ¢) es también una solucién al
problema original. Por la minimalidad de a + b obtenemos que a < cy, como b < a,
tenemos que
(a—1)24+(a—1)<a*<ac=b*+b<da’+a

y concluimos que a = b. Esto quiere decir que entre las soluciones (a,b) en enteros
positivos a la ecuacién original, aquella que minimiza el valor de a + b satisface que
a = by, por lo tanto, basta explorar las parejas que cumplen a = b para encontrar los
posibles valores de k. Tenemos que

k:2(“+1):2+zez
a a

por lo que @ = 1 0 2 dando k = 4 o 3, respectivamente.

Encontrando conjuntos de soluciones

En los siguientes ejemplos no solo usaremos Vieta jumping para encontrar los posibles
valores de un pardmetro, sino para caracterizar todas las soluciones de un sistema sujeto
a condiciones como ecuaciones o divisibilidad.

Ejemplo 3. Encuentra todas las parejas de enteros (a, b) tales que
ab | a® + b*.

Solucién. Notemos que si (a, b) es una solucién entonces (a, £b) y (—a, £b) son solu-
ciones también. Asumiremos entonces que a, b son enteros positivos, y bastard encon-
trar las soluciones con dichas condiciones. Fijemos un entero positivo k y una pareja
(a, b) de enteros positivos con a > by a + b minimo tal que

a?+b*

k.
ab



4 Vieta Jumping

Esto nos da una ecuacién cuadrética en a: 22 — kbx + b2 = 0 donde a es solucién, y
Ilamemos c a la segunda solucién. Usando las férmulas de Vieta tenemos que

a+c=kb

ac = b?
de donde )
c=kb—a=—
a

por lo que ¢ es un entero positivo y la pareja (b, ¢) es también una solucién al problema
original. Por la minimalidad de a + b, obtenemos que a < ¢y, como b < a, tenemos
que
b? < a? < ac=b?
y por lo tanto a = b, lo cual implica que k£ = 2. Hemos mostrado entonces que este es
el tnico valor entero que k puede obtener. Ahora bien, si kK = 2 entonces a?+b% = 2ab,
de donde
(a—0)?=0

por lo que las unicas parejas de enteros positivos que satisfacen el problema son aque-

llas de la forma (a, a), y como el problema nos pide soluciones en enteros, las parejas
que satisfacen el problema son

(CL, a)v (av _a)v

para todo entero q distinto de 0.

Ejemplo 4. Encuentra todas las parejas de enteros positivos (a, b) tales que
alb>~b+1 y bla®—a+1.

Solucion. Una pareja (a, b) que cumple con el problema satisface que mcd(a, b) = 1,
de donde
mcd(a,a — b) = med(b,a — b) = 1.

Las condiciones de divisibilidad del problema son equivalentes a que ab divide a ambos
b3 — b2 + by a® — a® + a. Restando, obtenemos que ab divide a

(a—b)(a* +ab+b*>—a—b+1)

y, por lo tanto, ab | a® + b*> — a — b+ 1, pues med(ab,a — b) = 1.
Ahora, fijemos un entero k y una pareja (a, b) de enteros positivos cona > by a + b
minimo tal que
a2+’ —a—-b+1 B
ab N
Esto nos da una ecuacién cuadritica en a:

k.

2 — bk + 1)+ B> —-b+1)=0
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donde a es solucidn, y llamemos c a la segunda solucién. Usando las férmulas de Vieta
tenemos que

at+c=kb+1
ac=0b*—b+1
de donde Db
c=kb+1—a=———

a
por lo que c es un entero. Ademds, comoa > 1,06 > 1yb? —b+1=0b(b—1)+1>1,
el entero c¢ es positivo y la pareja (b, ¢) es también una solucién al problema original.
Por la minimalidad de a + b obtenemos que a < cy, como b < a, tenemos que

BP<a?<ac=b—-b+1
de donde b = 1. Entonces tenemos que

a2—a—|—17

1
k= =ag—-1+-€7Z
a

a

de donde @ = 1y por lo tanto £ = 1. Hemos mostrado entonces que este es el tinico
valor entero posible de k. Ahora bien, si £ = 1 entonces a?+b?—a—b+1=ab, por
lo que

(a=b)2+(@—-172+0-1)2?=0

y la dnica pareja (a, b) que satisface esta ecuacién es (1, 1), dando nuestra dnica solu-
cién.

Saltos a través de la IMO

Resolveremos algunos problemas involucrando técnicas pertinentes a Vieta jumping
que han aparecido en la IMO o en la lista corta de la IMO. Llegé el momento de resolver
aquel famoso problema de 1988 y algunas de sus revanchas en afios posteriores.

Ejemplo 5. (IMO 1988/6) Sean a, b enteros positivos. Muestra que si
a® + b2
ab+1

es entero, entonces es un cuadrado perfecto.

Solucién. Procedemos por contradiccién. Consideremos la ecuacion

2 2
a®+b ke
ab+1

y fijemos un entero positivo k que no es cuadrado perfecto. Supongamos que su con-
junto de soluciones es no vacio y consideremos una solucién (a, b) con a + b minimo
y a > b. Podemos reescribir nuestra ecuacién como una ecuacion cuadrética en a:

22 —kbx+b>—k=0.
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Por construccidn, a es solucién a dicha ecuacién y llamaremos c a la segunda solucién.
Usando las férmulas de Vieta tenemos que

a+c=kb
ac=b%>—k
de donde )
b —k
c=kb—a=

por lo que ¢ es un entero. Mostraremos ahora que c es positivo. Notemos que ¢ # 0, de
lo contrario & = b% pero k no es un cuadrado perfecto por hipétesis. Si ¢ es negativo,
entonces —kbc > k y por lo tanto

0=c®—kbc+b>—k>2+02>0

lo cual es una contradicién, de donde ¢ es positivo. Esto muestra que la pareja (b, ¢) es
una solucién en enteros positivos a nuestra ecuacién y, por la minimalidad de a + b,
obtenemos que b < a < c. Esto nos dice que

P<a’<ac=b>-k
lo cual es imposible, contradiciendo la existencia de soluciones a la ecuaciéon
@0,
ab+1
con k no cuadrado perfecto.

Ejemplo 6. (IMO 2003/2) Encuentra todas las parejas de enteros positivos (a, b) tales

que

CL2

2ab? — b3 + 1

€s un entero positivo.

Solucién. Notemos primero que el denominador de la fraccién en cuestion es
D=0v*(2a—b)+1
el cual debe ser positivo, pues el numerador lo es. Tenemos entonces dos posibilidades:
= Si D = 1 entonces b = 2a y obtenemos la pareja (a, 2a).
= Si D > 1entonces D > b* de donde

a? a®

1< & @
S0Pl B

y por lo tanto a > b.
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Ahora, fijemos un entero positivo k y tal que el conjunto de soluciones en enteros
positivos a la ecuacién

a?

_— - k

2002 — b3 +1
es no vacio. Nuestro objetivo es caracterizar dichas soluciones. Podemos reescribir
nuestra ecuacién como a? — 2kab? + k(b3 — 1) = 0, dando una ecuacién cuadrética
en a:

2? = 2kb*x + k(b® —1)=0

donde a es una solucidn, y llamemos ¢ a la segunda solucién de dicha cuadritica.
Usando las férmulas de Vieta tenemos que

a+ c = 2kb?
ac = k(> —1)
de donde 5
k(b®> —1
c:2kb2—a:7( )

a

por lo que ¢ es un entero no negativo. Notemos que ¢ = 0 si y solosi b = 1, en
cuyo caso a = 2k y obtenemos las soluciones (2k,1). Si b > 1 entonces ambos
a, ¢ son enteros positivos. Esto nos dice que fijando b > 1 junto con k, si una de las
soluciones a nuestra cuadrdtica es entero positivo entonces la segunda también lo es.
Como a + ¢ = 2kb?, entonces

méx{a,c} > kb
y sin pérdida de la generalidad asumimos que a > c. Obtenemos entonces que

k(b3 —1) kb3
<c a < 2
Habiendo probado ya que b = 2¢ o bien ¢ > b, concluimos que b = 2¢. Esto nos dice

que

b 2k -1
o=t o2 D)
2 b
de donde k = % y se sigue que a = L;b_ Esto nos da las soluciones (8c* — ¢, 2¢). Con

esto hemos caracterizado todas las posibles soluciones a nuestra ecuacién cuadrética
para cada b, k, y por lo tanto hemos encontrado todas las soluciones del problema, las
cuales son (2n, 1), (n,2n), (8n* — n,2n), para todo n entero positivo y estas clara-
mente cumplen que la fraccién original es un entero.

Ejemplo 7. (IMO 2007/5) Sean a, b enteros positivos. Muestra que si

(4a% —1)?
4ab— 1

es entero, entonces a = b.
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Solucién. Primero notemos que si la expresion del problema es un entero, entonces
4ab — 1 divide a

b*(4a® — 1) — (4ab — 1)(4a®b — 2ab + a*) = (a — b)>.
Probaremos que si
(a—b)? _
dab—1
es entero, entonces k = 0. Para esto procederemos por contradiccién: fijamos k en-

tero positivo y supongamos que su conjunto de soluciones es no vacio. Elegimos una
solucién (a, b) con a + b minimo y a > b. Tomando la ecuacién cuadrética en a:

k

22 — (204 4bk) + b2 + k=0

obtenemos que a es una solucién a dicha cuadrética, y llamemos c a la segunda solu-
ci6én. Usando las férmulas de Vieta tenemos que
a+c=2b+ 4bk
ac="b>+k
de donde

2
c=2b+4bk—a:b tk

y asi, ¢ es un entero positivo. Luego, (b, ¢) es solucién de nuestra ecuacién con by ¢
enteros positivos. Por la minimalidad de a 4 b obtenemos que b < a < c. Entonces

2 2 2 (a—b)2
- <ac—-b"=k=-——"
“ = ac 4ab -1

pero esto implica que
a<(a+b)(dab—1)<a—-b<a
lo cual es imposible, contradiciendo la existencia de soluciones a la ecuaciéon

(a—b)? _

- =k
4ab — 1

para k > 0. De este modo, solo es posible encontrar soluciones para k = 0, donde es
necesario que a — b = 0, o de manera equivalente a = b como queriamos.

Ejemplo 8. (IMO, Lista Corta 2019/N8) Sean a, b enteros positivos. Muestra que

4a2w
2 _—
a-l—[b

no es un cuadrado perfecto.
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Solucién. Procedemos por contradiccién. Fijemos un entero positivo ¢ tal que para
algunos a, b enteros positivos tenemos

4 2
a2

Usando la definicién de la funcion techo, obtenemos

2
2

4a
c —a2—1<T§c2—a2

o de manera equivalente,
0<ch—a?(b+4) <b.
rt+y

Consideramos la sustitucion x = c+ayy = ¢ — a de modo que ¢ = ZL¥ y g = ¥,
Entonces nuestra desigualdad anterior puede reescribirse como

0< (x;y)Qb—(x;y)Q(b+4)<b

o de manera equivalente, como

0<—2*—y*+ay(b+2) <b
Llamaremos d = zy(b+2)—22—y?, de modo que z, y satisfacen la ecuacién cuadrética
2> +ayb+2)+y>+d=0

donde adicionalmente sabemos que 0 < d < by por construcciéon z > y. Fijan-
do b, d,y obtenemos una ecuacién cuadrdtica cuyas soluciones son x, z. Usando las
férmulas de Vieta tenemos que

x+z=y(b+2)
rz=y?+d
de donde

2+d
z:y(b—|—2)—:c:y +

de donde z es un entero positivo. Supongamos que fijando tGnicamente b, d tomamos
inicialmente una pareja (z, y) con 2 > y que satisface la ecuacion cuadrdtica con suma
minima z +y. Como la pareja (y, z) también satisface nuestra ecuacién cuadrdtica, por
la minimalidad de x + y tenemos que < z, de donde
2 2
+b +d b+2
y by _ s yb+2)

z
Y T - 2

lo cual implica que 2 > 42y, por lo tanto, y = 1. Esto implica que nuestra ecuacién
cuadrética original es de la forma 2% — z(b + 2) + 1 4+ d = 0 o de manera equivalente,
d+1=xz(b+2—x) > 0 pero para valores enteros de z, el menor valor positivo
de z(b+ 2 — ) es b+ 1, que es mayor que d 4+ 1 ya que d < b por hipétesis. Esto
contradice la existencia de soluciones a nuestra ecuacién cuadrética, y por lo tanto al
problema original, terminando nuestra prueba por contradiccién.
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Ejercicios

1) (Brilliant [3], Ariel Gershon). Sean a y b enteros positivos tales que ab — 1 divide a
a® + b%. Muestra que

a® + b? _

ab—1

2) (Brilliant [3]). Encuentra todas las parejas (n, m) de enteros positivos con 1 < n <
m < 100 tales que n divide a m? — 1y m divide a n? — 1.

3) (Crux Mathematicorum [4]). Sean a, b y c enteros positivos tales que 0 < a? + b2 —
abe < c. Muestra que a? + b — abc es un cuadrado perfecto.

4) (Vietnam, 2002). Encuentra todos los enteros positivos n para los cuales la ecuacién
(a+b+c+d)? =n?abed
tiene una solucién en enteros positivos.
5) (Putnam, 1993). Muestra que para cada ndmero real NV, la ecuacién
a? +b% + ¢ + d* = abe + bed + cda + dab
tiene solucidn en enteros positivos, todos mayores que N.

6) (Vandervelde, 2013 [5]). Sean a, b, ¢ enteros positivos tales que abc + 1 divide a
a? + b% + 2. Muestra que
a?+ b+ c?
abc+1
puede escribirse como la suma de dos cuadrados perfectos positivos.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este segundo nimero del afio 2021. Aprovechamos para invitarte a que contribu-
yas a enriquecer esta seccién de la revista. Estamos seguros que conoces problemas
interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicién la direccién
revistaomm@gmail.com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. En la siguiente figura, BDF H es un rectdngulo. Si las dreas de los
triangulos ADE, EFG y GHC son 24, 6 y 6, respectivamente, ;cudl es el drea del
triangulo ABC'?

A

D £ F
\G\

B p c

Problema 2. Se tienen 100 focos apagados acomodados en una fila y hay un botén en
frente. Al presionar el botdn, todos los focos se encienden. Al presionarlo de nuevo, se
apagan los focos en posiciones pares. Cuando se vuelve a presionar el botén, cambian
de estado los focos que estdn en una posicién multiplo de 3. En general, al presionar el
botén por k-ésima ocasion, los focos en posiciones divisibles por k£ cambian de estado.
Si el botén se oprime 100 veces, ;cudntos focos quedaron encendidos al final?

Problema 3. ;Cudntas progresiones aritméticas de diferencia comin un entero cum-
plen que contienena 1 y a 20217

Problema 4. Se tiene un tridngulo equildtero de lado 4 y se trazan lineas paralelas a los
lados que pasan por los puntos medios, como se muestra en la figura.
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T 200

Luego se trazan circulos cuyos didmetros son los segmentos que unen los puntos me-
dios de cada lado. ;Cudnto vale el drea sombreada?

Problema S. Sean ay, as, . . ., a1g enteros que no son multiplos de 5 tales que cada uno
de los nimeros

10 10 10 10 10
ay +az, ay +as, a3 + a4, ..., g + a19, G+ a,

es mdltiplo de 5. Demuestra que cada uno de los nimeros a; + 1,a2 + 1,...,a10 + 1,
es multiplo de 5.

Problema 6. Sean a y b nimeros reales positivos tales que 37 + = 1. Demuestra

que

_b_
b+1
a b

- —— =qa—b.
2+1 a2+1 “

Problema 7. Sea BC'D un tridngulo acutdngulo isésceles con BC' = BD. Sea P
el pie de la perpendicular desde C' hasta BD. Prolonguemos C P hasta intersecar al
circuncirculo del tridngulo BC'D en A. Larecta AD corta al circuncirculo del tridngulo
ABPen Ay E.Larecta EP cortaa CD en M. Prueba que M es el punto medio de
CD.

Problema 8. ;Cudntos tridngulos isdsceles se pueden formar con los vértices de un
poligono regular de 21 lados?

Problema 9. Sean p1, ps y ps tres nimeros primos tales que p; < p2 < ps, 2p2 =
p3 — 25y p1p3 = 3p1p2 + 16. Determina los valores de p1, p2 y p3.

Problema 10. ;Cuantos nimeros menores que 100000 tienen como digito més grande
un 7 y como segundo digito mds grande un 2? Ejemplos: 2007 cumple, 2777 cumple,
7777 no cumple, 6121 no cumple, 22107 cumple.

Problema 11. Sean a1, aq, . . ., a,, nimeros reales positivos. Sea
. 1 1 1 1
m=minya, +—, a2+ —, ..., Qp—1+ —, Qp + — .
ag as Gn, ay
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Demuestra que
1
Yaraz---ap + ——— > m.
n/a1a2 s Oy

Problema 12. Un niimero “chida” es un nimero divisible por la suma de los cuadrados
de sus digitos. Ejemplo, 2010 es chida porque 22 + 02 + 12 + 0% = 5y 5 divide a 2010.
Demuestra que existen infinitos ndmeros 7 tales que n y n + 1 son chidas.

Problema 13. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo inscrito en una circunferencia w con
centro O. Un punto variable X se escoge en el arco menor AB de w y los segmentos
CX y AB se cortan en D. Denotemos por O7 y O2 los circuncentros de los tridngulos
ADX y BDX, respectivamente. Determina todos los puntos X para los cuales se
minimiza el drea del tridngulo OO; Os.

Problema 14. Sea a¢ > 0 un nimero real y sea

an—1
ap =
£/ 142020 - a?ﬁl
.. 1
para cada entero positivo n. Demuestra que asg2o < 2020°

Problema 15. En cada casilla de un tablero de 8 x 8 se encuentra un caballero o un
mentiroso. Como es costumbre, los caballeros siempre dicen la verdad y los menti-
rosos siempre mienten. Sup6n que todas las personas en el tablero dicen la siguiente
afirmacién: “La cantidad de mentirosos en mi columna es estrictamente mayor que la
cantidad de mentirosos en mi fila”. Determina cudntas configuraciones posibles son
compatibles con estas afirmaciones.

Problema 16. Un pueblo tiene 5 calles verticales y 5 calles horizontales. En las calles
horizontales se puede mover a la derecha, pero no a la izquierda. En la primera calle
vertical se puede mover solo hacia abajo, en la siguiente calle solo hacia arriba, en la
tercera solo hacia abajo, en la cuarta solo hacia arriba y en la quinta solo hacia abajo.
Si Héctor estd en el punto A y quiere llegar al punto B, ;de cudntas maneras puede
hacerlo? (Héctor debe seguir el sentido de las calles).
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Problema 17. Consideremos n > 3 ntimeros reales positivos distintos. Demuestra que
hay a lo mds n — 2 potencias enteras de 3 distintas que pueden ser expresadas como
suma de tres elementos distintos entre estos n nimeros.

Problema 18. En cierto bosque habitan varios enanos, cada uno de los cuales tiene tres
sombreros numerados con alguno de los nimeros 1,2, ..., 28. Los tres sombreros de
un mismo enano tienen nimeros distintos. Cada dfa se celebran tres festivales en este
bosque. En el primer festival, cada enano usa el sombrero con el nimero menor, en
el segundo, usa el sombrero con el segundo menor nimero y, en el dltimo, usa el que
tiene el nimero mayor. Después de esto, se dan cuenta de que cualesquiera dos enanos
usaron sombreros con el mismo nimero en a lo mds un festival. Determina la mayor
cantidad posible de enanos.

Problema 19. Seis circunferencias tienen un punto en comtn. Prueba que una de ellas
contiene en su interior o frontera el centro de otra circunferencia.

Problema 20. Se define una sucesién ay, ag, ..., a,, ... por a; = a, donde a es cual-
quier nimero entero y, para cada entero positivo n, a,+1 = a2 — a,, — 1. Demuestra
que an+1 Y 2n + 1 son primos relativos para cada entero positivo n.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccién encontrards las soluciones a los 20 problemas de practica elegidos para
este ndmero de la revista. Antes de consultar estas soluciones, te recomendamos hacer
tu propia solucién a cada problema o, al menos, haberle dedicado un tiempo conside-
rable a cada uno de ellos.

Es muy comtn en matematicas que un problema tenga mds de una solucidén. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las tinicas. Aunque hayas
resuelto un problema y estés muy seguro de que tu solucion es correcta, te invitamos
a consultar estas soluciones y discutirlas con tus compaiieros. Si logras encontrar una
solucidn diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas de tus soluciones, te invi-
tamos a compartirlas con nosotros a la direccién revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Es claro que los tridngulos ADE, GFE, GHC y ABC

son todos semejantes entre si. Si [X|] representa el drea de la figura X, sabemos que

(‘;ﬁ—g)Q = Eé‘l[;g = 2 — 4, porlo que AD = 2FG. Con un razonamiento similar,

6
podemos ver que F'G = GH. Debido a que BDF'H es un rectangulo, entonces AB =

AD + DB = AD+ FH = AD + FG+ GH = AD + 2FG = 2AD. Luego,

fagcl = (42)? = 4y, por lo tanto, [ABC] = 4[ADE] = 4(24) = 96.

Solucién del problema 2. Notemos que un foco en la posicién n cambia de estado
cuando se presiona el botén por k-ésima vez si y solo si k divide a n. Como todos
inician apagados y se desea saber cudles terminan encendidos, se ocupa que la posicion
en la que se encuentra el foco tenga una cantidad impar de divisores positivos, lo cual
indica que este debe ser un cuadrado perfecto. Como solo hay 10 cuadrados perfectos
entre 1 y 100, se concluye que exactamente 10 focos quedaran encendidos al final.

Solucién del problema 3. Sea r la diferencia comtin de la progresién. Dado que r es
un entero y es igual a la diferencia entre cualesquiera dos términos consecutivos de
la progresién, tenemos que r divide a 2021 — 1 = 2020. Observemos que por cada
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divisor (positivo o negativo) de 2020, hay exactamente una progresién aritmética que
contiene a 1 y 2021, ya sea que aparezca primero 1 (cuando > 0) o que aparezca
primero 2021 (cuando r < 0). Como 2020 = 225101, se sigue que hay exactamente
2(24 1)(1 + 1)(1 4+ 1) = 24 progresiones aritméticas que satisfacen el problema.

Solucién del problema 4. El drea que buscamos consiste de 4 tridngulos equildteros
de lado 1 junto con 6 gajos que se forman de tomar una sexta parte del circulo de radio
1 y quitdndole un tridngulo equildtero. El circulo de radio 1 tiene area 7 y un tridngulo
equildtero de lado 1 tiene 4rea v/3/4. Entonces, tenemos que el 4rea buscada es igual a

V3 T V3 V3
4(T>+6<E—T)=W—7.

Solucién del problema 5. Como a; no es mdltiplo de 5, entonces por el teorema pe-
quefio de Fermat, a} = 1 (mod 5). Entonces, a;® = a? (mod 5). Luego, a}® + as =
a} +ay (mod 5). Como los cuadrados médulo 5 son congruentes con 0, 1 0 4, tenemos
que az = —1 (mod 5) 0 az = —4 (mod 5). Como (—1)? = (—4)? = 1 (mod 5),

entonces

a3’ + a3 = a3 +az =1+ az (mod 5).

Luego, az = —1 (mod 5). Pero entonces a4y = —(a3)? = —1 (mod 5). Continuando
de esta forma, obtenemos que a4y = —1,a5 = —1 (mod 5),...,a1 = —1,a2 =
—1 (mod 5). Por lo tanto, a; + 1,a2 + 1,...,a10 + 1 son todos miltiplos de 5.

Solucién del problema 6. La condicién dada es equivalente a a(b + 1) + b(a + 1) =
(a+1)(b+ 1), estoes, ab = 1. Luego, b = 1. Se sigue que

a b a? 1 a*—1 a?—1 b
— = — = = = aqQ— — = —
2+1 a?+1 a®>+1 a(a®>+1) a(a®>+1) a a ’

como se queria.

Solucién del problema 7. Como los cuadriliteros ABCD y APBE son ciclicos,
tenemos que

4ZBDM = /BDC = /BAC = /BAP = /BEP = /BEM,

lo que indica que el cuadrilitero BEDM es ciclico. Ademds, /BEA = 180° —
ZAPB = 90° vy, por consiguiente, ZDMB = 180° — ZBED = 90°, es decir,
BM es perpendicular a CD. Como BC = BD, se sigue que M debe ser el punto
medio de C'D, como se queria.
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Solucién del problema 8. Coloquemos el 21-dgono en un circulo. Fijemos un vértice
Ay tracemos un didmetro que pase por ese vértice. Quedan 10 vértices de cada lado del
didmetro. Escogemos un vértice B de un lado. Para que se forme un tridngulo issceles
con Ay B de tal forma que A sea el vértice que comparten los dos lados iguales
del tridangulo, necesitamos escoger el vértice C' en la reflexion de B con respecto al
didmetro. Entonces, con cada vértice A podemos formar 10 tridngulos isdsceles. De
allf tenemos 21 - 10 = 210 tridngulos isdsceles al cambiar el vértice A. Sin embargo, al
hacer esto, contamos algunos tridngulos mds de una vez. En el caso de que el tridngulo
ABC es equilétero, entonces cuando A estd en la posicién de B o C' se genera el
mismo tridngulo. Hay 7 tridngulos equildteros que se pueden formar con vértices de un
21-4gonoregular. En la cuenta de 210 tridngulos isésceles, contamos a los equilateros 3
veces, asi que hay que restarlos dos veces. Por lo tanto, la respuestaes 210—2-7 = 196.

Solucién del problema 9. Tenemos que p; | p1p3 y p1 | 3p1p2, por lo que py | 16.
Entonces, p; = 2. Luego, tenemos el sistema de ecuaciones 2py; = ps — 25y 2p3 =
6p2 + 16, esto es, ps — 2p2 = 25y p3 — 3p2 = 8. Restando las dos ecuaciones,
obtenemos que p2 = 17y, en consecuencia, ps = 59.

Solucién del problema 10. Podemos asumir que el nimero tiene 5 digitos usando
digitos 0 a la izquierda si son necesarios, ya que los digitos 0 no afectan cudl es el diigito
mds grande o cudl es el segundo digito mas grande. En general, tenemos 5 lugares
dénde poner los sietes. Para el resto, dividimos en casos dependiendo de cudntos digitos
2 aparecen en el niimero.

» Hay exactamente un siete. Hay 5 maneras de colocar el siete. Si hay cuatro 2’s,
entonces hay una manera de colocarlos. Si hay tres 2’s, tenemos 4 maneras de
escoger donde ponerlos y 2 opciones (0 o 1) para el digito restante. Si hay dos 2’s,
hay (3) = 6 maneras de escoger dénde poner esos digitos y tenemos 22 opciones
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para escoger 0 o 1 en cada uno de los digitos restantes. Si hay un 2, entonces
tenemos 4 maneras de escoger dénde ponerlo y tenemos 22 maneras de escoger
0 0 1 para cada uno de los 3 digitos restantes. En total son 5(1+4-2+6-44+4-8) =
325.

» Hay exactamente dos sietes. Hay (g) = 10 formas de colocar los dos sietes. Si
hay un 2, hay 3 posiciones donde se puede colocar y 22 opciones para escoger
0 o 1 en cada uno de los digitos restantes. Si hay dos 2’s, hay @) = 3 formas
de colocarlos y 2 opciones para el digito restante. Si hay tres 2’s, solo hay una
forma de colocarlos. Se sigue que en este caso hay 10(1 +3-2+3-4) = 190

numeros.

= Hay exactamente tres sietes. Hay (g) = 10 formas de colocar los tres sietes.
Si hay un 2, hay 2 lugares donde se puede colocar y 2 opciones para el digito
restante. Si hay dos 2’s, estos deben ocupar las dos posiciones restantes. Asi, hay
en total 10(1 4 2 - 2) = 50 niimeros.

» Hay exactamente cuatro sietes. Hay (i) = 5 formas de colocar los cuatro sietes.
El digito restante debe ser un 2. En este caso hay solamente 5 nimeros que
cumplen.

Por lo tanto, en total hay 325 + 190 + 50 + 5 = 570 nimeros que cumplen.

Solucién alternativa. Podemos contar de la siguiente manera. Supongamos que hay &
sietes en el nimero, los cuales se pueden colocar de (2) maneras. Los otros 5 —k digitos
deben cumplir que son 0, 1 0 2 y que aparece al menos un 2. Hay 3°~* posibilidades
y 257% de ellas no tienen 2’s, entonces en total hay 3°~% — 25~% maneras de escoger
esos b — k digitos. Como k solo puede valer 1, 2, 3 0 4, concluimos que la respuesta es

5(3*—2%) +10 (3% — 2°) +10 (3> — 2%) + 5(3 — 2) = 570.

Solucién del problema 11. Sea g la media geométrica de a1, as, ..., an, estoes, g =
{/aras - - a,. Demostraremos que existe un indice j tal que a; < gy aj;1 > g
(considerando j + 1 mddulo n). En efecto, consideremos un indice ¢ tal que a; < g (el
cual debe existir por ser g la media geométrica de los n nimeros). Si a;41 > g, no hay
mds qué hacer. Si no, entonces a;4+1 < ¢y se hace el mismo procedimiento para ¢ + 1.
Eventualmente, existe un indice j tal que a; > g (por ser g la media geométrica de los
n ndmeros). Por lo tanto, concluimos que

1 1
§g+_a

m < a; +
j+1 9

como se queria.

Solucion del problema 12. Consideremos el nimero

ng=10---010,
k
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para algiin entero k£ > 0. Entonces, la suma de los cuadrados de los digitos de ny es 2
y el nimero es miltiplo de 2 porque acaba en 0. Por lo tanto, ny es chida. Ahora,

ng+1=10---011.
k

Como el nimero consiste de tres 1’s y muchos 0’s, entonces la suma de los cuadrados
de los digitos de ny + 1 es 3. Sin embargo, la suma de los digitos de ny + 1 también es
3, asi que el niimero es multiplo de 3. Por lo tanto, n; + 1 es chida.

Entonces, para cualquier entero k > 0, ny y nx + 1 son chidas, por lo que hay infinitos
enteros n tales que n y n + 1 son chidas.

Solucién del problema 13. La respuesta es el punto X tal que X C' es perpendicular a
AB.

Como el eje radical de dos circunferencias no concéntricas es perpendicular a la recta
que une a sus centros, tenemos que XA 1 OO, XB L OOz y XD 1 010.
Denotando por Z(I, m) el dngulo, en el sentido contrario a las manecillas del reloj, que
hay que rotar a [ para obtener una recta paralela a m, lo anterior significa que

£(0105,010) = /(XD,XA) = LCX A = /CBA,

£(0,0,0,0,) = /(XB,XD) = /BXC = /BAC,

de donde se sigue que los tridngulos 00102 y C' B A son semejantes. Luego, todos los
triangulos OO; O posibles son semejantes entre si, por lo que basta minimizar O Os.
Sean M y N los puntos medios de AD y BD, respectivamente.

Notemos que O1 M y O2N son perpendiculares a M N, por lo que O102 > MN,
con la igualdad si y solo si O102N M es un rectangulo. En este caso, 0102 y M N
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son paralelas y, como 0102 y X D son perpendiculares, resulta que XC' y AB son
perpendiculares.

Solucién del problema 14. Demostraremos por induccién en n que

0<a,<

1
v/2020n

para todo enteron > 1.
Como ag > 0, tenemos que a; =

% S (Ovya = ag < ag
/14202042 ya /14202042 /202003

1

1/2020° .
Sio<a, < \/ﬁ,entonces pt1 = \/1”75720&% >0y
an 1 1 1
a/’ﬂ,-l-l = = < = ,
V1I+2020a% /2 +2020 \/_12, 12020 1/2020(n+ 1)
" (o)
lo que concluye la induccién.
En particular, tenemos que agg20 < \/ﬁ = ﬁ.

Solucién del problema 15. Demostraremos primero que todas las columnas tienen la
misma configuracién de personas. Supongamos que este no es el caso y sean Cy y Co
dos columnas con configuraciones distintas. Sean c; y c2 las cantidades de mentirosos
en dichas columnas y supongamos sin pérdida de generalidad que c¢; > cs. Luego,
existe un mentiroso en C en la misma posicién que un caballero en C, y supongamos
que esto pasa en la fila R con r mentirosos. Entonces, por la afirmacién, tenemos que
c1 < r < cg, lo que es una contradiccién, ya que ¢; > c2. Concluimos que nuestra
suposicion es falsa y, por lo tanto, todas las columnas tienen la misma configuracion.
Ahora, es claro que si todos en el tablero son caballeros, la configuracién no es com-
patible, pues habria 0 mentirosos en cada fila y en cada columna. Con esto vemos que
ademads debe haber por lo menos un mentiroso.

De manera reciproca, si todas las columnas tienen la misma configuracion, tenemos
por lo menos un mentiroso, entonces la configuracién es compatible. En efecto, si una
persona en una fila y una columna con 7 y ¢ mentirosos, respectivamente, es un menti-
roso, entonces 1 = n > cy, por lo tanto, puede decir la afirmacidn; si es un caballero,
entonces 7 = 0 < cy, por lo tanto, puede decir la afirmacion.

Se sigue que podemos escoger libremente la primera columna, con la excepcion de
ser todos caballeros y con ello queda determinado el acomodo, dando un total de
28 — 1 = 255 posibilidades.

Solucién del problema 16. Denotemos a los puntos en el tablero usando coordenadas.
Las 5 calles horizontales serdn numeradas 1,2, 3,4, 5 de arriba hacia abajo y las calles
verticales 1,2,3,4,5 de izquierda a derecha. Sea C = (a,b) un punto en la calle
vertical a y calle horizontal b. Calcularemos el nimero de caminos ng de A a C.
Sia = 1, entonces nc = 1 ya que la tinica manera de llegar es moviéndose hacia
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abajo. Si C' = (2,5), entonces también nc = 1. Ahora, paraa = 2y b < 5, tenemos
la siguiente recurrencia:

N(2,6) = N(1,b) T N(2,b+1)>

ya que podemos llegar a (2,b) de (2,b + 1) moviéndonos hacia arriba o de (1,b)
moviéndonos a la derecha. Por lo tanto, podemos ver que nz 4y = 1+ 1 =2,n(33) =
1+2=3,n92 =1+3 =4,n1 = 1+4 = 5. Parallegar a (3,1), solo
podemos llegar de (2,1) ya que la calle vertical 3 es de sentido hacia abajo. Por lo
tanto, n(3 1y = 5. Ahora, usando que para llegar a (3,b) con b > 1 necesitamos llegar
con un paso derecho de (2, b) o con un paso hacia abajo de (3, b— 1), entonces tenemos
que
N(3,b) = N(2,p) T N(3,b—1)-

De alli podemos calcular que 32y = 4+5 =9, n33 =3 +9 = 12, niEy) =
2+12=14ynzs5 = 1+ 14 = 15. Como la cuarta calle vertical tiene sentido hacia
arriba, tenemos que n(4,5) = n(3,5) = 15. Ademas, tenemos la recurrencia

N(4,b) = N(4,b+1) T N(3b)-

POI' 10 tanto, TL(474) = 14 —+ 15 = 29, TL(473) = 12 + 29 = 41, TL(4)2) = 9 + 41 = 50
¥ 74,1y = 5 + 50 = 55. Finalmente, llegamos a la ultima calle vertical. Tenemos que
Ne,1) = Na,1) = 59 y parab > 1,

N(5,6) = N(4,b) T N(5,6—1)-

Usando esta recurrencia obtenemos que 15,2y = 50 + 55 = 105, n(5 3y = 41 + 105 =
Por lo tanto, el nimero de caminos de A a B es 190.

Solucion del problema 17. Consideremos una terna (a, b, c) de estos nimeros, con
a<b<cya+b+c = 3" Sea3’la menor potencia entera de 3 que es mayor
que c. Observemos que ¢ < a +b+c = 3*y3c > a + b+ ¢ = 3F implican
que ¢ > 3%~ Entonces, £ = k. De esta forma, nuestras posibles potencias de 3 que
podemos expresar como suma de tres nimeros distintos, son uno de los n posibles
valores de 3¢ asignados a cada uno de los n elementos. Sin embargo, los dos nimeros
mds chicos de este conjunto no pueden ser el nimero mayor en ninguna terna, por
lo que concluimos que podemos considerar dnicamente a lo méds n — 2 valores de ¢
asignados a los n — 2 nimeros m4s grandes. Se sigue el resultado.

Solucién del problema 18. La respuesta es 182. Para el ejemplo, consideremos cada
posible terna de nimeros (a, b, ¢) en el rango especificadocona < b <cya+b=c,
y hagamos que un enano utilice sombreros con esos nimeros. Es claro que no hay
dos enanos con dos sombreros en comiin; por ejemplo, si dos enanos compartieran los
sombreros a y b, entonces también deberian compartir ¢ por la condicién a + b = ¢, lo
que es una contradiccion.

Ahora contemos la cantidad de tales ternas. Si el primer nimero es n, el segundo puede
ser cualquiera entre n + 1 y 28 — n, dando 28 — 2n posibilidades. Luego, hay 26 +
24 4+ --- + 2 = 182 posibilidades y, por lo tanto, 182 es cota inferior. A continuacién
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mostramos que también es cota superior.

Consideremos crear una cota superior para el niimero de enanos cuyo sombrero con
el segundo menor nimero es el mismo, digamos n. Entonces hay a lo mas n — 1
posibles enanos, puesto que el nimero menor debe ser distinto para todos los enanos
con el mismo nimero de en medio. Similarlmente, debe haber a 1o mds 28 — n posibles
enanos, puesto que el nimero mds grande debe ser distinto para todos los enanos con
el mismo ndmero de en medio. Por lo tanto, hay a lo mds min{n — 1,28 — n} enanos
que tienen todos cierto nimero de en medio igual a n.

Es claro que estos niimeros de en medio deben estar entre 2 y 27, inclusive, asi que
sumando las posibilidades en este intervalo, vemos que hay alomds 1 +2+3 4 --- 4
12+13+134+124---4+34+24+1=2 (13;4) = 182 enanos. Se sigue el resultado.

Solucién del problema 19. Sea P el punto en comun de las seis circunferencias. Si dos
de los centros de las seis circunferencias, digamos A y B, cumplen que A, B'y P son
colineales en ese orden, entonces B estd en el interior del radio AP de la circunferencia
de centro A, por lo que se cumple lo buscado. Luego, supongamos que no sucede lo
dicho anteriormente. Etiquetemos a los centros de las circunferencias de acuerdo al
orden que aparecen respecto a P como se muestra en la figura.

02
O1

Os Os

O4
Os

Notemos que Z01 POy+ /03 P03+ /03 P04+ /Z04POs5+ /05 PO+ £0¢ PO =
360°. Esto significa que alguno de los seis dngulos debe ser menor o igual a % =
60°. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ese angulo es Z0; PO;. Ahora,
alguno de los segmentos O1 P y O P debe ser mas grande. De nuevo, sin pérdida de
generalidad, supongamos que Oz P es el mds grande, por lo que O2 P > O; P. Como
los dngulos dentro del triangulo O POy deben sumar 180°, alguno de ellos debe ser
mayor o igual que 60°, a decir el mayor de los dngulos. Ese puede estar en el vértice

P oen el vértice O (que es el angulo opuesto a O3 P). Si lo estd en P, entonces todos
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los dngulos son iguales a 60° y, por lo tanto, O; esté sobre la circunferencia de centro
Os. Si esta en O, entonces O P > 010 (pues el dngulo mas grande abre el lado
O45P), lo que indica que O; estd dentro o sobre la circunferencia de centro O2, como
se queria.

Solucién del problema 20. Consideremos la funcién f(z) = 22 — — 1. Supongamos,
por el contrario, que existe un primo p tal que p | a1y p | 2n + 1 para algin entero
positivo n.

Sea m el menor entero mayor que 1 tal que p | a,,. Entonces, a,,+1 = f(0) =
—1 (mod p), ami2 = f(=1)* = 1 (mod p) y am4s = f(1)* = —1 (mod p). Si
a, = 2 (mod p) para algin entero positivo 7, entonces a,+1 = f(2) = 1 (mod p).
Luego,m = n+1,puessim < n+1y a,, =0 (mod p), la sucesién a,, médulo p se
empezaria a ciclar entre —1 y 1. Ademds, podemos inferir también lo siguiente:

1) a; #0,%+1,2 (mod p) para todo i, donde 1 < i < n, pues en caso contrario por
el parrafo anterior la sucesion vista médulo p se empezaria a ciclar entre —1y 1.

1) a; # a; (mod p) para cualquier pareja de indices (4,j) donde 1 < ¢ < j <
n + 1, pues en caso contrario, la sucesion seria eventualmente periddica sin que
el periodo contenga un nimero divisible por p.

1) [{apmodp: keN}| >n+12>(p+1)/2,donde |{ar modp: k € N}|esla
cantidad de residuos distintos médulo p en la sucesion.

Una sencilla sustitucién nos muestra que f(¢) = f(1 — i) (mod p) para todo entero
positivo .

Sean {ar mod p : k € N} el conjunto de los residuos médulo p de los términos
de la sucesi6n, {a; mod p} el conjunto que contiene al residuo de a; médulo p y
{f(x) mod p: = € N,z # 0,£1,2 (mod p)} el conjunto de los nimeros que son
residuos médulo p para algin entero z distinto de 0, £1 y 2 médulo p. Entonces, por
I) tenemos que {ar mod p : k € N} estd contenido en {aq mod p} U {f(z) mod p :
z € N,z # 0,£1,2 (mod p)}. El primer conjunto tiene un elemento, mientras que
por (i) = f(1—1i) (mod p) podemos concluir que el segundo conjunto tiene a lo més
(p — 3)/2 elementos.

Por lo tanto, llegamos a que el conjunto {ax mod p : k € N} tiene a lo mds 1 +
(p —3)/2 = (p — 1)/2 elementos, lo que contradice a IIT). Concluimos que nuestra
suposicion inicial es falsa y asf, a,,1 y 2n + 1 son primos relativos, como querfamos.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2021 No. 2.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este nimero de
tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccion se escogerdn de entre
las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucidn, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Demuestra que (n + 1) > 3 {/(n!)? para todo entero positivo 7.

Problema 2. Determina todos los enteros positivos n para los cuales existe un entero
positivo d con la propiedad de que n es divisible por d y n? + d? es divisible por
d’n + 1.

Problema 3. Sean a y b nimeros reales que satisfacen

a3—3a2—|—5a:1,
b3 — 3b% 4+ 5b = 5.

Determina el valor de a + b.

Problema 4. Nueve celdas de un tablero de 10 x 10 estdn infectadas. Dos celdas son
vecinas si tienen un lado en comiin. En cada minuto, las celdas que tengan al menos dos
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vecinos infectados se vuelven infectadas. ;Puede llegar a suceder que todas las celdas
del tablero estén infectadas?

Problema 5. Sean 0 < z < y < z < p ndmeros enteros con p nimero primo. Si z?,
y3 y 22 dejan el mismo residuo al dividirse entre p, demuestra que = + y + z divide a
2 + y2 + 22

Problema 6. En el cuadrildtero convexo ABC D, tenemos que AB = AD,CB = CD
y LZABC = 90°. Los puntos E'y F estan en AB y AD, respectivamente y, los puntos
Py @, estan en E'F (P se encuentra entre £ 'y (), los cuales satisfacen la relacién
% = %. Los puntos X y Y estdn en CP y CQ, respectivamente, de tal forma que
BX es perpendiculara C'P y DY es perpendicular a C'). Demuestra que X, P, Q),Y
son conciclicos.

Problema 7. Definimos la sucesion qi, g2, . . . de la siguiente manera: qg; = 2y, para
n > 1, g, es el factor primo mds grande de 1 +¢q1 ¢ - - - ¢,,—1. Demuestra que el nimero
5 no estd en la sucesion.

Problema 8. Sea n un entero positivo. Hay n carros Cq,Cs, ..., (), y un estaciona-
miento con 7 lugares numerados del 1 al n en orden. Cada carro C; quiere estacionarse
en su lugar preferido a;. Los carros llegan al estacionamiento en orden. Si el lugar
preferido de un carro estd ocupado, entonces se estaciona en el primer lugar vacio ade-
lante. Si no hay ningtin lugar vacio, entonces no se estaciona. ;Para cudntas n-tuplas
(a1, as,...,ay,) se pueden estacionar todos los carros?

Ejemplo: Con la tupla (2, 3,3,1) se estacionan 4 carros: C; — 2,0y — 3,C5 —
4,C4 — 1; mientras que con la tupla (4, 3,3, 1) no se estacionan los cuatro carros,
pues C; — 4,Cy — 3y Cs no se estaciona.

Problema 9. Para un entero positivo n, seaT,, = 1 + 2 + - - - + n el n-€simo nimero
triangular. Demuestra que hay una infinidad de ternas de nimeros triangulares conse-
cutivos que suman otro nimero triangular. Por ejemplo, 71 + To + T35 =14+ 3+ 6 =
10 = T}, esto es, la suma de los primeros tres nimeros triangulares es igual al cuarto
nimero triangular.

Problema 10. Determina todos los enteros positivos £, m y n tales que

5¢.43m 41 =n?,

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2020 No. 3.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 3, afio 2020. Aprovechamos para invitar a todos los lectores a
participar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en los ndmeros
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posteriores de la revista. En esta ocasion, agradecemos a: Guillermo Courtade Mora-
les, José Herndndez Santiago, Titu Zvonaru y Luis Francisco Medina Quintero, por
habernos enviado sus soluciones. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista
aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No.
4, afio 2020, por lo que atin tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Determina todos los enteros z, y tales que 23 + % = (x + y)2.

Solucion de Guillermo Courtade Morales (misma que las soluciones de Titu Zvo-
naru y José Hernandez Santiago). La ecuacién se puede reescribir como

(@ +y) (2* —ay+y°) = (x +y)*
A partir de aqui se trabajan dos casos.

= Siz +y = 0, entonces se obtienen las parejas (x,y) de la forma (x, —x), las
cuales si cumplen.

= Siz +y # 0, se obtiene la ecuacién 22 — zy + 32 = z + y, la cual se puede
expresar como
2 +a(-y—1)+(y*—y) =0.

Por la féormula general para ecuaciones cuadraticas, se llega a que

y+1++/-3y2+6y+1
x = :
2

Como esta debe ser una solucién real, se tiene que —3y2 4+ 6y + 1 > 0. Por la
férmula general, esto implica que 1 — ¥ <y< 1+ ¥ y, COMO Yy €s un
nimero entero, debe suceder que 0 < y < 2.

Si y = 0, entonces 22 = x, por lo que z = 0 0 z = 1, obteniendo asf la pareja

(1,0) (1a pareja (0, 0) no cuenta pues se asumi6 x + y # 0).

Siy = 1, se tiene 22 — 2z + 1 = x + 1, de donde se sigue que z = 0 0 = = 2,

obteniendo asf las parejas (0,1) y (2,1).

Siy = 2, se tiene 2 —2x+4=1x+2, porlo que z = 1 0o z = 2, obteniendo
asf las parejas (1,2) y (2, 2).

El andlisis anterior concluye el problema.

Solucién alternativa. La ecuacién es (z + y)(z% — zy + 4?) = (z + y)°.

Si 2 4+ y = 0, entonces todas las parejas de la forma (k, —k), con k entero, son solu-
ciones.

Si 2 +y # 0, la ecuacién es equivalente a la ecuacién 22 — 2y +y2 = z + y vy,
esta a su vez, es equivalente a la ecuacién (v — y)? + (z — 1) + (y — 1)? = 2. Si
x > 3, entonces x — 1 > 2y, por consiguiente, (z — 1)2 > 4 lo que implica que el
lado izquierdo de la ecuacién anterior es mayor que 2. Por lo tanto, x < 2. De manera
andloga, obtenemos que y < 2. Por otro lado, si z < 0, entonces x — 1 < —1y, por

2



Problemas de Entrenamiento 27

consiguiente, (x — 1)2 > 1, esto es, (v — 1)2 > 4 pues x es un entero. Por lo tanto,
x > 0y, de manera andloga, obtenemos que y > 0. Luego, los valores posibles de z y
y son 0, 1 y 2. De aqui, obtenemos las soluciones (0, 1), (1,0), (1,2), (2,1) y (2,2).

Problema 2. Determina todos los nimeros reales g tales que la ecuacién
2t — 4022 +¢=0

tenga cuatro raices reales en progresion aritmética.

Solucion de Titu Zvonaru (misma soluciéon que la de José Hernandez Santiago).
Supongamos que las raices de la ecuaciébn sonxy = a —3r,x0o =a—7r,x3 =a+71
y 4 = a + 3r (las cuales forman una progresién aritmética con diferencia igual a 2r),
donde a es un nimero real y 7 es un nimero real no negativo. Por las férmulas de Vieta,
tenemos que

x1+x2 + 23 +24 =0, (D
T1T2 + 2173 + T124 + T2x3 + T2x4 + X374 = — 40, (2)
T1T2T3T4 = . 3)

Sustituyendo los valores de x1, x2, 3 y x4 en (1) obtenemos que a = 0, por lo que
x1 = —3r,x2 = —r,x3 =1y x4 = 3r. Usando esto en (2), obtenemos que —10r? =
—40, de donde se sigue que r = 2. Por lo tanto, 1 = —6, 19 = —2, 23 = 2,24 =6
y, de (3), concluimos que ¢ = 144, el cual es el tnico valor posible.

Solucién de Guillermo Courtade Morales. Viendo la ecuacion dada como una cuadrati-
ca en 2, usando la férmula general y después obteniendo raiz, se tiene que las cuatro

raices 1 < To < x3 < T4 Son

21 = —1/20 + /400 — ¢, a2 = —1/20 — /400 — ¢,
23 =1/20 — /400 — q, x4 = /20 + \/400 — q.

Como estos niimeros forman una progresion aritmética, debe suceder que z; — z2 =
2 — 3. Sustituyendo los valores obtenidos, resulta que

—1/20 + /200 — g+1/20 — \/400 — g = —/20 — /400 — g—1/20 — /200 — ¢,

lo cual equivale a 31/20 — /4200 — ¢ = /20 + /400 — g. Elevando al cuadrado y
reacomodando, obtenemos que 104/400 — ¢ = 160, cuya Unica solucién es g = 144,
de donde sigue que 1 = —6, z9 = —2, 23 = 2y x4 = 6, la cual claramente es una
progresion aritmética. Por lo tanto, el inico valor posible de g es 144.

Problema 3. Demuestra que la ecuacién a® + b*> = ¢? + 3 tiene una infinidad de
soluciones en los enteros.
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Solucién de Guillermo Courtade Morales. Tomando a = 18k2 — 2, b = 6k yc=
18k2 — 1, podemos ver que

(18%2 — 2)* 4 (6k)> = 256k — 36k> + 4 = (18k> — 1) + 3,
lo cual implica que hay una infinidad de soluciones (una por cada valor entero de k).

Solucién de José Hernandez Santiago. Para cada entero n, es facil ver que los nime-
rosa = 22"+l 2 p =27+l y ¢ = 220+l 1 qatisfacen la ecuacion a? +b? = c® + 3
y, por lo tanto, esta ecuacion tiene una infinidad de soluciones en los enteros.

Solucién de Titu Zvonaru. Para cada entero k es facil comprobar que los nimeros
a=2kb=2k%>-2 yc= 2k?% — 1, son una solucién de la ecuacién dada. Esto nos da
una infinidad de soluciones en los enteros.

Problema 4. Sea ABC un tridngulo acutiangulo. Sean D y E puntos sobre los segmen-
tos AB y AC, respectivamente, tales que BD = CE. Los segmentos BE 'y CD se
cortan en Py las circunferencias circunscritas a los tridngulos BDP y CE P se cortan
por segunda vez en (). Demuestra que A(Q) es bisectriz del angulo ZBAC.

Solucién de Titu Zvonaru. Observemos que ZBD@Q) = Z/BPQ) = LZEC(Q), yaquelos
cuadrilateros BDPQ y QPEC son ciclicos. Andlogamente, tenemos que ZQBD =
ZQEC. Luego, los tridngulos QBD y QFEC son semejantes y, como BD = EC,
resulta que son congruentes. Esto significa que d(Q, AB) = d(Q, AC) donde d(X, ¢)
es la distancia del punto X a la recta /. Esto implica que @) estd en la bisectriz del
dngulo ZBAC, como se queria.
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1 1 2
Problema 5. Demuestra que —— +—— > — paratodo entero positivo n y determina
n

, | o) o)

cudndo se da la igualdad.

(Nota: o(n) denota a la suma de los divisores positivos de 1 y ¢(n) denota al nimero de enteros
positivos menores o iguales que n y primos relativos con n).

Solucién de José Hernandez Santiago. Es ficil ver que la igualdad se satisface si
n = 1. Supongamos que n > 1. Demostraremos que la desigualdad es estricta en este
caso. Aplicando la desigualdad MA-MG, tenemos que

S DR
pn) =~ o(n) = /ono(n)

2
@(n)o(n)
Consideremos la funcién f(n) = %. Es fécil ver que esta funcion es multiplica-
tiva, esto es, f(mn) = f(m)f(n) si med(m,n) = 1. Luego, serd suficiente demostrar
que f(n) < 1sin = p* con p nimero primo y k > 1 entero.
Tenemos que

Luego, basta demostrar que > 2, 0 de manera equivalente, W < 1.

k)2 k
(P*) p p p —~
7p—1 b 1 p—l b 1 p—l 1 pk1+1
D B hater el Bh Rk v
=0 1=0 p
-1 1
<p—-1 S =1
Pt

Problema 6. Sea ag = 1y a, = anp—1 (4 — %) paran > 1. Para cada enteron > 1,
demuestra que

a) a, es un entero positivo.
b) a, es divisible por cada nimero primo p tal que n < p < 2n.

¢) Sin es primo, entonces a,, — 2 es divisible entre n.

Solucién. a) Demostraremos que a,, = W para todo entero positivo n, donde
(2n—1)1=1-3-5---(2n—1). Claramente, tenemos que a; = 1(4—2) =2 = %
Supongamos que el resultado es verdadero para cierto entero n > 1. Entonces,

2 ) o 2"2n— 11N 2(2n+41) 2" (2n+ 1N

41/ n! n+1  (n+1)!

Qn41 = Qn <4

lo que concluye la induccion.
Por otro lado, observemos que

_ @Dt @n=DN 246 (20) _ (20)! _ <2n>

" n! n! n! T onln! T
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el cual es un entero.

b) Sea p un nimero primo tal que n < p < 2n. Es fécil ver que p y n! son primos
relativos, pues si p | n!, entonces p divide a un entero menor o igual que n, lo que es
una contradiccién. Como W es un entero, se sigue que n! divide a 2" (2n—1)!1.
Sin =1, entonces 1 < p < 2y, por consiguiente,p =2y 2 | a.

Sin > 1, entonces 1 < n < p < 2ny, por consiguiente, p > 2. En este caso, se sigue
que p | (2n — 1)!! ya que en (2n — 1)!! estdn todos los impares entre n y 2n. Por lo
tanto, p divide a (2n — 1)!! - 2™. Como p y n! son primos relativos, concluimos que
p-n!divide a (2n — 1)!! - 2™, de donde se sigue que p divide a W =
¢) Sin = 2, entonces ap — 2 = @ — 2 =4y, claramente, n = 2 divide a a,, — 2.

Supongamos que n > 2 es primo. Demostraremos que
2n — 1!l
@n—DH = —1 (mod n).

n

Tenemos que n es primo impar y 2n — 1 > n. Luego,

2n—-1" 1-3---(n—=2)n-(n+2)-(n+4)---(2n—-1)
3 (n—=2)(n+2)(n+4)---(2n—1)
3---(n—=2)-2-4---(n—1) = (n—1)! (mod n).

1
1

Como n es primo, podemos aplicar el teorema de Wilson, esto es, (n—1)! = —1 (mod n).

(2n—1)!

Por lo tanto, = —1 (mod n). Entonces,

2"(2n — 1N
—an = (n—1Dla, = 2°@n - ! = —2" = -2 (mod n),
n
donde la primera congruencia se sigue por el teorema de Wilson, la segunda por lo
demostrado previamente y la tercera por el teorema pequeno de Fermat. Asi, a, —2 =
0 (mod n), como queriamos.

Problema 7. Considera la sucesion
1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,...,2020, 2020,

donde cada entero positivo entre 1 y 2020 inclusive, aparece exactamente dos veces.
Determina si es posible reordenar los términos de la sucesion, de tal manera que para
cada 1 < k < 2020, haya exactamente k& nimeros entre los dos términos que son
iguales a k.

Solucién. Demostraremos que no es posible. Supongamos lo contrario y consideremos
las parejas (1,1), (3,3), ..., (2019, 2019). Las posiciones que tienen al nimero impar
2k — 1 deben tener la misma paridad para k = 1,2, ..., 1010. Sin pérdida de generali-
dad, supongamos que hay mds parejas en posiciones pares que en posiciones impares.
Luego, debe haber al menos 2 [%W = 505 posiciones pares ocupadas.

Por otro lado, las parejas (2, 2), (4,4), ..., (2020,2020) deben ocupar posiciones con
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distinta paridad, por lo que aqui se ocupan la misma cantidad de posiciones pares que
de impares (o sea, 1010). En total, hay al menos 1010 + 1011 = 2021 posiciones pares
ocupadas, lo que es una contradiccién pues hay exactamente 2020 posiciones pares en
la sucesion.

Problema 8. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo con ortocentro H. Sean A;, B1 y
C1 los pies de las alturas del tridngulo ABC' opuestos a los vértices A, B 'y C, res-
pectivamente. Sean B y C5 los puntos medios de BB; y C'C1, respectivamente. Sea
O la interseccion de las rectas BCy y C'Ba. Demuestra que O es el circuncentro del
tridngulo ABC siy solo si H es el punto medio de AA;.

Solucién de Titu Zvonaru. Si R es el circunradio del tridngulo ABC, es conocido
que AH =2Rcos LAy HAy = 2Rcos £B cos ZC.

Primero, supongamos que O es el circuncentro del tridngulo ABC. Tenemos que
Z0OBC = 90° — LAy ZC1BO = 90° — ZC. Como C5 es punto medio de CC",
los tridngulos Cy BCy y Cy BC tienen la misma area, por lo que

BCy - BCy -sen (90° — ZC) = BC - BCy -sen (90° — ZA) .

De la ecuacién anterior y del hecho de que BC; = BC - cos /B, obtenemos que
cos /B cos ZC' = cos ZA, lo cual indica que AH = HA;, esto es, H es el punto
medio de AA;.

Ahora, supongamos que H es el punto medio de AA; y sea O’ el circuncentro del
tridngulo ABC'. Sean C’ y B’ las intersecciones de CC con BO' y de BB; con CO’,
respectivamente.

A

B

Ol

B Ay c

Como AH = 2Rcos /A, HA; = 2Rcos /Bcos ZC'y AH = H A1, tenemos que
cos ZB cos ZC = cos ZA, lo cual implica que los tridngulos Cy BC' y C’ BC tienen
la misma drea, por lo que C” es el punto medio de CC1, esto es, C' = Cs. De manera
andloga, obtenemos que B’ = Bs. Concluimos que O = O'.

Solucién de Luis Francisco Medina Quintero. Para la primera parte, supongamos
que O es el circuncentro del tridngulo ABC'. Como los tridngulos BB1C' 'y AA,C
comparten el ZC'y un dngulo de 90°, resulta que son semejantes. Luego, /B3C' A =
Z0OCA = /BCCy = ZBCH = 90° — ZB. Por lo tanto, By es en el tridngulo BB, C
como H es en el tridngulo AA;C, lo que indica que H es el punto medio de AA;.
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B

B Ay c

Para el reciproco, supongamos que H es el punto medio de AA;. Claramente los
triangulos ABA; y C' BC son semejantes y, por consiguiente, Co es en C'C; como H
esen AA;. Asi, ZC1BCy = LA1BH, de modo que, ZC1BH = ZCBCy = 90° —
LA = ZCBO. Como se vi6 en la primera parte, /BoCA = LZOCA = /BCH =
90° — ZB, entonces Z/OCB = /C - Z0CA = ZC —90°+ /B = 90° — ZA, con lo
cual BO = CO y ZBOC = 2/A. Estas dos propiedades implican directamente que
O debe ser el circuncentro del tridngulo ABC.

2
. . .. n°+1
Problema 9. Determina todas las parejas (m, n) de enteros positivos tales que

y V2"~ + m + 4 sean ndmeros enteros.

Solucion de Titu Zvonaru (misma que la solucion de José Hernandez Santiago).

2 . . . . —
Como ”2;;1 es un entero, necesariamente n es impar, lo que implica que 2"~ es un

cuadrado. Como v/2"~1 + m + 4 también es un entero, se sigue que 2"~ ! +m + 4 es

n+1

o 2
un cuadrado mayor que 2", Asf, 2"t 4+ m 44 > (271 + 1) =on 1499 41,

porlo que m > 2" — 3. Ademds, paran > 5 es facil verificar que 2" < 2" —6.

Luego, paran > 5 tenemos que

n? 41 n?+1 n?+1
< <

= n+3 n+1 °
2m = _6 275
Demostraremos por induccién sobre n que
n?+1
—m < L
2

para todo entero impar n > 15. El caso n = 15 es facil. Ahora consideremos un entero
k > 15 impar tal que se cumple la desigualdad. Como (k + 2)? + 1 < 2k? + 2 para
k > 15, se sigue que
(k+2)2+1  (k+22%+1 2k*+2 Kk +1 -1
i g ok 9.9 oiH ’
lo que completa la induccién. Entonces, paran > 15, tenemos que

n2+1<n2+1

— n+1
2

<1,
2m 2
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2 , .
por lo que "2;21 no puede ser un entero. De aqui, obtenemos que los valores posibles de

nson:1,3,5,7,9,11 0 13. Se debe cumplir que m divide a "22“ ,que V21 4+ m +4

sea un entero y que m > 2”3 — 3. Revisando los posibles casos para cada posible
valor de n, obtenemos que las unicas parejas (m, n) que cumplen son (1,3) y (61, 11).

Problema 10. Sea n un entero mayor que 1. Cierta escuela tiene 1 + 2 4 - - - + n alum-
nos y cuenta con n salones, con espacio para 1,2,...,n personas, respectivamente.
Los nifios juegan un juego en k rondas como sigue: en cada ronda, cuando suena la
campana, los alumnos se distribuyen en los salones de tal forma que no excedan su
capacidad y, si dos alumnos compartian salén en alguna ronda, ya no pueden hacerlo
en esta. Para cada n, determina el maximo valor posible de k.

Solucion. Numeremos a los alumnos del 1 al 1 + 2 + --- + n. Consideremos entre
todos los posibles juegos, uno que maximice k. Sea D; la distribucién de los alumnos
después de la primera ronda. De manera andloga definimos D; para 2 < ¢ < k.
Supongamos que £ > 2y consideremos D; y D,. Para escoger los estudiantes en el
salén mds grande de D5, podemos tomar a lo mds una persona de cada salén de D;.
Como hay exactamente n salones, esto significa que debemos escoger exactamente
una persona de cada salén de D;. Luego, si A y B son los estudiantes en el salén
mds pequefio en Dy y Ds, respectivamente, inferimos que A # B y cualquier otra
distribucién Dy, (k # 1,2) debe tener a A y B juntos en el n-ésimo salén. Por lo tanto,
existe a lo mds una distribucién Dy, aparte de D1y Do, asi que k < 3.

Ahora mostramos que k£ = 3 es posible. Construimos D;, Dy y D3 de acuerdo al
siguiente diagrama, donde los nimeros representan a las personas.

16 Y/ 8 9 9 21

La distribucién D; se obtiene tomando las n filas, Dy se obtiene tomando las n diago-
nales / y Dj se obtiene tomando las n diagonales \.

Es claro que cualesquiera dos alumnos estdn en el mismo salén a lo mds una vez, pues
dos filas o diagonales tienen a lo mds un circulo en comun.
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Del 14 al 19 de octubre de 2020 se llevé a cabo el Concurso Nacional de la 4* Olim-
piada Mexicana de Matematicas para Educacién Basica (OMMEB) de manera virtual.
Participaron 80 estudiantes de primaria, representando a 27 entidades federativas y, 176
estudiantes de secundaria, representando a 29 entidades federativas. La OMMEB est4
compuesta por tres niveles:

a) Nivel I: Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria.

b) Nivel II: Estudiantes de sexto afio de primaria y de primer afio de secundaria.

c¢) Nivel III: Estudiantes de segundo afio de secundaria.

Cada delegacion participa con un equipo de 3 estudiantes para cada uno de los tres
niveles. Cada estudiante presenta dos exdmenes: uno individual y uno por equipos. Para
el Nivel I, la prueba individual consta de 15 problemas para resolver en 90 minutos.
Para los niveles II y III, la prueba individual consta de 15 problemas, separados en
Parte A y Parte B, para resolver en 120 minutos. La parte A consiste de 12 problemas
de respuesta cerrada que se califican como correcto o incorrecto. La parte B consiste
de 3 problemas de redaccién libre.

En los tres niveles, la prueba por equipos consiste de 8 problemas, a resolver en 70
minutos. Se entregan los primeros 6 problemas a cada equipo y tienen 10 minutos para
discutirlos sin poder escribir. Cada integrante debe resolver al menos un problema y
tienen 35 minutos de trabajo individual. Al terminar ese tiempo, el equipo se vuelve a
reunir para intentar resolver 2 problemas adicionales en 25 minutos més.

Los ganadores de medalla de oro y medalla de plata en la prueba individual junto con
los ganadores de medalla de oro en la prueba por equipos en cada nivel, integran la
preseleccion nacional, a partir de la cual se formarédn los equipos que representardn
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a México en la Competencia Internacional de Matemadticas (IMC), a celebrarse en el
verano de 2021 de forma virtual.

A continuacion, listamos los nombres de los alumnos que integran la preseleccién na-
cional, asi como los problemas y soluciones de la prueba individual y por equipos del
Nivel IT de la 4* OMMEB.

Nombre Estado Medalla
Mateo Ivan Latapi Acosta Ciudad de México | Oro
Alonso Baeza Quevedo Baja California Sur | Oro
Galileo Lépez Loreto Jalisco Oro
Sebastidn Montemayor Trujillo | Nuevo Leén Oro
Emiliano Herndndez Barranco Morelos Oro
Luis Veudi Vivas Pérez Quintana Roo Oro
José Angel Reynaga Alvarez Jalisco Plata
Javier Caram Quirds Ciudad de México | Plata
Woojoong Kwon Ciudad de México | Plata
Angel Tadeo Sanchez Sdnchez Hidalgo Plata
Leonardo Melgar Rub{ Morelos Plata
Sebastian Gutiérrez Sudrez Sinaloa Plata
Yérik Damian Flores Torres Puebla Plata
Kevin Gibrdan Sanchez Martinez | Zacatecas Plata
Alan Alejandro Lépez Grajales | Chiapas Plata
Andrea Sarahi Cascante Duarte | Morelos Plata
Catherine Gonzdlez Diaz Guerrero Plata
Mario Alberto Valdez Soto Sinaloa Plata

En la prueba por equipos en el Nivel II, el Estado de Baja California Sur obtuvo el
primer lugar (con 254 puntos), la Ciudad de México obtuvo el segundo lugar (con 230
puntos) y el Estado de Morelos obtuvo el tercer lugar (con 212 puntos).

Los resultados del Campeén de Campeones en el Nivel II fueron:

Primer lugar: Ciudad de México (con 436 puntos). Segundo lugar: Baja California Sur
y Jalisco (con 396 puntos). Tercer lugar: Morelos (con 385 puntos).

Prueba Individual, Nivel 11

Parte A

1) Juan nacié después del afio 1970 pero antes del afio 2000. Si en el afio n? Juan
cumple 7 afios, ;cudntos afios cumple Juan en el afio 20207

2) Un pixel estd formado por 3 leds: uno rojo, uno verde y uno azul, donde cada uno
puede prender con 4 intensidades de luminosidad diferentes (ademds de que pueden
estar apagados). Cada configuracion de estos tres leds determina el color del pixel.
(Cudntas configuraciones hay con el led azul prendido?
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3) Sea ABC un tridngulo rectdngulo con ZBAC = 90° y 4rea 12 cm?. Sean M y
N puntos en la hipotenusa BC' tales que BM = MN = NC. Se prolongan los
segmentos M Ay N A mas alld de A, hasta los puntos Py @ tales que M A = AP
y NA = AQ. Encontrar el valor del 4rea del cuadrildtero BCPQ en cm?.

C

4) Una maquina A es capaz de cortar una determinada drea de césped en 120 minutos.
Una méquina B corta esa misma drea en 240 minutos. Si se ponen a trabajar las dos
madquinas al mismo tiempo para cortar esa area, ;en cudntos minutos estard cortado
el césped?

5) En cada casilla de una cuadricula de 3 x 3 hay una moneda. ;De cudntas maneras
se pueden quitar dos monedas que no se encuentren en casillas que comparten un
lado?

6) Cada numero de 3 cifras decimales se divide entre la suma de sus 3 cifras y da un
resultado. Por ejemplo, el nimero 207 se divide entre 2 4 0 4+ 7 = 9 y el resultado
207

es =g = 23. (Cudl es el mayor valor que se puede obtener como resultado, al

considerar todos los numeros de tres cifras?

7) La siguiente figura estd formada por 5 cuadrados iguales de drea 36 cm? cada uno.
Los puntos A, B, C'y D son vértices de cuadrados. El punto E del segmento C'D
es tal que el segmento AE divide a los 5 cuadrados en dos partes de la misma érea.
Determinar la medida, en cm, del segmento C'E.

A
B
C E D
8) ¢(Cudntos nimeros de lalista 1,2,3,...,2019, 2020 tienen al menos un digito igual

a2oiguala0?

9) En la siguiente figura se tiene AB = 5 cm, BC = 16 cmy DC' = 12 cm. Si
BP < PC, jcuéanto mide, en cm?, el drea del tridngulo AP D?
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10)

1)

12)

Se consideran todos los enteros positivos que se construyen escribiendo consecuti-
vamente los primeros nimeros enteros positivos. Por ejemplo, el que aparece en el
primer lugar es el 1, en segundo lugar aparece 12, en el lugar 3 aparece 123, y asf su-
cesivamente (en el lugar 12 aparece 123456789101112). De los nimeros anteriores,
[cudntos digitos tiene el nimero mds pequefio en el que aparece la cadena 20227
Por ejemplo, el nimero de digitos del nimero mds pequefio en el que aparece la
cadena 91 es 11 pues aparece por primera vez en el décimo nimero 12345678910,
el cual tiene 11 digitos.

(Cudntos subconjuntos de 3 elementos (distintos) del conjunto X = {1,2,3,...,20}
cumplen que el producto de los 3 nimeros del subconjunto es divisible entre 4? No-
ta: Los subconjuntos {1, 2,3}, {1, 3,2} y {2,3, 1} se consideran iguales.

En la figura se muestra un rectangulo ABC'D con AB = 8 cmy BC = 18 cm;
M es el punto medio de BC, N es el punto del segmento AD tal que AN = 6 cm
y P es el punto de interseccién de AC' con BN. Determinar el drea, en cm?, del
triangulo APM.

A 6 N 12 D
P
8
B 5 0] 5
Parte B
13) Sea ABCD un cuadrado. Se dibuja, por fuera del cuadrado, un semicirculo que

tenga al lado AB como didmetro. Se escoge un punto F en la semicircunferencia.
Sean Gy F puntos de los segmentos BC'y AD, respectivamente, tales que GB =
BEy AF = AFE.Seana = AF y b = GB. Si las dreas entre ABGF' 'y FGCD

estdn a razén ;a—*_bb, (cudnto mide el dngulo L/ EBA?
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14)

15)

E
b
a
A B
a
b
F\
G
D C

Sea £y = a con @ un nimero entero positivo. Para cada entero n > 0 definimos
Ty, = dZyp—1 + 1. {Cudntos valores de a menores o iguales que 2020 satisfacen que
x no es divisible entre 9 para todo entero k > 0?

En la figura de abajo se muestra un panal de abejas. Dos hexdgonos son vecinos
si comparten una arista. Si en cada hexdgono cabe a lo mds una abeja, ;cudl es la
mayor cantidad de abejas que pueden vivir en dicho panal de modo que no haya
abejas vecinas?

Prueba por Equipos, Nivel 11

1y

2)

Determinar la cantidad de niimeros enteros que son miiltiplos de 3 y tienen 5 digitos
distintos escogidos dentro de la lista 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, pero dos de sus digitos son 1
y 2, en ese orden. Por ejemplo, 31725 y 31254 son nimeros de los que queremos,
mientras que 32715y 31724 no.

En la figura se muestra un cuadrado ABCD de 4rea 36 cm?. Los puntos E y F'
sobre BC son tales que BE = FF = F(C, el punto K sobre la recta C'D es tal que
C es el punto medio del segmento DK . La recta DF intersecta a las rectas FK y
ABen Ry S, respectivamente. Determinar el drea, en cm?, del tridngulo K RS.
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A S
3
[

D C K

3) (Cuéntos niimeros de tres digitos, abc (con a # 0), tienen la propiedad de que los
nimeros de dos digitos ab y bc son nimeros primos? Por ejemplo, un nimero que
cumple es 237 pues tanto 23 como 37 son nimeros primos.

4) La siguiente figura consta de 14 vértices y 20 segmentos. Se dice que dos vértices
son vecinos si hay una linea que empieza en uno de ellos y acaba en otro. Rail
quiere elegir algunos vértices de manera que entre los vértices que eligié y sus
vecinos, estén elegidos todos los vértices. ;Cudl es la minima cantidad de vértices
que debe elegir Ratil para lograr esto?

5) Una ficha sombrero es una como la que se muestra en la figura, donde cada cuadrito
es de 1 x 1. Se quiere cubrir una cuadricula de 6 x 40 con fichas sombrero, de
tal manera que las fichas no se traslapen, no se salgan del tablero y los lados de
las fichas sean paralelos a los lados de la cuadricula. ;De cuantas formas distintas
puede llenarse el tablero, considerando que las fichas pueden rotarse?

6) Encontrar la suma de todos los nimeros enteros n de tres digitos distintos, para los
cuales la suma de todos los nimeros de dos digitos que se pueden formar con los
digitos de n sea igual al doble de n. Por ejemplo, si n = 123, entonces los nimeros
de dos digitos distintos que se pueden formar con los digitos de n son 12, 13, 21,
23,31y 32.

7) Enla figura, ABC es un tridngulo equildtero cuyos lados miden 28 cm. Los puntos
medios de AB y AC son E y D, respectivamente. ;Cudl debe ser el valor de la
longitud del segmento BG, en cm, para que el drea del tridngulo AFE F sea igual al
doble del area del cuadrilatero C D FG?
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8)

A

C

G

En un pafs, se tienen ciudades que inician con cada letra del abecedario (el cual
cuenta con 26 letras). Hay una ciudad cuyo nombre empieza con la letra a, dos
ciudades cuyos nombres empiezan con la letra b, tres ciudades con la letra ¢, cuatro
ciudades con d y as{ sucesivamente. Solo se puede pasar de una ciudad a otra si las
letras con las que empieza su nombre son vecinas en el abecedario; por ejemplo,
ces vecinode by d, asi como a es vecino de b y z. ;Se pueden recorrer todas las
ciudades sin repetir?

Soluciones de la Prueba Individual, Nivel II

Parte A

Y

2)

3)

4)

Como Juan nacié antes del afio 2000, su afio de nacimiento es el afio actual n?
menos la edad que tiene n. Asi, 1970 < n? — n < 2000. Puesto que 442 = 1936,
45% = 2025 y 462 = 2116, entonces Juan no puede cumplir 46 afios en el afio 462
ni puede cumplir 44 afios en el afio 442, asi que debe cumplir 45 afios en el afio
2025, de modo que nacié en 1980 y en el afio 2020 cumplié 40 afios.

Las posibilidades de que el led azul esté prendido son 4. Cada uno del led rojo y el
azul tienen 5 posibilidades. Entonces, el resultadoes 4 x 5 x 5 = 100.

Como M y N dividen al segmento BC' en tres partes iguales, las areas de de los
tridngulos ACN, NAC y M AB son todas iguales a % = 4 cm?. También tenemos
que los tridngulos N AM y QQ AP son congruentes y asi el area del tridngulo QAP
es igual a 4 cm?. Por otro lado, los tridngulos BAQ y BAN tienen la misma altura
desde B y la misma base pues NA = AQ, asi que el drea del tridngulo ABQ
es igual a 8 cm?. El mismo razonamiento aplica para determinar que el drea del
trigngulo C AP es igual a 8 cm?. Entonces, el drea total es 8 +8+4+4+4+4 = 32

cm?.

En una hora, A poda la mitad del césped y B poda la cuarta parte, de manera que
entre las dos podan % partes del rea total. Necesitan podar una cuarta parte mas,
es decir, un tercio de lo que podan en una hora. Como % = 20, la cantidad total de
minutos es 60 + 20 = 80.
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5)

6)

7

8)

9)

10)

Como hay 9 monedas, entonces hay (g) = % = 36 maneras de quitar dos mo-
nedas. Ahora, falta contar la cantidad de maneras en que se pueden quitar dos mo-
nedas que comparten un lado, lo cual es equivalente a contar cudntas aristas tiene
una cuadricula de 3 x 3 sin contar las del exterior. Es f4cil ver que hay 12 de estas
aristas, por lo que en total hay 36 — 12 = 24 maneras de quitar dos monedas que no

se encuentren en casillas que comparten un lado.

Notamos primero que el cociente entre dos nimeros es mas grande cuando el nume-

rador es lo mdximo posible y el denominador es lo minimo posible. Si la suma de

cifras es cualquier nimero entero entre 1 y 9, lo maximo que puede ser el cociente

es 100 pues, por ejemplo, si la suma fuera 7, el mayor numerador que puede tener
700

suma de digitos igual a 7 es 700 y entonces = = 100. Si la suma de los digitos

es 10 o mas, como el numerador a lo mas es 999, entonces el cociente es menor o

igual a % = 99.9. Por lo tanto, la respuesta es 100.

El drea de los 5 cuadrados es 36 x 5 = 180 cm?, asi que buscamos que AE parta
la figura en dos regiones de drea 90 cm? cada una. Completemos la figura con un
cuadrado como se muestra en la figura.

A

B

P C E D

Como cada cuadrado mide 6 cm de lado, se tiene que AP = 18 cmy PE = 6+CFE

cm. De esta manera, obtenemos que 18(64CE) _ 90 + 36 = 126 cm, de donde

18(6 + CE) =252 cm y entonces CE = 222 —6 =14 — 6 = 8 cm.

Contemos la cantidad de nimeros en la lista que no tienen ningun digito igual a 0 o
a 2. Hay 8 opciones en las que el nimero tiene un digito; hay 8 x 8 = 64 en las que
el nimero tiene 2 digitos; hay 8 x8x 8 = 512 con 3 digitos y hay 1 x8x8x 8 = 512
con 4 digitos. En total, hay 8 + 64 4 512 + 512 = 1096 nimeros cuyos digitos no
son ni 2 ni 0, por lo que la cantidad de niimeros que tienen al menos un digito igual
a2oigual a0es 2020 — 1096 = 924.

Notemos que los tridngulos ABP y PCD son semejantes, por lo que g—g =
g—g, esto es, % = IGIQBP. Como BP < PC, necesariamente BP = 6 cm y

PC = 16 — BP = 10 cm. Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que AP =
VAB? + BP?2 = /61l cmy PD = /CD? + PC? = 21/61 cm. Por lo tanto, el

drea del tridngulo APD es igual a APX% =61 cm?.

El nimero 20 solamente aparece antes del 200 en 20 y en 120 y ahf no apare-
ce 2022. Entonces, la secuencia 2022 aparece por primera vez en el lugar 203:
123 ...202203. Contemos los digitos usados: Del 1 al 9 hay 9 digitos; del 10 al 99
hay 2 x 90 = 180 digitos, del 100 al 199 hay 3 x 100 = 300 digitos y, finalmente,
del 200 al 203 hay 3 x 4 = 12 digitos. El total es 9 + 180 + 300 + 12 = 501.



42 42 OMMERB, Concurso Nacional 2020 (Virtual)

11) Hay (%) = 20x0x18 — 1140 subconjuntos de 3 elementos de X. Para que un

subconjunto de 3 elementos no cumpla con la condicién puesta, es porque o bien
los tres nimeros deben son impares o bien porque hay dos impares y uno par no
muiltiplo de 4. En el primer caso hay (10) = 10x9x8 _ 190 subconjuntos; en el

3) T T3xa2x1
w = 225 subconjuntos. Por lo tanto, la respuesta es

segundo hay 5(%)) =
1140 — 120 — 225 = 795.

12) Sean h y H las respectivas alturas de los tridngulos APN y C'PB desde P. Como
estos tridngulos son semejantes en razén 1 : 3, tenemos que 3h = H; ademas
H+h=8,dedondeh=2cmy H =6 cm.

Ahora, sean a, b, ¢ y d las areas que se indican en la siguiente figura.

) 6 N 12 .
(IP
b
o|
C
B 9 i 5

Notemos que a +b = (a+d) — (d+¢c) + (c+b). Peroa + d = 858 — 8%2 — 18
em?, d+c =22 =36 cm?y c+ b = 25 = 27 cm?. Por lo tanto, a + b =
18 — 36 + 27 = 9 cm?.

Parte B

13) Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que AB = v/a? + b2. Luego, [ABGF] =

(atb)Va®th% v por lo tanto, [FGCD] = [ABCD] — [ABGF] = a® + b* —

Vo) .
(‘Z+b)++b. Se sigue entonces que

a+b [ABGF) (a + b)Va2 + b?

3a—b [FGCD] 2(a®+1?) — (a+b)Va? 1 02

Esta tltima ecuacién implica que

2 (a2 + b2) —(a+ b)\/m = (3a — b)\/m,

estoes, 2 (a® + b?) = 4av/a + b2 y, por consiguiente, b = v/3a. Esto significa que
el tridngulo AEB es la mitad de un tridngulo equilétero. Por lo tanto, ZEBA =
30°.
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14) Tomemos a = 0 (mod 9). Entonces podemos formar la siguiente lista médulo 9:

xo =0,

r1 =50)+1=1,
za =5(1)+1=6,
x3 =5(6)+1=4,
xg =5(4)+1=3,
x5 =5(3)+1=7,
26 =5(7)+1=0.

Por esta razén, si a = 0,1,3,4,6,7 (mod 9), entonces este ciclo se repite y 1le-
gamos a algin z, = 0 (mod 9), dejando fuera del ciclo las congruencias 2, 5 y
8.

Siz; = 2 (mod 9) entonces z;+1 = 5(2) + 1 = 2 (mod 9).

—~~

m Siz; =5 (mod9) entonces x;+1 = 5(5) + 1 = 8 (mod 9).

si x; = 8 (mod 9) entonces x;4+1 = 5(8) + 1 =5 (mod 9).

Asi, cualquier a con estas congruencias médulo 9 cumple las condiciones del pro-
blema. Nétese que esto equivale a que a = 2 (mod 3). Por lo tanto, hay 673
nimeros menores o iguales que 2020 que cumplen.

15) En la siguiente particién de los hexdgonos, a lo mds un hexdgono de cada parte
puede estar coloreado, lo que demuestra que no pueden vivir mas de 13 abejas en
el panal.

Con la siguiente eleccién nos podemos dar cuenta que si pueden vivir 13 abejas en
el panal.
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Soluciones de la Prueba por Equipos, Nivel 11

1y

2)

Tenemos (g) = 10 formas de escoger las posiciones donde pondremos al digito 1
y al digito 2. Por el criterio de divisibilidad del 3, para que el nimero resultante
sea multiplo de 3, la suma de sus digitos en las tres posiciones restantes debe ser
multiplo de 3 ya que 1 y 2 suman 3. Ahora encontraremos las ternas de nimeros
distintos a, b, ¢ en el conjunto A = {3,4,5,6,7} tales que a + b + ¢ es mdltiplo
de 3. Observemos que la tinica manera de lograr ternas de nimeros distintos que
sumen un multiplo de 3, es escogiendo un digito entre 3 y 6, unoentre 4 y 7'y
escogiendo el digito 5. Luego, las ternas posibles son {3,4,5}, {3,7,5}, {6,4,5}
y {6,7,5}. Si N = abc es el nimero de tres digitos que se forma con las tres
posiciones restantes después de colocar al 1 y al 2, entonces por cada una de las
ternas anteriores, obtenemos 6 valores de IV, lo que hace un total de 24 valores
posibles de V. Por lo tanto, en total hay 10 x 24 = 240 nimeros que satisfacen las
condiciones del problema.

Notemos que los tridngulos BF'S'y C'F' D son semejantes en razén 2 : 1, pues B.S
es paralelaa CDy BF = 2FC, porlo que BS = 12 cm. Sea T la interseccion de
EK con AB. Andlogamente, los tridngulos TBE y K C'E son semejantes en razén
1: 2, 1o que implica que BT = 3 cm.

A TKB : 12 S
6
D 6 C

Ahora, observemos que los tridngulos 7RSS y K RD son semejantes por ser 1S y

DK paralelasy ZDRK = ZSRT. De aqui, si h; y ha son las alturas desde R
hasta AB y C'D, respectivamente, entonces Z—; = % = %, asi que 5hy = 4hy y,
como hy + hy = 6, se sigue que hy = § cm, por lo que [DRK] = (§ x 2) =16
cm?. También, [DK S| = 12X5 = 36 cm?, lo cual implica que

[KRS] = [DKS] — [DRK] =36 — 16 = 20 cm®.
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3)

4)

5)

Los ntiimeros primos de dos digitos tienen como digito de las unidades a un nime-
ro impar distinto de 5. Luego, ¢ solamente puede ser alguno de 1,3,7 0 9. Hay 5
nimeros primos de dos digitos que terminanen 1: 11, 31, 41, 61, 71; hay 6 nime-
ros primos de dos digitos que terminan en 3: 13, 23,43, 53, 73, 83; hay 5 nlimeros
primos de dos digitos que terminan en 7: 17,37,47,67,97y, hay 5 nlimeros primos
de dos digitos que terminan en 9: 19, 29, 59, 79, 89. Veamos las distintas posibilida-
des de c.

Caso ¢ = 1. Hay cinco primos de la forma b1, pero como ab es también primo, b no
puede ser 4 o 6. Luego, bc es solamente uno de 11, 31, 71; de donde el nimero de
posibilidades paraabes 5 + 6 + 5 = 16.

Caso ¢ = 3. De nuevo hay seis posibles primos de dos digitos de la forma b3, pero
como ab debe ser primo, solamente debemos de considerar a 13 y 73. Las posibi-
lidades para al son cinco y para las de a7 son cinco. Entonces, aqui tenemos 10
nimeros abc.

Caso ¢ = 7. De los cinco posibles niimeros b7, solamente nos fijaremos en 17, en 37
y en 97; en los otros ab no serd primo. Hay 5 primos de la forma al; hay 6 primos
de la forma a3 y hay 5 primos de 1a forma a7. Asf, en este caso tenemos 16 nimeros
abe.

Caso ¢ = 9. De igual manera solamente son de interés el 19 y el 79. Para el primero
hay cinco primos de la forma al y hay cinco de la forma a7, por lo que en este
ultimo caso hay 10 nimeros abc.

Luego, en total hay 16 + 10 4+ 16 4+ 10 = 52 ntimeros de tres digitos abc con aby
bc nimeros primos.

Primero vamos a etiquetar los vértices:

V14

Notemos que Ratl debe elegir al menos 4 vértices de la figura ya que los vértices
en rojo no son vecinos y tampoco tienen vecinos en comun. Luego, eligiendo vy,
V4, V11 Y V13, Ratl logra su cometido. Entonces, debe elegir 4 vértices.

Notemos que para que las esquinas puedan llenarse, las primeras tres fichas deben
colocarse como se muestra.
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6)

7)

Al
15

Después de eso hay dos opciones: colocar una ficha para completar un rectdngulo o
colocar dos fichas extra como se ve en la siguiente figura

o -

en cuyo caso volveremos a una situacién como la que se tenfa. Esto muestra que
cada multiplo de 4 tenemos dos opciones para continuar el llenado del tablero, y
esto serd asi hasta que lleguemos al final del tablero. De esta manera, en total habrd
49 _ 1 = 9 momentos en los que se puede elegir, por lo que en total hay 2° = 512
formas de llenar el tablero.

Podemos escribir el nimero n como n = 100a + 10b + ccon 0 < a,b,c < 9y
a # 0. Cada nimero formado con dos digitos de n se puede escribir como 10z + y
conz € {a,b,c},y € {a,b,c} y x # y. Entonces, la condicién del problema es
equivalente a

2n = 2(100a + 10b + c)
= (10a + b) + (10a + ¢) + (10b + a) + (10b+ ¢) + (10c + a) + (10c + b).

Asi, tenemos que 200a + 200 + 2¢ = 22a + 22b 4+ 22¢, lo cual implica que 178a =
2b + 20c o bien 89a = b + 10c.

Como 89 < 99, necesariamente a < 1, lo cual implica que @ = 1y, por lo tanto,
b= 9y c=38.Luego,n = 198 es el tinico nimero que satisface las condiciones.

Denotamos el drea de XY Z por [XY Z]. Como D y E son puntos medios de AC'
y AB, respectivamente tenemos que [ADE] = 1[ABC] = %. Luego
[AFE] = 1[ABC) = ZE[ABC| = $8 [ABC]

Por otra parte, sabemos que [BEFG] = 3[AFE] = 3¢B[ABC]y [BEDC] =
3[ABCY, por lo que [GFDC] = [BEDC] [BEFG] = 841353 [ABC]. Co-
mo [AFE] = 2[GFDC], se sigue que $8[ABC] = %[ABC], es decir,
GB =168 — 6GB. Por lo tanto, GB = 24 cm.

yDE
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8)

Solucién alternativa. Con la notacién de la solucién anterior. Si x = F'D, por
la semejanza de los tridngulos AFD y AGC, tenemos que GC' = 2z. Si h es
la altura del tridngulo AE'F, entonces h también es la altura sobre las bases del
trapecio CDF'G. Ahora, [AFE] = M y [CDFG| = w; si estas dos
areas cumplen que la primera es el doble de la segunda, entonces 14 — z = 6z, de
donde z = 2, luego BG = 28 — 2(2) = 24 cm.

Demostraremos que no existe tal recorrido. Consideremos la siguiente coloracién
de las ciudades: Si una ciudad empieza con la i-ésima letra del abecedario e ¢ es par,
entonces se colorea de r0jo; en caso contrario, se colorea de azul. Observemos que,
si se puede pasar de una ciudad a otra, entonces estas deben ser de colores distintos.
Si existiera un recorrido que pasa por todas las ciudades sin repetir, por la observa-
cién anterior tendriamos que la cantidad de ciudades azules y la cantidad de ciuda-
des rojas diferirfan por 1 a lo mucho. Sin embargo,hay 1 +3+5+---+ 25 = 169
ciudades azulesy 24446+ - - -+ 26 = 182 ciudades rojas. Como 182 — 169 > 1,
concluimos que tal recorrido no puede existir.



342 Olimpiada Mexicana de
Matematicas
Concurso Nacional (Virtual)

Del 9 al 15 de noviembre de 2020 se 1lev6 a cabo en forma virtual el Concurso Nacional
de la 34 Olimpiada Mexicana de Matemdticas, con la participacién de 185 estudiantes
provenientes de 31 Estados del pafs (Veracruz no participd).

Los 19 alumnos ganadores del primer lugar fueron:

Tomads Franciso Canti Rodriguez (Ciudad de México).
Omar Farid Astudillo Marban (Guerrero).

José Alejandro Reyes Gonzélez (Morelos).

Pablo Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo Ledn).

Daniel Alejandro Ochoa Quintero (Tamaulipas).

Ana Illanes Martinez de la Vega (Ciudad de México).
Leonardo Mikel Cervantes Mateos (Ciudad de México).
Karla Rebeca Munguia Romero (Sinaloa).

Carlos Emilio Ramos Aguilar (Sinaloa).

Luis Eduardo Martinez Aguirre (Nuevo Le6n).

Juan Carlos Tapia Baeza (Quintana Roo).

Eric Ransom Trevifio (Nuevo Ledn).

Kevin Brian Rodriguez Sanchez (Baja California).
Isaac Pancardo Botello (Guanajuato).

Diego Alfonso Villarreal Grimaldo (Nuevo Le6n).
Rogelio Guerrero Reyes (Aguascalientes).

Pedro Antonio Gonzalez Soto (Nuevo Leodn).

Manuel Isaac Gonzalez Chi (Yucatan).

Jorge Hiram Arroyo Almeida (Zacatecas).

Los 9 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
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Caribe fueron:

Rogelio Guerrero Reyes (Aguascalientes).

Alonso Baeza Quevedo (Baja California Sur).
Mateo Ivan Latapi Acosta (Ciudad de México).
Rosa Victoria Cantd Rodriguez (Ciudad de México).
Sebastidn Montemayor Trujillo (Nuevo Ledn).

Itzel Cano Rivas (Guanajuato).

Ana Camila Cuevas Gonzélez (Tamaulipas).

Isaac Montafio Manriquez (Baja California Sur).
Bruno Ancona Sala (Yucatan).

Las 9 alumnas preseleccionadas para la Olimpiada Europea Femenil de Matematicas
fueron:

Ana Illanes Martinez de la Vega (Ciudad de México).
Karla Rebeca Munguia Romero (Sinaloa).

Katia Garcia Orozco (Chihuahua).

Samantha Ruelas Valtierra (Querétaro).

Alexandra Valdepefias Ramirez (Coahuila).

Vianey Guadalupe Cortes Herndndez (Tlaxcala).
Cynthia Naely Lépez Estrada (Jalisco).

Adriana Garcia Arias (Chihuahua).

Andrea Escalona Contreras (Morelos).

Aunque la participacién en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado los estados de la Reptiblica apoyando a sus concursantes.
Con el propésito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los estados que
obtuvieron los primeros 10 lugares en el Concurso Nacional de la 34 OMM.

. Ciudad de México.
. Nuevo Leoén

. Sinaloa.

. Guanajuato.

. Jalisco.

. Aguascalientes.

. Morelos.

. Tamaulipas.

. Chihuahua.

10. Zacatecas.

O 00 1O\ N AW~

En esta ocasion, el premio a la Superacién Académica se llamé “Copa Superacion
2020” y fue ganado por Baja California Sur. El segundo y tercer lugar de este premio
lo ocuparon Aguascalientes y Guerrero, respectivamente.

A continuacion presentamos los problemas y soluciones del 34 Concurso Nacional de
la OMM (Virtual). Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada
una para resolverlos.
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Problema 1. A un conjunto de 5 enteros positivos distintos, se le llama virtual si el
maximo comun divisor de cualesquiera 3 de sus elementos es mayor que 1, pero el
maximo comun divisor de cualesquiera 4 de sus elementos es igual a 1. Demuestra
que en cualquier conjunto virtual, el producto de sus 5 elementos tiene al menos 2020
divisores positivos distintos.
Nota: El mdximo comiin divisor de dos o mds niimeros enteros es el mayor entero
positivo que divide a cada uno de ellos.

(Problema sugerido por Victor Hugo Almendra Hernandez).

Solucion de Vianey Guadalupe Cortés Hernandez. Denotando (a, b, ¢) como el maxi-
mo comdn divisor de a, b, ¢, sean (a, b, ¢) = w, (a,b,d) = z, (b,c,d) =y, (a,c,d) =
z. Tenemos que w, z,y, z > 1. Supongamos que (z,w) = k. entonces k | w, k | x y,
comow | a,b,cy x| a,b,d, tenemos que k | a, b, ¢, d. Entonces, (a, b, ¢,d) = k, pero
(a,b,c,d) = 1, por lo tanto (z,w) = 1. Andlogamente, (w,y) = (w, z) = (z,y) =
(,T,Z) = (y,z) =1L

Ahora sean a1, b1, ¢; tales que @ = ajw, b = byw, ¢ = cyw. Yaque (ayw,byw,d) = x
y (z,w) = 1, entonces x | a1,b;. Por lo tanto, a; = asx,b; = bex,d = dix. De
(b,e,d) = y tenemos (bazw,cyw,dyz) = y. Como (z,y) = 1, (w,y) = 1, enton-
ces y | be,c1,dy. Por lo tanto, ba = bsy,c1 = cay,di = doy. De (a,c,d) = z
tenemos que (azzw, cowy, deyx) = x 'y, como (z,2) = 1,(z,w) = 1,(z,y) = 1,
resulta que z | ag,ca,ds. Por lo tanto, az = azz,ca = c3z,de = dsz. Luego,
a = azwxz,b = bswxy,c = cswyz,d = dsyzz.

Haciendo un analisis similar al de arriba pero con los 5 nimeros a, b, ¢, d, e tenemos
que si (a,b,¢) = x1, (a,b,d) = x9, (a,b,e) = z3, (a,¢,d) = x4, (a,c,e) = x5,
(a,d,e) = xg, (b,c,d) = x7, (b,c,e) = xs, (b,d,e) = x9 y (c,d, €) = x19, entonces

a = a'x1ToT3T4T5 26,
b= b/$1I2I3$7I8I9,
Cc = C/ZC1I4£C5ZC7I8£C10,
d= d1$21'4$6$71'9$10,

€ = 6’1735652661782695610.

La razén por la que podemos llegar a esa expresion para a, b, ¢, d, e es que (z;, z;) = 1
para i # j.

Entonces abede = a'b/'c/d'e’x3x3x3 - - - 23,. Como o/, b, c'd, e’ > 1, abcde tiene al
menos (3 + 1)1 = 410 = 220 > 2020 divisores distintos.

Problema 2. Sea ABC' un tridngulo con incentro /. La recta BI corta a AC en D.
Sean P un punto en C1 tal que DI = DP (P # I), E la segunda interseccion del
segmento BC' con el circuncirculo del tridngulo ABD y @ la segunda interseccién de
la recta E'P con el circuncirculo del tridngulo AEC. Muestra que ZP D@ = 90°.

(Problema sugerido por Leonardo Ariel Garcia Moran).

Solucién de Katia Garcia Orozco. Sean ZABD = 3, /BAD = 2ay /BCI = 6.
Como [ es incentro, entonces BI es la bisectriz del dngulo ZABC, C1 es la bisectriz
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del dngulo Z/BC'A. Entonces, ZABI = = ZIBC, /BCI = § = ZICA. Por lo
tanto, 2ac + 25 + 260 = 180°. Como E estd en el circuncirculo del tridngulo ABD,
el cuadrildtero ABED es ciclico, por lo que /DBE = /FEAD = 'y ZBAE =
/BDE = /BAD — /EAD = 2a — 3. También, tenemos que ZADB = /AEB =
B+20yaque LZADB = 180° — LBAD — ZABD = 180° — 2a. — § = 3 + 26. Del
ciclico también sabemos que ZABD = ZAED = 5.

Como ZADB = 20 + 3, entonces Z/BDC' = 2a + . Ademas, como ZDCI =0y
/ZDIC =180°—«4DCI—ZIDC,tenemos que ZDIC = 2a+28+20—-2a—5—0 =
B+ 0.

Como ID = DP, entonces Z/DIP = ZDPI = 3+ 6. Por lo tanto,

ZIDP =180° — 4ZDIP — Z/DPI = 180° — 2(8 + 0) = 2a.

Pero ZIDE = 2a — 3, entonces ZEDP = /IDP — ZIDE =2a— (2a— 8) = .
Como LJEDP = ZAED, las rectas AE y DP son paralelas, lo cual implica que
LPDC =/ZEAD = p.

En el triangulo EDC, tenemos que ZEDP = /PDC =3y ZECP = ZCPD = 6.
Por lo tanto, P es el incentro del tridngulo EDC. Luego, /ZDEP = /PEC = a.
Como ( estd en el circuncirculo del tridngulo AEC, tenemos que AECQ es ciclico.
Luego, ZAEQ = LACQ = LAED + ZDEP = a+ fy LEAC = 8 = LEQC.
Como L/PDC = ZPQC = f entonces PDQC es ciclico y, por lo tanto, ZDCQ =
a+B8=4DPQy/LDCP =0=/ZDQP.

Por dltimo, en triangulo D P tenemos que ZDPQ = a+ fy LDQP = 6. Por lo
tanto, ZPDQ = 180° - ZDPQ—£LDQP =2a+25+20—a—F—0=a+[+0 =
90°.

Problema 3. Sea n > 3 un nimero entero. Dos jugadores, Ana y Beto, juegan a lo si-
guiente. Ana etiqueta los vértices de un n-dgono regular con los ndmeros del 1 al n, en
el orden que ella quiera. Cada vértice debe quedar etiquetado con un nimero distinto.
Luego, se coloca un guajolote en cada uno de los vértices.

Estos guajolotes estdn entrenados para lo siguiente. Si Beto silba, cada guajolote se
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mueve al vértice adyacente que tenga la etiqueta con el nimero mayor. Si Beto aplau-
de, cada guajolote se mueve al vértice adyacente que tenga la etiqueta con el niimero
menor.
Beto gana si después de dar algtiin ndmero de silbidos y aplausos, en el orden que €l
quiera, logra que todos los guajolotes queden en el mismo vértice. Ana gana si puede
etiquetar los vértices de modo que Beto no pueda hacer lo anterior. Para cadan > 3,
determina qué jugador tiene una estrategia que garantice su victoria.

(Problema sugerido por Isafas Fernando de la Fuente Jiménez y Victor Hugo Antonio de la
Fuente).

Solucién de Karla Rebeca Munguia Romero. Representaremos a los guajolotes con
fichas. Para simplificar, consideraremos si Beto silba es como decir “mayor” y si aplau-
de es como decir “menor”. Al principio del juego hay una ficha en cada vértice. Des-
pués de que Ana haya etiquetado los vértices, marquemos cada vértice con una segunda
etiqueta que diga “mayor” o “menor” de tal manera que la etiqueta marca que tendria
que decir Beto para que la ficha se mueva en contra de las manecillas del reloj. Es decir,
si una ficha estd en un vértice con la etiqueta “mayor”, si Beto dice “mayor” entonces
la ficha va en contra de las manecillas del reloj y si Beto dice “menor” entonces la ficha
va en la direccién de las manecillas del reloj. Esto se puede hacer porque los nimeros
en los vértices estdn fijos. Entonces si 2 fichas estdn en vértices con la misma palabra,
se mueven en la misma direccién sin importar lo que diga Beto.

Demostraremos que si n no es primo (0o n = 2), entonces Ana puede ganar. Si n es
par podemos pintar los vértices de rojo y azul intercaldndolos, de forma que la mitad
sean rojos y la mitad sean azules. Todas las fichas que estaban en un punto rojo se van
a un punto azul y viceversa, asi que siempre hay n/2 fichas en cada color y Beto no
puede ganar. Entonces Ana gana cuando n es par. En general, si 7 no es primo, sea d un
divisor de n tal que 1 < d < n. Vamos a pintar con d colores en orden. Digamos que
los colores son 1,2, 3,...,d. Ahora, dividimos los n vértices en n/d secciones don-
de cada seccidn consiste de vértices consecutivos. En la primera seccién incluimos los
nimeros que son 1 (mod d) en orden creciente en el sentido de las manecillas del reloj,
en la segunda seccién incluimos los nimeros que son 2 (mod d) de la misma mane-
ra, y asi sucesivamente. Las etiquetas en todas las secciones son de la forma “mayor”,
“menor”, ..., “menor”, “mayor”, es decir los extremos de la seccién dicen “mayor” y
la parte interna dice “menor”. Esto es porque si son puntos “internos” entonces al estar
en orden creciente con las manecillas del reloj, para moverse en contra de las maneci-
llas del reloj hay que decir “menor”, y, si estan en los extremos, entonces si estd en el
extremo izquierdo, a su izquierda tenemos el nimero mds grande de otra seccién y a
la derecha el nimero que sigue en la misma congruencia. Por lo tanto, para moverse a
la izquierda, hay que decir “mayor”. Es andlogo para el punto en la extrema derecha
(donde izquierda es en contra de las manecillas del reloj y derecha es en la direccion de
las manecillas del reloj). Consideremos fichas de dos secciones distintas que tienen el
mismo color. Entonces los dos nlimeros tienen la misma etiqueta y sus vecinos tienen
la misma etiqueta, entonces nunca se van a encontrar en el mismo lugar esas dos fichas
ya que siempre se mueven en la misma direccién. Por lo tanto, Beto no puede ganar.
Ahora supongamos que 7 es primo impar. Supongamos que Beto no puede ganar. En-
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tonces hay dos fichas que llamaremos k y R que no se juntan (esto es porque si dos
fichas se juntan, se moverdn juntas de alli en adelante y permaneceran juntas). Sea d la
distancia entre k y R, donde la distancia entre dos vértices es el niimero de lados entre
ellos contanto en direccidn en contra de las manecillas del reloj. Digamos que Beto
siempre dice la instruccién (mayor o menor) necesaria para que k£ se mueva siempre
en contra de las manecillas del reloj. En un movimiento, si R fue en contra de las ma-
necillas del reloj, d permanece constante, si no, entonces d disminuye en 2 (al menos
que d = 1, que harfa que d subiera a n — 1) pues k avanza 1 y R retrocede 1. Sea
Sk la secuencia de instrucciones para mover a k una vuelta completa en contra de las
manecillas del reloj y Sk la secuencia andloga para R. Después de dar una vuelta con
las instrucciones de Sy, la distancia d cambia a d — 2¢ mdéd n donde c es la cantidad
de instrucciones en posiciones correspondientes de Sy y Sgr que fueron distintas. Si
Sk y Sr no son idénticas, entonces la distancia disminuye (médulo n) de 2 en 2. Por
lo tanto eventualmente llega a 0 (cuando “disminuye” de 1 a n — 1, la distancia se
vuelve par, entonces puede bajar de 2 en 2 hasta 0). Como asumimos que k y R no
se juntan, entonces las instrucciones de Si deben ser idénticas a las instrucciones de
Sg. Llamando d a la distancia inicial, vemos que si Sy = Sg, entonces después de
d movimientos, k estd donde estaba R. Entonces las siguientes d instrucciones deben
ser las mismas, ya que son los pasos que dio R. Pero después de las siguientes d ins-
trucciones llega a donde llegé R después de las primeras d, entonces las siguientes
d instrucciones son las mismas, y asi sucesivamente. Por lo tanto, las n instrucciones
son periddicas médulo d. Pero como n es primoy 1 < d < n — 1, entonces existe
m tal que md = 1 (mod n), lo cual implica que las instrucciones tienen periodo 1,
que implica que todas las instrucciones deben ser iguales. Sin pérdida de generalidad
digamos que todas las instrucciones son “mayor”. Entonces para todos los nimeros,
tenemos que el vértice adyacente en contra de las manecillas del reloj es mayor. Nu-
meremos los vértices en contra de las manecillas del reloj vy, va, ..., v,. Entonces,
v <vg <vs < -o- < vy <V <y <vg < - <vy—1 <1, locual es imposible.
Luego, las instrucciones Si y Sr no pueden ser idénticas. Por lo tanto, Beto puede
ganar.

Problema 4. Sean > 3 un nimero entero. En un juego hay n cajas colocadas en forma
circular. Al principio cada caja contiene un objeto que puede ser piedra, papel o tijeras,
de manera que no hay dos cajas adyacentes con el mismo objeto, y cada uno de los
objetos aparece en al menos una caja.

Como en el juego de piedra, papel y tijeras, decimos que piedra gana a tijeras, tijeras
gana a papel y papel gana a piedra.

El juego consiste en mover objetos de una caja a otra siguiendo la siguiente regla:

Se escogen dos cajas adyacentes y un objeto de cada una, de forma que los objetos sean
distintos, y se pasa el objeto perdedor a la caja donde estd el ganador. Por ejemplo, si
de una caja A se escogi6 piedra y de la caja adyacente, B, se escogio tijeras, entonces
tijeras se va a la caja A.
Demuestra que, aplicando la regla un nimero suficiente de veces, es posible lograr que
al final todos los objetos estén juntos en una misma caja.

(Problema sugerido por Victor Hugo Antonio de la Fuente).
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Solucién de Alexandra Valdepeiia Ramirez. Denotemos a las opciones como s para
tijeras,  para piedra (roca) y p para papel. Primero demostremos que existe un lugar
donde r, p, s estdn juntas en algin orden. Supongamos que no: por las condiciones,
estin todas en al menos una caja, pero nunca consecutivas. Entonces tomemos una p,
al lado, sin pérdida de generalidad, tiene una s. Luego esa s, tiene que tener al otro
lado una p (si no ya tendriamos p, s, 7). Pero luego esa p tiene al lado otra s y asi
sucesivamente. Claramente esto continua, donde la s necesita otra p, la p otra s por las
condiciones del problema. Entonces no tendriamos una 7.

Por lo tanto, existe una parte del circulo donde estdn los 3 objetos consecutivos en
algtin orden.

Supongamos que estdn de la forma

[s1lx][p]

Las tijeras se van con la roca y tenemos

(st

La roca se va con el papel

O
las tijeras con laroca| [ ]

De esta forma, quedan las tres cosas en una orilla (en la caja de la orilla originalmente
solo era de papel). Todas las configuraciones se pueden organizar de forma que queden
los tres objetos en una caja de la “orilla”. Prueba: @ ya se probd, es sencillo
ver que @ es lo mismo pero volteado (todas terminardn igual en la caja de papel
pero ahora en la izquierda). Para @ primero movemos la roca con el papel, luego
el papel con las tijeras, luego la roca va con el papel como en el diagrama:

[s1[p]lr]= [sI[pr]0= [spxIT = [spr] I3
Para @ tenemos lo mismo pero volteado. Para @ movemos el papel con

la tijera, luego las tijeras con la roca, luego el papel con las tijeras como en el diagrama:

[Iis]fp] = [sp 0= [s][p] I = [P ]IS

Finalmente, @ es como la anterior pero volteada.

Entonces tenemos que podemos mover cualquier configuracidn de tres cajas consecu-
tivas con 3 objetos distintos a dos cajas vacias y una caja en la orilla con los 3 objetos.
La estrategia para concluir es probar que una vez que existe una caja con los 3 objetos,
esta se puede ir recorriendo o “comiendo” los demds objetos. Es decir, todos los objetos
se pueden ir a la caja de al lado. Prueba:

= Sin pérdida de generalidad (porque de todas formas los 3 objetos estdn en la caja)
supongamos que la caja de al lado tiene un s. Este s se va a traer al papel, luego
el papel a la roca, luego la roca a las tijeras. Ahora tenemos los 3 objetos mas
uno nuevo en la caja de la orilla.

= Es sencillo ver que funciona porque el objeto va a traer su “opuesto” quien va a
traer a uno diferente y una vez que tenemos los 3 podemos atraer cualquier cosa.
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= Esto sigue finitamente hasta que llegamos al momento en que todos los objetos
quedan en una caja (la otra caja adyacente a las dos vacias que se formaron con
los movimientos del inicio).

Problema 5. Una cuarteta de enteros positivos distintos {a, b, ¢,d}, se dice que es
pandémica si hay 2 de ellos tales que su producto es mdltiplo del mdximo comtin
divisor de los otros 2. Por ejemplo, la cuarteta {4, 6, 2, 8} es pandémica pues el médximo
comun divisorde 2y 6 es 2, y este dividea 4 x 8 = 32.

Encuentra el maximo valor de n, para el cudl toda cuarteta de enteros positivos distintos
menores o iguales que n es pandémica.

(Problema sugerido por Isafas Fernando de la Fuente Jiménez y Victor Hugo Antonio de la
Fuente).

Solucién de Samantha Ruelas Valtierra. Notemos que si encontramos el menor niime-
ro n para el cual existe una cuarteta de enteros positivos distintos menores o iguales a n
que no es pandémica terminamos, ya que n — 1 serfa la respuesta del problema porque
como n es el menor tal que ya no se puede, pues n — 1 es el mayor en el que se puede.
Veamos que necesita una cuarteta para que no sea pandémica: si {a,b,c,d} no es
pandémica entonces el maximo comun divisor de cualesquiera dos no divide a la mul-
tiplicacion de los otros dos. Entonces:

(a,b) = a1 =  111cd,
(a,¢) =292 =  x21bd,
(a,d) =23 = x31bc,
(b,e)=24 = x41ad,
(b,d)=x5 = w51ac,
(c,d)=z6 = z61ab.

Ninguno de los z; puede serigual a 1 ya que 1 divide a cualquier nimero y eso contra-
dice que x; no divida a los otros dos.

Supongamos que existe un primo p que divide a a, by ¢. Notemos que {a/p, b/p, ¢/p, d}
sigue siendo pandémica. Tenemos (a/p,b/p) = (a,b)/p = x1/p. Si x1/p | cd/p en-
tonces x1 | cd contradiciendo que {a, b, ¢, d} es pandémica. Similarmente, si x2/p |
bd/p o x4/p | ad/p, también llegamos a una contradiccién. Ahora (a/p,d) = x3 si
ptdy(a/p,d) = x3/psip | d. En el caso que p | d, entonces (a/p,d) = z3/p
y si w3/p | be/p? entonces x3 | be, contradiciendo que {a, b, ¢, d} es pandémica. En
el caso que p 1 d, (a/p,d) = x3. Si w3 | be/p?, entonces x3 | be, contradiciendo
que {a, b, ¢, d} es pandémica. Para x5, 2 es andlogo al caso x3. Entonces, si un primo
divide a a, b, ¢ lo podemos dividir de los 3 y obtener una cuarteta mas pequefia que
también es pandémica. Por lo tanto, podemos seguir dividiendo hasta que llegamos a
una cuarteta pandémica {a, b, ¢, d} donde cualquier terna tiene méximo comtin divisor
igual a 1. En particular,sip | ay p | b, entonces pt cy p 1 d.

Para minimizar, asumimos que para cada pareja solo hay un primo que la divide y
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decimos que x; = p; para un primo p;. Luego, podemos escribir los nimeros de la
siguiente manera:

a = p1pa2p3, b= p1paps, ¢ = papsps, d = P3pP5ps-

Como queremos minimizar, podemos asumir que los seis primos son 2,3,5,7,11,13
en algin orden. Para encontrar el minimo queremos considerar las permutaciones de
{2,3,5,7,11, 13} tales que el nimero mayor es lo més pequefio posible. Conjeturamos
que ese nimero es 231. Entonces, el nimero buscado seria 230.

Intentaremos hacer un acomodo con el nimero mayor que es menor a 231. Notemos
que si en algin momento tenemos que elegir entre un nimero mayor a 231 y uno
menor, no tiene sentido escoger el mayor, ya que nos darfa una cuarteta con nimero
grande mayor a 231. Sabemos que cada primo debe salir dos veces, luego notemos que
multiplicar 11 - 13 por cualquier niimero es mayor a 231, entonces eso ya se pasa. Por
lo tanto, el 11 no va con el 13. Como cada primo va con otros cuatro y el 11 no va con
el 13, el 13 debe aparecer con cada uno de los primos 2, 3, 5, 7. Haremos una matriz
de congruencias; si un primo estd en ese nimero se le pondrd una marca como en el
siguiente ejemplo:

213571113
a| X X X
b XX X
c X X X
d| X X X

Notemos que 21-13 > 231, entonces el nimero divisible entre 7 y 13, debe ser divisible
por 2. El otro 13 tendria que estar conectado con 3y 5 o con 2 y 5. Si lo conectamos con
2y 5, entonces ya usamos dos 2’s y dos 13’s entonces a, b son divisibles por 2 - 13. Por
lo tanto, podemos asumir que 13 vacon3y5(b=3-5-13ya =2-7-13). Los otros
dos nimeros son divisibles por 11 y al menos uno de ellos es divisible por 7, entonces
como 11-7-5 > 231y 11-7-3 = 231 si queremos encontrar una cuarteta no-pandémica
mas chica necesitamos ¢ = 11 - 7 - 2. Pero eso nos forzariaa que d = 3 - 5 - 11, pero
entonces (b, ¢) = 15. Por lo tanto, si tenemos una cuarteta no-pandémica {a, b, ¢, d},
entonces max{a, b, c,d} > 231. La cuarteta {182,195,231,110} no es pandémica,
entonces la minima es con mdximo igual a 231. Por lo tanto, la respuesta es 230.

Problema 6. Sea n > 2 un ndmero entero. Sean x1, 2, . . . , £, nimeros reales distin-
tos de 0 que satisfacen la ecuacién

1 1 1 , 1 , 1 , 1
r1+ — o+ — | \2n+— )=\ +—= o+ —= | lzpy+—= ).
T2 T3 T T3 3 L1

Encuentra todos los posibles valores de 1, za, ..., Zx.
(Problema sugerido por Victor Dominguez Silva).

Solucién de Ana Illanes Martinez de la Vega. Como todos los cuadrados son positi-
vos, tenemos que x5 > 0,23 > 0,...,22 > 0 (no son 0 porque los ;s son distintos
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de 0). Entonces, si definimos

1 1 1 2 1 2 1 2 1
P=\|x1+ — o+ — ) |\ Tn+— )= $1+—2 $2+—2 l’n+—2 s
T2 3 T T3 T3 L1

podemos saber que es positivo porque el producto de n términos positivos es positivo
(a?>0,22,, > 0=zl 4+ —=— > 0).

i1
Usando la desigualdad MA-MG en cada uno de los términos (se puede hacer porque

z2 > 0, = > 0) tenemos
v Titq
2 1
€Z; + x2 xz
i+1 > 7
2 =\ z2
i1
entonces
1 x?
22— >,
it 2 22
it1 i1

Si hacemos esto para los n términos, nos va a quedar que

1 1 1 2,02 .42
L3 L3 Ly T35 TR
Por lo tanto, P > 2™.

Ahora, vamos a reescribir a xf +

3
Ty

como
+1

($i$i+1)2 +1 _ ($i$i+1)2 n 1 > ($i$i+1 + 1)2

4
2 2 2 = 2 (
Tit1 Tit1 Tit1 227,

> (a1 +az)2

La dltima desigualdad es por la desigualdad ttil que dice % + % 2 “orth,

Por lo tanto, multiplicando todos los términos tenemos que

P:(xf+xi)...(x%+i)> 1 ((:lez+1)(x2x3+1)...($nx1_i_l))z.

2 x?/) — 2n T1To - Ty

Para todas las cuentas hemos usado que z,,+; = x; y en general que x,, 1 = x. Pode-

iZi 1 P . ..
mos notar que % =wi+ ,1“ . Estos son los términos que se estdn multiplicando

1 1 1
P=\x1+—)\z24+— ) |\ +— ).
T2 T3 T

Entonces, usando esta igualdad en (4) tenemos que

P> Lp2
2n
Como P > 0, podemos dividir entre P y llegar a que P < 2". Como ya sabiamos que
P > 2" entonces P = 2". Para que se dé la igualdad necesitamos que se dé la igualdad
en cada una de las desigualdades de la forma

1 x?
a7+ —— > 24 5,
€14 €14
1+1 1+1
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entonces tenemos que
1
2

x; =

-
Tit1

Esto es equivalente a que
1 9 1
— =T = —5-
2 it1 2
T Tit2

2 _ 2
Por lo tanto, =7 = 7, 5. ,

: : 2 : 2 _ .2
Sl2 n es 12mpar, como tzenemos Ty = Tj 9, €S0 €5 equivalente a x7 = xj +2k,2ent0n§es
T = X4 (p41) = T3 yaque n + 1 es par porque 7 es impar. Entonces 27 = x5 y
x? = 1/23. Por lo tanto x5 = 1. Como x5 es real entonces 72 = 1 0 x5 = —1. Como

a? = x7,, entonces todos los z7 con i impar son iguales y todos los 27 con i par son
iguales. Como x?7 = 3, entonces todos son 1 o todos son —1. Como z1 + 1/z2 > 0

entonces no pueden ser de signo contrario, por lotantoxy = x2 = 1o x; = 9 = —1.
Entonces tenemos x1 = 29 = --- =2, = lox; =22 = --- = x, = —1. Si todos
fueran —1, entonces x; + xiH =2y P = (—2)" = —2" # 2", Por lo tanto, si n es
impar, r; = 9 = --- = x, = 1. BEs facil verificarque sizy = 29 = --- =2, = 1,

entonces se cumple la ecuacién que queremos.
Si n es par para algtin k£ > 0 real, tenemos que

B=al==al =k
Y 1
2 2 2
.%'2:,@4::56”:%.
Six; = —+/k, entonces Tiy] = ﬁ daria x; + z,lﬂ = VEk+Vk= 0Oy P =0,que
no se puede. Analogamente si z; = —ﬁ, xi41 # Vk. Por lo tanto, si uno es negativo

todos son negativos y si uno es positivo todos son positivos. Sea r un real distinto de 0

(r= Vkor= —\/E). Entonces

Tl =23 =" """Tp-1=T

Con estos valores nos queda

(e 2) e ) o 2B (2) -
(:v% + a:i%) <x§ + x—lg) <xi + x—l%) = (2r?%) (722)”/2 = 2",

Por lo tanto, concluimos que si n es impar entonces

('rlv'er"'vxn) = (171571)
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y, si n es par, entonces

Il
—
=

(1,22, ., Zn)

para algin nimero real r # 0.



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

XXXV Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Del 13 al 22 de noviembre de 2020 se llevé a cabo la edicién nimero 35 de la Olimpia-
da Iberoamericana de Matemadticas, organizada desde Perd de forma virtual, en la que
participaron 23 paises y un total de 83 estudiantes. La delegacién mexicana fue concen-
trada en Cuernavaca, Morelos, del 15 al 17 de noviembre para presentar los examenes.
En esta ocasién, México obtuvo el segundo lugar de 23 paises participantes, a tan solo
tres puntos de Pertd. Ademds, se obtuvo la Copa Puerto Rico, premio que se otorga al
pais con mayor avance en los dltimos tres afios (en 2018 se obtuvo el cuarto lugar y en
2019 se obtuvo el tercer lugar).

La delegacién mexicana estuvo integrada por Tomds Francisco Cantii Rodriguez (Ciu-
dad de México), Pablo Alhui Valeriano Quiroz (Nuevo Le6n), Omar Farid Astudillo
Marbédn (Guerrero) y Daniel Alejandro Ochoa Quintero (Tamaulipas). Tomds obtuvo
medalla de oro con examen perfecto; Pablo, Omar y Daniel obtuvieron medallas de
plata. Los profesores que acompaiiaron a la delegacién fueron Luis Eduardo Garcia
Hernéndez (lider), Carlos Jacob Rubio Barrios (tutor), Mauricio Adridn Che Moguel
(observador) y Rogelio Valdez Delgado (observador).

A continuacién, presentamos los problemas de la XXXV Olimpiada Iberoamericana
de Matematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resol-
verlos.
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Primer dia

Problema 1. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo y escaleno tal que AB < AC'. Los
puntos medios de los lados AB y AC, son M y N, respectivamente. Sean P y Q)
puntos en la recta M N tales que ZCBP = ZACBy ZQCB = ZCBA. La circun-
ferencia circunscrita del tridngulo ABP interseca a la recta AC en D (D # A) y la
circunferencia circunscrita del tridngulo AQC interseca a larecta AB en £ (E # A).
Demuestre que las rectas BC, DP y E(Q) son concurrentes.

Problema 2. Para cada entero positivo n, se define 7;, como el menor entero positivo
talque 1 + 2 + - -- + T}, es mdltiplo de n. Por ejemplo, T5 = 4 puesto que 1, 1 + 2,
14 2 + 3 no son miltiplos de 5, pero 1 + 2 4 3 4 4 si es miiltiplo de 5.

Determine todos los enteros positivos m tales que T;,, > m.

Nota. Todo entero positivo es multiplo de si mismo.

Problema 3. Sea n > 2 un entero. Una sucesién « = (a1, as, .. ., a,) de n nimeros
enteros se dice limeria si

mcd{a; —a; talque a; >a;y1<i,j<n}=1,

es decir, el mdximo comun divisor de todas las diferencias a; — a;, con a; > a;, es 1.
Una operacidn consiste en escoger dos elementos ay, y a; de una sucesion, con k # £,
y reemplazar a, por aj, = 2ay — ay.

Demuestre que, dada una coleccién de 2" —1 sucesiones limefias, cada una formada por
n ndmeros enteros, existen dos de ellas, digamos S y 7, tales que es posible transformar
B en v mediante un nimero finito de operaciones.

Notas.

» Las sucesiones (1,2,2,7)y (2,7,2,1) tienen los mismos elementos pero son
diferentes.

= Si todos los elementos de una sucesion son iguales, entonces esa sucesion no es
limefia.

Segundo dia

Problema 4. Demuestre que existe un conjunto C de 2020 enteros positivos y distintos
que cumple simultdneamente las siguientes condiciones:

= Cuando se calcula el mdximo comin divisor de cada dos elementos de C, se
obtiene una lista de nimeros todos distintos.

= Cuando se calcula el minimo comun mdltiplo de cada dos elementos de C, se
obtiene una lista de nimeros todos distintos.
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Problema 5. Encuentre todas las funciones f : R — R tales que

flafz—y) +yf(z)=z+y+ f(z?),

para cualesquiera nimeros reales z, y.

Problema 6. Sea ABC un tridngulo acutdngulo y escaleno. Sean H el ortocentro y O
el circuncentro del tridngulo ABC' y, sea P, un punto interior del segmento HO. La
circunferencia de centro P y radio P A interseca nuevamente a las rectas AB y AC' en
los puntos R y .S, respectivamente. Denotamos por () al punto simétrico del punto P
con respecto a la mediatriz de BC'. Demuestre que los puntos P, @, R y S pertenecen
a una misma circunferencia.



Soluciones de Olimpiadas
Internacionales

XXXV Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

A continuacidén presentamos las soluciones de los problemas de la XXXV Olimpiada
Iberoamericana de Matematicas.

Primer dia

Solucion del problema 1. (Solucion de Daniel Alejandro Ochoa Quintero). Sea Z
la interseccion de las rectas £Q) y DP. Si demostramos que Z estd sobre el segmento
BC, habremos concluido.

Sea X la interseccion de BPy CQ. Sean § = ZCBAy 0 = LZACB. Como AB <
AC, se tiene que 3 > 0. Ademas, Z/QCA = /ZQCB—-/ZACB = Z/CBA—-/ZACB =
8—-0y/PBA=/CBA—-/ZCBP =/CBA—-/ZACB =3 —-90.

Ahora, demostraremos que el cuadrilatero PZ Q)X es un paralelogramo. Como APBD
es ciclico, entonces ZPDA = /PBA =  — 0 = ZQCA, lo que implica que PD
y QC son paralelas. Por otro lado, como AEC(Q es ciclico, se tiene que ZQFEA =
ZQCA =p8—-0 = /ZPBA, porlo que PBy Z(Q son paralelas. Asi, el cuadrilatero
PZQX cuenta con dos pares de lados paralelos, por lo que es un paralelogramo.
Como /XBA = 8 — 0 = ZXCA, el cuadrilitero ABCX es ciclico; mds aun,
LXCB = ZCBAy LCBX = LACB. Asi, por criterio ALA de congruencia, los
tridngulos ABC'y X CB son congruentes, lo que indica que AX y BC son paralelas
entre si y paralelasa M N.

Por el teorema de Tales en el tridngulo AX B, se puede ver que P es el punto medio de
BX. Andlogamente, () es el punto medio de X C. Como X Q)Z P es un paralelogramo,
entonces PZ = XQ = QC.
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Si Z' es la interseccion de las rectas DP y BC, entonces el cuadrildtero PZ'CQ es
un paralelogramo por tener dos pares de lados opuestos paralelos. Esto significa que
PZ' = QC = PZ, 1o cual implica que Z = Z' pues Z y Z’ estdn del mismo lado
respecto a la recta D P. De aqui se concluye que Z esta sobre el segmento BC', como
se queria.

Solucién del problema 2. (Solucién de Tomas Francisco Canti Rodriguez). De-
mostraremos que 7}, > m siy solo si m = 2% para algun entero o > 0; esto es, los
enteros positivos m que cumplen la condicién del problema son las potencias de 2.
Primero vamos a demostrar que si m = 2%, entonces 7;,, > m. Sea n un entero po-
sitivo tal que 2 dividea 1 +2 4 3 + --- + n = 202 Qe sigue que 2°+! divide a
n(n + 1). Por otro lado, med(n,n+ 1) =1, porloque 2 | no 2| n+ 1.

Si 2 | n, entonces 2! divide an, porloque n+1 > n > 21 estoes, n > 291 -1,
Si 2 | n + 1, entonces 2T divide a n + 1, de donde se sigue que n + 1 > 2%+1,

En cualquier caso, tenemos que n > 21 — 1, lo que implica que T}, > 2% — 1.
Ademas, como 2¢ > 1, resulta que oo+l — 9o 4 9a > ga 4 | y, por consiguiente,
Ty, > 2°T1 — 1 > 2% = m, como se queria.

Ahora, demostraremos que si m no es una potencia de 2, entonces 7,,, < m. Supon-
gamos que m es un nimero impar mayor que 1. Entonces, 1 +2 4 --- 4+ (m — 1) =
mm=l) — g (mt 1

5 T), el cual es divisible por m pues “5—= es un nimero entero. De
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aqui se sigue que T,,, <m —1 < m.

Por otra parte, si m es par, entonces m = 2%k, donde a > 1y k es un nimero impar
mayor que 1. Sea j el menor entero positivo tal que jk = 1 (mod 2°T1); esto es,
j es el inverso multiplicativo de & médulo 221, el cual existe pues k es impar. Sea
i =min {2971 — j j}.Sii > 2%, entonces 2°T! > 2%y j > 2% lo que implica que
j = 2%. Luego, jk — 1 = 2%k — 1 es impar, lo cual no es posible pues 2°+! divide a
7k — 1. Por lo tanto, 7 < 2%,

Si ¢ = 3, consideremos n = ik — 1 (el cual es mayor a 1 pues & > 1). Asi, 1 +
24---4+n= w = ik (ikgl), donde 1 es un entero, pues 2°*! divide a
ik — 1 = jk — 1. De aquf se sigue que k | ik 'y 2° | 5L porlo que 29k | ik (1),
esto es, T, < n. Ademds, ik < 2%k = m, lo que indica que T}, < n < m.

Sii = 22! — j, consideremos n = ik. Entonces, 1 +2+ - - - +n = ik (”“T'H), donde
ik+1
2

es un entero, pues
ik = (2T — )k = (—j)k = —1 (mod 2*T1).

De aqui, obtenemos que k | ik y 2 | 2L, de donde concluimos que 2°k | ik (£EL),
esto es, T, < n. Ademas, ik < 2%k = m, por lo que T},, < ik < m, lo que concluye
el problema.

Solucién del problema 3. (Solucion de Omar Farid Astudillo Marban). Se empe-
zard demostrando que dentro de las 2" — 1 sucesiones limefias, hay dos que son con-
gruentes modulo 2 término a término. Para esto, nétese que una sucesion de n se puede
ver de 2" formas moédulo 2 (pues cada entrada puede ser congruente a 0 o 1 médulo
2). Si todos los nimeros tienen la misma paridad, entonces todas las diferencias entre
dos de sus elementos serian pares, lo que contradice que sean sucesiones limefias. Esto
significa que hay 2™ — 2 opciones de sucesiones limefias mddulo 2. Por el Principio
de Casillas, debe haber dos de ellas que término a término tengan la misma paridad.
Se mostrard si dos sucesiones limefias son congruentes médulo 2 término a término,
entonces es posible hacer una cantidad finita de pasos para transformar una de ellas en
la otra.

Abhora, se probard que si se tiene una sucesion limefia de n elementos, entonces des-
pués de aplicarle cualquier operacion lo seguird siendo. Dado que en cada operacién
unicamente se cambia un término, todas las diferencias que no incluyen a ese término
no cambian. Con el fin de llegar a una contradiccién, supéngase que se hizo una ope-
racion con los elementos ay, y a, de tal forma que ahora aj, = 2a;, — a¢ y que la nueva
sucesion no es limefa. Las sucesiones que involucran a ay ahora son

la) — ax| = [2ax — a¢ — ag| = |ag — asl
y,paraj # k., /,
|ap — a;] = [2ax — a¢ — a;| = |(ax — ae) + (ax — a;)].

Como la sucesién no es limefia, existe un nimero primo p que divide a todas las dife-
rencias. Como una de ellas es |a, — ax| = |as — ax|, entonces a; = aj (mod p).
Ademds, no se cambi6 nada en las diferencias que no involucran a aj, por lo que
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ar = a1 = ag = --- (mod p). Eso significa que todos los elementos de la sucesién
antes de hacer la operacidn eran divisibles por p, lo que indica que todas las diferencias
eran divisibles por p, contradiciendo al hecho de que la sucesién es limefia.

Notese que si la sucesion [ se puede convertir en la sucesion « y la sucesién y se
puede convertir en la sucesidn «, entonces la sucesion v se puede convertir en la su-
cesion (. En efecto, esto se debe a que las operaciones son revertibles. Si se hace
una operacién con los elementos ay y ay de una sucesién limefia de tal manera que
a, = 2ay — ay, se puede hacer una operacién con los elementos ay, y aj de tal forma
que aj = 2a;, — aj = 2a, — (2ax — ag) = as. Asi, se podria convertir la sucesién «y en
la sucesion « y, después, revertir los pasos que se siguen para convertir 3 en «, y asi
convertir y en 3.

Luego, para cada sucesion limefia «, considérese la sucesién a; a la cual se puede
llegar tomando como sucesion inicial « de tal forma que la suma de los valores ab-
solutos de los elementos sea la minima posible (en caso de que haya mds de una, se
elije cualquiera de esas). Esta claramente existe pues la suma minima de dichos valores
absolutos estd acotada por 0 y siempre es un entero. Supéngase que hay dos elementos
de la sucesién «; que tienen el mismo signo, digase a; y a;, de modo que |a;| > |a;].
Al hacer la operacion a; = 2a; — aj, si a; y a; son positivos, se tendrfa que |a;| > |a’|
pues 2a; > 2a;, y aj > —a; pues aj = 2a; — a; > —a;. Cuando a; y a; son ne-
gativos, también tendriamos que |a;| > [a’| (pues 2a; > 2a; y a; < 0, implican que
aj < 2a; — aj < —a;), lo cual contradice la minimalidad de 1. De aqui se sigue que
cualesquiera dos elementos positivos deben ser iguales y cualesquiera dos negativos
también. Si no hay ceros entre los elementos de la sucesién a1, solo hay dos diferen-
cias posibles: 0 y la diferencia entre un elemento positivo y uno negativo. Esta ltima es
igual a un nimero mayor o igual que 2, lo que significa que el mdximo comiin divisor
de las diferencias es al menos 2, que es una contradiccion. Esto significa que debe ha-
ber al menos un cero entre los elementos. Al realizar la operacidn entre el elemento que
es igual a cero y un negativo, este ultimo se vuelve positivo y asi se convierten todos
los nimeros negativos en positivos. Como el valor de la suma de los valores absolutos
no cambia con estas operaciones y es minima, todos los nimeros positivos deben ser
iguales (por el argumento dicho anteriormente). Asi, cualquier elemento de la sucesion
es igual a 0 o a a, donde a es un entero positivo. Como la sucesion es limefia y todas
las diferencias son iguales a 0 o a, debe suceder que a = 1. Por lo tanto, se llega a una
sucesion que tiene Unicamente 0’s y 1’s entre sus entradas.

Finalmente, obsérvese que cualquier operacién conserva la congruencia médulo 2 de
los elementos de la sucesién pues 2a —a; = —a; = a; (mod 2). Asi, si se tienen
dos sucesiones 3y y que son congruentes entrada a entrada médulo 2, al considerar las
sucesiones /31 y 1 que solo tienen 0’s y 1°s a las que llegan, debe suceder que 31 = ;.
Por lo tanto, hay una manera de convertir 3 a «y por medio de una cantidad finita de
operaciones, esto convirtiendo 5 en 31 = 7 y, después, convirtiendo 1 en 7y, como se
querfa.
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Segundo dia

Solucion del problema 4. (Solucion de Daniel Alejandro Ochoa Quintero). Esco-
gemos 4040 primos distintos p; < pa < -+ < pag20 < q1 < g2 < -+ < @2020. Sea
A = pip2 -+ p2020-

Vamos a demostrar que el conjunto {a1, ag, . . ., asp0 } cumple las condiciones, donde
a; = % para 1 <4 < 2020. Notemos primero que a; # a; para ¢ # j, pues el tener
i
. . Aq; .
a; = aj, es equivalente a % = p—q?, es decir, ¢;p; = g;p; lo cual es falso, pues son
i J

primos distintos. Ademds todos son enteros, pues p; | A para cada 1 < ¢ < 2020.
Notemos que, para i, j € {1,2,...,2020}, 4 # j, se tiene que
Aq; Ag; A
med(a;, aj) :mcd(ﬁ,ﬁ = —
pi Dy PiDj

yaque 52~ | a;, a; pero g; f aj. pit i qj faiy pj 1 4;.

Por lo tanto, si tuviéramos mcd(a;, a;) = med(ay, an,) con (i,5) # (€, m), deberia
ocurrir que p:‘;j = m’;m lo cual implica que ¢ = i,m = j o £ = j,m = i, es decir,
serian la misma pareja. Entonces la condicién 1 se cumple.

Notemos que mcm(a;, a;) = mcm(%,Ap—?) = Ag;q;. En efecto péi | a;, pi; | a;
y entonces A | mem(a;,a;). También, ¢; | a; y ¢; | a;, y como med(A4,¢q) =
mcd(4, ¢;) = 1, tenemos que Ag;q; | mem(a;, a;), por lo cual Ag;q; < mem(a;, aj).
Pero ademds a;,a; | Ag;q;, lo que implica que Ag;q; > mcm(a;, a;), de donde se
concluye que mem(a;, a;) = Agig;.

Si tuviéramos mem(a;, a;) = mem(ag, an,) con (i,7) # (¢, m), deberfa ocurrir que
Aqiq; = Aqeqgm, es decir, ¢;q; = q¢gm. lo cual implicaque { = i,m = jol =
J,m = i, es decir, serfan la misma pareja. Entonces la condicién 2 también se cumple
y el conjunto {a1, as, . .., a0} satisface el problema.

Solucién del problema 5. (Solucién de Tomas Francisco Cantii Rodriguez). Sea
P(z,y) la afirmacién: “los nimeros reales x y y satisfacen la ecuacién f(zf(z —y))+
yf(x) = x+y+ f(2?)”. Si f cumple la ecuacién, entonces P(x,y) es verdadera para
cualesquiera numeros reales x, y.

El enunciado P(0,y) es f(0) + f(0)y = y + f(0) y, tomando y # 0, tenemos que

f(0) =1. (5)
P(1,1)es f(f(0))+ f(1) =2+ f(1),quepor(5)es f(1)+ f(1) = 2+ f(1), entonces
=2 (6)

P(Ly)es f(f(1 —y) +yf(1) = y+ 1+ f(1), que por (6) es f(f(1 —y)) =
y+ 3 — 2y = 3 — y. Sustituyendo y por 1 — x en esta tltima ecuacién obtenemos que

f(f(z) =2 +2. (7)

Por (7), f es inyectiva, pues si f(z) = f(y) entonces f(f(x)) = f((y)), por lo que
x+2=1y+ 2,y asi x = y. También es suprayectiva, pues si r es un real, entonces
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f(f(r—2)) = r.Porlo tanto, f es biyectiva.

Sea f~! la funcién inversa de f. Es decir, para cada real z;, f () es el tnico real tal
que f(f~%(z)) = x. Ahora definamos para cada real z el nimero a, = x — f~!(z) =
x — f(x —2).Luego f(x —az) = f(f(x —2)) ==.

P(x,a,) es f(zf(x — az)) + axf(x) = = + ax + f(22), y por lo anterior esto es
f(@®) + azf(x) = 2 + a, + f(2?), y esta Gltima igualdad, escribiendo f(z — a,) en
vez de = obtenemos que a, f(f(x — az)) = © + ag, estoes, az(z — ay +2) = z + a,.
Simplificando esta tltima ecuacién, obtenemos que z(a, — 1) = a(a, — 1), lo cual
implicaque x = a, 0 a, = 1.

Si ¢ = ay entonces f(0) = x. Por (5) esto implicaque z = 1y f(z — 1) = . Si
a; = 1 entonces f(z — 1) = x, y en cualquier caso f(x — 1) = x para todo nimero
real . Asi, si f cumple la ecuacién funcional, se tiene que f(z) = = + 1 para cada
ndmero real x.

Finalmente, es fécil verificar que si f(x) = x + 1 para todo nimero real x, entonces
f () satisface la ecuacién funcional y, por lo tanto, es la inica solucién.

Solucion del problema 6. (Solucion de Pablo Alhui Valeriano Quiroz). Sea X el
reflejado de A respecto a OH. Entonces OP es mediatriz de AX, lo que implica que
PA=PXyOA=0X.

Como O es el circuncentrode ABC'y Peselde ARS, X es la segunda interseccion de
estos tltimos dos circuncirculos. Dado esto, como BR 'y CS se cortan en A, debemos
tener que X es el centro de la similitud que manda BR a C'S (ABC es escaleno y asi
X # A).Como Py O son los respectivos circuncentros de BXC'y RX .S, son puntos
correspondientes en dicha similitud.

Sea K el circuncentro del tridngulo RPS. Si demostramos que K estd sobre la media-
triz de BC, como @ y P son reflejados con respecto a la mediatriz de BC, tendremos
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que KQ = KP = KR = K&, es decir, P,Q, R, S estardn todos sobre la circun-
ferencia con centro K y radio K P, por lo que acabariamos el problema. Sea N el
circuncentro del tridngulo OBC, que al igual que O estd sobre la mediatriz de BC'.
Queremos mostrar entonces que K, N, O son colineales.

Como K y N son puntos correspondientes en la similitud que manda el tridngulo
X RS al tridngulo X BC, asi como lo son Ry B, tenemos que los tridngulos X RB'y
X K N son semejantes y, en particular, tenemos que /X BA = /XBR = /ZXNK.
Si probamos que ZXNO = ZX NK, que por lo anterior es equivalente a probar que
/XNO = /X BA, acabamos.

Para ello, sean M el punto medio de BC, A’ el punto diametralmente opuesto a A en
el circuncirculo del tridngulo ABC'y T la interseccién de las tangentes por By C al
circuncirculo del tridngulo ABC.

A
H
o
B , \ C
X M
A/
YN
T

Tenemos que /X BA = /X A’ A, por lo que queremos ver que /X A'A = Z/XNO.
Por lo tanto, si demostramos que X NA’O es ciclico, acabamos. Esto pasa si y so-
losi Z/OXA = ZONA'. Pero ZAXA'" = 90° y, en consecuencia, ZOX A’ =
90° — LAXO. De OA = OX obtenemos que LZAXO = ZXAO y, como Ay X
son reflejados respecto a OH, se tiene que 90° — LZAXO = ZHOA, por lo que
LAXO =90° — ZHOA.

Queremos ver entonces que ZON A es igual a Z/OX A’ = 90° — ZAXO = ZHOA.
Para esto basta mostrar que los tridngulos HAO y A’ON son semejantes. Como ON
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es paralela a AH, ya tenemos que ZHAO = ZNOA’. Queda ver que Ij—g = ‘g/f\?
para concluir con el criterio de semejanza LAL.
Como T es la interseccion de las tangentes, tenemos que ZOBT = 90° = ZOCT,y
entonces 7" es diametralmente opuesto a O en el circuncirculo del tridngulo O BC'. Lue-
go, O, N, T son colineales y OT = 20N, lo que implica que ON = %OT. Tomando
en cuenta también que AO = %AA’ , tenemos que

HA AO HA A'O HA A0

A0 ~ON ~ Tax ~Ior T AA ~ or

Acabamos si demostramos la dltima igualdad. Para ver esto, mostraremos que los
tridngulos HAA’ y A’OT son semejantes. Pero, como OM es paralela a AH vy, es
conocido que H, M, A’ son colineales (siendo M el punto medio de HA’), tenemos
que los tridngulos MOA’ y HAA' son semejantes. Por lo tanto, 1o que queremos ver es
que los tridngulos MO A’ y A’OT son semejantes. Estos tltimos tridngulos comparten
Z0.

Entonces queda ver que % = OO—‘%/ para concluir por el criterio de semejanza LAL.
Esto pasa si y solo si OA’”> = OM - OT. Pero OA”? = OC? y ZOCT = 90° =
ZOMC (y LZMOC = ZCOT). Por lo tanto, los tridngulos OMC' y OCT son se-
mejantes, de donde 24 = 9< vy se sigue que OM - OT = OC? = OA2. Se deduce
subsecuentemente que OM -OT = O A2, el tridngulo M O A’ es semejante al tridngulo
A’'OT, el tridngulo HAA' es semejante al tridngulo A’OT, el tridngulo H AO es se-
mejante al tridngulo A’ON, el cuadrildtero OX N A’ es ciclico y, finalmente, PQRS
es ciclico, como queriamos probar.
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Definicion 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia=c (modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢"™ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod (b’”—m)) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un nimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3. Si p es un niimero primo de la forma 4k + 3 y p divide a una suma de
cuadrados a® + b2, entonces p divide a cada uno de a y b.

Teorema 4 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > kg, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > k.
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Teorema 5 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.

Teorema 6 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L), es igual a

n n!
(m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - - n.

Teorema 7 (Binomio). Para a 'y b niimeros cualesquiera 'y n un entero no negativo se

cumple que
(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0

Teorema 8 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, x2,
..., Ty, SOn niimeros reales positivos, entonces

Ti+x2+ -+ T
n

> T2 Xy

v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = 2o = -+ = Ty,

Teorema 9 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 10 (Pitagoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-

gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C".

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicién 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ZABC = L/A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A'B’ — BIC’ CTA
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Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.

Teorema 11 (Tales). Si ABC es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC
AD — AE"

Teorema 12 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
BD _ BA

tiene que 55 = 5.
Teorema 13 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y CN son concurrentes

siysolosif—é-(lff—]f~%:1.

Teorema 14 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, CA y AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . % . % = —1, donde los segmentos se estdn
considerando como segmentos dirigidos.

Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 15 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 17 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y C'D de una circunferencia se intersectan en un punto P,

entonces PA - PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 18 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /DAB + /BCD =
/ZABC + ZCDA = 180°.

Teorema 19 (Circuncirculo e Incentro). Si Q es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentro y M es la interseccion de Al con §Q, entonces MI = M B = MC.
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