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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Mateméticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matematica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacién que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel basico y
nivel medio superior, que cada afio se preparan para participar en los distintos concur-
sos de matematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pafs.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un puiblico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2022, Numero 2

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, ha sido y seguird sien-
do tener una publicacién verdaderamente util, buscando siempre proveer al lector de
material e informacién que puede no ser facil encontrar en otros medios. La consis-
tencia de su publicacién en el contexto nacional, es un ejemplo de la gran generosidad
de muchos profesores y estudiantes que con su trabajo comprometido contribuyen al
proyecto. Asi, aprovechamos la ocasién para agradecer y dar una afectuosa despedida
a Maximiliano Sdnchez Garza (conocido en la comunidad olimpica mexicana como
Max), quien se integré a este comité a partir del No. 2 del afio 2020. Te deseamos el
mayor de los éxitos en tus nuevos proyectos. jMuchas gracias Max!

Pasando al contenido, destaca el articulo Geometria Combinatoria y el Teorema del
Ham Sandwich, de Cuauhtémoc Gémez Navarro. En él, Cuauhtémoc nos muestra algu-

1Vocablo nahuatl cuyo significado en Espaiiol es aprender.
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nas de las ideas que han servido para resolver problemas de olimpiadas de matematicas
en el drea de la geometria combinatoria. Estamos seguros que esta aportacién serd de
utilidad para todos los lectores.

De especial interés para los mds pequefios, en este segundo nimero del afio 2022, in-
cluimos el examen estatal de Yucatdn 2022 para 4°, 5° y 6° de primaria.

De interés para todos, incluimos los problemas con soluciones de los exdmenes indivi-
dual y por equipos del nivel IIT del Concurso Nacional de la 5* Olimpiada Mexicana
de Matemdticas para Educacién Basica (OMMEB) que se realiz6 en el mes de junio
de 2021 de forma virtual. También incluimos los problemas y soluciones del Concurso
Nacional de la 35% Olimpiada Mexicana de Matematicas, realizada de forma virtual en
el mes de noviembre de 2021.

En el dmbito internacional, incluimos los problemas con soluciones de la Olimpiada
Europea Femenil de Matemadticas (EGMO) 2022, realizada en el mes de abril de 2022
de forma presencial.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracion de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
exdmenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacidon de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemética de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccidn temprana de jévenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.
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362 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 36 Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 2003. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucidn preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2022-2023y, para el 1° de julio de 2023, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberan inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 36* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizard en
la segunda semana del mes de noviembre de 2022. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2022 y hasta
la fecha de celebracién del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXV Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 64® Olimpiada Interna-
cional de Matematicas (julio de 2023) y a la XXXVIII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (septiembre de 2023).

De entre los concursantes nacidos en 2006 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XXV Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (junio de 2023).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la XII Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) a celebrarse
en el mes de abril de 2023.

62 Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica

En el afio 2022, la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM) organiza la Sexta
Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacién Basica (OMMEB). Podréan par-
ticipar los alumnos de Primaria y Secundaria, de acuerdo a los siguientes niveles.
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Nivel I. Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria o una institucién equivalente.
Los estudiantes no deben haber cumplido 13 afios al 1 de agosto de 2022.

Nivel II. Estudiantes de sexto afio de primaria y primer afio de secundaria o una insti-
tucion equivalente. Los estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de
2022.

Nivel III. Estudiantes de segundo afio de secundaria o una institucién equivalente. Los
estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de 2022.

La participacién en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.

El concurso nacional de la 6* OMMEB se realizara del 10 al 13 de junio de 2022 de
forma virtual. Cada Estado participante lo puede hacer con a lo méds un equipo en cada
categoria. Cada equipo estard integrado por un méximo de 4 personas: un lider y 3 es-
tudiantes (una misma persona puede ser lider de mds de un equipo).

Habra dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual para el
nivel I constard de 15 problemas a responder en 90 minutos, mientras que para los
niveles I y III, constard de dos partes. La parte A consistird de 12 problemas en la cual
solo la respuesta es requerida. La parte B consistird de 3 problemas y las soluciones
tendran que ir acompafiadas de argumentos o explicaciones que sustenten la respuesta.
La prueba por equipos en los tres niveles, consistird de 8 problemas a resolver en 60
minutos.

Los ganadores de los distintos niveles se preseleccionardn para recibir entrenamien-
to y presentar exdmenes selectivos para conformar a los equipos que representardn a
México en la Competencia Internacional de Matematicas (IMC), que se celebrard en el
verano de 2023.



Geometria Combinatoria y el
Teorema del Ham Sandwich

Por Cuauhtémoc Gémez Navarro

Nivel Avanzado

La geometria combinatoria es un drea de las matemadticas que ha tomado mucha fuer-
za en los dltimos afios, tanto en la investigacion matemadtica, como en problemas de
olimpiadas.

Muchos problemas de esta drea matemadtica se caracterizan por tener soluciones que
solo usan ideas sencillas, sin embargo, esto no significa que el problema sea facil de
resolver. Un ejemplo de esto es el problema 2 de la Olimpiada Internacional de Ma-
temdticas (IMO) del afio 2011, que tiene una solucién sencilla y, sin embargo, a la
mayoria de los participantes de esa competencia no se les ocurri6 esa idea sencilla.
Este articulo tiene como propdsito mostrar algunas de las ideas que han servido para
resolver problemas de olimpiadas de matemadticas del drea de la geometria combinato-
ria, ademds veremos que esas ideas nos llevan a resultados mds fuertes de investigacion
en geometria combinatoria (también llamada geometria discreta).

Se ha tratado de dar las referencias de todos los problemas y resultados que aparecen
en este articulo. Pido una disculpa por cualquier error en las referencias. Por dltimo, se
recomienda al lector intentar los problemas antes de leer la solucién.

Problemas de Olimpiadas de Matematicas

Imaginemos que estamos manejando un automdévil sobre una avenida A y que a nuestro
lado izquierdo, se encuentra otra avenida B. Supongamos que después de 30 minutos
de manejar sobre la avenida A (en la misma direccién), nos damos cuenta que ahora la
avenida B se encuentra a nuestro lado derecho. Si pensamos a las avenidas como lineas
rectas en el plano, nuestra intuiciéon nos deberia decir que en un momento intermedio
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lado derecho

lado izquierdo

Figura 1: En este ejemplo (del Problema 1), inicialmente el lado derecho de la recta
l tiene mds de la mitad de puntos. Entonces, antes de dar la media vuelta,
llegaremos a la recta 11, que deja la mitad de los puntos en cada uno de
los lados que determina.

las dos avenidas se cruzaron, es decir, en un momento estuvimos simultineamente
sobre las dos avenidas.

En esta seccién veremos las soluciones de algunos problemas de olimpiadas de ma-
tematicas. La idea intuitiva para resolverlos serd la misma intuicién que usamos en el
ejemplo de las avenidas.

Problema 1. Sea S un conjunto finito de al menos dos puntos en el plano y con una
cantidad impar de puntos. Supongamos que no hay 3 puntos en S que sean colineales.
Demuestra que para cualquier punto p de S, hay una recta que pasa por p y que deja la
mitad de los puntos de S en cada uno de los lados (semiplanos) definidos por esa recta.

Solucién. Sea p cualquier punto de S. Nos tomamos cualquier recta [ que pase por p,
pero no pase por ningun otro punto de S.

Si [ es unarecta que deja la mitad de los puntos de S en cada uno de los lados que define
la recta, es la recta que estamos buscando, si no podemos asignarle una direccién a la
recta y considerar su lado derecho y su lado izquierdo. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que el lado derecho tiene mds de la mitad de puntos de S. Si empezamos
a rotar la recta con centro en p al dar un giro de 180° habremos invertido los lados,
asi que ahora el lado derecho va tener menos puntos de S que la mitad. Como no hay
3 puntos de S sobre la recta [ (o alguna de sus rotaciones), al hacer la rotacion los
puntos de S van cambiando de lado uno por uno, asi que antes de dar el giro de 180°,
encontraremos una recta [; que pase por p y deje la mitad de los puntos de S en cada
uno de los lados que determina la recta (ver Figura 1). o
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El siguiente problema es un resultado de un tema de investigacién que se ha trabaja-
do en geometria combinatoria (el lector interesado en la historia del problema puede
consultar [5]).

Problema 2. Sea n un entero mayor que 1. Sea A un conjunto de 2n puntos sobre
una circunferencia (en el plano). Supongamos que n de los puntos estdn coloreados de
azul y los otros n puntos estdn coloreados de rojo. Una trayectoria de longitud k es una
sucesion p1, pe, . . ., pi de puntos distintos en el conjunto A. Decimos que la trayectoria
(con vértices en el conjunto A) es una trayectoria alternante simple si alterna puntos
azules con puntos rojos y, paratodai # j con 0 < 4,5 < k, los segmentos p;p;+1 Yy
p;pj+1 no se cruzan. Demuestra que hay una trayectoria alternante simple (con vértices
en el conjunto A) de longitud al menos n.

Solucién. Primero veamos que hay una recta [ que deja la mitad de los puntos de A de
un lado y la otra mitad en el otro lado. Para eso, tomemos cualquier recta [y que cumpla
que ni /g ni ninguna de las rectas paralelas a [y pasa por dos puntos de A. Entonces,
empecemos a trasladar la recta [y hasta llegar a una recta [ que deje la mitad de los
puntos de A de un lado y la otra mitad en el otro lado. Asignemos una direccién a la
recta [ y consideremos el lado derecho. Por el principio de las casillas, el lado derecho
tiene al menos [ 5| puntos de alguno de los dos colores, sin pérdida de generalidad el
lado derecho tiene al menos p > [ %] puntos azules, los cuales numeramos de arriba
hacia abajo como ay, ..., a,. Entonces, el lado izquierdo debe tener al menos g >
[ 5] puntos rojos, los cuales numeramos de arriba hacia abajo como 71, ...,7,. Sin
pérdida de generalidad, p > ¢. Entonces, la trayectoria 1, a1, 72, a2, . . ., 7, Gq €5 Una
trayectoria alternante simple de longitud 2¢ > n (ver Figura 2). |

A continuacién veremos el problema 2 de la Olimpiada Internacional de Matematicas
(IMO) del 2011, que fue propuesto por Geoff Smith.

Problema 3. Sea S un conjunto finito de al menos dos puntos en el plano. Supon-
gamos que no hay 3 puntos en .S que sean colineales. Un remolino es un proceso que
empieza con una recta [ que pasa por exactamente un punto p de S. La recta se em-
pieza a rotar con centro en p en sentido de las manecillas del reloj, hasta que la recta
se encuentre por primera vez con otro punto ¢ de S. En ese momento, se cambia el
centro de rotacion al punto g y se continda rotando la recta en sentido a las manecillas
del reloj, hasta que la recta se encuentre con otro punto de S. Este proceso continta
indefinidamente. Demuestra que se puede elegir un punto p en S'y una recta l que pase
por p, de tal manera que el remolino que resulta usa cada punto de .S como centro de
rotacién una infinidad de veces.

Solucién. Primero tomemos cualquier recta [ que cumpla que ni ! ni ninguna de las
rectas paralelas a [ pasa por dos puntos de .S. Entonces, empecemos a trasladar la recta
[ hasta llegar a una recta l; que pase por un punto p de S'y que cumpla que la diferencia
(positiva) de la cantidad de puntos de .S entre los dos lados que define, es a lo més 1
(notemos que si S tiene una cantidad impar de puntos, entonces /; es una recta que deja
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T1
a

T2 as

Figura 2: Ejemplo del Problema 2 con n = 4 y una trayectoria alternante simple de
longitud n = 4. Notemos que en este ejemplo, la trayectoria alternante
simple que nos da la solucion del Problema 2, se puede extender a una
trayectoria alternante simple de longitud 2n = 8.

la mitad de los puntos de S en cada uno de los lados que define la recta). Proponemos
que si empezamos el remolino con ese punto p y esa recta /;, obtendremos lo que
queremos.

Digamos que una recta es justa, si cample que la diferencia (positiva) de la cantidad de
puntos de S entre los dos lados que define, es a lo més 1.

Si empezamos a rotar la recta [; con centro en p, es claro que la recta seguird siendo
justa hasta que llegue a otro punto de .S. Cuando lleguemos a otro punto ¢ de S'y
cambiemos el centro de rotacion a ¢, uno de los lados perderd al punto g, sin embargo,
inmediatamente ganard al punto p, por lo que la recta se mantendrd siendo justa.
Como la recta se mantiene justa durante todo el remolino, entonces, cuando demos un
giro de 180°, llegaremos a otra recta [o, paralela a /1, que cumple que en la franja entre
las rectas [ y l2 no hay ningtin punto (ver Figura 3).

Esto significa que en el remolino, cuando pasamos de la recta [y a la recta [, pasamos
por todos los puntos de S. Entonces, si seguimos rotando la recta, cada vez que demos
un giro de 180°, pasaremos por todos los puntos de .S. Por lo tanto, si empezamos el
remolino con una recta justa, obtenemos el resultado. o

Ahora veremos un problema que se resuelve con ideas similares a las que hemos estado
viendo y que ademds usa la definicién de envolvente convexa.

Decimos que un conjunto C' (en el plano) es convexo, si para cada par de puntos x, y en
C, se cumple que el segmento que tiene como extremos a x y a y, se queda contenido
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Figura 3: En este ejemplo (del Problema 3) el conjunto tiene una cantidad par de
puntos, por lo que las rectas l1 y l2 son distinas, pero no hay puntos en la
region que estd entre esas dos rectas.

en C'. Un conjunto convexo C' lo podemos visualizar como un conjunto que no tiene
hoyos. Por ejemplo, un circulo, un tridngulo y un rectdngulo, son ejemplos de conjuntos
COnvexos.

Sea S un conjunto de puntos (en el plano). Diremos que C' es la envolvente convexa de
S, si es el conjunto convexo mds pequeflo que contiene en su interior o en su frontera,
a todos los puntos de S, en el sentido de que cualquier otro conjunto convexo que
contenga a .S, contiene a C'. Ademds, cuando un punto de S esté en el interior o sobre
la frontera de la envolvente convexa C', diremos que ese punto esta sobre la envolvente
convexa.

La definicién de envolvente convexa puede llegar a ser muy ttil a la hora de resolver
problemas de geometria combinatoria, ya que en muchas ocasiones, los puntos sobre
las envolventes convexas tienen propiedades interesantes.

El siguiente problema se resuelve usando ideas similares a las que hemos estado vien-
do, ademds, es un ejemplo de la importancia que puede llegar a tener la envolvente
convexa. Fue el problema 5 de la Olimpiada de Matematicas de los Estados Unidos
(USAMO) del 2005.

Problema 4. Sea n un entero mayor que 1. Consideremos un conjunto de 2n puntos
en el plano donde no hay 3 colineales. Supongamos que n de los puntos estdn colo-
reados de azul y los otros n puntos estdn coloreados de rojo. Una recta en el plano se
llama balanceada si pasa por exactamente un punto azul y un punto rojo, y para cada
lado definido por la recta, el niimero de puntos azules en ese lado es igual al ndmero
de puntos rojos en ese lado. Demuestra que existen al menos dos rectas balanceadas.

Solucién. Observemos que la envolvente convexa del conjunto de los 2n puntos, con-
tiene al menos 3 puntos sobre ella. Por el principio de las casillas, hay al menos 2 de
esos puntos que son del mismo color, sin pérdida de generalidad, supongamos que son
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Figura 4: En este ejemplo (del Problema 4) tenemos 4 puntos azules y 4 puntos
rojos. Notemos que la recta I3 cumple que su lado derecho tiene la misma
cantidad de puntos azules que rojos, sin embargo, el punto ps es azul,
por lo cual l3 no es balanceada. La recta ls también cumple que su lado
derecho tiene la misma cantidad de puntos azules que rojos, y como el
punto ps st es rojo, tenemos que ls si es balanceada.

de color azul. La idea serd buscar una recta balanceada por cada punto azul sobre la
envolvente convexa.

Consideremos uno de los puntos azules p sobre la envolvente convexa. Sean p; y pan—1
los dos puntos que estdn sobre la envolvente convexa y que son adyacentes a p. Si
alguno de p; 0 pa,—1 es de color rojo, al unirlo con el punto azul p, obtendremos una
recta balanceada. Entonces, supongamos que tanto p; como pa,—1 son azules.

Sea l; la recta que pasa por p y p;. Empecemos a rotar la recta [; con centro en p en
sentido contrario a las manecillas del reloj. Numeremos a los 2n — 1 puntos que son
distintos de p, de acuerdo al orden en que la recta fue pasando por esos puntos, cuando
hicimos la rotacién con centro en p; al ¢-ésimo punto lo llamamos p;. Notemos que esta
numeracién es compatible con las etiquetas que ya le habfamos puesto a los puntos p;
y pan—1. Dado el orden anterior, llamemos [; a la recta que pasa por los puntos p y p;
(ver Figura 4).

A todas las rectas [; les asignamos una direccion: apuntando hacia el lado contrario de
p visto desde p;. Entonces, la recta [o cumple que su lado derecho tiene mas puntos
azules que rojos; y la recta lo,—; cumple que su lado derecho tiene menos puntos
azules que rojos. Como no hay tres de los puntos que sean colineales, cuando hacemos
la rotacién con centro en p, estamos cambiando a los puntos de lado uno por uno. Por
lo tanto, hay una recta [; (con 2 < 7 < 2n — 2) que cumple que su lado derecho tiene
la misma cantidad de puntos azules que rojos. Ademds, si el punto p; es rojo, entonces,
el lado izquierdo de /; también tiene el mismo nimero de puntos azules y rojos, por lo
cual /; serfa balanceada.

En otro caso, el punto p; es azul. Entonces, la recta [;;; cumple que su lado derecho
tiene mds puntos azules que rojos, y como ya sabemos que la recta l5,, 1 cumple que
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su lado derecho tiene menos puntos azules que rojos, tenemos que existe una recta l;
(coni+1 < j < 2n — 2) que cumple que su lado derecho tiene la misma cantidad de
puntos azules que rojos. Notemos que si desde el principio nos hubieramos tomado
como el maximo de los nimeros que cumplen que el lado derecho de [; tiene la misma
cantidad de puntos azules que rojos, entonces [; nos hubiera dado una contradiccién.
El parrafo anterior nos dice que si nos tomamos ¢ como el maximo de los nimeros que
cumplen que el lado derecho de [; tiene la misma cantidad de puntos azules que rojos,
entonces [; sera una recta balanceada.

Por lo tanto, para cada punto azul sobre la envolvente convexa hay una recta balanceada
que pasa por el punto azul. Como estamos suponiendo (sin pérdida de generalidad) que
hay al menos dos puntos azules, tenemos al menos dos rectas balanceadas. O

Como seguramente recordardn, en las rotaciones de las soluciones de los Problemas 1
y 3, no usamos que los centros de rotacién estuvieran sobre la envolvente convexa del
conjunto de puntos. Esto nos podria llevar a pensar que en la solucién del Problema
4 podemos usar cualquier punto como centro de rotacion, por lo cual tendriamos al
menos n rectas balanceadas (una recta por cada punto azul o una recta por cada punto
rojo). Sin embargo, no hay ninguna recta balanceada que pase por el punto pg de la
Figura 4, por lo que la solucién anterior puede fallar si nos tomamos como centro de
rotacion cualquier punto en el interior de la envolvente convexa. Afortunadamente, si
es cierto que hay al menos n rectas balanceadas, y eso es un resultado de J. Pach y
R. Pinchasi. Como la demostracién de ese resultado es muy larga y queda fuera del
propdsito de este articulo, los lectores interesados pueden consultar [7].

El teorema del Ham Sandwich

Los Problemas 1 y 3 de la seccién anterior nos motiva a preguntarnos si, dados dos
conjuntos finitos de puntos S; y Sa (ajenos) en el plano, existe una recta [ que cumpla
que cada uno de los semiplanos (lados) definidos por [ contiene a la mitad de los puntos
de S1 y a la mitad de los puntos de S5.

Dado un conjunto S de puntos en el plano, decimos que una recta ! biseca el conjunto
S, si [ pasa por a lo mas 1 punto de S, y los dos semiplanos (lados) definidos por [
continen la misma cantidad de puntos de S.

El siguiente teorema es la version discreta en el plano de un teorema conocido como el
teorema del Ham Sandwich.

Teorema 1. Consideremos m puntos azules y n puntos rojos en el plano, de tal manera
que no hay 3 puntos (azules o rojos) que sean colineales. Entonces, existe una recta
que biseca simultdneamente los dos conjuntos de colores.

Demostracion. Para demostrar este teorema, primero supongamos que alguno de m o
n es impar, sin pérdida de generalidad, m es impar.

Por el Problema 1, podemos encontrar una recta /; que pasa por un punto p azul y que
biseca los puntos azules. Empecemos a rotar la recta /; en sentido de las manecillas del
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Figura 5: En este ejemplo (del Teorema 1), la recta l1 pasa por el punto p azul y
biseca el conjunto de puntos azules, sin embargo, no biseca el conjunto de
puntos rojos. Cuando hacemos las rotaciones (del Problema 3), antes de
dar la media vuelta, llegaremos a la recta l2, que biseca ambos conjuntos
de colores.

reloj con centro en p, hasta intersectar a otro punto azul ¢, en ese momento cambiemos
el centro de rotacién a ¢ y sigamos rotando la recta. Continuemos rotando la recta de
esa manera, cambiando el centro de rotacién cada vez que toquemos otro punto azul.
De acuerdo al Problema 3, obtenemos rectas que siempre van a bisecar el conjunto de
puntos azules, y como m es impar, al dar un giro de 180° tenemos que regresar a la
misma recta [y pero en sentido contrario. Por el mismo argumento de la solucién del
Problema 1, al hacer estas rotaciones, antes de dar un giro de 180° tendremos una recta
l2 que también biseque los puntos rojos, por lo tanto, esa recta biseca ambos conjuntos
(ver Figura 5).

Si ambos nimeros m, n son pares, podemos considerar un punto r (que no sea azul ni
rojo), agregar el punto 7 al conjunto de puntos azules y aplicar las rotaciones anteriores
a ese nuevo conjunto. Por el mismo argumento, llegaremos a una recta que biseque
el conjunto de puntos rojos, ademads, si la recta pasa por el punto r también bisecard
el conjunto de puntos azules. Si la recta no pasa por r significa que pasa por algin
punto azul y alguno de los lados tendrd un punto azul més que el otro, pero como
hay una cantidad finita de puntos, podemos trasladar un poco la recta para pasar ese
punto azul al lado correspondiente, sin afectar los puntos rojos, asi tendremos la recta
buscada. (]

Ahora vamos a ver una aplicacion sencilla de la version discreta del teorema del Ham
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Sandwich (Teorema 1). El siguiente teorema es un resultado de J. Akiyama y N. Alon
[1]. Aunque la demostracién que veremos usa la version discreta del teorema del Ham
Sandwich, el siguiente teorema también se puede demostrar sin usar el teorema del
Ham Sandwich, lo que lo hace un buen ejercicio de prictica para estudiantes que par-
ticipan en Olimpiadas de Matemaéticas.

Teorema 2. Sea n un entero mayor que 1. Consideremos un conjunto de 2n puntos en
el plano donde no hay 3 colineales. Supongamos que n de los puntos estdn coloreados
de azul y los otros n puntos estdn coloreados de rojo. Decimos que un segmento es
arcoiris si uno de sus extremos es un punto azul y su otro extremo es un punto rojo.
Demuestra que es posible trazar n segmentos arcoiris que no se intersecten entre st.

Demostracion. Demostraremos por Induccién sobre n. Como no hay 3 puntos coli-
neales, entonces podemos aplicar la versién discreta del teorema del Ham Sandwich
(Teorema 1), por lo que hay una recta [ que biseca simultineamente el conjunto de
puntos rojos y el conjunto de puntos azules. Entonces, en cada uno de los semiplanos
(lados) definidos por [ aplicamos la hipétesis de induccion, es decir, en cada semiplano
(lado) trazamos segmentos arcoiris que no se intersecten entre si (ver Figura 6).

./'

Figura 6: Ejemplo del Teorema 2 con n = 5. La recta l biseca simultdneamente el
conjunto de puntos azules y el conjunto de puntos rojos, por lo que pode-
mos aplicar la hipdtesis de induccion en cada uno de los lados definidos
por 1, con lo que obtenemos los segmentos arcoiris que queremos.

Como [ separa a esos dos semiplanos (lados), entonces obtenemos segmentos arcoiris
que no se intersectan entre si. Si n es par hemos acabado. Si n es impar, entonces en
[ hay un punto rojo y un punto azul, si trazamos el segmento entre esos dos puntos,
ese segmento arcoiris no intersecta a los demds segmentos arcoiris que ya habifamos
trazado, lo que concluye la prueba. O
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Veamos otra aplicacién del Teorema 1. El siguiente resultado es conocido como el
teorema del collar.

Teorema 3. Dos ladrones han robado un collar (abierto) con 2 tipos de perlas diferen-
tes: perlas azules y perlas rojas. Ellos quieren partir el collar en varias partes, para
después repartir esas partes de tal manera que a los dos les toque la misma cantidad
de perlas de cada uno de los 2 tipos de perlas. Demuestra que el collar puede ser
repartido entre los dos ladrones usando a lo mds 2 cortes.

Demostracion. Vamos a colocar el collar en el plano de tal manera que cada perla es
representado por un punto (el punto es del mismo color de la perla) y no hay 3 puntos
en el collar que sean colineales. Entonces, por la version discreta del teorema del Ham
Sandwich (Teorema 1), existe una recta [ que biseca simultineamente los puntos azules
y los puntos rojos (ver Figura 7).

Figura 7: Ejemplo de un collar dividido en tres partes (con 2 cortes), donde las
partes 1y 3 le tocan a un ladron y la parte 2 le toca al otro ladron.

Si los ladrones hacen un corte por cada vez que esa recta interseca al collar, habrdn
hecho a lo mds 2 cortes, ya que no hay 3 puntos en el collar que estén sobre la recta [.
Por lo tanto, se puede repartir el collar con 2 cortes: todas las perlas que quedaron en
uno de los lados definidos por [ son para uno de los ladrones y todas las perlas que se
quedaron en el otro lado definido por [ son para el otro ladrén. O

Ya hemos trabajado con rectas que bisecan conjuntos finitos de puntos. Una pregunta
muy natural es si también existen rectas que bisecan el drea de poligonos en el plano.
Antes de responder esta pregunta, precisemos a qué nos referimos cuando decimos
poligonos en el plano.

Un poligono en el plano, es la envolvente convexa de un conjunto finito de puntos
en el plano, que cumplen que no hay 3 de esos puntos que sean colineales. Ademads,
diremos que una recta biseca el drea de un poligono, si la recta parte al poligono en dos
poligonos con la misma area.

Motivados por el Teorema 1, ahora nos gustaria probar que, dados dos poligonos en
el plano, existe una recta que biseca simultineamente el 4rea de ambos poligonos. Ese
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resultado es la version en el plano del feorema del Ham Sandwich, que enunciamos a
continuacién. La demostraciéon queda como ejercicio al lector.

Teorema 4. Dados dos poligonos en el plano, existe una recta que biseca simultdnea-
mente el drea de ambos poligonos.

Conclusiones y comentarios finales

Como vimos a lo largo de este articulo, muchos de los problemas de geometria com-
binatoria tienen la caracteristica de tener soluciones sencillas. De hecho, a nivel in-
vestigacion, estas mismas ideas sencillas son uno de los ingredientes principales para
demostrar resultados fuertes de geometria combinatoria (también llamada geometria
discreta).

Por ejemplo, Soberén [8], Karasev, Hubard, Aronov [6], Blagojevic y Ziegler [2], de-
mostraron un teorema que generaliza el teorema del Ham Sandwich (Teorema 4), y la
solucién geométrica de ese teorema es muy similar a la idea que vimos en la demostra-
ci6én del Teorema 1, la diferencia es que para concluir sus resultados, usan herramientas
muy fuertes de topologia algebraica. Para una continuacién amigable de los temas vis-
tos en este articulo, se puede consultar [3], [4] y [9]. Ademds, en la siguiente seccién
dejamos algunos ejercicios de practica para el lector.

Ejercicios

1) (Oriol Solé Pi, Olimpiada Regional del Centro de México 2019) Considera n lineas
en el plano tal que no hay 3 que pasen por un mismo punto. Demuestra que es
posible etiquetar los k puntos donde esas lineas se intersectan con los nimeros del
1 al k (usando cada nimero exactamente una vez), de tal manera que en cada linea,
las etiquetas de los n — 1 puntos que estdn sobre esa linea estdn arreglados en orden
creciente (en una de las dos direcciones).

2) Considera n rectas en el plano tal que no hay 3 que pasen por un mismo punto.
Definamos una gréfica donde los vértices son las intersecciones de las rectas, y
dos vértices estdn conectados por una arista (son vecinos en la gréfica) si y solo si
son consecutivos en una misma recta. Demuestra que los vértices de esa grifica se
pueden colorear con 3 colores, de tal manera que no hay dos vértices vecinos del
mismo color.

3) Dar una demostracién alternativa del Teorema 2, que no use ninguna de las dos
versiones que vimos del teorema del Ham Sandwich (Teorema 1 y Teorema 4).

4) (Victor Dominguez Silva, Olimpiada Mexicana de Matemadticas 2019) Sea n > 2
un entero. Considera 2n puntos alrededor de una circunferencia. Cada vértice ha
sido etiquetado con un entero del 1 al n, inclusive, y cada uno de estos enteros ha
sido usado exactamente 2 veces. Isabel divide los puntos en n parejas y traza los
n segmentos entre dichas parejas, con la condicién de que estos no se intersecan.
Luego, a cada segmento le asigna el niimero mayor entre las dos etiquetas en sus
extremos.
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a) Muestre que, sin importar cémo se hayan etiquetado los puntos, Isabel puede
escoger las parejas de tal forma que se usen exactamente || nimeros para
etiquetar a los segmentos.

b) (Pueden etiquetarse los puntos de tal forma que, sin importar cémo Isabel divida
los puntos en parejas, siempre se usen exactamente [ % | nimeros para etiquetar
los segmentos?

5) (El teorema del Ham Sandwich) Considera dos poligonos convexos en el plano. De-
muestra que siempre existe una recta que parte a la mitad el drea de ambos poligo-
nos.

6) (Olimpiada Geometrense 2020) Sea K un poligono convexo en el plano con peri-
metro igual a 1. Sea n > 2 un entero y sea < m un entero positivo. Demuestra
que existe un par de rectas perpendiculares que dividen la frontera de K en arcos

de longitudes 5, 5, "5, %=, en ese orden ciclico.

7) Seat € |0, i] un nimero real y K un poligono convexo en el plano de drea 1.
Demuestra que existe una pareja de rectas perpendiculares que divide a K en 4
poligonos de dreas ¢, ¢, (3 — t), (3 — t), en ese orden ciclico.

8) (A. Kaneko, M. Kano, K. Suzuki [5]) Considera 8 puntos en el plano donde no hay
3 colineales. Supongamos que 4 de los puntos estdn coloreados de azul y los otros
4 puntos estdn coloreados de rojo. Demuestra que hay una trayectoria alternante
simple (con la misma definicién del Problema 2) de longitud 8 (es decir, que pasa
por los 8 puntos).
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este segundo nimero del afio 2022. Aprovechamos para invitarte a que contribu-
yas a enriquecer esta seccion de la revista. Estamos seguros que conoces problemas
interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicién la direccién
revistaomm@gmail.com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Demuestra que entre cualesquiera 7 enteros positivos, podemos escoger
dos de ellos tales que su suma o su resta es multiplo de 10.

Problema 2. Determina el menor entero positivo n con las siguientes propiedades:
a) Su digito de las unidades es 6.

b) Si el dltimo digito 6 se borra y se coloca al principio del nimero, el resultado es 4
veces n.

Problema 3. ;Cudntos niimeros enteros positivos menores que 10'? cumplen que los
digitos en posicién impar (contando de derecha a izquiera) son impares y los digitos en
posicién par son pares?

. . . / 2
Problema 4. Determina todos los enteros positivos m y n tales que los ntimeros 3% y

AV n2 + m sean nimeros enteros.

Problema 5. Sea m un entero positivo tal que es un cuadrado perfecto. Prueba
que m es divisible por 3y que m + 1y 7 son ambos cuadrados perfectos.

m(m+1)
3
Problema 6. Sea ABC'D un cuadrildtero convexo tal que AB + BC = 2022 cm y

AD =CD.Si ZABC = ZCDA = 90°, determina la longitud de la diagonal BD.

Problema 7. Considera el polinomio P(x) = 2® + az + b con a y b ndmeros reales.
Si P(x) tiene tres raices reales distintas, demuestra que a < 0.
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Problema 8. Determina todas las parejas de enteros positivos (z,y) tales que ambos
x,y tienen la misma cantidad de digitos y se satisface la ecuacién % =7vy.x, donde y.x
representa el nimero que se obtiene de colocar un punto decimal después de y y luego
concatenar el nimero x.

Problema 9. Sabiendo que 13 es un divisor de 512064008001, determina los seis divi-
sores primos del niimero 512064008001.

Problema 10. Sean D, E'y F' los puntos de tangencia del incirculo del tridngulo ABC
con los lados BC, C' Ay AB, respectivamente. Sean P y () los puntos medios de DF'y
DE, respectivamente. Las rectas PC'y DE se intersecan en R, mientras que las rectas
BQ y DF se intersecan en S. Prueba que:

a) Los puntos B, C, Py @ son conciclicos.

b) Los puntos P, @, Ry S son conciclicos.

Problema 11. Encuentra la mayor cantidad de elementos que un subconjunto S del
conjunto {1,2,3,...,50} puede tener, de tal manera que no haya un elemento de S
que sea igual a la suma de dos elementos diferentes de .S.

Problema 12. Encuentra todas las parejas de enteros (x, y) tales que
Yo 4 2xy = 2% + 2y,

Problema 13. Se tiene un tablero de 2022 x 2022. Se dice que este tablero esta teselado
por cuadrados de k£ x k, si estos cubren al tablero (posiblemente sobrelapandose) y
tienen sus esquinas en los cuadrados unitarios. Encuentra el minimo valor de k tal que
la minima cantidad de cuadrados de k x k que teselan al tablero es 100.

Problema 14. Sean O, M y N puntos colineales, en este orden, de manera que OM =
3y MN = 5. Sea w el circulo de radio 2 centrado en O. Encuentra, entre todos los
puntos P en w, el maximo valor posible para el angulo ZM PN.

Problema 15. Sea n > 2 un entero. Sea .S,, el conjunto de enteros positivos menores
a n que son primos relativos con n. Llamemos ¢(n) al nimero de elementos en S,,.
Demuestra que la suma de los nimeros en .S,, es igual a

ng(n)
T

Problema 16. En un tablero de ajedrez de 9 x 9 hay 9 torres que no se atacan. Cada
torre se mueve una casilla horizontalmente o verticalmente. Prueba que tras mover las
torres, hay dos que se atacan.

Problema 17. Determina todas las parejas de enteros positivos (z, y) que satisfacen la
ecuacién 2° = y° + 10y% + 20y + 1.
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Problema 18. Demuestra que para cada enteron > 1, el niimero 371 ... 1, que termina
€N 7 unos, no es primo.

Problema 19. Determina todos los niimeros reales que satisfacen la ecuacién

10 11 12 13 ,
pra T v S v S

Problema 20. Demuestra que para cada entero positivo m, existe un entero positivo n

tal que
. l >m
E 2 .
k=1



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccién encontrards las soluciones a los 20 problemas de practica elegidos para
este namero de la revista. Antes de consultar estas soluciones, te recomendamos hacer
tu propia solucién a cada problema o, al menos, haberle dedicado un tiempo conside-
rable a cada uno de ellos.

Es muy comtn en matematicas que un problema tenga mas de una solucidén. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las tinicas. Aunque hayas
resuelto un problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos
a consultar estas soluciones y discutirlas con tus compaiieros. Si logras encontrar una
solucidn diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas de tus soluciones, te invi-
tamos a compartirlas con nosotros a la direccién revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Consideremos los seis conjuntos {0}, {1,9}, {2,8}, {3, 7},
{4,6} y {5}. Por el principio de las casillas, entre cualesquiera 7 enteros positivos hay
dos nimeros a y b tales que sus digitos de las unidades estdn en el mismo conjunto. Si
el digito de las unidades de a es igual al digito de las unidades de b, entonces a — b
es multiplo de 10. Pero, si el digito de las unidades de a es distinto al digito de las
unidades de b, entonces por la construccién de los conjuntos, a + b serd multiplo de 10
yaquel +9=24+8=3+7=4+6=10.

Solucién del problema 2. Escribimos n = 10m + 6. Sea k la cantidad de digitos de
m. Tenemos entonces que 4(10m + 6) = 6 - 10¥ + m, esto es, 13m = 2 - (10* — 4).
De aqui, se sigue que 13 divide a 10¥ — 4, esto es, 10¥ = 4 (mod 13). Por prueba y
error, encontramos que el menor entero positivo k con esta propiedad es £ = 5, lo cual
implica que m = 15384. Por lo tanto, el menor valor de n es 153846.

Solucién del problema 3. Los contaremos por el nimero de digitos. Si el nimero de
digitos es 2k, entonces hay 4% - 5¥ = 20* nimeros ya que las k posiciones impares
tienen 5 posibilidades y las k posiciones pares tienen 4 posibilidades. Si el niimero de
digitos es 2k + 1, entonces el nimero de posibilidades es 5**! - 4% = 5. 20*. Por lo
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tanto, la respuesta es

(54 20) + (5(20) + 20%) + - - - 4 (5(20)° + 20°)
20°—1 _ 25(20° —1)(20* +20% + 1)

25(1 420+ -+ +20%) = 25 -

19 19
~25(2041)(20 — 1)(20* +20% +1)  25(20 + 1)(20 — 1)[(20% + 1)? — 20?]
N 19 N 19
~25(2041)(20 — 1)(20% + 1 — 20)(20% + 1 +20)  25(21)(19)(381)(421)
B 19 B 19

=32.5%.7.127-421.

Solucion del problema 4. Sea k un entero positivo tal que v'n2 + m = k. Entonces,
tenemos que m = k% —n?. Sead = mcd(k, n), esto es, k = dx y n = dy para algunos
enteros positivos primos relativos z,y. Como m es positivo, necesariamente z > .

Entonces,
3n? 3d*y* 3P

W:dz(a@?—yz) x2 — g2’

Es ficil ver que y? y 22 — y? son primos relativos, pues z y y lo son. Entonces, 2% — 32
debe dividir a 3. Luego, 2> — y?> =10 3.

Siz? —y? = (x —y)(x+y) = l,entoncesz +y = x —y = 1, de donde = = 1,
y = 0. Como y debe ser positivo, no hay soluciones en este caso.

Siz? —y? = (r —y)(x+y) =3, entoncesz +y =3yx —y = 1,de donde z = 2,
y = 1. Luego, m = k? —n? = 4d® — d*> = 3d® y n = d. Es ficil ver que para
cualquier entero positivo d, los nimeros m = 3d? y n = d satisfacen las condiciones
del problema.

Solucién del problema 5. Si es un cuadrado perfecto, en particular debe ser
un entero, por lo que 3 divide a m(m + 1). Como 3 es primo, tenemos que 3 divide

am oam + 1. Supongamos que 3 no divide a m. Entonces 3 divide a m + 1. Esto

significa que m (m—H) es un cuadrado perfecto. Como m y m+ 1 son primos relativos,

3
tenemos que m y ’”T“ también son primos relativos. Luego, ambos enteros m y ’”T“
son cuadrados perfectos, lo que es una contradiccién ya que m = —1 = 2 (mod 3) y

se sabe que los cuadrados perfectos son congruentes con 0 o 1 médulo 3. Por lo tanto,
concluimos que 3 divide a m. Asf, (%) (m + 1) es un cuadrado perfecto con 7 y

m + 1 primos relativos, lo cual implica que ambos enteros % y m + 1 son cuadrados
perfectos.

m(m+1)
3

Solucién del problema 6. Como los dos dngulos rectos del cuadrildtero son opues-
tos, el cuadrildtero es ciclico. Luego, si AD = C'D = a, por el teorema de Pitdgo-
ras tenemos que AC' = a+/2. Ahora, por el teorema de Ptolomeo en el cuadrildtero
ABCD, tenemos que AB - CD + AD - BC = AC - BD. Sustituyendo, obtenemos
quea-AB+a-BC =a-v2-BD,estoes, /2 - BD = AB + BC = 2022 cm. Por

2022 _
lo tanto, BD = s = 10112 cm.
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Solucién del problema 7. Sean r, sy t las tres raices reales distintas de P(z). De las
férmulas de Vieta tenemos que 7 + s +¢ = 0y a = rs + st + tr. Luego, sustituyendo
t = —r — s en el valor de a, obtenemos que

1
a=rst+s(—r—s)+(—r—s)r=— (1’ +rs+s) = = [r? + 8%+ (r +5)%] <.

Solucién del problema 8. Como x y y tienen la misma cantidad de digitos, el nimero
10y tiene mas digitos que x, por lo que x < 10y. Esto significa que £ < 10, es decir,
y tiene exactamente un digito, lo cual implica que « también es de un solo digito.

Luego, la ecuacién dada se puede reescribir como % = Yy + 75 la cual equivale a

$4 = 2z — > De aqui obienemos que x — y? > 0y que 10 | zy. De lo primero
podemos ver que y?> < x < 9, estoes, y < 3. Asf, y € {1,2}. Si y = 1, entonces

10 | «, lo cual es imposible pues x tiene un solo digito y no puede ser igual a cero.
Luego, y = 2, de donde se sigue que © = 5. Podemos verificar que la pareja (5, 2)
satisface las condiciones, pues 2 y 5 son ambos de un solo digito y g = 2.5. Por lo
tanto, (5, 2) es la tinica solucién.

Solucién del problema 9. Notemos que 512 = 29,64 = 26,8 = 23y 1 = 20,
Entonces,

512064008001 = 2° - 10 + 26 . 10° + 23 .10% +2° - 10°
= (20)% + (20)% + (20)® + 1

2012 — 1

203 —1°

Ahora usando diferencia de cuadrados, diferencia de cubos y suma de cubos, obtene-
mos que

2012 -1 (206 —1)(20° + 1) 3 6
55 1 55 1 = (20° +1)(20° + 1)

= (20 +1)(20% — 20 + 1)(20% + 1)(20* — 20% + 1).

Como 21 = 3 - 7, resulta que
512064008001 = 3 -7 - 381 - 401 - 159601.

Es facil ver que 13 no divide a ninguno de los nimeros 421, 381 y 401, por lo que debe
dividir a 159601. Luego, 159601 = 13 - 12277. Usando que 381 = 3 - 127, obtenemos
que

512064008001 = 3 - 7-13 - 381 -401 - 12277 = 3% - 7- 13- 127 - 401 - 12277.

Como 3,7,13,127,401 y 12277 son primos relativos y el problema nos dice que
hay 6 divisores primos, entonces los seis nimeros deben ser primos. La respuesta es
3,7,13,127,401y 12277.
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Solucién del problema 10. a) Observemos que CE = CD por ser los segmentos
tangentes desde C' al incirculo del tridngulo ABC, por lo que CQ es perpendicular a
DE. Andlogamente, BF = BD y, por lo tanto, BP es perpendicular a F'D. Notemos
que ZDPQ = /DFE = Z/DEC = 90° — £2£4 Luego,

ZBCA

/BPQ = /BPD + /DPQ = 90° + <9o° - ) =180° — ZBCQ,

lo cual implica que el cuadrildtero BC'Q P es ciclico.

b) Del inciso anterior tenemos que /BPC = ZBQC'. Sin embargo, Z/BPC = 90° +
ZLDPC =90° + ZSPRy, de manera similar, ZBQC = ZSQR + 90°. Se sigue que
ZSPR = ZSQR, por lo que los puntos P, , Ry S son conciclicos.

Solucion del problema 11. El subconjunto {25, 26,27, ...,50} tiene 26 elementos y
es claro que cumple con la condicién dada (pues la suma de cualesquiera dos elementos
diferentes es mayor o igual a 51). Esto significa que la respuesta buscada es mayor o
igual a 26.

Supongamos que existe un subconjunto S con 27 elementos que tiene la propiedad
dada, digamos S = {aj,as2,...,a27}conl < a1 < ag < -+ < agy < 50. Conside-
remos las L“”T_lj parejas (1,a97 — 1), (2,a27 — 2), ..., (L“”T_lj , a7 — L“”T_lj)
Para cada una de estas parejas, a lo mds uno de los dos nimeros que la forman puede
estar en S, de donde tenemos que hay a lo mds | 222=1| < |3%-1| = 24 ndmeros en
S que estan en alguna de estas parejas. Dependiendo de si aa7 es par o no, podria ser
que 3% esté en S. Como az7 ya estd en S, entonces hay a lo mds 24 + 1 + 1 = 26
elementos en S, lo cual contradice que haya al menos 27 elementos en S. Por lo tanto,
la respuesta es 26.

Solucién del problema 12. La ecuacion dada la podemos ver como una ecuacién
cuadrdtica en z: 22 — (2y)x + (2y* — y®) = 0. Para que tenga soluciones en enteros,
su discriminante debe ser un cuadrado perfecto, esto es, 4y% — 4(2y* — 3°) debe ser un
cuadrado. Como 4y? —4(2y*—y°) = 4y?(y>—2y>+1), debemos tener que y> —2y%+1
debe ser un cuadrado. Factorizando, obtenemos que (y — 1)(y?> — y — 1) = m? con
m > 0.Como 3?2 —y —1=y(y — 1) — 1, ambos factores y — 1y y> — y — 1 son
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primos relativos. De aqui se sigue que cada factor es un cuadrado o es el negativo de
un cuadrado.

Supongamosque y — 1 = a?y y? —y—1=>b%cona > 0y b > 0. La dltima ecuacién
se puede escribir como y? — y — (b? + 1) = 0. Viendo esta tltima ecuacién como una
cuadrdtica en y, dado que y es un niimero entero, debe suceder que el discriminante es
un cuadrado perfecto, esto es, 1 — 4[— (b2 + 1)] =2 para algtin entero ¢ > 0. Enton-
ces, ¢ — 4b? = 5, es decir, (c — 2b)(c+2b) = 5. Dado que ¢ +2b > 0, c+2b > ¢ —2b
y ambos factores deben ser enteros, necesariamente debe suceder que ¢ +2b = 5y
¢ —2b=1.De aqui se llegaa que b = 1y, por lo tanto, 3> —y — 1 = 1, por lo que
y?—y—2=0.Luegoy =20y = —1.

= Siy = —1, sustituyendo en la ecuacién original obtenemos que —1 — 2z =
x? + 2, estoes, 22 + 2z +3 =0, que no tiene soluciones enteras (de hecho, ni
siquiera tiene soluciones reales).

» Siy = 2, sustituyendo en la ecuacién original obtenemos que 3244z = 22 +32,
es decir, 22 — 4z = 0. Luego, x = 0 o x = 4y, en ambos casos, obtenemos
soluciones validas.

Supongamos que y — 1y 4> — y — 1 son negativos de cuadrados. Como y? —y — 1 =
(y— %)2 — % > —%, los valores posibles de y? —y — 1 son —1 y 0. En el primer caso,
tenemos que y2 — y = 0, de donde obtenemos las soluciones y = 0, 1.

= Siy = 0, de la ecuacion original obtenemos que z = 0.

= Siy = 1, de la ecuacién original resulta que 1 + 2z = 22+ 2, esto es, (x —1)% =
0, porloque z = 1.

En el segundo caso, no hay soluciones en nimeros enteros.
Por lo tanto, las dnicas parejas que satisfacen la ecuacién inicial son (0, 0), (1, 1), (0, 2)

y (4,2).

Soluciéon del problema 13. Asignemos coordenadas a las casillas del tablero, desde
(0,0) hasta (2021,2021). Para cualquier valor de k, es posible teselar el tablero con
f(k) = (|2021/k| + 1)? cuadrados de k x k, colocando uno por cada casilla cuyas
coordenadas sean multiplos de k. Reciprocamente, cada cuadrado solo puede cubrir a
una de estas f(k) casillas, por lo que esta cantidad es minima. Por lo tanto, buscamos
el minimo entero positivo & tal que f(k) = 100, esto es, tal que 2021 < 10k, el cual es
203.

Solucion del problema 14. Sea P un punto arbitrario en w. Si el circulo w’ por M,
N y P tiene una segunda interseccion () con w, entonces cada punto R en el arco f’b
sobre w estard en el interior de w’, de manera que /M RN > /M PN. Por lo tanto, el
punto P que maximiza el dngulo /M PN ha de ser tal que el circulo w’ es tangente a
w. Sea O’ el centro de w’ y sea R su radio. Sea h la altura desde O’ sobre M N.
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Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que h? + 2.52 = R?y h? + 5.5 = (R + 2)%.
Restando la primera ecuacién de la segunda y simplificando, obtenemos que R = 5. En
particular, el tridngulo M O’N es equildtero, de donde /ZMO’'N = 60°y /M PN =
30°.

Solucién del problema 15. Notemos que si a es primo relativo con n, entonces n — a
también loes, yaqued | nyd | asiysolosid | nyd| (n— a). También notemos
queparan > 2,a #n—ayaquesia =n—aentoncesn = 2ay comoa | ny
a > 1 entonces n y @ no serfan primos relativos. Por lo tanto, podemos emparejar a los
términos de S, en parejas de la forma (a, n — a). Cada una de las parejas suma n y hay
¢(n)/2 parejas, de donde se sigue el resultado.

Solucién del problema 16. Asignemos coordenadas a las casillas desde (0,0) hasta
(8,8). Que las torres inicialmente no se ataquen significa que hay una por fila y por
columna. Por lo tanto, la suma de sus coordenadas es 2(0 + 1 + - - - + 8), el cual es un
numero par. Tras mover cada torre, una de las coordenadas de cada torre cambia por 1,
lo cual hace que la suma de sus coordenadas sea impar. Por lo tanto, hay dos torres que
se atacan.

Solucién del problema 17. Observemos que
(y+2)° = 2° +5(2%)y +10(2°)y* + 10(2%)y° + 5(2)y" +y°.
Luego, es fécil ver que si y es positivo,
yP < S +10y% + 20y +1 < (y +2)°.

Como y es un entero positivo tal que x° = y° + 10y? + 20y + 1, la dnica posibilidad
es que z = y + 1. Entonces, tenemos que (y + 1)° = 3® + 10y? + 20y + 1, esto es,

0= (y+1)° - (y° +10y> +20y +1) =5(y — Dy(y> + 3y + 3).
Como y > 0, la tnica opcién es y — 1 = 0, esto es, y = 1y, por consiguiente, z = 2.

Verificando, vemos que 2% = 1+ 10 + 20 + 1. En conclusién, la tnica pareja (, y) en
enteros positivos que satisface la ecuacion z° = y° + 10y + 20y + 1 es (2, 1).
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Solucion del problema 18. Sea a,, = 371...1, terminando con n unos. Demostrare-
mos por induccién fuerte que para todo n > 0, a,, siempre tiene un factor primo en el
conjunto S = {3,7,13,37}.Para 0 < n < 5, esto se puede verificar directamente:

37|a077|a173|a27 37|a37 13|CL4,3|CL5.

Para n > 6, como a,_g¢ tiene un factor primo en S por la hipétesis de induccion,
entonces a, = 10%a, ¢+ 3-7-11-13- 37 también lo tendrd. En particular, para
n > 1, a, no puede ser primo.

Solucién del problema 19. Sumando 1 a cada una de las fracciones y 4 al lado derecho,
obtenemos
R Yy Y2
z—10 zz-11 =z-12 =z-—13
De aqui obtenemos una solucién = 0. Para cualquier otra solucién = # 0, podemos
dividir por = para obtener

1 1 1 1
T 10 0z ro

Sea y = x — 23/2. Esto nos permite reescribir la ecuacién como

1 1 1 1
+ + + =
y—3/2  y—1/2  y+1/2 " y+3/2

2y.

Juntando la primera y cuarta fraccion, al igual que la segunda y tercera, obtenemos

2y 2y -
2o T E

De aqui obtenemos otra solucién y = 0 o x = 23/2. En cualquier otro caso, podemos
dividir por 2y y simplificar para obtener

9 49
4_ 2 2 *_
Y 2y +16 0.

Esta es una cuadrdtica en 32. Resolviéndola y sustituyendo para z, obtenemos las so-

luciones
23 9
= —+1/=-+V2
v=g £z £V

ademads de las que ya habiamos obtenido.

Solucién del problema 20. Sea m un entero positivo y sea n = 22 — 1. Entonces,
podemos separar la suma como sigue

n
k=1

22m_1 2791

el
el
] =

2m
=1k

>
Il
—

=2i-1
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Como 271 < 2771 +1 < ... < 29 — 1 < 2/ para cada entero positivo j, tenemos que

11 11 L1
217 277 27-141 7~ 2" " 2i—1" 27’

lo cual implica que

291 29 -1 291
1 1 1 1
— = — —.9i-1 _ =
Z > < 2J 23 Z 1 2 2 2
k=2—1 k=2i—1 k=2—1
Por lo tanto,
2m 27 —1 2M
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2022 No. 2.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este segundo
numero de tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta sec-
cién no las publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas
y nos envies tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccidn se esco-
gerdn de entre las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo
el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucidén, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Un grillo estd parado en el origen del plano cartesiano. El grillo puede
hacer saltos de longitud 5 siempre y cuando el salto inicie y termine en un punto de
coordenadas enteras. ;Cudl es el minimo nimero de saltos con los que el grillo puede
llegar al punto (2021, 2021)?

Problema 2. Sea {p,, },,>1 la sucesién de los nimeros primos, esto es, p1 = 2, p2 = 3,
ps = 5y asi sucesivamente. Para cada entero positivo n, sea S,, = p1 +p2 + - + Pn.-
Demuestra que para cada entero positivo n, existe un cuadrado perfecto entre S,, y
Snt1-

Problema 3. Sea ABC un tridngulo con puntos £ y F sobre el segmento BC'. Sean K
y L puntos sobre los segmentos AB y AC, respectivamente, tales que £ K es paralela
a AC'y FL es paralela a AB. Los incirculos de los tridngulos BEK y CFL son
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tangentes a los segmentos AB y AC' en X y Y, respectivamente. Las rectas AC'y EX
se cortan en M, mientras que las rectas AB y F'Y se cortan en N. Si AX = AY,
demuestra que M N es paralelaa BC'.

Problema 4. Sea p un nimero primo impar y sea ((x) un polinomio de grado n <
p — 1. Demuestra que p dividea Q(0) + Q(1) +---+ Q(p — 1).

Problema 5. Sean m un entero positivo y r1, ro, . . ., rp, nimeros racionales positivos
tales que vy + r9 + - - - 4+ 7, = 1. Se define la funcién f por

f(n) =n—([rn] + [ran] +--- + [rmn])

para cada entero positivo n. Determina el menor y el mayor valor posible de f(n).
Nota: |z | denota el mayor entero que es menor o igual que z.

Problema 6. Determina un polinomio P(x,y) distinto de cero tal que
P(la,[2a]) =0

para todo nimero real a.
Nota: | x| denota el mayor entero que es menor o igual que .

Problema 7. Once estudiantes presentaron un examen. Para cualesquiera dos preguntas
en el examen, hay al menos 6 estudiantes que resolvieron exactamente una de esas dos
preguntas. Prueba que no hay mds de 12 preguntas en el examen.

Problema 8. Sea S un conjunto de 2022 rectas en el plano, tales que no hay dos para-
lelas ni tres concurrentes. S divide al plano en regiones finitas y regiones infinitas. ;Es
posible que todas las regiones finitas tengan un ndmero entero de drea?

Problema 9. Sea N el conjunto de los enteros positivos. Determina todas las funciones
f : N — Ntales que para todos los enteros positivos m y n, el entero f(m)+f(n)—mn

es distinto de cero y divide a mf(m) + nf(n).

Problema 10. Sean a, b, c y d enteros no negativos y p un nimero primo. Demuestra
ue
ap+b a\[b
= dp).
<Cp T d) (C> <d> (mod )

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2021 No. 3.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 3, afio 2021. En esta ocasion, agradecemos a Alejandro Solis
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Mercado, a Emmanuel Ivan Montiel Paredes y a Rogelio Esat Aguirre Gonzélez, por
haber enviado sus soluciones y aprovechamos para invitar a todos los lectores a par-
ticipar envidndonos sus soluciones para que puedan salir publicadas en los niimeros
posteriores de la revista. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista aparecerdn
las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No. 4, afio
2021, por lo que atin tienes tiempo de enviarnos tus soluciones.

Problema 1. Determina todos los enteros positivos n tales que n + 200 y n — 269 sean
ambos cubos de niimeros enteros.

Solucién de Alejandro Solis Mercado. Sean n + 200 = 23 y n — 269 = y3 con
x y y nimeros enteros tales que x* > y. Entonces 23 — 3% = 469, es decir, (z —
y) (2% 4+ zy +y*) = 469. Como 469 = 7- 67y x —y > 0, tenemos cuatro casos
que se representan en la siguiente tabla, donde los valores de la tercera columna se
calculan observando que zy = % ((2? +zy +y?) — (z —y)?) y las parejas de la
cuarta columna se obtienen resolviendo la ecuacién cuadratica 22 — (x —y)z —zy = 0

(que tiene como soluciones z = x 'y 2 = —¥).
z—y | 22 +xy+y? xy (z,9) n =3 — 200
1 469 156 (13,12), (—12,-13) | 1997, —1928
67 6 No son enteros -
67 7 —1494 No son enteros -
469 1 —73320 No son enteros -

Por lo tanto, el tnico valor de n que cumple es n = 1997.
Este problema también fue resuelto por Emmanuel Ivan Montiel Paredes y Rogelio
Esatl Aguirre Gonzalez.

Problema 2. Sean a y b enteros positivos tales que 2(a + b) = med(a, b) + mem(a, b).
. mem(a, b)

Determina el valor de —————-.
mcd(a, b)

Solucion de Emmanuel Ivan Montiel Paredes. Sean ¢ = mu, b = muv, donde
mcd(a, b) = m. Luego, mem(a, b) = muw. Ahora, 2m(u+v) = m+ muv, por lo que
2u+2v =1+ uv Asi, (u—2)(v—2) = 3, lo cual nos dice que (u,v) = (5, 3), (3,5).

Por lo tanto, ﬁcc'él((sg)) =T = v =2(u+v)—1=15.

Solucién de Rogelio Esaii Aguirre Gonzalez. Sea med(a,b) = ¢ y sean z, y enteros
positivos tales que a = gz y b = qy. Es fécil ver que mem(a, b) = gay. Por lo tanto,
la ecuacién dada en el problema se puede reescribir como 2(qx + qy) = ¢ + qzy, lo
cual equivale a 2z + 2y = xy + 1. Reordenando términos y factorizando, obtenemos
que2y — 1 =x(y —2).Como 2y — 1 > 0yx > 0, tenemos que y — 2 > 0. Ademds,
dado que y — 2 divide a 2(y — 2), entonces y — 2 divide a 2y — 1, por lo que también
dividea2y — 1 —2(y—2)=3. Asi,y—2=10y —2=3.Siy — 2 = 1, entonces
y = 3y, por lo tanto, z = 5. Si y — 2 = 3, entonces y = 5y, por consiguiente, x = 3.

En cualquier caso, tenemos que ﬁcc‘;l((;f)) = % =a2y=3-5=15.
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Problema 3. Los nimeros reales a, by c¢ satisfacen la condicién
la —b] =2|b—¢| =3|c—al.
Demuestraque a = b = c.

Solucion de Emmanuel Ivan Montiel Paredes. Si al menos dos de los ndimeros son
iguales, es claro que los tres nimeros tendrdn que ser iguales. Asi, supongamos que a,
by c son diferentes por parejas. Procedemos a analizar cada uno de los posibles casos
en donde se ordenan los nimeros a, by c.

= Sia < b < c,seobtiene queb—a = 2(c—b) = 3(c—a). De la primera igualdad
se tiene que b = 20% Al sustituir en la segunda igualdad y reordenar términos,
obtenemos que %(c —a) = 0, es decir, a = ¢, lo cual contradice la suposicién
inicial.

= Sia < ¢ <b,seobtiene que b—a = 2(b—c) = 3(c—a). De la primera igualdad
se tiene que b = 2c¢ — a. Al sustituir en la segunda igualdad y reordenar términos,
obtenemos que c—a = 0, es decir, a = c¢, lo cual contradice la suposicidn inicial.

= Sib < a < c,seobtiene que a—b = 2(c—b) = 3(c—a). De la primera igualdad
se tiene que a = 2c¢ — b. Al sustituir en la segunda igualdad y reordenar términos,
obtenemos que 5(c — b) = 0, es decir, ¢ = b, lo cual contradice la suposicién
inicial.

= Sib < ¢ < a,seobtiene que a —b = 2(c—b) = 3(a—c). De la primera igualdad
se tiene que a = 2c¢ — b. Al sustituir en la segunda igualdad y reordenar términos,
obtenemos que ¢ —b = 0, es decir, ¢ = b, lo cual contradice la suposicién inicial.

= Sic<a<b,seobtienequeb—a = 2(b—c) = 3(a—c). De la primera igualdad
se tiene que b = 2c — a. Al sustituir en la segunda igualdad y reordenar términos,
obtenemos que 5(¢ — a) = 0, es decir, ¢ = a, lo cual contradice la suposicién
inicial.

= Sic<b < a,seobtieneque a—b = 2(b—c) = 3(a—c). De la primera igualdad
se tiene que @ = 3b—2c. Al sustituir en la segunda igualdad y reordenar términos,
obtenemos que 7(b — ¢) = 0, es decir, b = ¢, lo cual contradice la suposicién
inicial.

Del andlisis anterior se concluye que a = b = c.

Solucién alternativa. Si a = b, entonces |c—a| = 0y, por consiguiente, a = ¢. Luego,
a=b=c

Si a # b, entonces podemos reescalar los nimeros de manera que |a — b| = 6. En este
caso, tenemos que [b —¢| =3y |c—a] =2.Comoa — b = (a — ¢) + (¢ — b), por la
desigualdad del tridngulo resulta que|a — b| < |b—¢|+ |¢ — al. Sin embargo, 6 > 3 +2
asi que esto es imposible. Por lo tanto, a = b = c.
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Problema 4. Los niimeros naturales a y b se escriben en notacién decimal usando los
mismos digitos, esto es, cada digito del 0 al 9 aparece la misma cantidad de veces en
a que en b. Demuestra que si @ + b = 1019, entonces ambos niimeros a y b son
multiplos de 10.

Solucién. Notemos que a y b deben tener ambos 1000 digitos, asi que hay 999 digitos
que no son las unidades. Ademads, si alguno de a o b no es divisible por 10, entonces
ninguno es divisible por 10, ya que a + b es miiltiplo de 10. Luego, si a y b no son
divisibles por 10, entonces los digitos de las unidades de a y b deben sumar 10, y los
demds digitos en la misma posicién deben sumar 9. Por lo tanto, la suma de los digitos
de a y b debe ser 999 - 9 + 10, lo cual claramente es impar. Esto es una contradiccion,
puesto que la suma debe ser par ya que a y b utilizan los mismos digitos. Concluimos
que a y b son divisibles por 10.

Problema 5. Sean z, y niimeros reales positivos tales que
2% +y3 + (2 + y)* + 30zy = 2000.
Determina el valor de x + y.
Solucién de Emmanuel Ivan Montiel Paredes. Usando la factorizacién conocida
a® +b% 4+ & — 3abe = %(a—i—b—i— c)[(a—b)? 4 (b—c)* + (a — ¢)?],
obtenemos que
2% +y® + 302y = 2° + y* + (—=10)* — 3zy(—10) — (-10)*
= %(:v +y—10) [(z — y)* + (z +10)*> + (y + 10)*] + 10°.

Asi, al sustituir en la ecuacién dada en el problema y reordenando términos, llegamos
aque
1
5@ +y—10) [(z —y)* + (z + 10)* + (y + 10)?]
=1000 — (z +y)3
=—(z+y—10) [10* + 10(z + ) + (z + v)*] ,
por lo que
(z+y—10) [(z —y)> + (z +10)* + (y + 10)?]
=—2(z+y—10) [10° + 10(z + y) + (z +y)?]
y, lo por tanto,
0=(z+y—10)[(z - )* + (@ +10)* + (y + 10)* + 2 10° + 2 10(w + 1) + 2(z +y)°]
= (z+y—10) [22° + 29" + 2(z + 10)* + 2(y + 10)* + ] .
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Noétese que el segundo factor en la ltima ecuacién es positivo al ser x y y nimeros
reales positivos. Asi, forzosamente debe suceder que x +y — 10 = 0, es decir, x +y =
10.

Solucion alternativa. Sean A = = + y y B = xy. Asi, la ecuacién dada se puede
escribir como
A(A* - 3B) + A® 4 30B = 2000,

lo cual se puede expresar como
(A —10) (24% + 204 + 200 — 3B) = 0.

De la desigualdad MA-MG, tenemos que (z + y)? > 4xy, esto es, A2 > 4B. De aqui
se puede ver que 242 + 204 + 200 — 3B > 0, lo que indica que A — 10 = 0. Por lo
tanto, x + y = 10.

Problema 6. En el plano hay 1024 puntos tales que no hay tres que sean colineales.
Cada par de puntos se une con un segmento. Ana y Beto juegan el siguiente juego:
Beto le asigna un digito a cada segmento y Ana le asigna un digito a cada punto. Beto
gana si hay dos puntos cuyo digito es el mismo que el del segmento que los une, de lo
contrario pierde. Prueba que Beto tiene una estrategia ganadora.

Solucién. La estrategia de Beto serd la siguiente:

= Agrupar los 1024 vértices en parejas y poner 0 en las aristas que unen los vértices
de cada pareja (512 parejas, 512 aristas).

= Agrupar las 512 parejas en 256 “parejas de parejas” y poner 1 en las aristas que
no han sido marcadas entre los cuatro vértices de cada grupo.

= Agrupar ahora de forma similar en 128 grupos de 8 vértices y poner 2 en las
aristas que no han sido marcadas; luego 64 grupos de 16 vértices donde pone 3,
32 grupos de 32 donde pone 4, 16 grupos de 64 donde pone 5, 8 grupos de 128
donde pone 6, 4 grupos de 256 donde pone 7, 2 grupos de 512 donde pone 8 y
un grupo de 1024 donde pone 9.

Veamos que esta estrategia en efecto es ganadora.

En cada una de las 512 parejas, Ana puede poner ceros en a lo mds un vértice, por lo
que a lo mucho 512 vértices tienen ceros. En cada grupo de 4 vértices, hay al menos
dos vértices que no son 0 y estdn en distintas parejas, por lo que al menos uno de esos
debe ser diferente a 1. En cada uno de los grupos de 8 hay al menos 2 vértices que no
son 1 ni 0 y estdn en distintos grupos de 4, entonces al menos uno de esos vértices no
tiene un 2.

Luego, en cada uno de los grupos de 16 hay al menos 2 vértices que no son 0, 1 ni 2y
estdn en distintos grupos de 8, entonces al menos uno de esos vértices no tiene un 3.
Después, en cada uno de los grupos de 32 hay al menos 2 vértices que no son 0, 1, 2 ni
3y estdn en distintos grupos de 16, entonces al menos uno de esos vértices no tiene un
4.
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Continuando el argumento: en cada uno de los grupos de 64 vértices hay al menos un
vértice que no tiene un 0, 1, 2, 3, 4 o 5; en cada grupo de 128 hay al menos un vértice
que no tiene un 0, 1, 2, 3, 4, 5 o 6; en cada grupo de 256 hay al menos un vértice que
no tiene un 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 0 7; en cada grupo de 512 hay al menos un vértice que no
tieneun 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7u 8 y, en cada grupo de 1024, hay al menos un vértice que
notieneun 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 0 9, lo que es imposible. Esto quiere decir que Ana
no puede ganar si Beto sigue su estrategia, justo como se queria.

Problema 7. Sea k un entero positivo. Demuestra que si n > k + mem(1,2,...,k),
entonces (Z) tiene al menos & divisores primos distintos.

Solucién. Tenemos que

(n) _nn—1)(n-2)-(n—k+1)
k k(k—1)---(1) '

Consideremos n — i parai = 0,1,...,k — 1. Tenemos que n — i > mcm(1,2,..., k).
Demostraremos que existe un primo g; y un entero positivo j tal que ¢; dividean —iy

qf {mem(1,2, ..., k). Supongamos que para todo primo p que divide a n — i, tenemos
que vp(n —4) < vp(mem(1,2,. .., k)). Entonces,

n—i= prp(”*i) < Hp"P(mcm(l*Q""’k)) =mem(1,2,...,k).
p P

Esto contradice que n—i > mem(1,2,. .., k). Luego, tal primo ¢; existe con qg divisor
de n—1 pero qZ fmem(1,2,..., k). Podemos escoger j de tal manera que n—i = qZ b;
para algiin entero b; con ¢; 1 b;. Entonces, tenemos que n = qg bi+icon0 <3< qg y
i < k, lo cual implica que

n n—k
— | =1 y \‘ - < b;.
szJ q

Usando la férmula de Legendre tenemos que

() -5 1 417D

t=1

Es conocido que si  + y = z con z,y > 0, entonces |z| — |z| — |y] € {0,1}.
Entonces cada sumando es 0 o 1. Al encontrar un sumando 1, tenemos que g; | (Z) El
sumando que sale de ¢ = j nos da

FINS PR

ya que qf tmem(1,2,. .., k) implica que LH =0.

7

i

Entonces para cada n — ¢ tenemos un ¢; que divide a (Z) Nos falta demostrar que
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cada uno de estos g;’s es distinto. Supongamos que ¢, = g, = ¢. Entonces existen
enteros j, r tales que ¢/ dividean —ay ¢/ f mem(1,2,...,k)y ¢" dividean — b
y ¢" 4 mem(1,2,...,k). Supongamos que r < j. Entonces, ¢" dividean —ay a
n — b, lo cual implica que ¢" divide a |a — b] < mcm(1,2,..., k). Esto implica que
q" | mem(1,2, ..., k), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, hay & primos distintos
que dividena (7).

Problema 8. Determina todos los nimeros primos p tales que p! + p es un cuadrado
perfecto.

Solucién. Si p = 2, entonces p! + p = 4 = 22, que cumple. Si p = 3, entonces
3! +3 = 9 = 32, que cumple. Supongamos que p > 5y que p! + p = x2. Como
p! + p es impar, necesariamente x es impar y, por lo tanto, > = 1 (mod 8). Pero
p! + p = p (mod 8) porque p > 5. Sea ¢ < p un primo impar. Como g < p entonces
q | p!, pero q 1 p, asi que ¢ no divide a la suma p! + p. Como p! + p es un cuadrado
perfecto y ¢ | p!, entonces por la ley de reciprocidad cuadrética tenemos que

= (52)-(6)-6):
q q p
Esto significa que para cada primo ¢ < p, g es un residuo cuadritico médulo p. Pero el
producto de residuos cuadriticos es un residuo cuadratico. Por lo tanto, todo nimero
impar es residuo cuadrdtico médulo p. Tenemos que en el conjunto {1,2,...,p — 1}
debe haber (p—1)/2 residuos cuadriticos. Entonces deben ser los impares, perop > 5,

asf que 4 es un residuo cuadratico médulo p, lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
si p > 3, p! + p no es cuadrado perfecto.

Problema 9. Determina todos los enteros positivos n, k1, ko, . . ., k,, tales que k; +
ko+--+k,=05n—-4y

Solucién. Por la desigualdad media aritmética-media arménica tenemos que

= 23 1 T~
n n ZRR R
Entonces, 5n — 4 > n2. Por lo tanto, 1 < n < 4. En los casos n = 1, 4 obtenemos que
5n — 4 = n?. Luego, las desigualdades deben ser igualdades y, por lo tanto, k; = ko =
ks = k4. Conn = 1 tenemos que k; = 1y con n = 4 tenemos que k1 = ky = k3 =
ky = 4. Sin = 2, entonces k; > 2, ya que % + 1%2 = 1. Esto implica que k3 < 2y,
por consiguiente, k1 = ko = 2. Asi, k1 + ko = 4 # 6 = 5(2) — 4. Esto significa que
con n = 2 no hay soluciones. Si n = 3, entonces k1 + ko + ks = 11. Supongamos
que k1 < ko < k3. Si ky > 3, entonces k; = ko = ks = 3, que no cumple. Luego,
k1 = 2.Si ko > 4, entonces ko = ks = 4y k1 + ko + ks # 11. Por lo tanto, ko = 3
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y, por consiguiente, ks = 6. Por lo tanto, las soluciones (n, k1, ks, ..., k,) son (1,1),
(3,2,3,6),(3,2,6,3), (3,3,2,6), (3,3,6,2), (3,6,2,3), (3,6, 3,2), (4,4,4,4, 4).

Problema 10. Sea S el conjunto de secuencias de longitud 2018 cuyos términos son
nimeros del conjunto {1,2,3,4,5,6,10} que suman 3860. Demuestra que

2018)2018

S| < 23860 (
5= 2048

Solucién. Sea a(k,n) el nimero de secuencias de longitud k con elementos del con-
junto {1,2,3,4,5,6,10} que suman n. Entonces tenemos que a(k, n) es el coeficiente
de z" del polinomio

(z+ 22 + 2% + 2% + 2% + 25 + 210)*,
Como el polinomio tiene coeficientes no negativos, para cualquier x > 0 tenemos que
a(k,n)z™ < (z + 22 + 23 + 2% + 25 + 28 4+ £10)k,
Entonces con x = % tenemos que

n )<<2n<1<+1,+1,+ L1 11 )k 2n<1009)’“
alk,n -+ -+t =+ =+ =+—) = —_—
’ 27278716 32 64 1024 1024

k
o (2018) |
2048
2018

2018
E ticul =a(201 23860 (—) .
n particular, |S| = (2018, 3860) < 5018



Concursos Estatales: Yucatan,
2022 - 4°,5° y 6° de Primaria

El pasado 5 de febrero de 2022 se llevé a cabo el concurso estatal de la olimpiada
mexicana de matemadticas en Yucatdn 2022, en los niveles de Primaria, Secundaria y
Bachillerato. En el nivel Primaria, participaron estudiantes de 4°, 5° y 6° grado, de los
cuales fueron seleccionados 21, 19 y 20 estudiantes de cada grado, respectivamente, los
cuales fueron invitados a participar en los entrenamientos con los que se seleccionard
a la delegacion yucateca para participar en el 6° concurso nacional de la olimpiada
mexicana de matemadticas para educacién basica (OMMEB) a realizarse en el mes de
junio de forma virtual.

A continuacién presentamos los problemas del examen estatal 2022 de la olimpiada
mexicana de matematicas en Yucatdn para 4°, 5° y 6° de Primaria. Los alumnos tuvie-
ron 2 horas para contestarlo. Al final estdn las respuestas del examen.

Seccion A: Los problemas de esta seccion valen 1 punto cada uno.

1. {Cudntos nimeros entre 100 y 1000 cumplen que la cifra de las decenas es impar?

2. (De cudntas maneras diferentes puedes lograr 240 multiplicando dos nimeros (por
ejemplo 24 x 10)? Nota: 24 x 10y 10 x 24 son un ejemplo de dos maneras diferentes.

3. La figura muestra una ventana cuadrada de cristal que mide
30 cm en cada lado. En las esquinas hay adornos de color café
con forma de L y el centro es de cristal blanco. ;Cudnto es el
resultado de restar el drea de color blanco menos el 4rea de color
café?

4. Ocho amigos se retinen a comer pizza y toman el acuerdo de que todos tienen que
pagar la misma cantidad de dinero. Julia olvidé llevar su monedero, por lo que no
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puede pagar. Entonces, sus amigos ponen 5 pesos mds para completar la parte de Julia.
(Cuanto se pagé en total por las pizzas?

5. Si las cuatro letras A, B, C'y D representan digitos diferentes y se cumplen la suma
y la resta siguientes, ;jcudnto vale D?

A B A
C

> > =

Seccion B: Los problemas de esta seccion valen 2 puntos cada uno.

6. Drini estd ahorrando. El 1 de febrero, pone 1 peso en una alcancia. El 2 de febrero
pone 3 pesos. El 3 de febrero pone 5 pesos. El 4 de febrero pone 7 pesos. ;Cudnto
dinero tendrd después de poner las monedas del 28 de febrero?

7. {Cuantos nimeros de 3 cifras cumplen que, si multiplicas sus cifras, el resultado es
247

8. Imagina que tomas un cuadrado de cartulina cuyo lado mide 2 cm. Le pegas en un
lado un pentdgono (cinco lados iguales) de cartulina, luego otro cuadrado de cartulina,
luego un hexdgono (seis lados iguales), luego otro cuadrado, luego un heptdgono (siete
lados iguales) y sigues pegando hasta llegar a un decdgono (diez lados iguales). En la
figura te mostramos las primeras 5 piezas que se pegan. ;Cudl es el perimetro de la
figura completa que se forma?

2cm

9. Si la figura mostrara un octdgono regular que tuviera drea de
400 cm? y la parte sombreada se forma uniendo el centro con
un vértice (esquina) y un punto que estd en la mitad de un lado,
(cudnto valdria el drea que queda sombreada?
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10. Observa las siguiente serie de figuras. { Cudnto sumaran los nimeros en los cuadros
de la figura 20, si contindas el patrén?

_ 6]
2 2
[s{i]3] [o]s[1]3]7]
Figura 1 (4 4
Figura 2 8]
Figura 3

Seccion C: Los problemas de esta seccion valen 3 puntos cada uno.

11. Si pones 4 puntos en la orilla de un circulo, como muestra la figura, puedes formar
6 lineas rectas uniéndolos. ;Cudntas lineas rectas puedes formar si pones 10 puntos en
un circulo?

12. Math Vader necesita construir urgentemente una escuela de Matematicas, asi que
se dedica a encontrar colegas en todo el planeta que le ayuden a construirla. Los Geo-
metrucos le dicen que pueden construir la escuela en un afio. Los Combinatéricos le
dicen que la pueden construir en un afio y medio. Si en el planeta de Math Vader los
afios duran 400 dias, ;jen cudntos dias construirdn la escuela los Geometrucos y los
Combinatdricos trabajando juntos?

13. Julio va al parque cada 10 dfas, Victor va al parque cada 8 dias y Bruno cada 6 dfas.
Si se encontraron en el parque hace 9 dias, ;cudntos dias faltan para que se vuelvan a
encontrar la siguiente vez?

14. En la figura se muestran dos cuadrados, el mayor tiene drea 64 cm? y el menor tiene
drea 48 cm?. ;Cuénto vale la multiplicacién de las medidas marcadas como a y b?
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15. A continuacién te mostramos dos formas de llenar una cuadricula de 3 x 3 con los
numeros 1, 2, 3, de manera que no haya repeticiones en ningun renglén (horizontal) ni
en ninguna columna (vertical). ;Cudntas maneras diferentes hay en total de llenar la
cuadricula sin que haya repeticiones en renglones o en columnas?

1123 3121
31112 21113
2131 1132
RESPUESTAS
Seccion A Secciéon B Seccién C
1. 450 6. 784 pesos | 11.45
2.20 7.21 12. 240
3. 36 cm? 8.94 cm 13.111
4.280 pesos | 9.125cm? | 14.8 cm?
5.9 10. 3003 15.12




52 Olimpiada Mexicana de
Matematicas para Educacion

Basica, Concurso Nacional
(Virtual)

Del 17 al 21 de junio de 2021 se llevé a cabo de manera virtual, el Concurso Nacional
de la 5* Olimpiada Mexicana de Matemadticas para Educacién Basica (OMMEB). Par-
ticiparon 117 estudiantes de primaria, representando a 29 entidades federativas y, 149
estudiantes de secundaria, representando a 29 entidades federativas.

La OMMERB estd compuesta por tres niveles:

a) Nivel I: Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria.

b) Nivel II: Estudiantes de sexto afio de primaria y de primer afio de secundaria.

c¢) Nivel III: Estudiantes de segundo afio de secundaria.

Cada delegacion participa con un equipo de 3 estudiantes para cada uno de los tres
niveles. Cada estudiante presenta dos exdmenes: uno individual y uno por equipos. Para
el Nivel I, la prueba individual consta de 15 problemas para resolver en 90 minutos.
Para los niveles II y III, la prueba individual consta de 15 problemas, separados en
Parte A y Parte B, para resolver en 120 minutos. La parte A consiste de 12 problemas
de respuesta cerrada que se califican como correcto o incorrecto. La parte B consiste
de 3 problemas de redaccién libre.

En los tres niveles, la prueba por equipos consiste de 8 problemas, a resolver en 70
minutos. Se entregan los primeros 6 problemas a cada equipo y tienen 10 minutos para
discutirlos sin poder escribir. Cada integrante debe resolver al menos un problema y
tienen 35 minutos de trabajo individual. Al terminar ese tiempo, el equipo se vuelve a
reunir para intentar resolver 2 problemas adicionales en 25 minutos més.

En esta ocasion, los ganadores de medalla de oro en las pruebas individual y por equi-
pos del Nivel III, integran la preseleccién nacional, a partir de la cual se formaran los
equipos que representardn a México en la Competencia Internacional de Matematicas
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(IMC), a celebrarse en el verano de 2022.

Los alumnos ganadores de medalla de oro en las pruebas individual y por equipos del
Nivel III de 1a 5 OMMESB son los siguientes.

Nombre Estado Medalla
Alonso Baeza Quevedo Baja California Sur | Oro individual
Alan Alejandro Lépez Grajales | Chiapas Oro individual
Mateo Ivan Latapi Acosta Ciudad de México | Oro individual
Héctor Juan Villarreal Corona Ciudad de México | Oro individual
Javier Santiago Alfaro Gonzdlez | Ciudad de México | Oro por equipos
Emmanuel Buenrostro Brisefio Jalisco Oro individual
Angela Maria Flores Ruiz Sinaloa Oro individual

En la prueba por equipos en el Nivel III, la Ciudad de México obtuvo el primer lugar
(con 265 puntos), el Estado de Jalisco obtuvo el segundo lugar (con 255 puntos) y el
Estado de Sinaloa obtuvo el tercer lugar (con 180 puntos).

Los resultados del Campedén de Campeones en el Nivel I1I fueron:

Primer lugar: Ciudad de México (con 501 puntos).

Segundo lugar: Jalisco (con 436 puntos).

Tercer lugar: Sinaloa (con 336 puntos).

A continuacion presentamos los problemas y soluciones de los exdmenes individual y
por equipos del Nivel IIT de 1a 5 OMMEB.

Prueba Individual, Nivel 111
Parte A

1) En el interior de un cuadrado hay tres tridngulos equildteros como se muestra en
la figura. Si la suma de los angulos a y b es 50°, ;cudl es el valor de la suma, en
grados, de los angulos c y d?

2) En una olimpiada participan cinco hermanos: Aldo, César, Hugo, Luis y Satl. Sus
edades son 12,13,14,17 y 25 afios, pero no se sabe quién tiene cada edad. Sin
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3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

10)

embargo, se sabe que si sumas la edad de Sadl y la de César, obtienes la edad de
Luis, mientras que si sumas la edad de Saiil y la de Aldo, obtienes el doble de la
edad de César. ;Cudl es la edad de Hugo?

Rogelio escribe una lista de los divisores positivos de 10! de menor a mayor. Luego
multiplica los nimeros que ocupan los lugares 10 y 261 de su lista. ;Qué resultado
obtiene Rogelio?

Carolina planea vender crepas dulces y la forma de prepararlas es acompafiarlas
con una o dos frutas diferentes y un aderezo. Carolina ha considerado utilizar como
aderezo chocolate, cajeta o mermelada de fresa. A ella le gustarfa ofrecer a sus
clientes al menos 100 tipos de crepas distintas. ;Cudl es la cantidad minima de
frutas que debe ofrecer Carolina a sus clientes para garantizar al menos 100 tipos
de crepas distintas?

Ivannia escribi6 en el pizarrén la siguiente ecuacién: m? — n? = 2021. Calcula la
suma de todos los posibles valores del dltimo digito de n™, tomando en cuenta que
My n son enteros positivos.

(Cudantos nimeros de siete digitos hay para los cuales el producto de sus digitos es
453 y la suma de sus digitos no es un nimero primo?

Sea ABC'D un trapecio con AB paralela a CD, AB = 14 cm, BC = 15 cm,
CD =28cmy DA = 13 cm. Encuentra el drea, en cm?, de ABCD.

A 14 B

D 2R C

La taqueria “El taco matemadtico’ tiene dos promociones: Promo100, donde son tres
6rdenes de tacos por 100 pesos, y Promo70, donde son dos érdenes de tacos por 70
pesos. Matilde quiere hacer una fiesta y quiere minimizar el dinero que gastard en
los platillos. Si ella quiere pedir exactamente 31 6rdenes de tacos, {cudnto es lo
menos que puede gastar en pesos?

Determina cudntos enteros positivos @ menores que 10000, satisfacen que 1010a —
1011 es maltiplo de 2021.

Se tiene un cubo con sus caras pintadas de 6 colores distintos, una de cada color.
Cada cara se separa en 4 cuadrados iguales trazando lineas perpendiculares a sus
lados que pasen por sus centros. En los 24 cuadrados que resultan de la division,
se acomodan los nimeros del 1 al 24 de manera que después de colocarlos todos,
la suma de cada 3 nimeros cuyos cuadrados tienen un vértice en comtn y este sea
un vértice del cubo sea multiplo de 3 y, ademds, cada dos nimeros cuyos cuadra-
dos estén en la misma cara del cubo y estos compartan un lado sumen también un
muiltiplo de 3. Si el nimero de formas de realizar este acomodo se puede expresar
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de la forma a - (b!)© donde a, b y ¢ son enteros positivos tales que a no es divisible
por el cuadrado de ningtin nimero primo, determina el valorde a + b + c.

11) Los nimeros reales positivos z, y, z satisfacen

r+y y+z z+zw
z b 2y
x+2y

Si el valor de la expresion =5 se puede escribir de la forma 7+ con m y n enteros
positivos cuyo maximo comun divisor es igual a 1, encuentra m + n.

12) En la figura se observan dos circunferencias de radios 1 cm y 2 cm tangentes a una
recta horizontal. Una tercera circunferencia de radio 3 cm es tangente a las otras
dos circunferencias. A qué distancia, en centimetros, se encuentra el centro de la
tercera circunferencia de la recta horizontal?

Parte B

13) Lasiguiente figura muestra un hexdgono regular cuyos vértices son A, B,C, D, E, F',
un pentdgono regular cuyos vértices son F, G, H, I, F', y un cuadrado cuyos vérti-
ces son I, F, K, J. ;Cuanto mide, en grados, el angulo LK AI?

14) David, Américo y Nicho tienen 12, 13 y 14 afios, respectivamente. Al inicio, cada
uno de ellos tiene un nimero. Por turnos, siguiendo el orden de acuerdo a su edad
del menor al mayor, juegan al “Oportuno veinte veintiuno” que consiste en, durante
su turno, elegir y hacer uno de los siguientes movimientos:
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= Restar 3 a su niimero.
= Multiplicar por 7 su nimero y al resultado sumarle 9.

= Multiplicar por 4 su nimero y al resultado restarle 3.

Gana el primero que obtenga como resultado el nimero 2021. Si cada uno comienza
con el nimero de su edad, ;quién ganara?

15) Los nimeros reales x, ¥, z, /N cumplen las siguientes ecuaciones:
T+y+z=23,
N = 22y% + 4z = y?2° + 4o = 2%2% + 4y.

Encuentra todos los posibles valores de V.

Prueba por Equipos, Nivel 111

1) Enlafigura se observa un hexdgono regular y una diagonal entre dos vértices opues-
tos. El drea del tridngulo B resulta de multiplicar por n el drea del tridngulo A. El
area del tridangulo C resulta de multiplicar por m el drea del tridngulo A. Determina
el valor de 2n — m.

2) Un nimero de 5 digitos abcde es fosil si cumple las siguientes condiciones:

» El niimero ab es miltiplo de 2.

= El nimero abc es miiltiplo de 3.

= El ndimero abcd es multiplo de 4.

= El ndimero abcde es multiplo de 5.

Por ejemplo, el nimero 10245 es f6sil porque 10 es multiplo de 2, 102 es miiltiplo
de 3, 1024 es multiplo de 4 y 10245 es multiplo de 5. ;Cudntos niimeros fosiles
hay?

3) Sean a y c nimeros reales diferentes de cero y diferentes entre si, tales que

4 4
at+—=c+—.
a c

Determina el valor del producto ac.
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4) Encuentra el mayor entero positivo n tal que 7" divide a
49-1-11449-.2-214+49-3-3!+--- +49-49 - 49

(NOTA: Si n es un entero positivo, entonces n! = 1-2-3 -+ (n—1)-n. Por ejemplo,
31=1-2-3=6).

5) Angel escribe en un pizarrén exactamente una vez cada uno de los nimeros de la
forma £1 £ 2 + 3 £ ... £ 8. Por ejemplo, uno de esos nimeros que escribe es
—14+2—-34+4—-5+4+6+ 7+ 8 = 18. Determina la cantidad de nimeros positivos
que escribe Angel.

NOTA: si mds de una expresion de la forma +1 + 2 + 3 + --- £+ 8 da el mismo
resultado positivo, entonces ese resultado se cuenta tantas veces como la cantidad
de expresiones que dan dicho resultado.

6) Enlasiguiente figura, se tiene un cuadrado ABC' D y un tridngulo equildtero C M E,
donde M es el punto medio del segmento AD. Sea N el punto medio de AB.
Encuentra la medida, en grados, del angulo /N EB.

E
D C
M
A N B

7) Considera todos los nimeros enteros de 7 digitos que se forman con los digitos 1,
2 y 3 de manera que el 3 aparezca exactamente 2 veces. ;Cudntos de tales enteros
son divisibles entre 11?

8) Roberto y Tomas colorean por turnos los hexdgonos del siguiente tablero. Empieza
Roberto y terminan una vez que hayan coloreado 12 hexdgonos en total. Después
escriben en cada hexdgono la cantidad de hexdgonos coloreados con los que com-
parten un lado y por tltimo suman todos los nimeros de los hexdgonos. Si la suma
total del tablero es muiiltiplo de 5, entonces gana Tomds, de otra forma gana Roberto.
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(Quién tiene la estrategia ganadora y cudl es?

Por ejemplo, en la siguiente figura se muestra coémo terminaria una posible partida.

En este caso la suma es 54, por lo que gané Roberto.

Soluciones de la Prueba Individual, Nivel 111

1y

2)

3)

La respuesta es 130°. Consideremos el hexdgono formado por los dos vértices su-
periores del cuadrado y los cuatro vértices en los que estdn los dngulos marcados.
La suma de los dngulos internos de este hexdgono es igual a 4(180°). Sin embargo,
esta misma suma se puede expresar como la suma de los 2 dngulos rectos en los
vértices del cuadrado, de los 6 dngulos de 60° en los tridngulos equildteros y de los
angulos marcados. Es decir, si S es la suma de dngulos buscada, entonces

2(90°) 4+ 3 (120°) 4+ S + 50° = 4 (180°),,
de donde obtenemos que S = 130°.

La respuesta es 17. Para cada uno de los hermanos, su edad se denotard por la
primera letra de su nombre. Asi, tenemos las ecuaciones

s+c=1{,
s+a=2c.

De la primera, como cada una de las posibles edades es mayor a 10, entonces ¢ >
20, por lo que ¢ = 25y, por ende, s y ¢ son, en algiin orden, 12 y 13. Si ¢ = 12,
entonces s + a = 26 con s = 13, por lo que @ = 13, lo cual es imposible. Esto
implica que ¢ = 13y s = 12, de donde se obtiene que a = 14y, por lo tanto,
h=1T7.

La respuesta es 10! = 3628800. Factorizando, obtenemos que
100=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10=2%8.3%.52.7,

por lo que 10! tiene (8 + 1)(4 4+ 1)(2 + 1)(1 + 1) = 270 divisores positivos.
Ordenando los divisores de menor a mayor, tenemos que el producto de cada pareja
de elementos en posiciones 1y 270,2y 269, 3y 268, ..., 10y 261, es igual a 10!.
Asi, el resultado de Rogelio es 10! = 3628800.



Nivel 111 45

4)

5)

6)

7

La respuesta es 8. Tomando en cuenta que la crepa se acompaiia de un aderezo,
podemos concluir que la cantidad total de crepas que se pueden ofrecer es tres
veces la cantidad de crepas diferentes con un aderezo en particular. Si hay n frutas,

= n\ _ n(n—=1)
entonces se pueden preparar n crepas acompafiadas de una fruta y (2) = -
crepas acompaifiadas de dos frutas. Asi, buscamos el menor valor posible de n tal

que
1
3 (n + %) > 100.

En este caso, el menor valor de n que cumple lo anterior es n = 8.

La respuesta es 2. De la ecuacién dada, tenemos que (m + n)(m — n) = 2021.
Ademds, 2021 = 43 - 47. Como 0 < m — n < m + n, hay dnicamente dos
opciones:

= m—n =43y m+n = 47. De aqui obtenemos que m = 45y n = 2.
Asi, buscamos el dltimo digito de 245, Considerando que 2! = 2 (mod 10),
22 = 4 (mod 10), 23 = 8 (mod 10), 2* = 6 (mod 10), 2% = 2 (mod 10)
y 45 = 1 (mod 4), concluimos que 2*° = 1 (mod 10).

= m—n=1ym-+n=2021. Luego, m = 1011 y n = 1010. El dltimo digito
de 10101011 claramente es 0.

Por lo tanto, la suma de todos los posibles valores del dltimo digito de n™ es 24-0 =
2.

La respuesta es 210. Tenemos que 45% = 35 . 53. Asi, tres de las cifras del nimero
tienen que ser iguales a 5. Las cuatro restantes solo pueden ser 1, 3 0 9, y su producto
debe ser 3°. Las tinicas opciones para lograr esto es que los cuatro digitos restantes
sean 9, 9,3y 3,09,9,9y 1, en algtin orden.

En el primer caso, la suma de las cifras es igual a 39, el cual no es un nimero primo.
En este caso hay () (5) (3) = 210 ntmeros.

En el segundo caso, la suma de las cifras es igual a 43, el cual si es un nimero
primo.

Por lo tanto, en total hay 210 niimeros.

La respuesta es 252. Sea M el punto medio de C'D. Tenemos que DM = MC =
14 = AB, lo cual implica que ABM D es un paralelogramo con AM = BC =15
y BM = AD = 13. Por lo que el drea de ABCD es el triple del drea de un
tridngulo de lados 13, 14 y 15.

A 14 B




46

52 OMMEB, Concurso Nacional 2021 (Virtual)

8)

Como ese tridngulo se puede construir con dos tridngulos de lados 13, 12, 5y 15,
12,9, tiene altura 12 y drea 84.

13 12 15

D 5 9 M

Por lo tanto, el drea de ABC'D es igual a 84 x 3 = 252.

Solucién alternativa. Consideremos el tridngulo ADM y tracemos su altura AE
desde el vértice Ay sean h = AE,n = DEy EM = 14 — n como se muestra en
la figura.

13 h 15

D n g 14 —n M

Entonces, por el teorema de Pitdgoras en los tridngulos rectingulos AED y AEM,
tenemos que 132 — n? = h2 = 152 — (14 —n)?, de donde (14 —n)* — n? =
15%2—132, esto es, 142—28n = (15+13)(15—13) = 28(2). De aqui, obtenemos que
28n = 142 — 2(28) = 2(7)(14) — 2(28) = 7(28) — 2(28) = (7 — 2)(28) = 5(28),
de donde se sigue que n = 5. Por lo tanto, DE =n =5, EM = 14 —n =9,
h=+/132 — 52 = /144 = 12 y el dreade ABCD es igual a 84 x 3 = 252.

La respuesta es 1040. Denotemos por m y n al nimero de Promo100 y Promo70,
respectivamente. Sabemos entonces que 3m + 2n = 31. Buscamos minimizar
100m + 70n. Observemos que

100m + 70n = 105m + 70n — 5m = 35(3m + 2n) — 5m = 35- 31 — 5m,

por lo que, para minimizar 100m + 70n, basta maximizar m. Como 3m + 2n = 31,
tenemos que m = 31522 Al querer maximizar m, se quiere minimizar n. Es claro
que paran = 0y n = 1 no se obtiene un valor entero de m. Para n = 2 obtenemos
que m = M_TZ(Q) =9, donde 3(9) + 2(2) = 31. Por lo tanto, lo menos que puede
gastar Matilde es 100(9) + 70(2) = 1040 pesos.
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9)

10)

1)

La respuesta es 4. Sea a un entero positivo menor que 10000. Si 1010a — 1011 es
multiplo de 2021, entonces 1010a — 1011 = 2021z para alguin entero z, esto es,
1010a = 20212 + 1011. Si multiplicamos esta ecuacién por 2 y reducimos médulo
2021, obtenemos que —a = 1 (mod 2021). Esto significa que a = 2021t — 1 para
algtn entero ¢.

Sit <0, entonces a < —1, asi que no hay soluciones en este caso.

Sit > 5, entonces a > 2021(5) — 1 = 10104 > 10000, asi que no hay soluciones
en este caso.

Sit = 1,2,3 04, entonces a = 2021,4041,6062 o 8083, respectivamente, los
cuales satisfacen la condicién del problema.

Por lo tanto, solo hay 4 posibles valores de a.

Larespuesta es 17. Analizando una esquina, podemos observar que tres cuadros que
comparten una esquina deben tener nimeros que tengan todos sus residuos médulo
3 iguales o todos distintos. De analizar las caras del cubo notamos que al saber el
residuo médulo 3 de un nimero en algtin cuadro, las congruencias de sus vecinos
quedan determinadas (al haber un dnico residuo que sume O con el del cuadro),
determinando as{ las congruencias de toda su cara.

Si se toma una cara con una casilla que tiene un nimero divisible por 3, todos los
nimeros en esa cara serdn divisibles por 3. Ninguna de las caras vecinas a esta
pueden tener un multiplo de 3, puesto que las esquinas que comparten indicarian
que las otras dos caras adyacentes a ambas tienen todas sus casillas con miiltiplos
de 3, a pesar de solo haber 8 miiltiplos de 3 entre 1 y 24. As{, los multiplos de 3
estardn en dos caras opuestas y cada una de las demds caras tendrd en un patrén de
ajedrez nimeros congruentes a 1 o 2 médulo 3.

Hay 3 formas de elegir las dos caras opuestas que tendrdn a los multiplos de 3, luego
hay 2 formas de escoger el patrén de ajedrez de nimeros congruentes a ¢ médulo 3
para cada ¢ = 0, 1, 2. Esto resulta en un total de 6 x (8!)3 acomodos posibles. Por
lo tanto, la respuestaes 6 + 8 + 3 = 17.

La respuesta es 14. Si a, b, ¢ y d son nimeros reales tales que % = g, entonces

ad + cd = be + cd, por lo que § = Zig. En el problema, tenemos que

3x+3y y+z 2242z

3z 5x 4y

de donde, usando lo mencionado al principio,

3r+3y  (3z43y) + (y+ 2) + (22 + 22)

=1
3z 3z + 4y + bz

Por lo tanto,

x—i—yiy—l—ziz—i-xil
z b 2y

b
Ytz — 1, obtenemos que I;rﬁ =
€T

bx
- _ - z4+2y _ ztdx
Por consiguiente, y = 2z, lo que indica que z = 3x. Por lo tanto, St = =

g, de donde se concluye que la respuestaes 5 + 9 = 14.

lo que implica que  + y = z. Usando esto en



48

52 OMMEB, Concurso Nacional 2021 (Virtual)

12)

La respuesta es % + 1~ 4.76. Sean A, B y C los centros de las circunferencias
(como se muestra en la figura). Observemos que el tridngulo ABC' tiene lados de
longitudes 3 cm, 4 cm y 5 cm, por lo que es un tridngulo rectangulo.

Tracemos la recta que pasa por B y que también es paralela a la recta horizontal.
Luego tracemos las perpendiculares AQ y C'P como se observa en la figura.

Ahora notemos que ZCBP = 90° — ZQBA = ZBAQ por lo que los tridngulos
AQB y BPC son semejantes. En el tridngulo BPC tenemos que BC = 3 cm y
CP = 1 cm, por lo que, por Pitdgoras, resulta que BP = /8 cm. De la semejan-
za anterior obtenemos que % = %, de donde AQ = 47\/5 cm. Finalmente, la
distancia de A a la recta horizontales AQ + 1 = 47\@ +1= ¥ 4+ 1~ 4.76 cm.

Parte B

13)

14)

15)

Primero, observemos que AF = KF = [F, por lo que F' es el circuncentro del
tridngulo K AI. Como ZKFI = 90°, entonces /KAl = 1/KFI = 5 (90°) =
45°.

Notemos que los tres movimientos no alteran el residuo médulo 3 del nimero de
cada uno. Como 2021 = 14 (mod 3), el tnico que puede ganar es Nicho. La
siguiente sucesion de movimientos muestra que, en efecto, puede ganar:

14— 11 -8 — 83 80 — 77 — 74 — 71 — 506 — 2021.

De las igualdades dadas tenemos que x2y? + 4z = 222 + 4z, lo cual implica que
22y? — y?2% = 4w — 4z, esto es, y? (22 — 22) = 4(x — 2). Si x # 2, de la dltima
ecuacién y de la primera ecuacién dada obtenemos que 4 = y%(z +2) = y*(3 —y).
Esto se puede reescribir como 0 = y? — 3y? +4 = (y — 2)?(y + 1). Se sigue que,
si x # z,entonces y = —1 oy = 2. Andlogamente, si x # y, entonces z = —1 0
z=2,ysiy # z,entoncesx = —1ox =2.

Por consiguiente x, y y z no pueden ser todos diferentes. En efecto, asumiendo que
s, se obtiene una contradiccion pues se tendria que x, y y z serian cada uno —1 o
2, lo cual por el principio de las casillas, implica que hay dos iguales. De aqui se
tienen dos casos.
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= Sidosde z, yy z son iguales y el otro es diferente, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que = # yy y = 2. Asi, setieneque z = —1 02 = 2.
Siz= —1l,entoncesy = —1ly3=x+y+2z=2x—2,porloquez = 5.
Es claro que estos valores cumplen las ecuaciones dadas. Asi, se obtiene que
N = (-1)2(=1)2 + 4(5) = 21.
Siz=2,entoncesy =2y 3 =x+y+z=2x+4,porloquexr = —1. Estos
valores cumplen las ecuaciones dadas. Se llegaa que N = (2)2(2)2+4(—1) =
12.

= Siz =y = z, de la primera ecuacién dada se concluyeque z =y = z = 1,
valores que claramente cumplen las ecuaciones dadas. Asi, N = (1)%(1)2 +
4(1) = 5.

Por lo tanto, los tinicos valores posibles de N son 5, 12y 21.

Soluciones de la Prueba por Equipos, Nivel 11T

Y

2)

Sin pérdida de generalidad, supongamos que la base del tridngulo A mide 1 cm.
Como los tridngulos A, B y C' tienen la misma altura (vertical), entonces la razén
entre dreas es igual a la razén entre bases. Esto indica que la base del tridngulo B
(que es igual al lado del hexdgono), es igual a n y la base del tridngulo C' es igual
a m. Como el hexdgono de la figura es regular, entonces su diagonal principal mide
el doble del lado del hexdagono, por lo que m + 1 = 2n, esto es, 2n —m = 1.

Solucién alternativa. Sea h la distancia entre la diagonal principal trazada del
hexdgono (cuya longitud se denota por d) y el lado horizontal superior del hexdgono
(cuya longitud se denota por ¢). Tenemos que d = 2/, pues el hexagono es regular.
Entonces, el drea del tridngulo B es igual a %hé, mientras que el drea del trapecio
formado por los tridngulos A, By C es igual a (h)(3¢) = 3h(. Si a denota el drea
del tridngulo A, entonces a+an+am = %hé yan = %hﬁ, por lo que a+am = h¥.
Se sigue que
1+m a+4am ht

= = 15 = 2’
n an =ht

dedonde 1 +m = 2n,estoes, 2n —m = 1.

Por el criterio de divisibilidad del 4, para que abcd sea midltiplo de 4, debemos tener
que cd es miiltiplo de 4. Como hay 25 muiltiplos de 4 que se pueden formar con dos
digitos, tenemos 25 maneras de elegir al nimero cd.

Para que ab sea miiltiplo de 2, b debe ser par. Por lo tanto, tenemos 5 maneras de
elegir al digito b.

Para que abc sea miltiplo de 3, por el criterio de divisibilidad del 3 debemos tener
que a + b + ¢ es multiplo de 3. Si b + ces 3,6,9,12,15 o 18, entonces a debe
ser 3,609.Sib+ ces4,7,10,13 o 16, entonces a debe ser 2,5 u 8. Si b + ces
2,5,8,11,14 0 17, entonces a debe ser 1,4 o 7. En cualquier caso, a siempre tiene
3 opciones.

Finalmente, para que abede sea multiplo de 5, e debe ser 0 o 5, esto es, e tiene 2
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3)

4)

5)

6)

opciones.
En total hay 25 x 5 x 3 x 2 = 750 ntimeros f6siles.

La igualdad dada implicaque a — ¢ = % — % = %. Como a y c son diferentes,

tenemos que a — ¢ # 0y, de la tltima ecuacién, concluimos que ac = 4.

Si k es un entero positivo, entonces k- k! = k! [(k + 1) — 1] = (k+1)!— k! Usando
esta relacién y llamando S alasuma49-1-11+49-2 -2 4 ... + 49 .49 . 49),
tenemos que

S =49(1-1142-2+--- 449 . 49!
=49[(2! — 11) + (3! — 2!) + - - + (50! — 49!)] = 49 (50! — 11).

Como 49 | 50!, tenemos que med(49, 50! — 1) = 1, por lo que 7 no divide a 50! — 1.
Asi, los dnicos factores 7 de 49(50! — 1) son los factores 7 de 49, de los cuales hay
2.

El nimero total de nlimeros escritos por Angel es 28 = 256, por la diferente elec-
ciéon de signo de los 8 nimeros. Notemos que la cantidad de nimeros positivos es
igual a la cantidad de nimeros negativos, pues si una expresion da como resulta-
do un ndmero positivo, invirtiendo los signos de los 8 nimeros que pertenecen a
la operacién se obtiene un nimero negativo (que corresponde al nimero positivo
mencionado anteriormente), por lo que basta enfocarse en aquellas expresiones cu-
yo resultado es 0. Para eso, los nimeros del 1 al 8 se dividen en dos conjuntos A
y B dependiendo de cudles serdn positivos (conjunto A) y cudles serdn negativos
(conjunto B). Como el 8 pertenece a alguno de los dos conjuntos, sin pérdida de
generalidad se puede asumir que estd en A y multiplicar por 2 la cantidad de formas
que se obtengan.

La suma de ambos conjuntos debe ser la misma. Como la suma de los 8 niimeros es
1+2434+4+54+6+47+8 = 36, en cada conjunto se debe sumar 18, por lo que
una vez puesto el 8 en A, el resto de los nimeros de A deben sumar 18 — 8 = 10.
Asi, obtenemos las siguientes posibilidades:

8,1,2,3,4; 8,7,2,1; 8,6,3,1; 8,53,2; 854,1; 87,3 86,4

Son 7 posibilidades si 8 estd en A, por lo que Angel escribe 7-2 = 14 veces el niime-
ro 0 en el pizarrén. Por lo tanto, la cantidad de resultados positivos es % =121.

Observemos que CN = CM = M B, pues los tres segmentos son hipotenusas
de tridngulos rectdngulos cuyos catetos cumplen que uno de ellos es igual al lado
del cuadrado y el otro es igual a la mitad del lado del cuadrado. Mds atn, por este
argumento, tenemos que los tridngulos AM B 'y BN C' son congruentes, por lo que
/MBN = ZNCB. Como ZCBN = 90°, concluimos que los segmentos CN y
M B son perpendiculares.
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7)

E
D c
M
A N B

Sean o = LZMEN y 8 = ZBEC. De la construccién de la figura, como M E =
MC = MBy CE = CM = CN, tenemos que M y C son los circuncentros
de los tridngulos EC'B 'y EM N, respectivamente. Esto significa que ZBMC =
2/BEC =28y ZMCN =2/MFEN = 2a. Como M By C'N son perpendicu-
lares, entonces ZBMC' + ZMCN = 90°. Esto quiere decir que 2cc + 25 = 90° y,
por consiguiente, o + 3 = 45°. Por lo tanto,

/NEB = /MEC — (/MEN + /BEC) = 60° — (a+ 8) = 60° — 45° = 15°.

Sea n = abcde fg uno de los nimeros buscados. Por el criterio de divisibilidad del
1l,x=a+c+e+g— (b+d+ f) debe ser mdltiplo de 11. Observemos que el
valor minimode x es (1 +1+4+ 1+ 1) — (3 + 3 4+ 2) = —4, mientras que el valor
méximodezes (3+3+2+2)— (1+1+1) =7, porloquex =0 es el tnico
valor posible.

Seay =a+c+e+g=>b+d+ f.Luego, la suma de los digitos de n es 2y.
Observemos que el valor minimode 2yes3+3+1+1+1+141 = 11yel valor
miximode 2yes 3+ 3+ 242+ 2+ 2+ 2 = 16, de donde se sigue que y puede
ser 6, 7u 8.

= Siy = 6, entonces no puede suceder que dos de los digitos b, d y f sean 3,
al igual que con a, ¢, e y g. Entonces, dos de los digitos b, d y f suman 3, lo
que implica que {b,d, f} = {3,2, 1}, los cuales se pueden ordenar de 3! = 6
formas. Como tres de los digitos a, ¢, e y g suman 3, entonces esos tres tienen
que ser iguales a 1 y el otro igual a 3, dando un total de 4 - 6 = 24 niimeros en
este caso.

m Siy="7,comob+d+ f =7,entonces b, d, f deben ser 1, 3, 3 (en algiin
orden) o 2, 2, 3 (en algtin orden). En el primer caso,comoa+c+e+g="7y
ninguno es 3, se tiene que tres de los digitos deben ser 2 y el otro es 1, dando
3-4 = 12 ndmeros. En el segundo caso, uno de los nimeros a, ¢, e, g es 3y los
demds suman 4, por lo que los digitos a, ¢, e, g son 1, 1, 2, 3 en algin orden,
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8)

dando 3- (;1) (?) = 36 niimeros. Asf, en este caso hay un total de 12 + 36 = 48
nimeros que cumplen.

m Siy =8, comob+d+ f = 8, ladnica opcién es que b, d, f sean 2, 3, 3
en algin orden. Ademds, como a + ¢ + e + g = 8 y ninguno es 3, entonces
a = c=e = g = 2. Se sigue que solo hay 3 nimeros en este caso.

Por lo tanto, en total hay 24 + 48 4+ 3 = 75 ndmeros.

Tomds tiene estrategia ganadora. Para ver esto, observemos que cada vez que se
colorea un hexdgono, la suma aumenta en la cantidad de hexdgonos que lo rodean,
de modo que al considerar la cantidad de hexdgonos que rodean a cada celda, se
obtiene un tablero como el que se muestra.

La estrategia es como sigue. Si Roberto colorea uno que tenga un 3, Tomds colorea
uno que tenga un 2 y viceversa. Lo mismo sucede con las celdas de 6 y 4: si Roberto
escoge una que tenga un 6, Tomds puede colorear una con un 4 y viceversa.

Como hay tantas celdas con un 3 como celdas como un 2, ademds de que hay doce
celdas con un 4 y nueve celdas con un 6, la estrategia de Tomads si se puede llevar a
cabo pues se tomardn a lo mucho seis celdas con un 4 y a lo mucho seis celdas con
un 6.

Como Tomds solo estd escogiendo nimeros de manera que, después de su turno, la
suma sea un miultiplo de 5, 1a suma al final del juego deberd de ser multiplo de 5.
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Del 7 al 14 de noviembre de 2021 se llevé a cabo en forma virtual el Concurso Nacional
de la 35* Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la participacién de 190 estudiantes
provenientes de los 32 Estados del pais.

Los 17 alumnos ganadores del primer lugar fueron:
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. Rogelio Guerrero Reyes (Aguascalientes).

. Omar Farid Astudillo Marban (Guerrero).

. Daniel Alejandro Ochoa Quintero (Tamaulipas).

. Ana Illanes Martinez de la Vega (Ciudad de México).

. Diego Alfonso Villarreal Grimaldo (Nuevo Ledn).

. Eric Ransom Trevifio (Nuevo Ledn).

. Karla Rebeca Munguia Romero (Sinaloa).

. Leonardo Mikel Cervantes Mateos (Ciudad de México).
. Luis Eduardo Martinez Aguirre (Nuevo Leén).

10. Victor Manuel Bernal Ramirez (Sinaloa).

11. Rosa Victoria Cantd Rodriguez (Ciudad de México).

12. Alonso Baeza Quevedo (Baja California Sur).

13. Adridn Arturo Garcia Lépez (Jalisco).

14. Sebastidn Montemayor Trujillo (Nuevo Ledn).

15. Dariam Samuel Aguilar Garcia (Baja California).

16. Carlos Fernando Martinez Quintero (Ciudad de México).
17. Megan Ixchel Monroy Rodriguez (Hidalgo).

Los 9 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
Caribe fueron:
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. Alonso Baeza Quevedo (Baja California Sur).
. Emiliano Hernandez Barranco (Morelos).

. Leonardo Melgar Rubi (Morelos).

. Andrea Sarahi Cascante Duarte (Morelos).

. Rodrigo Saldivar Mauricio (Zacatecas).

. Iker Torres Terrazas (Chihuahua).

. Alan Alejandro Lépez Grajales (Chiapas).

. Luis Veudi Vivas Pérez (Quintana Roo).

. Angela Maria Flores Ruiz (Sinaloa).
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Las 12 alumnas preseleccionadas para la Olimpiada Europea Femenil de Matematicas
fueron:

. Ana Illanes Martinez de la Vega (Ciudad de México).
. Karla Rebeca Munguia Romero (Sinaloa).

. Rosa Victoria Cantd Rodriguez (Ciudad de México).
. Megan Ixchel Monroy Rodriguez (Hidalgo).

. Sandra Gabriela Garcia Barraza (Sonora).

. Andrea Escalona Contreras (Morelos).

. Alexandra Valdepefias Ramirez (Coahuila).

. Cynthia Naely Lépez Estrada (Guanajuato).

. Andrea Sarahi Cascante Duarte (Morelos).

10. Marcela Aguirre Valdez (Sinaloa).

11. Maria Fernanda Lépez Tuyub (Yucatdn).

12. Jimena Sofia Diaz Sanchez (Zacatecas).
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Aunque la participacién en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado los estados de la Reptblica apoyando a sus concursantes.
Con el propésito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los estados que
obtuvieron los primeros 10 lugares en el Concurso Nacional de la 35 OMM.

. Ciudad de México.
. Nuevo Le6n.

. Sinaloa.

. Morelos.

. Jalisco.

. Oaxaca.

. Guerrero.

. Tamaulipas.

. Aguascalientes.
10. Hidalgo.

10. Yucatan.

O 001N DN B~ W —

En esta ocasién, el premio a la Superacion Académica fue ganado por Oaxaca. El
segundo y tercer lugar de este premio lo ocuparon Guerrero y Baja California Sur,
respectivamente.
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A continuacion presentamos los problemas y soluciones del 35 Concurso Nacional de
la OMM (Virtual). Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada
una para resolverlos.

Problema 1. Los ndmeros positivos y distintos aq, az, as, son tres términos conse-
cutivos de una progresién aritmética y, de la misma manera, los niimeros positivos y
distintos by, b2, b3 son tres términos consecutivos de una progresion aritmética. {Es po-
sible usar tres segmentos con longitudes a;, a2, a3 como bases y otros tres segmentos
con longitudes b1, b2, b3 como alturas (en algin orden), para construir tres rectangulos
con la misma drea?

(Problema sugerido por David Torres Flores).

Solucién de Rogelio Guerrero Reyes. Se probard que no es posible. Con el fin de
llegar a una contradiccién, supongamos que si es posible. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que a; < az < a3y by < by < bs. Si el rectdngulo de base a;
tiene altura b; o by, digamos b;, entonces su area es aj b;, pero entonces el rectingulo
de altura b3 tiene de base a a 0 a3, digamos a;. Como a1 < a; y b; < bs, entonces
a1b; < ajbs, lo cual no es posible. Asf, la base a; estd con la altura b3 y, andlogamente,
as estd con la altura by, por lo que la base ay debe estar con la altura bs.
De esto tenemos que

a1b3 = agbg = a3b1. (1)

Ahora, se sabe que ay = a1 +x 'y ag = a1+ 2x para algin z > 0, asi como by = by +y
y b3 = by + 2y para algin y > 0. Al sustituir en (1), obtenemos que

a1 (b1 +2y) = (a1 + x)(b1 + y) = (a1 + 22)b1,
lo cual es equivalente a
a1b1 + 2a1y = a1b1 + a1y + b1 + xy = a1b1 + 2b1x
y, al restar a1 b1, se llega a que
2a1y = a1y + b1x + xy = 2byx. )

De la cadena anterior de igualdades se tiene que 2a1y = 2b;x, es decir, a1y = bix.
Asi, al usar la primera igualdad de (2), se tendrd que a1y + b1z = a1y + bix + zy,
esto es, zy = 0, lo cual es imposible pues tanto x como y son positivos. Esta es la
contradiccién buscada y, por lo tanto, no es posible construir tales rectdngulos.

Problema 2. Sea ABC un tridngulo tal que ZACB > 90° y sea D el punto de la recta
BC tal que AD es perpendicular a BC. Considera I" la circunferencia de didmetro
BC'. Una recta que pasa por D es tangente a la circunferencia I' en P, corta al lado
AC en M (quedando M entre Ay C') y corta al lado AB en N. Demuestra que M es
punto medio de D P siy solo si N es punto medio de AB.

(Problema sugerido por Alexis Jonathan Dorantes Vazquez).

Solucién de Omar Farid Astudillo Marban. Empezamos notando que la condicién
LACB > 90°, implica que el punto D estd sobre la recta BC mds alld de C. Ahora,
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prolongamos larecta AC hasta que interseque a I" en K, con C' # K. Este punto existe,
ya que de lo contrario, se tendria que AC' es tangente a I" y, como BC' es diametro,
entonces BC' serfa perpendiculara AC, lo cual contradice que ZAC'B > 90°. Ademds,
justo por el hecho de que ZAC'B > 90°, el punto K estd en la extensién del lado AC
mas alld de C. Dado que BC' es didmetro de I, se tiene que ZC K B = 90° pero, como
ZAKB = /ZCKB =90° = ZADB, se tiene que el cuadrilitero ABK D es ciclico.

Tenemos que M es punto medio de PD siy solosi M P = MD, siy solo si M P? =
M D2, Por potencia desde M aT', se tiene que M P? = MC- MK y, por consiguiente,
MD? = MC - MK. Luego, M es punto medio de PD si y solo si % = %.
Esta dltima igualdad significa que los tridngulos M CD y M DK son semejantes por
el criterio de semejanza LAL. Asi, tenemos que M es punto medio de PD si y solo
si/MDC = /ZMKD = ZAKD = ZABD, donde la dltima igualdad se debe a
que ABK D es ciclico. Por lo tanto, M es punto medio de PD siy solo si ZNBD =
LABD = ZMDC = ZNDB. Como ZADB = 90°, concluimos que M es punto
medio de PD siy solo si N es punto medio de AB (pues el punto medio de AB es la

interseccién de la mediatriz de BD con AB).

Problema 3. Sean m,n > 2 dos enteros. En una cuadricula de m X n, una hormiga
empieza en el cuadrito inferior izquierdo y quiere caminar al cuadrito superior dere-
cho. Cada paso que da la hormiga debe ser a un cuadrito adyacente, de acuerdo a las
siguientes posibilidades: T, — y . Sin embargo, un malvado mago ha dejado caer
lava desde arriba y ha destruido algunos de los cuadritos, de forma tal que:

= Siun cuadrito estd destruido, entonces todos los cuadritos superiores a €l también
estdn destruidos.

= El nimero de cuadritos destruidos es mayor o igual a 0.



Concurso Nacional 2021, 352 OMM (Virtual) 57

= Quedan suficientes cuadritos sin destruir para que la hormiga pueda llegar a la
meta.

Sea P el nimero de caminos de longitud par que puede seguir la hormiga. Sea I el
nimero de caminos de longitud impar que puede seguir la hormiga. Encuentra los
valores posibles de P — I.

Nota. La longitud de un camino es el nimero de pasos que da la hormiga. Por ejemplo,
se muestra un posible camino de longitud 8 en la figura de 6 x 7 siguiente, en la que
los cuadritos destruidos estdn sombreados y la meta estd indicada con una estrella.

===

¥

(Problema sugerido por Miguel Raggi Pérez y Gerardo Raggi Cérdenas).

Solucién de Adrian Arturo Garcia Lépez. A cada cuadrito de la cuadricula en el
que no hay lava se le asigna el valor de P — I que le corresponde, es decir, se cuenta
la cantidad de caminos de longitud par y la cantidad de caminos de longitud par que
se pueden hacer desde la posicién inicial de la hormiga hasta ese cuadrito y se restan
esas cantidades. Al cuadrito inicial de la hormiga se le asigna el valor de 1. Nétese que
a los cuadritos de la fila inferior de la cuadricula se les asignarédn los valores de 1y
—1 alternadamente, asi como a los cuadritos de la columna izquierda de la cuadricula.
Ademas, en la fila inferior de la cuadricula, nétese que la suma de los niimeros asigna-
dos a cualesquiera dos cuadritos adyacentes horizontales es igual a 0. En la figura de
abajo se muestra como se asignarian los nimeros para un tablero de 6 x 7 en el que la
primera columna no tiene lava.

-1

Ahora, para cualquier cuadrito que no esté en la primera columna o en la dltima fila,
nétese que este serd el negativo de la suma de los nimeros asignados a las casillas
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que estdn a la izquierda, abajo y en diagonal hacia la izquierda y abajo. En efecto,
supongamos que los cuadritos tienen los nimeros asignados como se muestran en la
siguiente figura.

Ph-5L | Pr—14

P—1 | B3—1I3

Asf, se puede ver que Py = I} + Is + I3 y que Iy = P; + P> + Ps, pues de cada
cuadrito se llega en un movimiento al cuadrito de arriba a la derecha. Entonces,

P-I,=(Lh+1+15)— (PL+ P+ Ps)
=—[(Pr— D)+ (P = L)+ (P — I3)]. (3)

Luego, suponiendo que no hay lava en la cuadricula, se probard que en cada fila los
valores asignados en la cuadricula se alternan entre 1 y —1, donde el primer valor
asignado es el que se encuentra en la columna de la izquierda. Se puede probar por
induccion sobre el nimero de filas en el que se encuentra (siendo la fila de abajo la
primera fila). En la primera fila es claro que se cumple. De ahi, si en cierta fila se
cumple esto, en la siguiente se pueden calcular los valores asignados a los cuadritos de
izquierda a derecha usando (3). Sin embargo, se tendria que (Py — I3) + (Ps — I3) = 0,
porlo que (3) se convertiriaen Py—I, = —(P1—1I1),es decir, (Py—I,)+(P1—1;) = 0,
lo cual completa la induccién. De aqui se concluye que, cuando no hay lava en la
cuadricula, el cuadrito de la esquina superior derecha cumple que P — I esigualal o
—1, el cual depende de la paridad de m y n.

Por tltimo, tomemos el caso en el que el tablero tiene lava. Sabemos que todas las filas
que no contengan lava van a cumplir que los nimeros asignados a cualesquiera dos
cuadritos adyacentes horizontales sumardn 0. Fijémonos en la primera fila con lava.
Entonces todos los cuadritos a la derecha del cuadrito con lava que esté mds a la derecha
en esa fila, tendrdn como nimero asignado al 0, pues para calcular el nimero que se
les asigna se ocupan los cuadritos abajo y en diagonal hacia abajo y a la izquierda, los
cuales suman 0, mientras que el cuadrito de la izquierda tendra lava o tendrd un 0. De
aqui se tiene que toda esa fila tendrd tinicamente 0’s después del tltimo cuadrito con
lava y, por lo tanto, los cuadritos en las siguientes filas hacia arriba también tendrdn
como nimero asignado al 0. Como hay lava en algtin cuadrito, por hipétesis también
hay lava en los cuadritos arriba de él. En particular debe haber lava en la fila de arriba,
lo cual implica que la esquina superior derecha tendrd un 0 como niimero asignado.
Por lo tanto, los posibles valores de P — [ son —1, 0y 1.
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Problema 4. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo escaleno con ZBAC = 60° y orto-
centro H. Sean wy la circunferencia que pasa por H y es tangente a AB en By, we, la
circunferencia que pasa por H y es tangente a AC en C.

a) Prueba que wy y w, solamente tienen a H como punto comdn.

b) Prueba que la recta que pasa por H y el circuncentro O del tridngulo ABC, es una
tangente comuin a wp y We.

Nota: El ortocentro de un tridngulo es el punto de interseccion de sus tres alturas,
mientras que el circuncentro de un tridngulo es el centro de la circunferencia que pasa
por sus tres vértices.

(Problema sugerido por Maximiliano Sanchez Garza).

Solucién de Karla Rebeca Munguia Romero. Sean K y R los puntos de intersec-
cién de la recta HO con AB y AC, respectivamente. Como O es circuncentro y
ZBAC = 60°, tenemos que ZBOC = 120°.

Sean H4, Hp y H¢ los pies de las alturas en el tridngulo ABC desde A, By C, res-
pectivamente. Como ABH s Hp y CAHc H 4 son ciclicos, tenemos que ZHp BC +
/HcCB =/HyAC + ZBAH, = 60°y ZBHC = 120°. Por lo tanto, BHOC es
ciclico.

Como OB = OC, resulta que ZOHC = ZOBC = 30°. De aqui se sigue que
ZKHB = 180° — ZBHC — ZOHC = 30°. De manera andloga, obtenemos que
ZRHC = 30°. Ademas, fijandonos en los tridngulos ABHp y ACH¢, vemos que
/ZABHp = 30°y ZACH¢ = 30°. Esto implica que los tridngulos K BH y RCH
son isdsceles.

Demostraremos que HO es tangente a wy, por contradiccién. Sea H' la segunda inter-
seccion de HO con wy. Por potencia de un punto, tenemos que K B? = KH - KH'.
Sin embargo, por ser el tridngulo K BH is6sceles, esto implica que H = H'. De ma-
nera andloga se demuestra que HO es tangente a w. en H, de donde ambos incisos se
siguen de inmediato.
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Problema 5. Para cada entero n > 0 con expansién decimal ayas ... ax definimos
s(n) como sigue:

» Sikespar, s(n) =aiaz + 304 + - - + Gr_10%.
» Sik esimpar, s(n) = a1 + azaz + -+ + ax_10%.

Por ejemplo, si n = 123, entonces s(n) = 1 + 23 = 24y, si n = 2021, entonces
s(n) =204 21 =41.

Decimos que n es digital si n es maltiplo de s(n). Muestra que entre cualesquiera 198
enteros positivos consecutivos, todos ellos menores a 2000021, hay uno de ellos que es
digital.

(Problema sugerido por Germéan Puga Castillo).

Solucién de Daniel Alejandro Ochoa Quintero. Demostraremos que 99 | s(99k)
para cada entero positivo k. Si 99k = @jas - .. ay tiene una cantidad par de digitos,
entonces

5(99]{3) e 10(&1 + as —|—~-~—|—ak,1) + (a2+a4+-~-—|—ak).

En este caso, tenemos que s(99k) = a1 +az + -+ ar = 0 (mod 9) y s(99k) =
—ay +az — -+ ax =0 (mod 11), lo cual implica que s(99%) = 0 (mod 99).
Si 99k = ayaz - - . ay tiene una cantidad impar de digitos, entonces

S(99k) = 10(a2+a4+---+ak_1) + (a1 +as+ -+ ag).

En este caso, tenemos que s(99k) = a1 +az + -+ ar = 0 (mod 9) y s(99k) =
ay —az + -+ ay =0 (mod 11), lo cual implica que s(99k) = 0 (mod 99).
Notamos también que si n < 9,999, 999, entonces s(n) < 3 -99 4+ 9. En particular, si
n < 2000021 es multiplo de 99, entonces s(n) € {99,299, 3 - 99}.

Entre 198 nimeros enteros consecutivos, hay un miiltiplo n de 198. Si s(n) # 3 - 99,
entonces s(n) | n. De otra forma, n ha de ser necesariamente igual a 1,999, 998, el
cual también satisface s(n) | n. En cualquier caso, tenemos un nimero digital.

Problema 6. Determina todos los conjuntos no vacios C, Cs, Cs, . . . tales que cada
uno de ellos tienen un nimero finito de elementos y todos sus elementos son enteros
positivos, con la siguiente propiedad: Para cualesquiera enteros positivos m y n, la
cantidad de enteros positivos en el conjunto C,,, mas la cantidad de enteros positivos
en el conjunto C,,, es igual a la suma de los enteros positivos en el conjunto Cy, 4,
Nota. Al denotar por |Cy| 1a cantidad de elementos del conjunto C, y por Sy, a la suma
de los elementos del conjunto CY, la condicién del problema es que para m, n enteros
positivos, se cumple
|C| + |Cn| = Sitn-

(Problema sugerido por José Alejandro Reyes Gonzélez).

Primera solucién. Sea a la diferencia |Co| — |Cy|. Para cualquier entero n > 2, te-
nemos que |C1| + |Cn| = Sp+1 = |Ca| + |Ch—1], por lo que |Cy| — |Cr—1] =
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|Ca] — |Ci| = a es constante. Por lo tanto, |Cy],|Ca|, |Cs], ... es una progresién
aritmética con
|Cn| = a(n —1) +[C1],

para todo n > 2. Si a < 0, entonces la sucesion |C1], |Cal, |Cs], . . . es estrictamente
decreciente de nimeros enteros positivos, lo cual no es posible. Por lo tanto, tenemos
que a > 0. Supongamos que a > 0. Como |Ca| + |Ca] = Sy = 2(a 4+ |C1]) ¥y
|C4| = 3a + |C4], tenemos que

Sy >1+2+ -+ Ba+|C1| — 1)+ (3a+ |C1]).

Luego,
2@+ |Ci)) > 1424+ Ba+|C1] = 1)+ (3a + |C4]),

lo cual implica que

0>1+42+--+Ba+]|C1| —2)+ Ba+|Ci| — 1)+ (3a+ |C1]) — 2(a + |C1))
=142+ +Ba+]|C1|—2)+ (4a—1)
>0,

que es una contradiccién. Esto significa que a = 0y, por consiguiente, |C,| = b, para
todo n > 1, donde b es una constante y .S,, = 2b, para todo n > 2. Luego, paran > 2
tenemos C,, tiene b elementos (por las condiciones del problema b > 0) y, por lo tanto,
26=5,>14+2+---+b= @.Estosesimpliﬁcacomobg 3.

Si b = 1, buscamos conjuntos C;, con 1 elemento tales que .S,, = 2, por lo que la tinica
solucibnes |C1|=1y{2} =Co=C5="---.

Si b = 2, buscamos conjuntos C;, con 2 elementos tales que S, = 4. Como los dos
elementos son distintos, la dnica soluciénes |C1| =2y {1,3} =Co =C5 = --.

Si b = 3, buscamos conjuntos C,, con 3 elementos tales que S,, = 6. Como los ele-

mentos son diferentes, la dnica soluciénes |C1| =3y {1,2,3} =Co =C5=---.

Segunda solucién. Sea S; = ) cc, T, parai = 2,3, ... La condicién del problema
es que para todos m, n enteros positivos, se tiene que

1Co| + |Cr| = St

Supongamos que Cy,C5,Cs,. .. es una sucesiéon que cumple la condicién. Sea k el
minimo elemento del conjunto L = {|C4], |Cs|, |Cs], ...}, el cual existe porque L es
un conjunto de enteros positivos, y sea C;; un conjunto tal que |C;| = k.

Tenemos que 2j —1>2—1=1, |Ci| > ky |C2j—1| > k. Entonces,

2k = |Cy| + [Cj| = S2j = |C1| + |C2j-1] > k + k,

de donde se cumple la igualdad. En particular, tenemos que |C4| = k.
Como |Cy| > k,resultaque So > 1+2+4---+ k= M, lo cual implica que

k(k + 1)

2k = |C1| +|C1| = S2 > 5
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dedonde4 > k +1,estoes, 3 > k.
Consideremos los conjuntos A; = {2}, As = {1,3} y 43 = {1,2,3}. Notemos que
|Ax| = k parak =1,2,3.

Lema. Si S; = 2k, entonces C; = Ay.

Demostracion. Si k& = 1, entonces C; no puede tener més de un elemento o si no
tendriamos S; > 1 + 2 > 2. Entonces C}; tendra solo un elemento que debe ser 2 para
que S; = 2.

Si k = 2, entonces C; no puede tener mas de dos elementos o si no tendriamos S; >
14243 > 4. Entonces C; tendra exactamente dos elementos y,como 1+3 = 2+2 =4
son las dnicas maneras de sumar 4 con dos enteros positivos, C; = As.

Si k = 3, entonces S; > 14+2+3y, como se da la igualdad, debemos tener exactamente
C; = As, lo cual termina la demostracién del lema. O

Ahora, demostraremos por induccién que Ay, = Cy = Cs3 = - - -.

En efecto, So = |C1| + |C1| = 2k, de donde Cy = Ay, por el lema anterior, lo que
prueba la base de induccién. Para n > 3, supongamos que C,,_1 = Ay, de donde
|Cr—1| = |Ak| = k, luego S,, = |C1| + |Cn—1| = k + k = 2k por la hipétesis de
induccién, de donde C,, = Ay, por el lema anterior. Asi que los conjuntos que cumplen
la condici6én deben cumplir que |C| = k < 3y Ay, = Co = C3 = --- y es fécil
verificar que tales conjuntos satisfacen la condicién del problema, por lo que son todas
las soluciones.



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

Olimpiada Europea Femenil de Matematicas 2022

Del 6 al 12 de abril de 2022, se llevé a cabo la decimoprimera edicién de la Olimpiada
Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) de manera presencial en Hungria, después
de dos afios de haberse realizado de manera virtual. El equipo mexicano estuvo inte-
grado por: Ana Illanes Martinez de la Vega (Ciudad de México), Rosa Victoria Canti
Rodriguez (Ciudad de México), Cynthia Naely Lépez Estrada (Guanajuato) y Andrea
Escalona Contreras (Morelos).

El equipo mexicano obtuvo excelentes resultados: Ana y Cynthia obtuvieron medallas
de plata; Victoria y Andrea obtuvieron medallas de bronce. México obtuvo el deci-
moquinto lugar de 57 paises participantes. La lider del equipo mexicano fue Myriam
Herndndez Ketchul y la tutora fue Nuria Sydykova.

Aunque este concurso es europeo, se invitan a paises de otros continentes. México ha
sido invitado desde 2014 y esta es la novena ocasién en que participa.

Usualmente la participacién de las mujeres en las olimpiadas internacionales de ma-
tematicas es de entre el 10y el 20 por ciento del total de participantes. Conscientes de la
necesidad de enriquecer la formacidn de las nifias en esta drea del conocimiento, algu-
nos paises europeos como Inglaterra, Turquia y Luxemburgo, impulsaron la European
Girl’s Mathematical Olympiad (EGMO). En este concurso pueden competir mujeres
de hasta 20 afios de edad que hayan sido seleccionadas en las olimpiadas nacionales de
cada pais.

A continuacién presentamos los problemas de la Olimpiada Europea Femenil de Ma-
tematicas 2022. Las alumnas tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resol-
verlos.
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Problema 1. Sea ABC un tridngulo acutdngulo con BC < ABy BC < AC. Consi-
dere los puntos P y () en los segmentos AB y AC, respectivamente, tales que P # B,
Q # Cy BQ = BC = CP. Sean T el circuncentro del tridngulo APQ, H el orto-
centro del triangulo ABC'y S el punto de interseccion de las rectas BQ y C'P. Pruebe
que los puntos 7', H y S estdn en una misma recta.

Problema 2. Sea N = {1,2,3,...} el conjunto de los enteros positivos. Determine
todas las funciones f : N — N tales que para cualquier pareja de enteros positivos a y
b, se cumplen las siguientes dos condiciones:

(1) f(ab) = f(a)£(b).

(2) al menos dos de los ndmeros f(a), f(b)y f(a + b) son iguales.

Problema 3. Se dice que una sucesion infinita de enteros positivos a1, as, . . . es hiinga-
ra si

(1) a; es un cuadrado perfecto, y

(2) para todo entero n > 2, a,, es el menor entero positivo tal que

nay + (n—1as+ -+ 2an_1+an

es un cuadrado perfecto.
Pruebe que si a1, as, . . . es una sucesion hingara, entonces existe un entero positivo k
tal que a,, = aj, paratodo entero n > k.

Problema 4. Para cada entero positivo n > 2, determine el mayor entero positivo N
con la propiedad de que existen /N + 1 nimeros reales ag, a1, ..., ay tales que
(Dag+ar=—-21,y

2) (ak + ak,l)(ak + ak+1) =ap_1 — apy1 paratodo 1 < k< N-—1.

Problema 5. Dados n y k enteros positivos, sea f(n, 2k) el nimero de formas en que
un tablero de tamafio n x 2k puede ser completamente cubierto por nk fichas de domind
de tamafio 2 x 1 (por ejemplo, f(2,2) =2y f(3,2) = 3).

Encuentre todos los enteros positivos n tales que para todo entero positivo k, el nimero
f(n,2k) es impar.

Problema 6. Sea ABC' D un cuadrilétero ciclico con circuncentro O. Sea X el punto
de interseccion de las bisectrices de los dngulos ZDAB y ZABC; sea Y el punto
de interseccion de las bisectrices de los dngulos ZABC'y ZBCD; sea Z el punto de
interseccion de las bisectrices de los dngulos ZBCD y ZCDA; y sea W el punto de
interseccion de las bisectrices de los dngulos ZCDA 'y ZDAB. Sea P el punto de
interseccion de las rectas AC'y BD. Suponga que los puntos O, P, X, Y, Z y W son
distintos. Pruebe que O, X, Y, Z y W estan sobre una misma circunferencia si y solo
si P, XY, Z y W estdn sobre una misma circunferencia.
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Olimpiada Europea Femenil de Matematicas 2022

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la Olimpiada Europea
Femenil de Matemadticas 2022.

Solucion del problema 1. (Solucion de Rosa Victoria Canti Rodriguez). Como
BQ = BC, el tridngulo BQC' es isoésceles y, como H es ortocentro del tridngulo
ABC, entonces BH y QC son perpendiculares, lo cual indica que BH es mediatriz
de QC'y, por lo tanto, BH es bisectriz del dngulo ZSBC. Anédlogamente, CH es
bisectriz del dngulo ZBC'S pues BC = C'P y C'H es perpendicular a BP. Por lo
tanto, H es el incentro del tridngulo BC'S. En particular, HS es bisectriz del angulo
/ZBSC.
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Sean R la interseccion de la recta BQ) y la mediatriz de AQ, y N la interseccion de
la recta C'P y la mediatriz de AP. Nétese que RA = RQy ZAQR = ZCQB. Esto
significa que los triangulos AQ R y C'(Q B son semejantes y, por lo tanto, ARy BC son
paralelas. De forma anéloga, los tridngulos AN P y BC P son semejantes, de donde
tenemos que AN y BC' son paralelas. Asi, las rectas AR y AN son paralelas a BC
que pasan por el mismo punto A. De esto concluimos que son la misma recta, es decir,
que NV, Ay R son colineales.

Ahora, podemos ver que ZART = /T R(Q pues T esta sobre la mediatriz de AQ, ya
que AQ es un lado del tridngulo AQ P y T es su circuncentro. Esto significa que RT es
la bisectriz del dngulo ZARQ. De forma similar, obtenemos que N7 es bisectriz del
dngulo ZAN P. Como estas bisectrices son bisectrices internas del tridngulo SRN y
se intersecan en 7', obtenemos que 7" es el incentro del tridngulo SRN. En particular,
T'S es bisectriz del dngulo ZNSR.

Finalmente, notemos que ZN SR = ZBSC por ser opuestos por el vértice, y tanto T'S
como S H bisecan a estos dngulos. Por lo tanto, deben ser la misma recta las bisectrices
de los dngulos ZNSRy ZCSB. Asi, queda demostrado que 7', H y S estdn sobre una
misma recta.

Solucion del problema 2. (Solucion de Ana Illanes Martinez de la Vega). Primero,
al tomar b = 1 obtenemos que f(a - 1) = f(a) - f(1). Como f(a) # 0, llegamos
a que f(1) = 1. Ahora, sea p el menor entero positivo tal que f(p) # 1. Si este no
existe, entonces f(n) = 1 para todo entero positivo n, funcién que claramente cumple
con las condiciones pues f(ab) = f(a)f(b) =1y f(a) = f(b) = f(a+b) = 1. Si
este entero p existe, entonces debe ser primo. En efecto, si no lo fuese, existirian dos
enteros positivos a y b tales que ab = py 1 < a,b < p. Luego, por la minimalidad de
p se tendria que f(a) = f(b) = 1, lo que implica que f(p) = f(ab) = f(a)f(b) =1,
que es una contradiccién. Luego, p es primo.

Sea f(p) = m > 1. Probaremos que f(n) = m*»(™), donde v,(n) es el entero no ne-
gativo k mas grande tal que p* | n. Se puede ver que esta funcién satisface las condicio-
nes, pues es bien sabido que vy, (ab) = vp(a) +v,(b) y vp(a+b) > min{v,(a), vp(b)},
donde la igualdad en esta dltima desigualdad se da si v,(a) # v,(b). De esto tenemos

ue
a f(ab) — m”p(ab) — m”p(“)+”p(b) — m”p(“) . m”p(b) — f(a) . f(b)

Ademds, si v,(a) = v,(b), entonces f(a) = f(b). Sivp(a) # vp(b), entonces
f(a—i— b) _ ml/p(aer) _ mmfn{up(a),l/p(b)} _ ml’n{f(a),f(b)},

por lo que al menos dos de los ndmeros f(a), f(b) y f(a + b) son iguales.

Sea e > 2 un entero positivo. Probaremos por induccion sobre e, que para todo entero
positivon < p®, se cumple que f(n) = m"»(™)_El caso base es ¢ = 2, donde buscamos
probar para todo entero positivo n < p? que f(n) = msip | ny f(n) = 1si
p 1 n. Primero, si p | n, entonces n = pf con £ < p (pues n < p?), por lo que
f(n) = f(p)f(¢) = m -1 = m. Ahora, si p no divide a n, por el algoritmo de la
divisién tenemos que n = pf +r con 0 < £,r < p (pues n < p?). Por la condicién (2)
del problema, dos de los ndmeros f(r), f(pf) (= f(p)f(¢) = m)y f(n) son iguales.
Si f(n) = 1, acabamos. Si no, f(n) = m, lo que significa que existe un primo ¢ tal
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queq | ny f(g) # 1. Como p es el minimo entero positivo tal que f(p) # 1, entonces

q > p (no pueden ser iguales pues p no divide a n). Mds atin, ¢ < p? pues n < p?. Sin

pérdida de generalidad, g es el primo més pequefio que es mayor a p, menor que p? y

que cumple que f(q) # 1. Luego 1 < ¢ — p < ¢ y ni p ni ¢ dividen a ¢ — p, por lo que

todos sus factores primos son menores a g y diferentes a p. Por lo tanto, f(¢ — p) = 1.

Asi, por la condicién (2) del problema, dos de los nimeros f(¢ — p) (= 1), f(p) y
2

f(g) son iguales, de donde se sigue que f(p) = f(¢) = m. Seac = L%J. Entonces,

0 <c<p(puesp < q < p?),porloque f(c) =1.Como 0 < p? — cq < q, obtenemos
que f (p* —cq) = 1. Ahora f (p* —cq) = 1, f (p?) =m?y flcq) = f(e)f(q) =m
son todos distintos, lo cual contradice la condicién (2) del problema. De aqui se sigue
que tal primo ¢ no puede existir y, por lo tanto, f(n) = 1 cuandon < p? y p no divide
an. Con esto queda completo el caso base.

Ahora procedemos con el paso inductivo. Sea e > 2 un entero positivo. Supongamos
que el resultado es cierto para todo entero positivo n < p® y buscamos probarlo para
todo entero positivo n < p¢*!. Tomamos n > p¢. Podemos escribir a 7 en base p, es
decir, de la forma

n=aep® +ac_1p° '+ +aip+ ao,

donde ag, a1, ..., a. son enteros no negativos entre 0 — 1, inclusive, con a, > 1
b b b)
pues n > p°. Primero, si ag = 0, tenemos que

f) = f(acp® + ac—1p™" + -+ a1p) = f()f (acp”™" + -+ a1)
=p-f(ap™ '+ +a1),

donde acp®~! + --- + a; < p°. De aqui usando la hipétesis de induccién se obtiene
lo deseado. Asi, tomamos ag # 0, es decir 1 < ag < p — 1. Por la condicién (2) del
problema, dos de los nimeros f(ao) = 1, f (aep® + ae—1p*" ' +---+a1p) y f(n)
son iguales. Como f(p) divide a f (aep® + ac—1p°~' +--- + a1p), entonces

f(n) € {]wf(aepe""ae—lpeil+"'+G1p)}. (4)

Por otro lado, tenemos que f (ae,1p8’1 +--+ ao) = 1 pues ag no es divisible por
PY Ge_1p° L+ -+ +ag < p® por lo que la hipétesis de induccién aplica. Ademds,
[ (aep®) = f(ae)m® = m® pues a. < p. Por la condicién (2) del problema, dos de
los ndmeros f (ac—1p*~ ' + - +ag) = 1, f (aep®) (= m®) y f(n) son iguales, por
lo que

f(n) € {1,m}. 5)

Si f(n) = 1, acabamos. Asi, supongamos que f(n) # 1. Luego, de (4) y (5) tenemos
que f(n) = m®y también es igual a f (acp® + ac—1p°~ ' + - - + a1p). Comparando
estos dos valores, tenemos que m®~! = f (aepe*1 + -4 al), donde acp®~t 44
a1 < p°. Por la hipétesis de induccidn, se tiene que pe~ L divide a aep® 14 +aq,es
decir, ae—1 = Ge—2 = -+ = a; = 0. Luego, n = a.p® + ag,con 1 < ag,a. < p— 1.
Notese que

n = acp® + ag = (acp + ag) + ac (p® —p),
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donde f(aep + ag) = 1 por el caso base, f(n) > 1 por suposicién y

flac(®®—p) = flae)f)f (p° ' = 1) =m

por hipétesis de induccién. Por la condicién (2) del problema, dos de los niimeros
flaep + ag) = 1, f(ae (p® —p)) (= m)y f(n) son iguales. Asi, f(n) = m. Sin
embargo, anteriormente ya habfamos obtenido que f(n) = m®. Luego m® = m, es
decir, m*~! = 1, lo cual es imposible pues m > 1y e > 2. Esta es la contradiccién
deseada y, por lo tanto, f(n) = 1 paratodo n < p*! tal que p no divide a n. Con esto
se completa el paso inductivo y, con ello, la induccién.

Por lo tanto, las funciones que satisfacen las condiciones son las de la forma f(n) =
a”a(") donde a es un entero positivo y ¢ es un niimero primo (nétese que aqui también
incluimos la funcién que es idénticamente igual a 1 tomando a = 1).

Solucién del problema 3. Consideremos las siguientes sucesiones auxiliares:

bn:al+a2+"'+anu
Cn:b1+b2—|——|—bn

Observemos que ¢, — ¢,—1 = b, v by, — bpy—1 = ay, lo cual implica que

Cn = bn +cpo1 = (an + bn—l) +cp_1 = (an + (Cn—l - Cn—2)) + cn—1

= 2Cn71 — Cp—2 + Qn.

Por otro lado, tenemos también que ¢,, = na; + (n — 1)ag + - - - + 2a,,—1 + a,,. Como
an, es el entero positivo mds pequefio tal que

nay+m—1ag+ - +2a,-1+a, =2¢p-1 — Cpna+an

es un cuadrado, se sigue que 2¢,—1 — ¢,—2 + a, s el cuadrado mds pequefio que es
mayor que 2¢,—1 — Cp—2.

Afirmacion. \/c, — \/c,—1 < \/Ch—1 — \/Cn—2.
Demostracién. Denotemos ¢, 1 = 72y ¢,_2 = (x — d)?. Entonces,

201 — Cpo =22% — (x —d)?* = 2® + 2dz — d*> = (z + d)? — 2d* < (z + d)°.
De aqui se sigue que ¢, < (z + d)2. O

Como consecuencia de esta afirmacién, tenemos que la sucesién de enteros positi-
VoS \/Cp, — \/Cn—1 €8 decreciente y es eventualmente constante. Ademads, para n su-
ficientemente grande, tenemos que ¢, = (z + nd)? con x y d enteros fijos. Luego,
Gy = Cp — 20p—1 + Cp_o = 2d? 1o que significa que la sucesion a,, es constante.

Solucién alternativa. Escribamos s2 = S, = a1 + (a1 +az) + -+ (a1 +- -+ ay).
Haciendo b,, := a1 + - - - + a,, tenemos que S, = by + by + - - - + by, y, en particular,
Snt1 = Sn+by11. Ahora, estudiaremos la cantidad S, + b, = b1 +ba+- -+ b, + b,
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de dos formas diferentes. Como b, es el menor entero estrictamente mayor que b,
tal que by + - - - + b, + by, es un cuadrado, necesariamente

bi+bo4 - +by+by > (spp1 —1)%
Sin embargo, también tenemos que
b1+b2++bn+bnzsn+bn:2sn_ n—1-

Combinando lo anterior, obtenemos que

2
sy >

5014 (snp1—1)° S (an + Spy1 — 1)2
2 2 ’

donde la dltima desigualdad es estricta ya que la sucesion s,, es estrictamente creciente.
Abhora, tomando raiz cuadrada y notando que todos los términos de la sucesion s,, son
enteros, obtenemos que Sp41 — Sp, < S, — Sp—1.

Ahora, consideremos la sucesién d,, = s,41 — S,. Como la sucesion sy es estricta-
mente creciente, la sucesion dj, es positiva. Sin embargo, demostramos que dy, 41 < d,,,
lo que implica que la sucesion dj, es eventualmente constante. Luego, eventualmente
tendremos que s,, = bn+cy S, = (bn + ¢)? para algunos nimeros b y c. Por lo tanto,

Unto = Snia =281+ Sn = (b((n+2)+¢)? =2(b(n+1)+c)? + (bn+¢)? = 2b°.

Solucion del problema 4. (Solucion de Andrea Escalona Contreras). Probaremos
que el mayor valor posible de IV es n. Para esto procedemos por induccién sobre n.

Primero, analizamos el caso n = 2. Para ver que N = 2 cumple, consideremos
(ap,a1,a2) = (—%, —i, —%). Ahora, con el fin de llegar a una contradiccién, su-

pongamos que existen al menos cuatro nimeros reales ag, a1, a2, as que satisfacen las
condiciones. Tenemos que —%(al + a2) = (a1 + ag)(a1 + a2) = ag — ag, lo cual

es equivalente a —a; — 2ag + az = 0, es decir, — (—3) — ap + a2 = 0, de donde

obtenemos que ag — az = 3. Asi, a1 + a2 = (ap +a1) — (ag —az) = —3 — 3 = —1.
Por otro lado, también tenemos que —(as + a3) = (a2 + a1)(az + a3) = a1 — as, lo
cual implica que a; + a2 = 0, que es una contradiccién dado que a; + a2 = —1. Por

lo tanto, concluimos que el mdximo valor posible de N es 2.

Ahora, sea R > 2 que cumple la hipétesis de induccion. Procedemos a analizar el caso
n = R+ 1. Aqui, es claro que N = R + 1 es posible pues, si (bg, b1, ...,bg) €s una
sucesion de valores que cumplen las hipdtesis para R, entonces

1

by, bo,b1,...,b )
R+1 0, Y0, V1 R

(a07a17a27 .. -7aR+l) = (

satisface las condiciones para R + 1. En efecto, lo tnico que se tiene que verificar es
que (a1 + ag)(a1 + a2) = ag — as. El lado izquierdo es igual a

) oo = () (5) - 7wy
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mientras que el lado derecho es igual a

LTS SN SIS
R+1 ° '7 R+1 R RR+1)

como se queria.

Para ver que este es el maximo, sean ag, a, ..., ay nimeros reales que cumplen las
.. 1 _ —
condiciones para 2+ 1. Tenemos que — 7= (a1+a2) = (a1+ag)(a1+a2) = ag—as,

de donde se obtiene que ag — as = Por lo tanto,

1
R(R+1)"

1 1 1

" R+1 R(R+1) R’

a1 +as = (ao + a1) — (ap — az2) =

Esto significa que los N valores ay, aq, . .., ay, satisfacen las condiciones paran = R.
De la hipétesis de induccién se sabe que N — 1 < R, es decir, N < R+ 1, que es lo
que se queria. Esto concluye la induccién y el problema.

Solucién del problema 5. (Solucién de Cynthia Naely Lopez Estrada). Sean n y k
enteros positivos. Procedemos a analizar la paridad de f(n,2k). Para esto, tomemos
un tablero de n x 2k que fue cubierto completamente por nk fichas de domind de
2 x 1. A este le asociamos el tablero que resulta de reflejar el que tenemos respecto
a la mediatriz del lado que mide 2k (que lo tomaremos como el horizontal). Es decir,

hacemos la asociacién
[R]— [4]

Asi, la cantidad de tableros que en esta asociacion se asociardn a tableros diferentes
serd una cantidad par, por lo que no afecta a la paridad de f(n, 2k) si no los contamos.
Luego, consideramos tnicamente tableros que son simétricos respecto a un eje de si-
metria vertical. Sin embargo, también podemos considerar la simetria respecto a un eje
de simetria horizontal, esto es,

®] — [8]

Asti, los tableros que se asocien a tableros diferentes bajo la dltima asociacién podemos
ignorarlos, pues habrd una cantidad par de ellos. Luego, consideramos tinicamente a
los tableros que son simétricos respecto a un eje de simetria vertical y respecto a un eje
de simetria horizontal, es decir, a los tableros de alguna de las siguiente formas:

R | 4

R | 4
E|d

E|d

donde seria el caso de la izquierda si n es par y seria el caso de la derecha si n es impar.
Luego, la paridad de f(n, 2k) es igual a la paridad de la cantidad de tableros de alguna
de las formas anteriores.

Ahora, probaremos que los valores pares de n no cumplen con lo deseado. Sea n par
y tomamos k = %. Luego, buscamos la paridad de f(n,n), es decir, la paridad de la
cantidad de tableros simétricos respecto a un eje vertical y respecto a un eje horizontal.
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Sin embargo, en este caso el tablero es cuadrado (de n x n), por lo que también se pue-
de hacer una asociacién por medio de rotacién de 90° respecto al centro del tablero.
Notese que, si la ficha que cubre a la esquina inferior izquierda del tablero es horizon-
tal, entonces al rotar 90° en cualquier direccion, la ficha en la nueva esquina inferior
izquierda sera vertical y viceversa. Ademads, no importa en qué direccién rotamos 90°
pues, al ser el tablero simétrico respecto a un eje de simetria vertical y uno horizontal,
entonces es simétrico respecto a la interseccion de los ejes, que en este caso debe ser
el centro del tablero. Luego, la rotacién de 90° dard un tablero diferente en cualquier
caso, lo cual implica que f(n,n) seré par, como se queria.

Asi, nos concentramos en los valores impares de n. Luego, el eje de simetria horizontal
debe de cortar por la mitad a la fila media del tablero. Entonces, si colocamos una
ficha vertical de tal forma que cubra a una de las casillas en esa fila, el tablero ya no
serd simétrico respecto al eje de simetria horizontal, como se puede ver en la siguiente
figura.

_ Eje de simetria
horizontal

Luego, todas las fichas en esa fila deben de ser horizontales, es decir, debe de haber
k fichas horizontales en esa fila. Esto significa que la fila de en medio parte el tablero
en tres subtableros: dos de tamaiio ("‘1) x 2k y uno de tamafio 1 x 2k. Mds aun,
los tableros de tamafio ( ”T’l) x 2k serdn reflejados el uno del otro (por ser refleja-
dos respecto al eje horizontal del tablero de n x 2k) y cada uno de estos tableros sera
simétrico respecto al eje vertical. Por lo que se menciond desde el principio (sobre re-
ducir la bisqueda de tableros a tableros simétricos respecto al eje de simetria vertical),
obtenemos que f(n,2k)y f ("T_l, 2k) tendran la misma paridad. Nétese que podemos
llevar a cabo este proceso de nuevo si ”T’l es impar y ”T’l > 1. Asi, podemos hacer

la operacién m mT’l siempre y cuando "T’l sea un ndmero impar mayor que 1.

Luego, al repetir la operacién m — ™= a n, nos detendremos cuando se obtenga que

mT_l sea un nimero par o que ’”T_l :21.

Tomemos el primer caso en el que, en algin momento, se obtiene un nimero par,
digamos 2¢. Luego, f(n,2k) y f(2¢,2k) tienen la misma paridad para todo entero
positivo k. Tomando k = ¢, tendremos que f(n,2¢) y f(2¢,2¢) tendrdn la misma
paridad. Sin embargo, anteriormente se probé que f(2¢, 2¢) es par, lo cual implica que
f(n,2¢) también es par. Por lo tanto, en este caso se obtiene que n no cumple con la
condicién deseada.

Ahora tomemos el segundo caso en el que eventualmente se llega a 1 con la operacién
descrita. Es claro que f(1,2k) = 1 (que es impar) para todo entero positivo k (pues el

tablero se puede llenar tinicamente poniendo fichas horizontales y solo hay una manera
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de hacerlo). Se sigue que f(n, 2k) también serd impar y esto se cumplird para cualquier
entero positivo k, que es justo lo que se desea. Por lo tanto, buscamos los enteros
positivos n tales que al aplicar la operacién descrita suficientes veces, eventualmente
se llegaa 1.

Nétese que, si se escribe a n en binario, la operacién m > ’”T_l simplemente elimina
el dltimo digito del nimero (que es igual a 1 pues n es impar). Si algin digito de n en
binario es igual a 0, digamos el digito en la posicion ¢ de derecha a izquierda, entonces
al iterar la operacion descrita ¢ — 1 veces, se obtendrd el entero positivo n’ que, en
binario, termina en 0, es decir, n’ serd par, lo cual no puede suceder. Esto significa que
n no puede tener digitos 0 en su expansion binaria. Luego,n = 11...11(3). Sin tiene
d digitos, entonces n = 1 + 2 + 22 4 ... + 2971 = 2¢ _ 1 Por lo tanto, los enteros
positivos que satisfacen la condicién buscada son los de la forma 2¢ — 1 con d un entero
positivo.

Solucién del problema 6. Sea (2 el circuncirculo del cuadrilitero ABCD y sea r
su radio. Primero, notemos que los puntos X, Y, Z y W con conciclicos. En efecto,
usando angulos dirigidos (médulo 180°), tenemos que

L XW,XY)+ L(ZY,ZW) = L(XA,XB) + £(ZC, ZD)
LA+ /B LCO+ 4D
2 2 -

donde la ultima igualdad se sostiene por el ciclico ABC' D. Sea w la circunferencia que
pasa por estos cuatro puntos. El objetivo es probar que O € w si y solosi P € w.
Primero descartamos el caso en el que ABC D es un trapecio. Supongamos que ABC' D
es un trapecio (que debe ser isdsceles por ser ciclico) y, sin pérdida de generalidad, su-
pongamos que AB es paralela a C'D. Por simetria, los puntos X, Z, O y P estin sobre
el eje de simetria del trapecio (esto es, la mediatriz de los segmentos AB y C'D, que
coinciden pues ABCD es un trapecio isdsceles), por lo que son colineales. Por las
condiciones del problema, estos cuatro puntos son distintos y X y Z estdn sobre w, por
lo que ni O ni P estan sobre w, lo que indica que el resultado es trivial.

De ahora en adelante asumiremos que ABC'D no tiene lados opuestos paralelos. Su-
pongamos que las rectas AB y C'D se cortan en @ y, que las rectas BC'y AD, se
cortan en R. Sin pérdida de generalidad, asumimos que B estd entre Ay ), y que D
estd entre Ay R. Probaremos que QR es el eje radical de las circunferencias 2 y w.
El punto W es la interseccion de las bisectrices de los dngulos ZA'y ZD, por lo que
en el tridngulo ADQ, el punto W es el incentro. Similarmente, BY y C'Y son las bi-
sectrices externas de los dngulos ZQBC'y ZBCQ, por lo que en el tridngulo BCQ,
el punto Y es el excentro opuesto a (). Asi, tanto Y como W estdn sobre la bisectriz
de ZDQA. Como /DQA =180° — /D — LA = /B — /A, tenemos que

/B /DQA /B 1

0,

= % = /BAW,

por lo que los puntos A, B, Y y W son conciclicos y, por lo tanto, QA - QB =
QY - QW. Asi, @ tiene la misma potencia con respecto a {2 y w. De forma similar se
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puede ver que R tiene la misma potencia con respecto a €2 y w. Luego, el eje radical de
las circunferencias 2 y w es precisamente la recta Q R.

Supongamos que las rectas OP y QR se cortan en el punto S. Por el teorema de Bro-
card en el cuadrilatero ABC D, tenemos que el tridngulo PQ R es autopolar respecto a
Q). Consecuentemente obtenemos que OP es perpendicular a QR y que los puntos P
y S son inversos respecto a €, por lo que OS - OP = r?.

Noétese que Py O estan dentro de €2, por lo que la recta polar QR estd completamente
fuera, asf que S es diferente de P y O. Mas atn,

SO-SP=08-(0S—0P)=08*-08-0P = S0O* -2,

por lo que SO - SP es igual a la potencia de S con respecto a 2. Como S estd sobre
el eje radical ) R, debe tener la misma potencia con respecto a ambas circunferencias.
Por lo tanto, SO - SP es igual a la potencia de S con respecto a w. De aqui, se sigue
que O € wsiysolosi P € w.
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Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia =c (mod m)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 4 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, SOn nimeros reales positivos, entonces

Ti+Ta+ -+ T
n

2 {/r1w2 Ty
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = x3 = -+ = Ty,

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC' y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC' son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC 'y A’B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C’, /ACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B" T B'C’ T C'A”

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.
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Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"
Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA

que oo = Ac-

Teorema 12 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C'N son concurrentes
BL CM AN

Sl‘ySOlOSl’T ‘MA NB = 1.

Teorema 13 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C' A y AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . % . J’?,—]; = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 14 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 15 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en I intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 17 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.

Teorema 18 (Circuncirculo e Incentro). Si 2 es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentro y M es la interseccion de Al con ), entonces MI = MB = MC.
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