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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemética Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrarés,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel basico y
nivel medio superior, que cada afio se preparan para participar en los distintos concur-
sos de matemadticas que se realizan dentro y fuera de nuestro pafs.

Ademas de ello, Tzaloa es una publicacién de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matemdticas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2022, Numero 4

El comité editorial de la revista Tzaloa, te da la bienvenida a su cuarto y dltimo nimero
del afio 2022. Con este niimero ya son 56 niimeros publicados de manera ininterrumpi-
da en 14 afios consecutivos desde su creacion, en 2009. El principal interés de quienes
elaboramos la revista Tzaloa, ha sido y seguird siendo tener una publicacién verdade-
ramente util, buscando siempre proveer al lector de material e informacién que puede
no ser facil encontrar en otros medios. La consistencia de su publicacién en el contex-
to nacional, es un ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes
que con su trabajo comprometido contribuyen al proyecto. Asi, aprovechamos la oca-
sion para agradecer y dar una afectuosa despedida a Enrique Trevifio Lopez, quien se
integrd a este comité a partir del No. 1 del afio 2021.

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.



Presentacion VII

Pasando al contenido, destaca el articulo Valuacion p-ddica, de Denisse Escobar Parra
y César Rodriguez Angén. En €1, Denisse y César nos muestran algunas propiedades
importantes de la valuacién p-ddica y como utilizarlas en la resolucién de problemas
de teoria de nimeros. Estamos seguros que este trabajo serd de gran utilidad para todos
los lectores.

De especial interés para todos, incluimos los problemas con soluciones del examen
final estatal de 1la 36 OMM asi como los exdmenes individual y por equipos del nivel
II del Concurso Nacional de la 6* Olimpiada Mexicana de Matemadticas para Educacién
Bésica (OMMEB) que se realiz6 en el mes de junio de 2022 de forma virtual.

En el ambito internacional, incluimos los problemas con soluciones de los exdmenes
individual y por equipos del nivel elemental (Primaria) de la Competencia Interna-
cional de Matematicas del afio 2022 (IIMC 2022), realizada de forma virtual, siendo
Indonesia el pais organizador. También incluimos los problemas con soluciones de la
63 Olimpiada Internacional de Matemadticas, realizada de forma presencial en el mes
de julio de 2022 en Oslo, Noruega.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
exdmenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemadtica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jovenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.



VIII Presentacion

362 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccidn y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 36* Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 2003. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2022-2023 y, para el 1° de julio de 2023, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 36* Olimpiada Mexicana de Matemadticas se realizara del
6 al 11 de noviembre de 2022, en Oaxtepec, Morelos. A los primeros lugares de este
certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard durante
aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2022 y hasta
la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXV Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempeifio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 64° Olimpiada Interna-
cional de Matematicas (julio de 2023) y a la XXXVIII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (septiembre de 2023).

De entre los concursantes nacidos en 2006 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XXV Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (junio de 2023).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la XII Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) a celebrarse
en el mes de abril de 2023.


http://www.ommenlinea.org

Valuacion p-adica

Por Denisse A. Escobar Parra y César E. Rodriguez Angén

Una forma de obtener informacién cuando se trabaja con ecuaciones con enteros es
la que se conoce como la valuacién p-adica. Aunque el nombre puede parecer extra-
vagante, en realidad es algo que aparece desde los primeros problemas de teoria de
numeros, por ejemplo al revisar la paridad de ambos lados en una igualdad con ente-
ros. La valuacién p-adica no es otra cosa que calcular la maxima potencia de un primo
p que divide a cierto niimero entero a. Se suele escribir v,(a) = m para indicar que
a = p™ - b, donde med(p,b) = 1. También se utiliza la notacién p™||a, que se lee:
p™ divide exactamente al entero a. A manera de ejemplo, tenemos que v3(9) = 2,
V13(39) = 1, V5(4625) =3 y V37(4625) =1.

Un ejemplo clasico del uso de la valuacién p-adica, en el que no se hace uso explicito
de la definicion, es la demostracion de que \/2 es irracional.

Ejemplo 1. Demuestra que el niimero \/2 no puede expresarse en la forma g cona, b
enterosy b # 0.

Solucién. Supongamos, por contradiccién, que /2 = %, con a y b enteros positivos
y primos relativos. Elevamos ambos lados de la igualdad al cuadrado y obtenemos
que 2 = ‘Z—j. Multiplicando esta igualdad por b2, obtenemos que b? - 2 = a?. La
contradiccién llega basicamente por fijarnos en la mdxima potencia de 2 que divide
a cada lado de la igualdad, ya que los cuadrados son divisibles por una potencia par
de 2, por lo que un lado es divisible por una potencia par de 2 y el otro lado por una
potencia impar. Esto se puede ver de forma incluso mas explicita ya que, al considerar
que mcd(a, b) = 1, a lo mas uno de ellos es par. Segin la igualdad deberia ser a, pero
entonces al ser 2 un primo, se deberfa tener que 22 divide a a2, pero en el lado izquierdo
b es impar, por lo que el lado izquierdo de la igualdad solo es divisible por 2, pero no
por 4, lo cual es una contradiccién.

A continuacién veremos algunos resultados importantes a cerca de la valuacién p-adi-
ca.



Valuacion p-adica

Teorema 1. Sean a y b enteros positivos y sea p un niimero primo. Entonces,

a)
b)
c)

d)

vp(ab) = vp(a) + vp(b).
Si b | a, entonces vy(%) = vp(a) — vp(b).

vp(med(a, b)) = min(vp(a), vp(b)). Andlogamente sucede que v,(mem(a,b)) =
maz(y(a), vp(0)).
vp(a +b) > min(vp(a), vp(D)). Mds aiin, si v,(a) # vp(b), entonces vy(a +b) =
min(vp(a), vp(b))-

Demostracién. a) Sean a = p®a; y b = p°by, con med(ay,p) = 1 = med(by,p),

b)

d)

esto es, vp(a) = ay vp(b) = . Cuando multiplicamos ambos nimero obtenemos
ab = p®*Payby. Por lo que, v,(ab) = a + B = vp(a) + v, (b).

Sean a = p®a; y b = p”by, con med(ay,p) = 1y med(by,p) = 1. Entonces,

&= 1;2—‘;11 = pabf‘“ , lo cual implica que v, (%) = vp(a) — vp(b).
Sean a = p®a; y b = p®by, con med(ay,p) = 1y med(by,p) = 1. Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que o« < (. Entonces, min(v,(a), v,(b)) =
min(«a, 8) = «. Por otro lado, por la forma en la que definimos « y f3, tene-
mos que p® | a'y p* | b, pero p>T { a. Por lo tanto, el exponente de p en
med(a,b) es a, es decir vp(med(a,b)) = o = min(v,(a), vp(b)). La demostra-
cién de v, (mem(a, b)) = max(vp(a), v, (b)) se hace de manera anéloga.

Sean a = p®a; y b = pby, con med(a, p) = 1y med(by, p) = 1. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que a > /3. Notemos que a + b = p®a; + p°b; =
p?(p*~Pay + by), por lo que

vp(a+b) = v,(0° (p° Par + b1)) = v,(0°) + vp(p* Pas + b)
= B+ v,(p* Par + b1),

de donde concluimos que v,(a + b) > min(v,(a), v, (b)) = 8. Ademds, si supo-
nemos que o > (3, entonces o — 3 > 1y p | p*Pay y, como med(by,p) = 1,
entonces p t po"ﬁal + by y, por lo tanto, up(po"ﬁal + b1) = 0. De lo anterior, si
vp(a) # vp(b), entonces vp(a + b) = min(v,(a), vp(b)).

O

Con las pruebas del teorema anterior, podemos extender la definicién de valuacién p-
ddica a los numeros racionales de la siguiente forma, si r = %, con a y b enteros, se
define v, (r) = vp(%) = vp(a) — vp(b). Siguiendo las ideas de la demostracién del
teorema anterior, se puede ver que la valuacion p-ddica no depende de la representacion
de r como fraccién. De igual forma, es facil ver que las propiedades a) y d) del teorema
1 se cumplen para cualesquiera nimeros racionales a y b.

Teorema 2. Un niimero racional 7 es entero siy solo si v, (%) > 0 para todo niimero
primo p.
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Demostracion. Es claro que si ¢ = n es un entero, entonces v, ($) = vp(n) > 0.
Por otro lado, supongamos que v, ( %) > 0 para un primo arbitrario p. Notemos que

podemos suponer sin pérdida de generalidad que mcd(a, b) = 1. Se tiene entonces que

0< v, (3) = vola) = 1,0)

y, como mcd(a, b) = 1, entonces a lo mds uno de v, (a) o v, (b) es distinto de cero, pero
la desigualdad de arriba solo se cumple si v,(a) > 0y v,(b) = 0, porque como a y b
son enteros, entonces v, (a) > 0y v,(b) > 0. Como lo anterior sucede para cualquier
primo p, podemos concluir que b = £1 'y, por lo tanto, § = +a es un entero. |

Teorema 3 (Legendre). Para cada entero positivo n 'y cada niimero primo p, tenemos

que N
vp(nl) = Z L%J .

k=1 p

Demostracion. Consideremos un primo p que divide a n!. La cantidad de veces que

hay un factor p entre los nimeros del 1 al n, se puede contar como {%J , es decir,

estamos contando todos los miltiplos de p. Luego debemos contar los miltiplos de p?,
ya que cada vez que los contamos en el parrafo anterior inicamente tomamos en cuenta
uno de los factores p.

Siguiendo con este razonamiento, aunque ya hemos contado dos de los factores p de los
niimeros miiltiplos de p?, al contar cudntos miiltiplos de p® hay entre 1 y n, estaremos

contando un tercer factor p para dichos nimeros. Los miltiplos de p* entre 1 y n son

precisamente U’—gJ Si repetimos este proceso hasta la k-ésima potencia de p tal que

pF < n < pFt1, contaremos todos los factores p en n!

Cabe notar que si 7 es tal que p” > n, entonces L%J = 0. Por lo tanto, se tiene

r

O

Con este resultado en mente, revisitamos un problema elemental en la olimpiada de
matematicas.

Ejemplo 2. Encuentra la cantidad de ceros en los que termina el niimero 2022!

Solucién. Notemos que la cantidad de ceros al final de un nimero depende de la can-
tidad de factores 10, sin embargo como hay mayor cantidad de factores 2 que factores
5 en un factorial, debemos calcular la valuacién 5-adica. Notemos que las primeras
potencias de 5 son 5! = 5,52 = 25,52 = 125,5% = 625y 5° = 3125 > 2022.
Entonces,

4
2022 2022 2022 2022 2022
”p(2022!):,;L 5F J:L 5 JJFL 52 JJFL 5 JJFL 5 J
— 404 4+ 80 + 16 + 3 = 503.
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Por lo que la cantidad de ceros en los que termina el nimero 2022! es 503.

Ejemplo 3 (Olimpiada Austriaca de Matematicas 2016, Problema 6). Sea a, by c tres
niimeros enteros tales que °2 b4 T+ bc es un entero. Demuestra que cada uno de los

niimeros “—b, i y < es un entero

(ab)*+(ac)+(be)?

.z ab ac bc __
Solucion. Como Tty tLT= b €s un entero, tenemos que

vp(abe) = vp(a) + vp(b) + vy(c) < vp((ab)® + (ac)® + (be)?)

para todo niimero primo p.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que vp(a) >
vp(ab) = vp(a) + vp(b) > v,(c), de donde v, (L) >
mos que v, (%) > 0.

Supongamos que v, (a) > v, (b). Entonces,

vp(b) > wvp(c). Entonces,
0. Andlogamente, obtene-

vp(a?b? + a*c® + b2c?) = min(v,(a?b?), vy (a*c?), v, (D2c?)) = v, (b2c?)
= 20, (be) = 2y (b) + (c))
> vp(a) + vp(b) + vp(c) = vp(abe),

lo cual implica que v, (b) +v,(c) > v, (a), por lo que v, (2 ¢) > 0.Como p es un primo

arbitrario y, hemos probado que cada uno de v, ( b) Vp ( ) y Vp ( @) €s mayor o
igual que 0, entonces cada uno de “b e be es un nimero entero.

Ejemplo 4. Encuentra todas las funciones f : 5 — Z que cumplen las siguientes
condiciones:

1) f(a)?+ f(b)? = f(a+0b)? — 220U f(ab) para cualesquiera enteros positivos a y b.
2) £(2010) = 22010 . 2010.

Solucién. Sustituyendo a = b en la igualdad de la condicién 1), obtenemos que
2f(a)® = f(2a)* = 2°°'' f(a?). )

Siva(f(a)) = ky va(f(2a)) =, entonces vo(2f(a)?) = 2k + 1y v2(f(2a)?) = 21.
En particular, v5(2f(a)?) # v2(f(2a)?). Notemos que la ecuacién (1) es equivalente
a la ecuacién

220 f(a®) = f(20%) - 2f(a)*, 2

lo cual implica que 2011 < 15 (f(2a?) — 2f(a)?) = min{2k+1, 2{}. En particular, se
tiene que 2k+1 > 2011, esto es, £ > 1005. Dado que a es un entero positivo arbitrario,
lo anterior demuestra que v2(c¢) > 1005 para todo entero positivo ¢. Tomemos a tal que
va(a) = x > 1005 es minimo. Se tiene entonces que vo (22°M f(a?)) > 2011+ x y,
nuevamente, tomando la valuacién 2-4dica en la ecuacién (2), se tiene que

2011 + z < vy (2°°" f(a?)) = v2 (f(20)* — 2f(a)?) = min{2z + 1,20}



D. A. Escobar Parra, C. E. Rodriguez Angon, Tzaloa No. 4, 2022 5

De lo anterior podemos concluir que 2011 + = < 2z + 1, lo que equivale a z > 2010.
Por lo tanto, hemos probado que 22°1° | f(n) para todo entero positivo n.
Si hacemos b = 1 en la ecuacién 1) del problema y despejamos f(a + 1)2, obtenemos

fla)? < f(a)® + f(1)* + 22 f(a) = fla +1)?,

de donde se sigue que la funcidn es creciente, esto es, f(a) < f(b) siy solosia < b.
Con esto y, usando que 22010 | £(n), podemos concluir que 22010 . n < f(n), pero la
segunda condicién del problema nos dice que f(2010) = 220192010, lo cual a la vez
nos dice que f(i) = 22019 para todo 1 < i < 2010, ya que es la tGnica forma de que
se cumpla que 22910 < f(i) < 22019(; 4- 1) para todo 1 < i < 2009.

Finalmente, probaremos por induccién que f(n) = 22°199 para todo entero positivo 7.
Tomemos como base n = 1y supongamos que f (i) = 22910 paratodo1 <i < n—1.
Tomemosa = 1yb = n—1enlaigualdad de la condicién 1). De esta forma obtenemos

F?+ f(n—1)? = f(n)? = 221 f(n - 1).
Despejando f(n)? y usando la hipétesis de induccién, tenemos
(22010 . 1)2 4 (22010(py _ 1))2 4 22011(22010(py _ 1)) — f(p)2.

Factorizando 2492 y reagrupando, obtenemos que 22°1%n = f(n).
Finalmente, es facil ver que dicha funcién cumple las condiciones del problema.

Ejemplo 5 (Olimpiada regional zona centro, México, 2019). Determina todos los en-
teros positivos m con la siguiente propiedad: Si d es un entero positivo menor o igual
que My no es coprimo con m, entonces existen enteros positivos ai,az, . .., 02019,
todos ellos coprimos con m, tales que

m + a1d + asd® + - - + ag19d?°*?
es una potencia perfecta.

Solucién. Supongamos que m cumple la propiedad. Como mcd(d, m) # 1, entonces
existe un primo p que divide a ambos niimeros d y m. Notemos que v, (a;d") = v,(d'),
porque mcd(a;, m) = 1y, por lo tanto, cada a; es primo relativo con cualquier divisor
de m. Mds atn, v,(d’) < v,(d?) siy solo si 0 < i < j. Juntando las observaciones
anteriores y usando la propiedad d) del Teorema 1, tenemos que

vp(ard + asd® + - - + a2010d**") = v, (d).
Notemos que lo anterior implica que si v,(m) > v,(d), entonces
Up (m +ad+ayd®+---+ a2019d2019) = 1,(d)
y, 8i vp(m) < v,(d), entonces

Vp (m +ard+asd®+ -+ a2019d2019) = vp(m).
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Como d puede ser cualquier entero que no sea primo relativo con m y p | m, podemos
elegir p = d y concluir que si v,(m) > 1, entonces

vp(m+arp + asp® + - - - + a2010p”""") = v, (p) = 1,

por lo que la suma m + a1p + asp? + - - - + az019p?°!? no podria ser una potencia

perfecta. Es decir, hemos visto que si m tiene algitin divisor primo p, tal que p? | m,
entonces, eligiendo d = p, obtenemos un entero cuya valuacién p-adica es 1y, por
lo tanto, no puede ser una potencia perfecta. Con esto concluimos que si m cumple la
propiedad buscada, entonces m es de la forma m = p;ps - - - pr, donde los p;’s son
primos distintos.

De lo anterior se sigue que si m no es primo, entonces es un producto de al menos dos
primos p y g con p < q. De esta forma, tenemos que p? < pg < m. Tomando d = p?
y usando el hecho de que 1 = v,(m) < v,(p?), obtenemos que

Vp(m +a1(p?) +ax(p?)? + -+ a2019(p2)2019) =vp(m) =1,

por lo que nuevamente el nimero obtenido no serfa una potencia perfecta. Esto contra-
dice el hecho de que m puede tener mds de un factor primo.

Finalmente, mostraremos que si m = p, es primo, entonces cumple la propiedad bus-
cada. Como el dnico nimero menor o igual a p que no es primo relativo con p es el
mismo p, basta mostrar que para d = p se pueden elegir las a;’s de forma que se cumpla
la propiedad. Para ello tomaremos a; = p — 1. De esta forma obtenemos que

p+(—1p+pm—1p°+-+(p—1)p°°"°

— P — PP pE .. g pP020 2010
2020
=p
que es una potencia perfecta, por lo que los valores de m que satisfacen la condicién
del problema son los nimeros primos.

Ejemplo 6 (Examen selectivo de Pert para la EGMO, 2021). Determina todos los
enteros positivos b para los cuales existe un entero positivo a con las siguientes pro-
piedades:

1) ano es un divisor de b,
2) a® es un divisor de bP.

Solucién. Aunque es claro que la valuacién p-ddica estd involucrada, no siempre es
lo mds conveniente usar dicha notacién, en particular, en este problema usaremos la
notacién usual para la descomposicién canénica de un entero. Por un lado, si a y b
cumplen las condiciones, entonces los primos que dividen a a también dividen a b.
Sin embargo, para algiin primo p tal que p | a y p | b, se debe cumplir que vp(a) >
v,(b). Supongamos que p®||a y que p?||b. Mds atin, sean a = pT y b = p”S, con
mcd(T, p) = 1 = med(S, p). Si nos fijamos solamente en el primo p, las condiciones
del problema se traducen en

1) a>p,
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2) oTp™ < BSpP.

En particular, podemos notar que si para b existe un entero positivo a tal que a t b pero
a® | b, entonces se puede elegir una potencia de un primo, digamos p®, en lugar de a,
de tal forma que p® y b cumplen las condiciones del problema. Ahora supongamos que
b=p’Sya=p*cumplen que p® t by (p®)*") | b*. Como a > 3 + 1, podemos
cambiar o por 3 + 1y los niimeros a = p®*! y b siguen cumpliendo las condiciones.
Con lo anterior hemos probado que si para cierto entero positivo b existe un entero
positivo a tal que a { by a® | b®, entonces, para el mismo b, se puede elegir a = pA*!,
donde p es un primo tal que p?||b.

Ahora notemos que dicho par cumple las condiciones si y solo si (3+1)p°+1 < gp?S,
lo cual sucede si y solo si (5+1)p < §S. En particular, si p es el menor divisor primo de
by S es el producto de al menos dos primos, entonces S > 2py (5+1)p < 28p < 3S.
Por lo tanto, hemos probado que si b es el producto de al menos tres nimeros primos
y al menos dos de ellos son distintos, entonces existe un entero a que satisface las
condiciones.

Ahora notemos que si b = p”, entonces no puede existir un niimero a que no divida a b
pero que una de sus potencias sf divida a b®, ya que los divisores de p” son de la forma
p®, pero si a = p® no divide a p®, entonces o > 3, lo cual implica que a > by, por lo
tanto, a® > b® > bP.

Solo hace falta resolver el caso cuando b = pg, con p y g primos distintos. Como vimos
anteriormente, si p < g, entonces a = p? deberfa cumplir que a { b pero a® | b°. Lo
anterior es equivalente a 2p? < pq, lo cual es cierto si y solo si 2p < q.

Concluimos que los enteros que cumplen lo buscado son todos los enteros positivos
que no son potencias de primos ni son de la forma pg con p y ¢ primos tales que
p<gq<2p.

Ejemplo 7 (Lista corta ELMO 2017, N3). Para cada entero C' > 1 determina si existe
una sucesion de enteros positivos distintos a1, ag, as, . .. tales que para todo k > 1,
aZH | C*aras - - - ag.

Solucién. Demostraremos que no existe tal sucesién. Supongamos, por contradiccion,
que hay una sucesién que cumple las condiciones del problema. Primero demostrare-
mos por induccién que si p | ax, entonces p | Cay. El resultado es claramente cierto
para az, ya que a3 | Cap. Ahora, supongamos que el resultado es cierto para todo
1<i<k.Sip|as1,entoncesp | C*ajas - - - ay, porlo que p divide a alguno de los
a;’s,con1 < i <k, opdivide a C'y el resultado se sigue de la hipétesis de induccion.
Con lo anterior podemos concluir que los a;’s tienen como factores primos solo a un
nimero finito de primos, digamos p1, p2, . . ., P¢-

Sea p un niimero primo y sean v,(C') = ¢, x; = vp(a;) paracada ¢ > 1. La divisibili-
dad planteada se traduce en la siguiente desigualdad en la valuacién p-ddica:

kxg4r < kc+ x4+ -+ xk.

Para cada entero n > 2, definimos
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Demostraremos el siguiente lema.

Lema 1.z, < cH,_; + z; para cadaenteron > 2.
Demostracion. Primero notemos que cambiar z; por x; — r, no cambia la relacién
krip <kct+xy 4+ oy, 3

por lo que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z; = 0. Con esto en
mente, usaremos induccion fuerte. El caso base n = 2 se sigue de la desigualdad (3):
z9 < c+x1 = cHj+21. Ahora suponemos el resultado cierto paratodo1 <7 < n—1.
Entonces,

1 1
(n—l)c+:c1+~~~+:cn71S(n—l)c+0<1+<1+§>+~~~+<1+~~+m>)
n—2 n-—3 1
7C<1+(n—2)—|—T+T+"'+m)
_C<n—1+n—1+ +n—1+n—1)
N 1 2 n—-2 n-1
=c(n—1)Hp_1.

O

Ahora fijemos N en la desigualdad zn < cHy + 21 y sea a = cHy + x1. Tenemos
entonces que xy < a. Notemos que

<1

Con esto y la desigualdad del Lema 1, existen N (k + 1) términos de los z;’s menores
o iguales que a + ck.
Ahora demostraremos el siguiente lema.

N(k+1)
a+ck

Lema 2. Para cualquier niimero d, existen nimeros [V y k tales que d <

Demostracion. La desigualdad es equivalente a da + dck < N(k + 1). Si tomamos
N > dcy aumentamos k en 1, el lado izquierdo aumenta en dc, mientras que el
lado derecho aumenta en N, por lo se obtiene la desigualdad para k suficientemente
grande. O

El Lema 2 implica que el nimero ﬁ es arbitrariamente grande. Recordando que
x; = vp(a;), lo anterior se traduce en que para un primo fijo p, se puede elegir una
cantidad arbitrariamente grande de los a;’s tales que su valuacién p-ddica es igual.
Finalmente, recordando que existen solo ¢ primos que dividen a los a;’s, por el principio
de las casillas existen a; y a; tales que su valuacién p-ddica es igual para todos los
primos p, pero esto implica que a; = a;, lo cual es una contradiccién.

Teorema 4 (Lifting the Exponent Lemma, LTE). a) Sea p un primo impar que no di-
vide a los enteros a y b. Si p | a — by n es un entero no negativo, entonces

vp(a” = b") = vpa — b) + vy(n).
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b) Sea p un primo impar que no divide a los enteros a y b. Sip | a+ by n es un entero
positivo impar, entonces

vp(a™ +57) = vyla +b) + vy(n).
¢) Seanp = 2, n un entero pary a,b enteros tales que pf ay p1b.
1) Sid|a—b, entonces va(a™ — b"™) = va(a —b) + va(n).
2) Sid|a+b, entonces va(a™ +b") = va(a + b) + va(n).

Demostracion. a) Haremos induccién sobre v, (n). Primero haremos el caso en el que
vp(n) = 0. Notemos que a” —b™ = (a—b)(a" "t +a"2b+a" 30>+ - -+ "7 1),
por lo que

vp(a™ —b") = vp((a—b)(a™ P +a" 2b+ a2 + -+ "))
=vpla—b)+rvy(a™ P +a" 2+ a" 302 4 D).
Analicemos el segundo término médulo p. Como a¢ = b (mod p), tenemos que
a" Fpk=1 = "~ (mod p), lo cual implica que
a4 a" b4 a" 30 4+ " = na™ ! (mod p).

Como a y n son primos relativos con p, concluimos que v,(na™') = 0y, por
lo tanto, vp(a™ ! + a""2b + a" 3% 4 -+ + b"~!) = 0, de donde se sigue que
vp(a™ = b") = vyla — b) + vy(n).

Ahora supongamos que 7 = p. Como p | a — b, se tiene entonces que b = a + p¥by,

donde med(b1,p) = 1y, ademds, v,(a — b) = v,(—p*b1) = k. Usando el teorema
del binomio de Newton, tenemos:

al —bP =aP — (a—l—pkbl)p

p P\ po P\ o P
=af — (O>ap - (1)ap Lok, — (2)ap p?kp? — (p)pf"kb]i7
= —pa? ' pkhy — (g) a?~?p?ot — - — (i)p”’“b’f :

De lo anterior se sigue que

] o 4 Fe e R (4}

Notemos que p?**! divide a todos los términos, excepto a —paP~'p¥by, por lo que

vp(a? —b7) = 1, (—pap‘lp’“bl — (g) a?"2p?hed — .~ (i)pp’“b’f>

= v, (pa?'p"b1) = vp(p) + vp(a”™1) + 1 (") + v (b1)
= 1,(p) —I—O—l—up(pk) +0=1,(p)+k
= vp(p) + vp(a —b).
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Finalmente, supongamos que el resultado es cierto para v,(n) = m — 1. Sea n tal
que vp(n) = my escribamos n = p™¢, con med(c, p) = 1. Utilizando lo anterior,
tenemos que

I/p(an _ bn) — Vp(apmc _ bpmc) =, <(apmflc)p _ (bpmflc)p>
1

= yp(p) + Vp(apmflc — " c)'

Pero, por la hipétesis de induccion se tiene

-1 m—1

vp(p) + ’/p(apm =0 ) =)+ ’/p(pm_lc) + vp(a — D)
=1+m-—-1+4+v,(a—0)
=m+vp(a—0b)
= vp(n) +vp(a —b).

b) La demostracion es andloga a la anterior, usando ahora la factorizacién a™ + b" =
(@+0b)(a™ ! —a"2b+a" 3% — - .- + b" 1), vdlida para n impar.

¢) En los casos anteriores, supusimos que p es un primo impar. Notemos que en este
caso, p = 2.

1) Al igual que en la prueba de la primera parte de este lema, si med(p,n) =

entonces v, (a™ —b") = v,(a—b). Asi, tomamos n = 2¥m con med(m, 2) =
por lo que 15(a)™ — b2 = 1y (02" — b2").
Notemos que a2 — 62" = (a2 + 02" @ "+ 2" ) - (a+b)(a — b)
y, como a — b = 0 (mod 4), resulta que a = b (mod 4), lo cual implica que
a2 = b*" (mod4)y a2 + b2 =242 # 0 (mod 4), esta dltima congruencia se
debe a que 2 1 a. Esto implica que 5 (a2 — b2') = 1 para todo ¢. Entonces,

1’
1

bl

vp(@® — %) = (@ =0 )@ T =¥ ) (a—b)(a + b))
=vp(@® =)+ up(a—b) +up(a+b)

=vp(a—0b)+k=vp(a—0b)+vp(n).
2) La demostracion es andloga a la anterior.
O

Ejemplo 8 (Lista Corta, Olimpiada de Matematicas de los Balcanes 2017, N3). De-
muestra que para todo entero positivo n, existe un entero m tal que 7" | 3™ + 5™ — 1.

Solucién. Demostraremos que para cada entero positivo n, el nimero m = 7"~ ! cum-
ple. Utilicemos la segunda versién de LTE con p = 7. Tenemos que

Ur(3™ +4™) = 17 (34 4) + vr(m) = 12 (37 + 47 ) = vr(3+4) + (7Y
=14+n—-1=n.
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Notemos que esto implica que 37" + 47" = 0 (mod 7"). Utilizando de nuevo la
segunda versién de LTE con p = 7 obtenemos que

v (5™ +2™) = 17 (54 2) + vr(m) = 2 (57 +27 ) = (5 +2) + vp(7Y)
=14+n—-1=n.

Esto implica que 57 427 =0 (mod 7™). Sumando ambas congruencias obte-
nemos que 37 +47 457 427 =0 (mod 7™), esto es, 37 5T =
—(47" 4+ 277") (mod 77), de donde obtenemos que
37 457 —1=—@" T 27 1) (mod ).
Ahora, médulo 7 tenemos que 2° = 1, 2! = 2,22 = 4, 23 = 1, etc. Como 7" ! =
1"~1 =1 (mod 3), tenemos que 27" — 1 =1 (mod 7), lo cual implica que
477@71 + 277@71 + 1 = (477171 + 277171 + 1)(277171 _ 1)
= 877171 + 477171 + 277171 _ 477171 _ 277171 _ 1

Utilizando LTE con p = 7 una vez mds obtenemos que
@& D) =B 1)+ (T ) =1+n—1=n.
Porloque, 37" + 57 —1=0 (mod 7).

Ejemplo 9 (IMO 2019, Problema 2). Encuentra todos los pares (k,n) de enteros po-
sitivos tales que k! = (2™ — 1)(2" — 2)(2" —4) --- (2" — 2"~ 1),

Solucién. Notemos que v2(2" — 2¥) = k, por lo que

VQ((2H—1)(2n—2)(2”—4)...(2”_27171))
=1p(2" — 1) + (2" —2) -+ (2" — 277 1)
_un

5 .

Por el teorema de Legendre, tenemos que

VQ(k!)_z_:lbimJ §2§_k22%<k.

-1
Con esto concluimos que k > u

Abhora analizando p = 3, obtenemos que

vs(2" —2F) = w3 (28 (2" 7F — 1)) = v3(28) + 32" — 1) = w3 (27 F — 1),
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Ademds, es facil ver que 2™ = 1 (mod 3) si n es pary 2" = 2 (mod 3) si n es impar.
Luego, si n—k es impar, v3(2" ¥ —1) = 0y, si n—k = 2t es par, podemos utilizar LTE
para ver que v3(2" K —1) = 13(22 —1) = v3(4' —1) = v3(4—1)+v3(t) = 1+v3(t).
Por lo que tomando la valuacién 3-ddica de la multiplicacién, tenemos que
(2" —1)(2" - 2)(2" —4) - (2" - 2"71))
=u3(2" — 1) + 132" —2) + -+ 3(2" =277
J

et = 3]+ ([31)

1

—

~
Il

-9
—g( )—g(li%)_%{.

Ademds, sabemos que v3(k!) > | 5| > & — 1. Luego, ¥ — 1 < v3(k!) < 3t < n, 1o

cual implica que "=17 1)" <k <3n+3. A31 n(n —1) < 6(n + 1), esto es,

n?—Tn—6<0,

de donde se sigue que n < 7. Finalmente, revisando los casos donde n < 6, obtenemos
que las dnicas soluciones son (1,1) y (3,2).

Ejercicios

1) Considera el conjunto L que contiene a los enteros 1, 2,...,n, para algin entero
positivo n. Sea 2 la maxima potencia de 2 que pertenece a L. Prueba que 2* no es
divisor de ningiin otro entero en L. Usa lo anterior para probar que la suma

no es un entero si n > 1.

2) Sea p > 2013 un primo. Sean a y b enteros positivos tales que p | a + b pero
p? ta+b.Sip? | a?13 452913 encuentra el nimero de enteros positivos n < 2013
tales que p™ | a?013 4 2013,

3) (OMM 2005, Concurso Nacional, Problema 3) Determina todos los pares (a, b) de
enteros diferentes de 0 para los cuales es posible encontrar un entero positivo = y
un entero y de tal forma que x es primo relativo con b y en la siguiente lista hay una
infinidad de enteros:

a+zy a+2y® a+azy’ a—+ xy"
R R
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4) (Lista corta IMO 2015, N1) Determina todos los enteros positivos M tales que la
sucesion ag, a1, az, . .. definida porag = M + % y

ax+1 = aplax] parak =0,1,2,...
contiene al menos un entero.

5) (IMO 2018, Problema 5) Sean ay, as, . .. una sucesion infinita de enteros positivos.
Suponga que existe un entero /N > 1 tal que, para cadan > N, el nimero

ai a2 An—1 Qn
—+— 4+ +
az as Qn a
es un entero. Demuestra que existe un entero M tal que a,, = a,,+1 para todo
m > M.

6) (EGMO 2022, Problema 2) Sea N = {1,2,3,...} el conjunto de los enteros posi-
tivos. Encuentra todas las funciones f : N — N tales que para cualesquiera enteros
positivos a y b, se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) f(ab) = f(a) (), y
(2) al menos dos de los ndmeros f(a), f(b) y f(a + b) son iguales.

7) (Olimpiada China de Matemadticas 2018, Problema 1) Sean n un entero positvo y
A,, el conjunto de los primos p tales que existen enteros positivos a, b que satisfacen
que “be y “np%bn son ambos enteros coprimos con p. Si 4,, es finito, f(n) denota
[Anl.

a) Prueba que A,, es finito si y solo si n # 2.

b) Sean m, k enteros positovs impares y sea d su maximo comun divisor. Demuestra
que
f(d) < f(k)+ f(m) = f(km) < 2f(d).
8) (APMO 2017, Problema 4) Llamamos a un nimero racional r poderoso si r puede
expresarse en la forma " para algunos enteros positivos p y ¢ primos relativos y
algin entero k£ > 1. Sean a, b, c nimeros racionales positivos tales que abc = 1.

Supén que existen enteros positivos z, y, z tales que a® + bY + ¢* es un entero.
Prueba que a, by ¢ son poderosos.

9) (IMO 2022, Problema 5) Determina todas las ternas (a, b, p) de enteros positivos,
con p primo, que satisfacen a? = b! + p.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este cuarto y ultimo nimero del afio 2022. Aprovechamos para invitarte a que con-
tribuyas a enriquecer esta seccion de la revista. Estamos seguros que conoces proble-
mas interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicion la direccién
revistaomm@gmail . com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Sea ABC' D unrectangulotalque AB =CD =1y BC = DA = 2. Sea
M el punto medio de AD. El punto P se encuentra del lado opuesto de M B respecto

a A, de manera que el tridngulo M BP es equildtero. Encuentra el valor del angulo
ZPCB.

Problema 2. Encuentra todos los nimeros reales = que sean solucién de la ecuacién

X X X X
142 1+2+3 " T12+3+4 " T1t12+3+ - 14043

T+ = 4043.

Problema 3. Determina todos los enteros positivos n tales que el mayor entero que es
2

. n . .
menor o 1gual que ? S€a un numero primo.

Problema 4. Sean a y b nimeros reales positivos tales que a > b. Demuestra que

3
2+ —> > 1
Va4 T 2 10

y determina cuando se da la igualdad.
Problema 5. Sean z, y, z niimeros reales positivos tales que z + y + z = 3. Demuestra

que al menos uno de los nimeros z(x +y — 2), y(y + 2 — z) 0 z(z + = — y), es menor
o igual que 1.

Problema 6. Determina todos los niimeros primos p y ¢ tales que p> + 3¢ — 32 sea un
nimero primo.
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Problema 7. Usando un argumento combinatorio, demuestra que n® = 3n?—2n+6%)
para todo entero positivo n.

Problema 8. En el tridngulo ABC, las bisectrices AD, BE y C'F se intersecan en [.
Si DI =3, BD =4y BI = 5, calculael drea del tridngulo ABC.

Problema 9. Sean a, by ¢ nimeros reales positivos tales que a + b + ¢ = 6. Demuestra

que
1\2 1\? 1\?_ 175
a++) +{b+-) +{c+=-) >—.
b c a

Problema 10. La parte superior de una hoja de papel en forma de semicirculo se dobla
hasta que, al tocar el didmetro, lo divide en un segmento de longitud 4 y un segmento
de longitud 2, como se muestra en la figura. Determina la longitud = de la linea a través
de la que se hizo el doblez.

Problema 11. Cada punto del plano se colorea con uno de tres colores. Demuestra
que existe un tridngulo con vértices del mismo color tal que es isésceles o sus dngulos
internos estdn en progresion geométrica.

Problema 12. Determina todos los enteros positivos n tales que |2 + 5™ — 65| es un
cuadrado perfecto.

Problema 13. Sean I'; y I's dos circunferencias que se intersecan en los puntos Py
Q. Sea M un punto en la recta PQ). Sean A y D puntos en I'; tales que M, Ay D
son colineales. Sean B y C' puntos en I'y tales que M, By C son colineales. Sea Y la
interseccién de AB con C'D. Demuestraque YA-YB=YC -YD.

Problema 14. Sea d un entero positivo. Demuestra que alguno de los nimeros 2d — 1,
5d — 1 0 13d — 1 no es un cuadrado perfecto.

Problema 15. Determina todas las ternas (a, b, ¢) de enteros positivos tales que
mcd(a, 20) = b, med(b, 15) = ¢y med(a,c) = 5.
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Problema 16. Determina todos los niimeros reales que satisfacen el siguiente sistema
de ecuaciones

2+ y2 —9
22 2
+ L
2—y 2-—=x
Problema 17. Sean a; < as < --- < ag1 enteros positivos tales que la suma de

cualesquiera 11 nimeros es mayor que la suma de los restantes 10 niimeros. Determina
el valor mds pequefio que puede tener a; .

Problema 18. En un paralelogramo ABC D, la bisectriz del dngulo en A interseca a
BC en M y alaextensién de DC' en N. Si O es el circuncentro del tridngulo M C'N,
demuestra que ZOBC = Z0DC.

Problema 19. Sean n, m y k enteros positivos talesque m > ny 142+ --+n = mk.
Demuestra que los nimeros 1,2, ..., n se pueden separar en k grupos donde la suma

de los ndmeros en cada grupo es igual a m.

Problema 20. Determina todas las funciones f : Z — Z tales que

f(=f@)=fy) =1-z—y

para cualesquiera nimeros enteros x, y.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccién encontrards las soluciones a los 20 problemas de practica elegidos para
este namero de la revista. Antes de consultar estas soluciones, te recomendamos hacer
tu propia solucién a cada problema o, al menos, haberle dedicado un tiempo conside-
rable a cada uno de ellos.

Es muy comiin en matemdticas que un problema tenga mds de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Gnicas. Aunque hayas
resuelto un problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos
a consultar estas soluciones y discutirlas con tus compaiieros. Si logras encontrar una
solucidn diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas de tus soluciones, te invi-
tamos a compartirlas con nosotros a la direccién revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Como M es el punto medio de AD, tenemos por simetria,
que M B = MC'. Como el tridngulo M BP es equilatero, tenemos que M B = MP.
Esto implica que M es el circuncentro del tridngulo BC'P. Por lo tanto, /PCB =
/ZBMP/2 =60°/2 = 30°.

=
=~
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Solucién del problema 2. Factorizando z y usando la férmula de la suma de Gauss en
cada denominador, podemos reescribir la ecuacién como:

1 1 1
x(l—i— + +"'+7>—4043

2(2+1) | 3(3+1) 4043(4043+1)
2 2 2
2 (1(12+ nt 2(212r nt 3(3]5r ptot 4043(4343+ 1)) =403
Usando la relacién ﬁ = 1 — 1 vilida para todon > 0, la ecuaci6n (4) se puede
reescribir como:
2 (qoi 33 34310 o om) 0
4044 1
(ot~ 7o) = 10
4043

Despejando z, obtenemos la tinica solucién z = % -4043 - % = 2022.

Solucién del problema 3. Si n = 1, el mayor entero que es menor o igual a % es 0, el
cual no es primo. Asi que podemos asumir que n > 1.

Se tienen tres casos:

2 2
a) n es de la forma 3k — 1. En este caso tenemos que & = %_gﬁ, por lo que el

mayor entero menor o igual que %2 es WT’GIC = 3k? — 2k = k(3k — 2). De aqui

solo es posible tomar k = 1, en cuyo caso k(3k — 2) = 1 no es un ndmero primo.

.. . 2
b) n es de la forma 3k. En este caso, el mayor entero positivo menor o igual que ‘- es

9k?

T = 3k2, el cudl es primo solo cuando k = 1, es decir, cuandon = 3.

2
I LGkEL por lo que el

c) nes de la forma 3k + 1. En este caso tenemos que %2 =
mayor entero menor o igual que %2 es M = 3k% + 2k = k(3k + 2). Nueva-
mente, solo es posible tomar k = 1, por lo que k(3k + 1) = 5, que es primo, por lo

quen =3(1)+1=4.

Por lo tanto, las tinicas soluciones sonn = 3y n = 4.

Solucién del problema 4. Aplicando la desigualdad MA-MG a los niimeros positivos
by a — b, tenemos que

b+(a—b))2_ a?

b—b>=bla—b <(
a (a—b) < 5 T
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con la igualdad si y solo si b = a — b, esto es, b = 5. La desigualdad anterior implica
3 12

WG @

Sumando v/2a> en ambos lados de la desigualdad anterior y aplicando nuevamente la

desigualdad MA-MG, obtenemos que

3 s, 12 d® 4 4 4 4 43a8\1°
2a° >23_:_____>< ):1.
\/_a+ab—b2_\/_a+a2 \/§+\/§+a2+a2+a2_5 2a6 0
Laigualdad en la segunda desigualdad se sostiene si y solo si \“/—2 = % , esto es, cuando

a = /2. Por lo tanto, todas las igualdades se sostienen cuando a = V2 yb= @
Solucién del problema 5. Sin pérdida de generalidad, supongamosque x > yy z > z.
Entonces, 3z > « + y + z = 3, esto es, x > 1. Demostraremos que y(y +z—1x)=
y(3 — 2z) < 1. Dividimos en dos casos.

a) % < z < 3. En este caso, tenemos que 3 < 2z < 6, de donde 3 — 22 < 0. Luego,
y(3—2z) <0< 1.

b)1<zx< % En este caso, tenemos que 2 < 2z < 3, de donde 3 — 2z > 0. Luego,
y(3—2x) < x(3 —2x). Basta demostrar entonces que z(3 —2x) < 1. Como z > 1,
entoncest —1 >0y2r—1>1,asique (2r —1)(z —1) =222 -3x+1>0,lo
cual es equivalente a z(3 — 2z) < 1, como querfamos.

Solucién del problema 6. Si p y ¢ son ambos primos impares, entonces p> + 3¢> — 32
es par, por lo que si p? + 3¢® — 32 es primo, entonces p> + 3¢> — 32 = 2, esto es,
p® +3¢3 = 34. Como p > 3y ¢ > 3, resulta que p® + 3p> > 108 > 34. Por lo tanto,
py g no pueden ser ambos impares. Luego,p =20 ¢q = 2.

Si p = 2, entonces p> + 3¢% — 32 = 3¢ — 24 = 3(¢> — 8). Pero esta dltima expresién
es un nimero primo solo si ¢ —8 = 1, que no tiene soluciones en los nimeros enteros.
Si ¢ = 2, tenemos que p® + 3¢> — 32 = p> — 8 = (p — 1)(p? + 2p + 4). Luego, si
(p — 2)(p? + 2p + 4) es primo, como p? + 2p + 4 > p — 2, entonces p — 2 = 1, esto
es, p = 3. Como 334+3.22-32=19es primo, concluimos que la tinica solucién es
p=3yq=2.

Solucién del problema 7. Hay n? ternas (a, b, ¢) de enteros tales que 1 < a,b,c < n.
Probaremos la igualdad contando estas ternas en tres casos:

m Caso 1: ¢ = b = c. Existen n ternas.

= Caso 2: Dos valores iguales y uno diferente. Existen n formas de escoger los dos
valores iguales y n — 1 formas de escoger el valor distinto. Como hay 3 formas
de tener dos valores iguales y uno diferente, entonces hay 3n(n — 1) ternas.

= Caso 3: Los tres valores diferentes. Basta contar el nimero de permutaciones de
3 objetos en n; es decir, hay
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ternas.

Sumando los resultados de los tres casos obtenemos que

n3=n+3n(n—1)+6(§> :3n2—2n+6<§).

Solucién del problema 8. Como los lados del tridngulo BDI forman una terna pi-
tagorica, tenemos que ZBDI = 90°. Sean x = Al, y = AB. Aplicando el teorema
de Pitdgoras en el tridngulo BD A, tenemos que

(x+3)%+16 = > Q)
Ademds, como BT es bisectriz del tridngulo ABD, por el teorema de la bisectriz te-
nemos que g—[B) = %, esto es, % = %, por lo que y = %x. Sustituyendo en (5),

obtenemos que (z + 3)% 4+ 16 = 82, esto es, 72 — b4z — 225 = 0. Como

722 — 54z —25 = (Tx—75)(x+3) y = debe ser positivo, necesariamente 7z — 75 = 0,

de donde, z = 2.

Por otra parte, como Al es bisectriz del dngulo /BAC tenemos que /BAD =
ZCAD, por lo que los tridngulos BDA y C'D A son congruentes. Luego, D es punto
medio de BC, asi que BC' = 8. Por lo tanto, el drea del tridngulo ABC es igual a

1 1 75\ 384
5BC-AD = 5(8) <3+ 7) ==

Solucién del problema 9. Aplicando la desigualdad entre la media arménica y la media
aritmética, tenemos que
< +b+c 6

= :_:27
3 3

Q=
_|_
= WO
_|_
o=
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lo cual implica que

1 1 1_3
S+ ->2
a b ¢

Aplicando ahora la desigualdad entre la media cuadrética y la media aritmética, obte-
nemos que

(0t )+ 0D +(ctd)" (et Pr@+H+(e+d) 346 5
3 = 3 =73 "2

de donde se sigue el resultado.

Solucién del problema 10. Sea O el centro del semicirculo y sea 7" el punto de tan-
gencia. Como el semicirculo w tiene radio 3, entonces OT = 1. Sea w’ el circulo que
pasa por los puntos P, @, T'y sea O’ el centro de w'.

Q
E

Como el segmento circular formado por P, Q) y T es una reflexiéon de un segmento
circular de w, entonces el radio de w’ es 3. Mds alin, O'T = O'P = O'Q = 3, asi que
O’ POQ es un rombo y, por lo tanto, O’O es mediatriz de PQ. Aplicando el teorema
de Pitagoras en el tridgngulo O’ T'O, concluimos que O'O = /32 + 12 = v/10. Luego,
si M es el punto de interseccién de PQ con OO, entonces OM = @.

Finalmente, por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo OM P, obtenemos que M P =

2
32 — (M10)" = V26 ,como M es punto medio de PQ, concluimos que x = +/26.
2 R p q v

Solucién del problema 11. Consideremos un heptdgono regular con vértices A, B, C,
D, E, F, G. Por el principio de las casillas, al menos tres vértices del heptagono deben
tener el mismo color. Demostraremos que estos tres vértices satisfacen las condiciones
del problema.

Existen cuatro maneras (salvo simetrias) de elegir tres vértices en un heptdgono regular,
ilustradas a continuacién.
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N O

A B

En los primeros tres casos, notemos que el tridngulo formado es is6sceles. Demostra-
remos que en el dltimo caso los dngulos internos estdn en progresion geométrica.

Como la suma de 4ngulos internos, en radianes, de un heptdgono es 5w, entonces
/ZBCD = 57” y, como el tridngulo BC'D es is6sceles, tenemos que ZCDB = Z, por
loque ZBDE = 47’7. Luego, como C'D y BE son paralelas, tenemos que ZBED +
ZBDC = m; pero ZBDC = 3, por lo que ZBED = 2. Finalmente, como los
dngulos ZBED y ZBDE son angulos internos de un tridngulo, entonces ZDBE =
m—4r _ 21 — 7 concluyendo asi que los dngulos internos /DBE, /BEDy /BDE

7T 77
estidn en progresion geométrica de razén 2.

Solucién del problema 12. Es fdcil ver que 2™ + 5™ — 65 > 0 si n > 3, mientras que
2™ 4+ 5™ — 65 < 0sin = 1 o0 2. Entonces,

65— 2" —5" sin=102,
2" 4+ 5" — 65| =
2"+ 5" — 65 sin > 3.

Si n = 1, entonces 65 — 2! — 5! = 58 que no es un cuadrado perfecto. Si n = 2,
entonces 65 — 22 — 52 = 36 = 6°.

Supongamos que n > 3. Como 5 | 5™ y 5 | 65, entonces 2™ + 5" — 65 = 2" (mod 5).
Luego, como todo entero n es de la forma 4k 4+ r, con r € {0, 1,2, 3}, resulta que
2" = (2*)% . 27 Pero 2* = 1 (mod 5), asf que 2" = 2" (mod 5). De aqui que:

Sin =0 (mod 4), entonces 2™ = 1 (mod 5).
Sin =1 (mod 4), entonces 2" = 2 (mod 5)
Sin =2 (mod 4), entonces 2" = 4 (mod 5)
Sin = 3 (mod 4), entonces 2" = 3 (mod 5)
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Como todo cuadrado es congruente con 1 o 4 médulo 5, las posibilidades para n son:
n =0 (mod 4) o n = 2 (mod 4), lo cual implica que n es par, esto es, n = 2m para
algun entero positivo m. Como n > 3, entonces m > 2. Sim = 2, entoncesn =4y
2" + 5" — 65 = 242y, sim = 3, entonces n = 6y 2" + 5" — 65 = 5 — 1, que no es
un cuadrado perfecto. En el caso m > 4, como 5" < 2™ + 5™ — 65, entonces:

(5")2 < 4™ +25™ — 65 < 25™ 4+ 4™ 41 <25 +2-5" +1 = (5" +1)2,

esto es, 2" 4+ 5™ — 65 estd entre dos cuadrados perfectos consecutivos, por lo que no
puede ser un cuadrado perfecto.
Por lo tanto, las tinicas soluciones son 2 y 4.

Solucién del problema 13. Aplicando la potencia del punto X con la circunferencia
I'y, tenemos que MA- MD = MP - MQ. Aplicando ahora la potencia del punto X
con la circunferencia I'y, tenemos que M P - MQ = MB - MC.

Iy

Entonces, M A-MD = M B-MC'y, por consiguiente, el cuadrilitero ABC D es cicli-
co. Por lo tanto, aplicando la potencia del punto Y con la circunferencia circunscrita al
cuadrilatero ABC' D, obtenemosque YA-YB=YC -YD.

Solucién del problema 14. Analizando los posibles residuos médulo 4, es fécil ver
que todo cuadrado es congruente con 0 o 1.

Sid = 0 (mod 4) entonces 13d — 1 = —1 = 3 (mod 4), asi que 13d — 1 no es un
cuadrado.

Si d =2 (mod 4) entonces 2d — 1 = 2(2) — 1 = 3 (mod 4), asi que 2d — 1 no es un
cuadrado.

Sid = 3 (mod 4) entonces 13d — 1 = 13(3) — 1 = 2 (mod 4), asi que 13d — 1 no es
un cuadrado.

Supongamos que d = 1 (mod 4), esto es, d = 4k + 1 para algtin entero k. Analizando
los posibles residuos médulo 16, es facil ver que todo cuadrado es congruente con 0,
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1,4009.

Si k =0 (mod 4), entonces d = 1 (mod 16) y 13d — 1 = —1 = 15 (mod 16), asi que
13d — 1 no es un cuadrado.

Sik =1 (mod 4), entonces d =5 (mod 16) y 5d — 1 = 25 — 1 = 8 (mod 16), asi que
5d — 1 no es un cuadrado.

Si k =2 (mod 4), entonces d = 9 (mod 16) y 5d — 1 = 45 — 1 = 12 (mod 16), asi
que 5d — 1 no es un cuadrado.

Si k = 3 (mod 4), entonces d = 13 (mod 16) y 13d — 1 = 132 — 1 = 8 (mod 16), asi
que 13d — 1 no es un cuadrado.

Solucién del problema 15. De la primera igualdad tenemos que b debe dividir a 20; de
la segunda igualdad, tenemos que c debe dividir a 15 y, de la tercera igualdad, tenemos
que 5 | ayb | c Larelacién 5 | ¢ implica que ¢ > 5. Luego, los posibles valores de ¢
son: 5y 15. Como mcd(b, 15) = ¢, tenemos que ¢ | by, como b | 20, la tnica opcién
posible para ¢ es ¢ = 5. Entonces, mcd(b, 15) = 5, por lo que b es miltiplo de 5. Los
divisores positivos de 20 que son miiltiplos de 5 son: 5, 10 y 20.

Si b = 5, entonces ¢ = 5k. Luego, 5 = med(a, 20) = mcd(5k, 20) = 5mcd(k,4), de
donde se sigue que mcd(k,4) = 1, esto es, k es impar. Por lo tanto, en este caso las
ternas son de la forma (5%, 5, 5) con k entero positivo impar.

Sib = 10, entonces a = 10k. Luego, 10 = mcd(a, 20) = med(10k, 20) = 10med(k, 2),
de donde mcd(k,2) = 1, esto es, k es impar. Por lo tanto, en este caso las ternas son
de la forma (10k, 10, 5) con k entero positivo impar.

Sib = 20, entonces a = 20k. Luego, 20 = mcd(a, 20) = med(20k, 20) = 20mcd(k, 1),
de donde med(k, 1) = 1, esto es, k es cualquier ndmero entero. Por lo tanto, en este
caso las ternas son de la forma (20k, 20, 5) con k entero positivo.

Solucién del problema 16. De la segunda ecuacién, obtenemos que
P?2-2)+y72-y) =22-2)(2-y),

esto es, 2(z? + y?) — (z + y)(2? + y* — zy) = 8 — 4(z + y) + 2zy. Usando que
2?2+ y% = 2, obtenemos que 4 — (z +y)(2 — zy) = 8 — 4(z +y) + 2xy. Simplificando
esta ecuacion, obtenemos la ecuacién equivalente (z +y — 2)(2 4+ zy) = 0, de donde
r+y=2o0zy=—2.

a) Siz+y = 2, entonces y = 2 — z. Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema,
obtenemos que 2 + (2 — x)? = 2, estoes, (v —1)> = 0,dedonde x = 1y
y=2—x=1.

b) Sizy = —2, sustituyendo en la primera ecuacién, obtenemos que x% +xy+y% = 0,
que es equivalente a la ecuacion (z + %)2 + % = 0. Como el cuadrado de todo
nimero real es mayor o igual que cero, necesariamente x + § = 0y y = 0, por
lo que z = y = 0. Sustituyendo estos valores en la segunda ecuacién del sistema,
obtenemos que 0 = 2, lo cual es un absurdo.

Por lo tanto, la Gnica solucién del sistema de ecuaciones es t =y = 1.
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Solucién del problema 17. La condicién del problema es equivalente a la condicién
ar+az+---+ain > a2+ -+ a2,
estoes, a; > (a12 — az) + (a13 — as) + - - - + (a21 — a11), lo cual implica que
ar > 1+ (a12 — az) + (a13 — az) + - - + (a21 — a11).
Por otro lado, observemos que

a2 > a1 +1>a0+2>->az+ 10,
az 2 aiz+1>a11+2>--+>az+10,

az1 > ag +1>ap+22>--->ain + 10,

de donde se sigue que a2 — as > 10, a13 —az > 10, ..., a1 — ay; > 10. Por
lo tanto, a3 > 1 + 10(10) = 101. Para concluir que el valor minimo de aq es 101,
consideremos la lista: a3 = 101, a9 = 102, a3 = 103, ..., a1 = 121, la cual satisface

la condicién del problema.

Solucién del problema 18. Como AD y BC son paralelas, asi como también lo son
ABy DC, tenemos que ZCMN = ZDAM = Z/BAN = ZCN M, lo cual implica
que CM = CN. Como OM = ON = OC, los tridngulos OCM y OCN son
congruentes por el criterio LLL. En consecuencia, ZOMC = ZONC = ZOCN vy,
por lo tanto, Z/OM B = ZOCD.

A D

Ahora, como /BMA = /DAM = /BAM, tenemos que BM = BA = CD.
Luego, los tridngulos OM B 'y OC'D son congruentes por el criterio LAL, de donde se
sigue que ZOBM = Z0ODC, estoes, ZOBC = ZODC.
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Solucién del problema 19. Es claro que el resultado es cierto cuandom = ny m =
n+1,puesl+2+---+m= W Demostraremos el resultado por induccién
en n. El caso base n = 1 es trivialmente cierto. Supongamos que el resultado es cierto
para cada n < p y demostraremos que es cierto para n = p.

Caso 1: m > 2p. Aqui, tenemos que k = % < %. Luego, p > 4k — 1y, por
consiguiente, p — 2k > 2k — 1 > 0. También tenemos que 1 + 2+ --- + (p — 2k) =
(1+2+---4+p)—[(p—2k+1)+---+p] = km — k(2p — 2k + 1) es divisible por
k.Como p > 4k — 1, tenemos que

14+2+---+(p—2k) p—2k+1

= >k
p— 2k 2 -
esto es,
1+24--- — 2k
Mo 1tET k+(p ) > p ok
Por la hipétesis de induccién, los nimeros 1,2,...,p — 2k se pueden separar en k

grupos de tal manera que la suma de los ndmeros en cada grupo es igual a M. Ahora,
los nimeros p — 2k + 1,p — 2k + 2, ..., p se pueden separar en k parejas donde cada
pareja tiene suma igual a 2p — 2k + 1. Agregando una pareja a cada uno de los grupos
anteriores, obtenemos la particion deseada.

Caso2: mespary p+ 1 < m < 2p. Es similar al Caso 1.

Caso 3: mesimpary p + 1 < m < 2p. Es similar al Caso 1.

Solucién del problema 20. Sea f una funcién que satisface la condicién del problema.
Sustituyendo y = 1, tenemos que f(—f(z) — f(1)) = —x para todo entero x. En
particular, si x = 1, tenemos que f(—2f(1)) = —1. Sea n un niimero entero. Entonces,

f(=f(n)— f(1)) = —n. Haciendo x = — f(n) — f(1) y y = —2f(1), obtenemos que
fin+1) =1+ (f(n) + f(1)) +2f(1),

estoes, f(n+1)= f(n)+3f(1)+ 1.
Es fécil demostrar por induccién en n hacia adelante y hacia atrds comenzando en
n =1, que

fn)=Bn=2)f(1)+n—1 (6)

para todo entero n.

Sin = 0, entonces f(0) = —2f(1) — 1. Por otro lado, haciendo z = 0y y = 1,
obtenemos que f(—f(0) — f(1)) = 0, esto es, f(f(1) + 1) = 0. Sustituyendo n =
f(1) + 1 en la relacién (6), resulta que

FEO+D)=EFM+1)=2)f )+ (O +1) -1,

estoes, 0 = (3(f(1)+1)—2)f(1)+ (f(1) + 1) — 1. Simplificando, obtenemos que
F(1)(3f(1) +2) = 0. Como f(1) es un entero, la tinica opcién posible es f(1) = 0.
Por lo tanto, f(n) = n — 1. Finalmente, es fécil verificar que esta funcién satisface la
ecuacion funcional del problema, lo que significa que es la tnica solucién.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2022 No. 4.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este tercer nimero
de tu revista. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies
tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccidn se escogerdn de entre
las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Sea ABCD un cuadrado y sea X un punto en el lado BC. Sea Y un
punto en la recta C'D tal que BX = YD y D se encuentra entre C'y Y. Demuestra
que el punto medio de XY se encuentra sobre la diagonal BD.

Problema 2. Sea n un entero positivo y supongamos que zj, T2, .. ., T, SON enteros
(no necesariamente distintos). Demuestra que existen indices i1, i2, . . . , %, tales que n
dividealasumax;, +z;, + -+ ;..

Problema 3. Zeus y Hades juegan a construir un nimero real « entre 0 y 1. En el
turno n se decide un digito entre 0 y 9 en la posicién n después del punto decimal, con
Zeus decidiendo en turnos impares y Hades decidiendo en turnos pares. Después de
que todos los turnos se hayan jugado, se decide el ganador.

Zeus gana si « es racional, mientras que Hades gana si « es irracional. Determina si
alguno de los dos jugadores tiene una estrategia ganadora y, en caso de tenerla, quién
la tiene.
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Problema 4. Determina todas las parejas (n, m) de enteros positivos tales que
(n+1)™—-1=nl

Problema 5. Determina el nimero de tridngulos de lados de longitudes niimeros ente-
ros tales que su perimetro es igual a su érea.

Problema 6. Soffa tiene n naranjas y a cada una le escribe un niimero del 1 a n sin
repetir. Si quiere guardarlas en cajas de manera tal que la suma de los nimeros escritos
en las naranjas sea la misma para cada caja, /cudl es el mdximo niimero de cajas que
Soffa puede usar?

Problema 7. Sea (2 el conjunto de todos los puntos (z,y) en el plano cartesiano que
satisfacen la ecuacién x2 + 3zy + 3° = 1.

Demuestra que existe un tinico subconjunto de {2 que consiste de tres puntos A, By C'
los cuales forman un tridngulo equildtero.

Problema 8. La sucesion infinita ag, a1, as, . . . de enteros no necesariamente distintos
tiene las siguientes propiedades: 0 < a; < ¢ para todo entero¢ > 0y,

k k k
ao ai ak
para todo entero k > 0.

Demuestra que cada entero N > 0 ocurre en esta sucesion, esto es, para cada entero
N > 0,existet > Otalque a; = N.

Problema 9. Gabriel juega a un juego de maquina, que consiste en un tablero con tres
nimeros enteros acomodados en circulo. Repetidamente, Gabriel puede sumar 2 a un
nimero y restar 1 al siguiente en sentido horario. De forma alterna, puede restar 2 a un
nimero y sumar 1 al siguiente en sentido horario.

El juego tiene siete posiciones ganadoras. Estas consisten en la posicién donde todos
los nimeros en el tablero son 0, y las seis posiciones donde dos de los nimeros en el
tablero son 0 y el nimero restante es 1 0 —1.

Muestra que independientemente de la configuracion inicial, Gabriel puede llegar a una
posicion ganadora y que esta es Unica.

Problema 10. Determina todos los enteros positivos n tales que

donde o(n) denota a la suma de los divisores positivos de n y 7(n) denota al nimero
de tales divisores.
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2022 No. 1.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 1, afio 2022. En esta ocasion, agradecemos a German Puga
Castillo y a José Herndndez Santiago, por haber enviado sus soluciones y, aprovecha-
mos para invitar a todos los lectores a participar, envidndonos sus soluciones para que
puedan salir publicadas en los nimeros posteriores de la revista. Recuerda que en el
siguiente nimero de la revista aparecerdn las soluciones de los problemas de entrena-
miento propuestos en Tzaloa No. 2, afio 2022, por lo que atn tienes tiempo de enviarnos
tus soluciones.

Problema 1. Sean O e [ el circuncentro y el incentro del tridngulo ABC, respec-
tivamente. Si AB # AC, los puntos D y E son los puntos medios de AB y AC
respectivamente y 2BC' = AB + AC. Demuestra que la recta OI y la bisectriz del
angulo ZBAC son perpendiculares.

Solucién. Como BC' = % = BD + CE, entonces existe un punto F' sobre el
lado BC tal que BF = BD y C'F = C'E. Dado que B/ bisecta el angulo ZF' B D, por
el criterio LAL se tiene que los tridngulos I BD e I BF' son congruentes. En particular,
/BDI = /BFI. Andlogamente, /CEI = ZCF1I. Luego,

Z/ADI + Z/AEI = (180° — /BDI) + (180° — ZCEI)
=360° — ZBFI — /CFI = 180°,

de donde se tiene que los puntos A, D, I y F son conciclicos.

¢

Como ZODA = 90° = LZAEOQO, entonces A, D, O y E son conciclicos y AO es el
didmetro de la circunferencia que pasa por ellos. De lo anterior se sigue que I también
pertenece a dicha circunferencia, por lo que ZAIO = 90°, como se queria.

Problema 2. Sea n un entero positivo fijo. Definimos a un camaledn como cualquier
palabra de 3n letras, tales que cada una de las letras a, b y ¢ aparece exactamente n
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veces. Un cambio es un intercambio de posicioén de cualesquiera dos letras adyacentes

en un camaledn. Prueba que para cualquier camaleén X, existe un camaleén Y que no
2 .

puede ser alcanzado desde X usando menos de 3% cambios.

Solucién. Primero, definimos una inversién en un camaleén X como un par de letras
(no necesariamente adyacentes) que sea uno de los siguientes tipos:

= Un par (b, a) donde b estd a la izquierda de a en el camaleén X.
= Un par (¢, a) donde c estd a la izquierda de a en el camaleén X.
= Un par (¢, b) donde c estd a la izquierda de b en el camale6én X .

Sea S el conjunto de todos los camaleones de longitud 3n y sea f : S — Z>¢ la funcién
tal que, para cada camaleén X en .S, se tiene que f(X) es la cantidad de inversiones
en el camale6n X.

Notese que si se lleva a cabo un cambio en el camaleén X, entonces el valor de f(X)
incrementa o disminuye exactamente en 1. En efecto, si X = zjzs..., 3, y se lleva
a cabo el cambio en las letras x; y x;41, ambas letras seguirdn estando a la derecha de
las letras x4, x2, . .., T;—1, asi como seguirdn estando a la izquierda de las letras x; 2,
Xit3s - - -, T3n. Dependiendo de si la pareja (x;, z;4+1) es una inversién o no, sucederd
que el valor de f(X) disminuird o incrementard en 1, respectivamente. Esto significa
que, si el camaleén Y puede ser alcanzado desde X en menos de % cambios, debe
suceder que | f(X) — f(Y)] < %

Definimos los camaleones

M=gqga...abb...bcc...c 'y N=cc...cbb...baa...a.
S—— N e Ve

n n n n n n

Se puede ver que f(M) = 0y que f(N) = 3n% Ademds, es ficil notar que, para
cualquier camaleén X en S, se cumple que 0 < f(X) < 3n?. Luego, para cualquier
camaleén X, existe Y € {M, N} tal que |f(X) — f(Y)]| > % Por lo tanto, tal

z z 2 .
camaledn Y no podré ser alcanzado desde X usando menos de 3% cambios.

Problema 3. Sea ApA; ... A,_1 un poligono regular de n lados inscrito en un circulo
de radio 1. Demuestra que AgA; - AgAs - AgAsz--- AgAp—1 = n.

Solucién de German Puga Castillo. Utilizaremos herramientas de ndmeros comple-
jos. Consideremos un poligono regular de n lados circunscrito en la circunferencia
unitaria, con un vértice en el 1. Sean 1 = rg,r1,...,7r,—1 las n raices complejas del
polinomio z™ — 1 = 0. Es bien sabido que estas forman un poligono regular, por lo
que podemos hacer corresponder a cada raiz r; con el punto A; del poligono para
j=0,...,n—1.

Paracadaj = 0,...,n—1,lalongitud del segmento Ag A, esigual a|ro—r;| = |1—rj],
por lo que basta demostrar que |1 — r1||1 — ro|--- |1 — r,,—1| = n. Mds atin, demos-
traremos que (1 — r1)(1 — r2)---(1 — rp—1) = n. Consideremos los polinomios
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p(z)=(z—r1)(z—=712) - (z—7rn_1)yq(z) =1+ 2+ 22+ + 2" Porser los
r;’s raices del polinomio 2™ — 1, tenemos que

2P—=1=0-1(Ez-r)(z—ra) (2 —rn-1).
Comoz" —1=(z2—1)(1+2+22+---+ 2" 1), tenemos que
(z—r)(z—ra) (2= 1) =1+2+2% 4+ 2"

siz # 1,estoes, p(z) = q(z) si z # 1. Luego, aplicando la continuidad de p(z) y ¢(z)
en z = 1, obtenemos que p(1) = ¢(1), esto es,

Q=r)(l—r2) (I=rpo1) =14+1'+12 4.+ 1" L =,

como queriamos. Finalmente, aplicando el médulo de cada lado de la igualdad y usando
que el médulo de un producto es el producto de los médulos, se sigue el resultado.

Solucién de José Herndndez Santiago. Existen § € [0,27) y zo € C tales que, para
cadak € {0,1,...,n— 1}, Ay = 20 + €"e2™% _ De esto se sigue que

AgAy, = |ei9 _ eieezwi§| =|1- 62m‘7’§|’

paracadak € {1,...,n — 1}.
Por otro lado, dado que 1, e2™% ..., 2™ son justamente las rafces del polinomio
2" —1y puesto que este polinomio se factoriza como (z—1) (2"~ 4272+ . .+2+1),

entonces
n—1

:c"_1+x"_2+---+x+1=H(x—ezm%).
k=1

Evaluando en z = 1 ambos lados de la igualdad anterior se tiene que

de lo cual se sigue que

n—1 n—1
n= ] 1 —en| =[] AoAr = AoAr - AgAs - AgAs -+ AgAn_1.
k=1 k=1

Problema 4. Los lados de un tridngulo estdn en progresion aritmética con diferencia
d > 0. El area del triangulo es A. Determina los lados del tridngulo en términos de A
y d. En particular, encuentra los lados del tridngulo cuandod =1y A = 6.

Solucion. Sean a, b, ¢ los lados del tridngulo con @ < b < c¢. Entonces,a = b —dy
c=0b+d,con0 < d < b. Por la férmula de Her6n tenemos que

A% =5(S —a)(S —b)(S —c),
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donde § = 2tbte = 30 Tyego, S =32, S—a=5t+d S—b=5yS—c=5—d,
lo cual implica que

y, por lo tanto, 3(b?)? — 12d%b? — 16 A% = 0. Resolviendo esta ecuacion cuadratica en
b? tenemos que

2 \/ﬁ 2
p2_ 120+ 14§d +1924 :2<dgi @u%).

Como b? > 0, tenemos que tenemos que escoger el signo de mds, por lo tanto

2
o2 ).

Entonces b estd en términos de d y A. Comoa =b — dy ¢ = b+ d, tenemos a, b, c en
términos de d y A.
Enelcasod =1y A = 6, tenemos que

b= 2(12+ 14+@>= 2(1+\/E)=4.

Luego,a =4—-1=3yc=4+4+1=5.

Problema 5. Sea X un conjunto con n elementos. Prueba que el nimero de parejas
(A, B) tales que A y B son subconjuntos de X, A es subconjunto de By A # B, es
igual a 3" — 2.

Solucién. Estas parejas se encuentran en correspondencia uno a uno con las tercias
(A, B,C) de conjuntos disjuntos tales que AU BUC = X y B # (), donde la
correspondenciaestd dada por (A4, B) — (A, B— A, X — B). El nimero de estas tercias
sin la condicién B # () es 3™, pues para cada elemento de X, podemos libremente
elegir en qué conjunto ponerlo. El nimero de estas tercias con la condicién B = () es
2™, pues esta vez solo podemos colocar a los elementos de X en A o en C. Esto nos da
una cuenta final de 3" — 2™.

Problema 6. Sean py, pa, . . . , Py, todos los nimeros primos menores que 22016
Demuestra que
1
E — < 15.
iz Pi

Solucién. Primero se probard el siguiente lema.
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Lema. Sea n un nimero natural par. Entonces

> o<y

n<p<n2 p

donde la suma es sobre todos los primos en el intervalo (n, n?].

Demostracion. Sean qi, qa, - . ., q¢ todos los primos en el intervalo (n,n?]. Entonces
cada nimero en este intervalo es divisible por a lo mucho uno de los primos g; pues
¢; - ¢j > n - n = n? para cualesquiera i # j. Sin embargo, la cantidad de mdltiplos de
qi en el intervalo (n,n?] es

2 2 2
n n n n n®—n
Pﬁ‘?ﬂ>——“‘: -
qi qi qi qi qi

Como hay n? — n ndmeros en dicho intervalo, se debe cumplir que

¢ 2 Lo 2
9 n n nc—n
n—n>§ ( —1)=—£+§ :
i=1 q i=1

i qi

lo cual se puede reescribir como

14

P Q)

1 n«—mn
iz i

Nétese que n > 2 pues es par, por lo que todos los primos ¢; son impares. Como la
mitad de los enteros en el intervalo (n, nz] son pares y la otra mitad son impares (al

ser n? par), se debe cumplir que ¢ < "22_ . Asi, de (7) se sigue que

ZZ:1 PR <n2—n)71+173
—~ g n2—n 2 N 2 2

como se queria. (]

Para el problema, obsérvese que % + % = % < %, por lo que

SR JUE SOV R SV SRR R (U e
p 2 3 5 7 11 13 2 3 5 13 7 11
1<p<16

I S U S B B
2 3 3 6 6 2

Luego, usando el lema anterior repetidas veces, concluimos que

Y leyloyls oy !

1§p§22016 p 1SPS22048 p 1<p<16 k=2 22k<p<22k+1

10
3 3 3 <3)
Sy 2oZhg(2) =1s
<2+;;22 3 77\2
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Problema 7. Sean a, b, c y d, nimeros enteros donde d no es multiplo de 5. Suponga-
mos que existe un entero m tal que am? + bm? + cm + d es miltiplo de 5. Demuestra
que existe un entero n tal que dn® + cn? + bn + a es miltiplo de 5.

Solucién. Tenemos que am? + bm? + e¢m +d = 0 (mod 5). Si 5 | m, entonces 5 | d,
lo que es una contradiccién. Luego, 5 1 m y, por lo tanto, existe un entero n tal que
mn =1 (mod 5). Entonces,

m3(dn® 4 cn® + bn + a) = d(mn)® + em(mn)? 4+ bm?(mn) + am? (mod 5)
=d+cm+bm? +am® =0 (mod 5).

Como m # 0 (mod 5), concluimos que dn® + cn? + bn + a = 0 (mod 5).

Problema 8. Considera el polinomio cuadritico Q(x) = Az? + Bx + C.

a) Demuestra que existen ndmeros k, £, m en términos de A, B, C, tales que
-1
Qz) = k% + lx 4+ m.

b) Demuestra que ()(x) es un entero para todo entero x, si y solo si k, £y m son

nimeros enteros.
Solucion.
a) Notemos que 22 = z(x — 1) + , esto es, 22 = 2@ + x. Por lo tanto,

z(x —1
Q(z) = 2A% +(A+ B +0,

que es de la forma deseadacon k =24,/ = A+ Bym =_C.

b) Supongamos que @Q(x) es entero para todo entero x, en particular Q(0), Q(1) y

Q(2) son enteros. Como Q(0) = m, tenemos que m es un entero. Ahora, Q(1) =
£+ my,comom y Q(1) son enteros, entonces ¢ también es un entero. Finalmente,
tenemos que Q(2) = k + 2¢+ m y, como £ y m son enteros, entonces k también es
un entero.

Ahora supongamos que k, £ y m son enteros. Sea x un entero. Queremos demostrar
que Q(z) es entero. Si x es impar, z — 1 es par y, por lo tanto, (x — 1)z/2 es
entero. De manera andloga, tenemos si x es par, entonces z(x — 1)/2 es entero.
Luego, 2(x — 1)/2 es entero para todo entero x. También tenemos que k, £ y m son

z(x—1)
2

enteros, lo cual implica que Q(z) = k + {2 4+ m es un nimero entero.

Problema 9. Decimos que un conjunto es egoista si contiene a su cardinalidad. De-
cimos que un conjunto egoista es minimo si no contiene a ninglin conjunto egoista
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como subconjunto propio. Determina el niimero de subconjuntos egoistas minimos del
conjunto {1,2,...,n}.

Solucién. Demostraremos por induccién en 2, que el nimero de subconjuntos egoistas
minimos de {1,2,...,n} es igual al n-ésimo ndimero de Fibonacci F;,. Recordemos
que la sucesién de Fibonacci {F), } estd definida como Fy = 1, F, = 1y, paran > 3,
F,=F,_1+ F,_o.

Es facil ver que el dnico subconjunto egoista minimo del conjunto {1} y del conjunto
{1,2} es el conjunto {1}. Por lo tanto, el problema es cierto paran = 1 yn = 2.
Supongamos que el problema es cierto para n 'y n + 1, donde n > 1. Ahora, los
subconjuntos egoistas minimos del conjunto {1,2,...,n + 2} los podemos separar
en aquellos que no contienen a n 4+ 2 y en aquellos que si contienen a n + 2. Los
subconjuntos egoistas minimos que no contienen a n + 2 son precisamente los sub-
conjuntos egoistas minimos del conjunto {1,2,...,n+ 1}. A su vez, los subconjuntos
egofstas minimos que si contienen a n + 2, estdn en correspondencia uno a uno con los
subconjuntos egoistas minimos del conjunto {1,2,...,n}, donde la correspondencia
estd dada como sigue: Si A es un subconjunto egoista minimo de {1,2,...,n + 2}y
n+ 2 € A, restamos 1 a cada elemento de A distinto de n + 2 y quitamos al elemento
n + 2 (observe que A no contiene al 1). Por lo tanto, aplicando la hipétesis de induc-
cién, el nimero de subconjuntos egoistas minimos del conjunto {1,2,...,n + 2} es
igual a I}, + F}, 41 = Fj42, lo que completa la induccién y concluye la demostracion.

Problema 10. Demuestra que para cada entero k > 2, existe una infinidad de enteros
positivos que no pueden ser escritos como la suma de k potencias k-ésimas de niimeros
enteros positivos.

Solucién. Sea k£ > 2 un nimero entero. Para cualquier entero positivo IV, la proporcién
de enteros positivos menores o iguales que /N que podemos expresar como la suma de
k potencias k-ésimas de nimeros enteros positivos, estd acotada por la cantidad de
formas de elegir k enteros positivos menores o iguales que v/N dividida por N, la cual
estd dada por

1(L(“/Nj+k—1>_i (LWWN]+k=1)! 1 T (YN +i-1)
SN R(YNI -1 (YN k!
b \/_J—l-z—l

i=1

N k

I
.':l

)

(”*k 1) formas de

donde hemos usado el resultado conocido que establece que hay
elegir k objetos de n permitiendo repeticiones.

Para N > 3%, todos los factores del producto son menores o iguales a 1 y el factor para
i = 2 es menor o igual a 2/3, por lo que al menos un tercio de los nimeros no son
representables como suma de k-ésimas potencias. Esto prueba que hay una infinidad
de enteros positivos no representables como suma de k potencias k-ésimas de enteros
positivos.



Examen Final Estatal de la 362
OMM

A continuacién presentamos los problemas y soluciones del examen final estatal de la
36% OMM propuesto por el Comité Organizador. Los alumnos tuvieron dos sesiones
de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Primer dia

Problema 1. En una cuadricula de m x n con m > 3y n > 3, el nimero de cua-
dritos que tienen exactamente 3 cuadritos vecinos es igual al nimero de cuadritos que
tienen exactamente 4 cuadritos vecinos. ;Cudntos cuadritos tiene la cuadricula? (Nota:
Decimos que dos cuadritos de la cuadricula son vecinos cuando comparten un lado).

Problema 2. En un circulo con centro O se encuentran cinco puntos A, B, C, Dy E
(ver la figura). Los segmentos AC'y E'B se intersecan en el punto P; lo segmentos
BD y EC se intersecan en el punto ). Ademds P(Q) es paralelaa AD. Probar que EO
es perpendiculara AD.

Problema 3. Determinar el minimo nimero de colores necesarios para pintar las dia-
gonales de un poligono regular de 2022 lados con la propiedad de que cuando dos
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diagonales se intersequen en un punto interior del poligono, las dos diagonales tengan
distinto color. (Nota: Llamamos diagonal de un poligono al segmento que une cuales-
quiera dos vértices del poligono y que no es un lado).

Segundo dia

Problema 4. En un poligono regular de 8 lados se quieren numerar los vértices del 1 al
8 de tal forma que al moverse en las direccion de las manecillas del reloj los nimeros
vayan en orden creciente salvo en exactamente dos lugares. ; De cudntas formas distin-
tas puede hacerse esta numeraciéon? En el esquema siguiente se muestra un acomodo
posible.

9 6

Problema 5. En el rectdngulo ABC' D, P es un punto sobre el lado AB tal que AP =
2P B. Probar que el drea del tridngulo sombreado es la quinta parte del drea del rectidngu-
lo.

A P B

D c

Problema 6. Sea n un niimero natural par. En una cuadricula de n x n estdn alternados
los niimeros 1 y 0, como se muestra en la figura para n = 4. Una operacién permitida
consiste en escoger dos cuadros que compartan un lado y cambiar el nimero de cada
uno de esos dos cuadros como sigue: Si hay 0, poner 1; si hay 1, poner 2 y, si hay
2, poner 0. Se quiere que los cuadros que tienen 1 originalmente, al final tengan 0 y
viceversa. Encontrar para qué valores de n es posible lograrlo. Para esos n, determinar
la minima cantidad de operaciones necesarias para lograrlo.

110{1]0

0(1/0]|1
1010
0/1]{0]1
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Soluciones del Examen Final Estatal de la 362 OMM

Problema 1. Como m > 3y n > 3, podemos escribirm = a+2yn = b+ 2con
a > 1yb > 1y, sin pérdida de generalidad, supongamos que a < b. Es facil ver que
el nimero de cuadritos que tienen 4 vecinos es ab y el nimero de cuadritos que tienen
3 vecinos es 2(a + b). Tenemos asi que ab = 2(a + b), de donde (a — 2)(b — 2) = 4.

Tenemos varios casos.

a)a—2=1yb—2=4,dedondea = 3y b = 6y, el nimero de cuadritos es
5 x 8 =40.
b)a—2=2=5b-—2,dedonde a = b =4y, el nimero de cuadritos es 6 x 6 = 36.
c)a—2=—-1yb—2=—4,dedonde a = 3y b= —2, que no puede ser.
d)a—2=—-2=0>b-—2,dedonde a = 0 = b, que no es posible.

Problema 2. Como AD y P(Q son pararalelas y el cuadrilitero ABCD es ciclico,
tenemos que ZQPC = LDAC = ZDBC. Luego, el cuadrilatero PQC B también es
ciclico. Entonces, ZACE = /PCQ = /PBQ = /EBD.

Esto implica que los arcos AE y ED del circulo con centro O que contienea A, D'y
E, son iguales y, de aqui, OF es perpendiculara AD.

Problema 3. Todas las diagonales que unen puntos diametralmente opuestos del poli-

gono se intersecan en el centro del poligono. (Como hay 1011 diagonales, se necesitan
al menos 1011 colores).
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Ahora veamos que 1011 colores son suficientes. Para cada pareja (z,y) de vértices
diametralmente opuestos, pintemos la diagonal que los une con un color; esa diagonal
divide al poligono en dos partes A y B. Pintemos con el mismo color a todas las
diagonales que van de z a los vértices que quedaron en la parte A y también a todas las
diagonales que van de y a los vértices de la parte B.

En la siguiente figura se muestra cémo colorear de manera semejante las diagonales de
un poligono de 10 lados.

X

B

A

Y

Problema 4. Notemos que hay 8 posibilidades de acomodar el nimero 1 y que, una
vez puesto el 1, el nimero antes de €l es mayor, por lo que debemos colocar los res-
tantes ndmeros de manera que solo un par esté en orden decreciente. Basta escoger un
subconjunto de {2, 3,4, 5,6, 7, 8}, distinto de cada uno de los siguientes conjuntos

0,{2},{2,3},{2,3,4},...,{2,3,4,5,6,7,8},

para colocar sus elementos en orden después del 1 y luego colocar los nimeros faltantes
a continuacidén, también en orden. En el ejemplo del enunciado, el conjunto escogido
es {4,8}. La cantidad de estos conjuntos es 27 — 8 = 120, asi que la respuesta es
8 x 120 = 960.

Problema 5. Supongamos que el drea del tridngulo sombreado es 1. Sean z el area del
rectdngulo ABCD y @ el punto de intersecciéon de AC' con DP. Dado un tridngulo
K LM, denotaremos su drea por (K LM). Sea a = (AQP). Tenemos que los tridngu-
los AQP y CQD son semejantes en razén 2 : 3, asi que (CQD) = 94—“. Notamos
que (AQD) + % = (ADC) = £ = (DPC) = (PQC) + % =1+ 22, de donde
(AQD) = 1.

También tenemos que (APC) = 2(PBC), puesto que AP = 2P By, por consiguien-
te, (PBC) = “£L.

A i B
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Ahora,a+ 1+ ¢t = (ABC) =
obtenemos que a = % y de aqui qu

9.2 3
=2(14+—2 :2(1 —): .
T (—i— 4) +2 5

Problema 6. Supongamos que n es tal que si es posible. Como n es par, entonces

5 =(DPC) =1+ 97?. Resolviendo esta ecuacion,
e

. . . 2 . 2 . .
al principio hay % cuadritos con 1y % cuadritos con 0. Pintemos de negro a los
cuadritos que al principio tienen un 1 y de blanco a los que al principio tienen un 0. Sean

N la suma de los cuadritos que estan coloreados de negro y B la suma de los cuadritos

. o . 2
que estdn coloreados de blanco. Entonces, al principio tenemos que N — B = &

y, al final, N — B = —"—22. Notemos que al escoger dos cuadritos vecinos, uno estd
coloreado de negro y el otro estd coloreado de blanco y, como en cada movimiento se
suma 1 en ambos cuadritos y se calculan sus residuos médulo 3, entonces su diferencia
es invariante médulo 3; mds atin, N — B es invariante médulo 3. Esto implica que
”72 = —"72 (mod 3), es decir, n? =
n par, es multiplo de 6.

Veamos ahora que, en efecto, es posible para todos los n miiltiplos de 6 y que el minimo
nimero de movimientos necesarios es n?. Como 1 + 2 = 0 (mod 3), cada cuadrito
negro debe escogerse un niimero de veces que sea congruente con 2 médulo 3. Veamos
que de hecho basta con elegir cada cuadrito negro 2 veces, es decir, que una solucién
es posible en 2%2 = n? movimientos.

Dividiendo la cuadricula en bloques de 2 x 6, en la figura se muestra una forma de
efectuar las operaciones, donde cada linea gruesa representa una eleccién de parejas

(nétese que el orden en el que se hagan las operaciones es irrelevante).

(mod 3), por lo que n es multiplo de 3 y, al ser
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Del 9 al 12 de junio de 2022 se llev6 a cabo de manera virtual, el Concurso Nacional
de la 6* Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacién Basica (OMMEB). Par-
ticiparon 115 estudiantes de primaria y 145 estudiantes de secundaria, representando a
29 entidades federativas.

La OMMERB estd compuesta por tres niveles:

a) Nivel I: Estudiantes de cuarto y quinto afio de primaria.

b) Nivel II: Estudiantes de sexto afio de primaria y de primer afio de secundaria.

c¢) Nivel III: Estudiantes de segundo afio de secundaria.

Cada delegacion participa con un equipo de 3 estudiantes para cada uno de los tres
niveles. Cada estudiante presenta dos exdmenes: uno individual y uno por equipos. Para
el Nivel I, la prueba individual consta de 15 problemas para resolver en 90 minutos.
Para los niveles II y III, la prueba individual consta de 15 problemas, separados en
Parte A y Parte B, para resolver en 120 minutos. La parte A consiste de 12 problemas
de respuesta cerrada que se califican como correcto o incorrecto. La parte B consiste
de 3 problemas de redaccién libre.

En los tres niveles, la prueba por equipos consiste de 8 problemas, a resolver en 70
minutos. Se entregan los primeros 6 problemas a cada equipo y tienen 10 minutos para
discutirlos sin poder escribir. Cada integrante debe resolver al menos un problema y
tienen 35 minutos de trabajo individual. Al terminar ese tiempo, el equipo se vuelve a
reunir para intentar resolver 2 problemas adicionales en 25 minutos més.

En esta ocasioén, los ganadores de medalla de oro en las pruebas individual y por equi-
pos en cada nivel junto con los ganadores de medalla de plata en la prueba individual
del Nivel I, integran la preseleccidn nacional, a partir de la cual se formaran los equipos
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que representardn a México en la Competencia Internacional de Matematicas (IMC), a
celebrarse en el verano de 2023.

Los alumnos ganadores de medalla de oro en las pruebas individual y por equipos del
Nivel II del Concurso Nacional de la 6 OMMEB son los siguientes.

Nombre Estado Medalla
Takumi Higashida Martinez Ciudad de México | Oro individual
Rodrigo Saldivar Mauricio Zacatecas Oro individual
Antonio Gutiérrez Meléndez Coahuila Oro individual
Angel de la Cruz Martinez Almeida | Zacatecas Oro individual
Dana Karen Medina Gonzdlez Yucatin Oro individual
Carlos Daniel Maya Rojas Hidalgo Oro individual
Yara Peimbert Pichardo Ciudad de México | Oro por equipos
José Luis Romero Beristain Ciudad de México | Oro por equipos

En la prueba por equipos en el Nivel II, la Ciudad de México obtuvo el primer lugar
(con 227 puntos), el Estado de Jalisco obtuvo el segundo lugar (con 212 puntos) y el
Estado de Coahuila obtuvo el tercer lugar (con 196 puntos).

Los resultados del Campeén de Campeones en el Nivel II fueron:

Primer lugar: Ciudad de México (con 465 puntos).

Segundo lugar: Zacatecas (con 453 puntos).

Tercer lugar: Coahuila (con 421 puntos).

A continuacién presentamos los problemas y soluciones de los exdmenes individual y
por equipos del Nivel IT del Concurso Nacional de la 6* OMMEB.

Prueba Individual, Nivel IT
Parte A

1) (De cudntas formas se puede elegir, de entre los lados de un octdgono regular, dos
que sean perpendiculares entre si?

2) Denisse sumé 5 nimeros consecutivos. Zeus también sumé 5 nlimeros consecutivos
distintos a los que sumé Denisse. Si la suma que obtuvo Denisse menos la suma que
obtuvo Zeus es igual a 100. ;Cudl es la diferencia entre el niimero mas grande de los
cinco que sumé Denisse menos el nimero mds chico de los cinco que sumé Zeus?

3) A un cuadrado de madera se le han recortado sus esquinas, formando un octdgono
regular, como se muestra en la figura.
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4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

1)

Después, se han unido los puntos medios de cuatro de los lados del octdgono, for-
mando un nuevo cuadrado. Si el drea del nuevo cuadrado es 25, jcudl es el drea del
cuadrado original?

(Cudntos nimeros de cuatro digitos utilizan en su escritura al menos dos veces el
nimero 7 y al menos una vez el nimero 5 después de dos niimeros 7? Por ejemplo,
los niimeros 7375, 7575 y 7775 cumplen la condicién, pero los nimeros 7577 y
7573 no la cumplen.

Una rana estd parada en el 0 de la recta numérica. Cada salto que da la rana se
puede mover 3 unidades a la derecha o a la izquierda (por ejemplo, después del
primer salto puede llegar al 3 o al —3). Después de n saltos llega por primera vez
al 2022. Calcula la suma de todos los posibles valores de n, si la rana dio menos de
680 saltos.

(Cudntos nimeros A de cuatro digitos hay tales que un medio de A es divisible por
2, un tercio de A es divisible por 3 y un quinto de A es divisible por 5?

El cuadrado ABC'D de la figura tiene lado 12, P es un punto sobre AD, @) es un
punto sobre AB tal que AQ = 2Q By R es un punto sobre C D talque DR = 2RC.
BP y CP cortan a QR en los puntos M y N, respectivamente. ;Cudnto vale la
suma de las areas de los tridngulos QBM y RCN?

A P D
QR
B C

Aida escribié un entero positivo en cada lado de un cuadrado. Luego escribi6 en
cada vértice la multiplicacién de los niimeros de los dos lados que concurren en
dicho vértice. La suma de los nimeros de los vértices es 15. ;Cudl es la suma de los
nimeros escritos en los lados del cuadrado?

Sea ABC un tridngulo equildtero. El punto D es tal que A es punto medio del
segmento C'D. El circulo con centro en B y radio BD corta a la recta BA en
el punto £ que cumple que A estd dentro del segmento BE. Halla la medida de
ZDFEA.

Xim tiene el nimero ¢9m y Eva tiene el nimero 15ve. El nimero de Xim es multiplo
de cada uno de los digitos que usa el nimero de Eva y viceversa. Si ambos nimeros
son impares, ¢ cudl es la resta del nimero de Eva menos el de Xim?

Sea ABC'D un rectangulo. Un punto E se coloca en la recta C'D de tal manera
que D quede entre E'y C. Sea M el punto medio del segmento AC. Si se cumple
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que ZDBC = 40° y ZEAD = 10°, encuentra la medida, en grados, del angulo
ZEMB.

12) El nimero de cuatro digitos 8abc, estd formado por 4 digitos diferentes. Ademds,
es multiplode 7,8 y 9. Obtén el valorde a + b — c.

Parte B

13) (Cudntas parejas de enteros (n,m) conn > 0y m > 0 cumplen que 2n + 3m =
20227

14) Se tiene un rectangulo ABC'D en el que se han marcado las dreas de cuatro de sus
tridngulos cuyas medidas son a, b, ¢ y x. Demostrar que x = b+ ¢ — a.

A E B

15) Para cada ndmero de cuatro digitos abed, es decir, con a distinto de cero, denotemos
por P(abed) al producto (a + b)(a + ¢)(a + d)(b+ ¢)(b + d)(c + d).
Por ejemplo, P(2022) = (24+0)(2+ 2)(2+2)(0+2)(0+2)(2 +2) = 512y
P(1234) = (1+2)(1+3)(1+4)(2+3)(2+4)(3+4).
¢(Cuéntos niimeros abcd con algin 0 entre sus digitos cumplen que P(abcd) es una
potencia de 2?

Prueba por Equipos, Nivel 11
1) El promedio de cinco enteros distintos es 30. Si el menor de estos nimeros es 7,
(cudl es el mayor valor que puede tener cualquiera de ellos?

2) En el tridngulo ABC, ZABC = 90° y los puntos D, E'y F estdn sobre los lados
CB, AC' y AB, respectivamente, de tal forma que AF = 1, EC = 4,CD = 2,
DB =1y BF = 2. Calcular el drea del tridngulo DE'F'.

C
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3) Un nuimero de cuatro digitos abcd se dice pariente si la diferencia entre los nimeros
ab y cd es par. ;Cudntos nimeros parientes existen tales que sus digitos estdn en
orden estrictamente creciente?

4) En algunos lugares se escribe la fecha de la forma dd/mm/yy, donde dd es el dia,
mm el mes y yy son los dltimos dos digitos del aflo. Una fecha es homogénica si
el mimero de dos digitos yy es igual al producto de los nimeros dd y mm. Por
ejemplo, la fecha 04/03/12 es homogénica, ya que 4 x 3 = 12. ;Cudntas fechas
homogénicas hay en un siglo?

Notas:

= Febrero tiene 28 dias; enero, marzo, mayo, julio, agosto, octubre y diciembre
tienen 31 dias, y el resto tienen 30 dias.

= Se consideran afios bisiestos a todos los miiltiplos de 4, en los que febrero
tiene 29 dfas.

5) (Cudantos nimeros de 4 digitos contienen al menos un 4 y al menos un 3?

6) En la oficina de César trabajan de lunes a viernes. Durante la pandemia han estado
trabajando a distancia, pero ahora han decidido asistir a la oficina algunos dfas. Cada
persona ha elegido 3 dfas para asistir; ninguna persona ha elegido asistir los mismos
3 dias que otra; todos los dias asistird la misma cantidad de personas, excepto los
miércoles que asistird una menos; y al menos la mitad de las personas asistird cada
dia. ;Cudntas personas trabajan en la oficina de César (incluyéndole)?

7) El rectangulo ABC'D tiene area 2022 y lados de longitudes ndimeros enteros. Sea
BC uno de los lados mayores del rectdngulo. Las bisectrices de los dngulos ZABC
y ZBC'D cortan al lado AD en dos puntos, dividiendo al segmento AD en tres seg-
mentos. ;Cudl es el valor mdximo que puede tener el producto de las medidas de
esos tres segmentos?
Nota: La bisectriz del angulo ZABC es la recta que lo divide en dos dngulos igua-
les.

8) Sea ABC DEF un hexdgono convexo tal que las diagonales AD, BE'y C'I se cor-
tan en un punto P. Los cuadrildteros APEF 'y BPDC son ambos paralelogramos.

A

Sy

D

Si (XY Z) denota el drea del tridngulo XY Z, demuestra que
4.(APB) - (DPE) = (APEF) - (BPDC).
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Soluciones de la Prueba Individual, Nivel 11

Parte A

1) Larespuesta es 8. Si pintamos los lados del octdgono de manera alternada de azul
y rojo, es fécil ver que si dos lados son perpendiculares entonces estan pintados del
mismo color, por lo que nos concentraremos en los segmentos rojos. Hay 6 maneras
de tomar dos de ellos y 2 de esas elecciones no son lados perpendiculares, por lo
que hay 4 maneras de tomar dos lados rojos que sean perpendiculares. Igual para
los lados azules, por lo que hay 2 x 4 = 8 parejas de lados perpendiculares en un
octdgono regular.

2) La respuesta es 24. Si a es el primer nimero que sumé Denisse y b es el primer
nimero que sumé Zeus, entonces (a+i)—(b+1i) = a—b paracadaentero 1l < i < 4.
Por lo tanto, la suma de los nimeros de Denisse menos la suma de los nimeros de
Zeus es igual a 5(a — b). El problema nos dice que esto es igual a 100, entonces
a — b = 20. Finalmente, la diferencia buscadaes (a +4) — b= (a — b) + 4 = 24.

3) Larespuesta es 50. Coloquemos las esquinas recortadas junto a los otros lados del
octdgono para formar un cuadrado, como se muestra en la figura de la izquierda.
Notemos que si trazamos las diagonales del cuadrado pequefio, la figura queda di-
vidida en 8 tridngulos iguales y el cuadrado pequeiio estd formado por 4 de ellos.
Luego, el area del cuadrado grande es el doble del area del cuadrado pequefio.

Solucion alternativa. Sea 2a la longitud de cada lado del octdgono. Asi, la hipote-
nusa de cada tridngulo de las esquinas mide 2a. Luego, los lados de dichas esquinas
miden v/2a. De esta manera, el lado del cuadrado original mide 2a + 2v/2a.

\/Ea 2a \/ia
\/ia K - 2a+\/§a "‘ \/5(1

2a + 2\/§a
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Ahora, cada lado del cuadrado nuevo puede verse como la recta media de un trape-
cio de bases 2a y 2a + 2v/2a. Luego, la longitud del lado del cuadrado nuevo es el
promedio de estas bases, esto es, 2a + v/2a. Entonces, el drea del cuadrado original
es (2a + 2v/2a)? = 4a? + 8v/2a® + 8a® = 12a® + 8v/2a? y el drea del cuadrado
nuevo es (2a + v2a)? = 4a® + 4v/2a? + 2a® = 6a® + 4v/2a>. De aqui, es claro
que el area del cuadrado original es el doble del 4rea del cuadrado nuevo.

4) Larespuesta es 36. Al ser de cuatro cifras y utilizar los digitos 7, 7y 5 debe haber
un digito extra d. Si d # 5,7, puede ir en cualquiera de las cuatro posiciones:
d775,7d75,77d5,775d y en cada posicidén tiene 8 opciones, salvo si se inicia con
0. En este caso hay 4 x 8 — 1 = 31 numeros. Si d = 7, los nimeros son 7775y
7757.Si d = 5, los niimeros son 5775, 7575y 7755. En total son 31 +2 + 3 = 36
nimeros.

5) La respuesta es 2028. La rana avanza 3 unidades en cada salto. La menor cantidad
de saltos que ocupa para llegar al 2022 es 2022/3 = 674. Notemos que si la rana
puede llegar en n saltos al 2022, entonces también puede llegar en n + 2 saltos, pues
al inicio puede saltar al —3, luego volver al 0 y del 0 hacer n saltos para llegar al
2022. Por lo que n puede ser 674,676,678, . ... Para que llegue en menos de 680
saltos, los tinicos casos son 674, 676 y 678, cuya suma es igual a 2028.

6) Larespuesta es 10. Dado que un medio de A es divisible por 2, A debe ser divisible
por 22, Andlogamente, A debe ser divisible por 3% y por 52. Luego, A = 22 - 32 .
52 . k = 900 - k para algin entero k. Como 1000 < A < 9999, tenemos que
2 < k <11, esto es, hay 10 nimeros.

PN _ PM _ AQ _ 2
7) La respuesta es 8. Por el teorema de Tales, tenemos que 55 = 55 = 45 = 3
y —Aég = _1;1}\94 = % De lo anterior se sigue que QM + NR = QR _ 4 Ademds,

x4 _

@B = RC = 4, por lo que la suma buscada es igual a

8) Larespuesta es 8. La suma de los niimeros escritos en los vértices es 15, un nimero
impar, por lo tanto, 1 o 3 de esos niimeros deben ser impares. La tinica forma de
conseguir esto es que los nimeros escritos en los lados del cuadrados sean dos pares
y dos impares y que los impares estén en lados adyacentes. De este modo, su pro-
ducto produce un vértice impar y los tres vértices restantes son pares. Analicemos
los posibles valores en los lados impares, siguiendo en orden creciente su producto:

» 1 =1 x 1. Lo buscado se consigue colocando 2 y 4 en los otros dos lados:
Ix1+1x242x4+4x1=15.

= 3 = 1 x 3. Lo buscado se consigue colocando 2 y 2 en los otros dos lados:
1x34+3x24+2x2+2x1=15.

= 5 =1 X 5. A partir de aqui, lo buscado no se puede conseguir porque los otros
dos niimeros deben ser al menos 2 y con eso excedemos la suma.

Entonces, solo hay dos posibles combinaciones de nimeros para escribir en los
lados del cuadrado y en ambas la suma de esos nimeros es 8.
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9)

10)

11)

12)

Solucion alternativa. Sean a, b, ¢ y d los nimeros escritos en los lados del cuadra-
do, siguiendo el sentido horario. Entonces, la suma de los niimeros escritos en los
vértices es igual a ab+ bc+ cd+da = 15, que es equivalente a (a+¢)(b+d) = 15.
Por lo tanto, como a + ¢ > 1, necesariamente a + ¢ = 3y b+ d = 5, de donde
a+b+c+d=3+5=8.

La respuesta es 75°. Sea F' el punto simétrico de B respecto a la recta AC. Cla-
ramente AC'F' es un tridngulo equildtero y los puntos B, C, 'y D estan sobre la
circunferencia con centro en A. Como L/BAD = 120° = LZFADy AB = AF =
AD, entonces BF' D es equilatero. Considerando la circunferencia con centro en B
y radio BD tenemos que el arco FE corresponde al angulo central ZFBE = 30°.
Si trazamos DF' y usamos que ZEDF esta inscrito en el arco ﬁ', obtenemos
que ZEDF = 15°. Como LDAE = 60°y ZCDF = 30°, concluimos que
/ZDEA = T75°.

La respuesta es 980. Como el nimero de Eva lleva un 5, el de Xim acaba en 0 o en
5y, como es impar, entonces m = 5. Luego, el nimero de Eva también debe ser
muiltiplo de 5 y también e = 5. Como el de Xim llevaun 9, entonces 1 +5+v + 5
es multiplo de 9, esto es, debe ser 18 y v = 7. El tinico nimero de la forma 795 que
es multiplo de 7 es el 595, por lo que ¢ = 5. De esta manera, si Xim tiene el 595 y
Eva el 1575, se cumplen las condiciones del problema y la resta buscada es 980.

La respuesta es 170°. Tracemos la recta AC, la cual pasa por M. Notemos que
LEMB = ZEMA + ZAMB. Como el dangulo ZAM B es exterior al tridngulo
is6sceles BM C, tenemos que ZAM B = 80°. Observemos que el tridngulo AEC
es isosceles. En efecto, el tridngulo AFED es rectdngulo con un dngulo de 10°,
por lo que ZAEC = 80°. Ademas, ZAC'D = 50° al ser ABC'D un rectangulo.
Concluimos que el tridngulo AEC tiene dos dngulos de 50°. Como M es el punto
medio de BD, también lo es de AC, esto es, £ M es mediana y, por lo tanto, altura
del triangulo isoscéles AEC, asi que LZEMA = 90°. Como LZEMA = 90° y
ZAM B = 80°, concluimos que ZEM B = 170°.

La respuesta es 2. Notemos que mcd(7,8,9) = 1, porlo que 7 - 8 - 9 = 504 divide
a 8abc. Los tnicos multiplos de 504 que inician con 8 son 8064 y 8568, pero 8568
tiene digitos repetidos, por lo que 8064 es la tnica solucién. Comoa = 0,b =6y
¢ =4, concluimos que a + b — ¢ = 2.

Parte B

13)

Notemos que m debe ser par y que 2022 = 3 x 674. Ademads, para m par tal que
0 < 3m < 3 x 674, existe un nico entero n tal que la pareja (n, m) cumple que
2n 4+ 3m = 2022. Por lo tanto, basta contar cudntos enteros pares m satisfacen
que 0 < 3m < 3 x 674, estoes, 0 < m < 674. Hay 6—;4 + 1 = 338 enteros
pares positivos menores o iguales que 674. Por lo que hay 338 elecciones para m
y, como cada una de ellas determina a n, entonces hay 338 parejas (n, m) tales que
2n 4+ 3m = 2022.
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14)

15)

Notemos que Area(AFB) = Area(CED) =
que

1Area(ABCD). Ademis, tenemos
Area(AFB) = a + Area(EPFQ) + =,
Area(CED) = b+ Area(EPFQ) + c.

Entonces, a4+ Area(EPFQ) +x = b+ Area(EPFQ) + ¢, de donde = = b+ ¢ —a.

Observemos que reordenar los digitos de abed no altera el valor de P(abed). Su-
pongamos que abed cumple lo que queremos y que d = 0. Entonces,

P(abcd) = (a+b)(a+c)(a+0)(b+c)(b+0)(c+0) = abc(a+b)(a+c)(b+c).

Luego, a, by c son potencias de 2. Notemos que @ + b también es potencia de 2y,
por lo anterior, es de la forma 2 + 27. La tinica forma de que esto sea una potencia
de 2 es que a = f3, lo cual implica que @ = b. De manera andloga, obtenemos
que a = b = cy es facil comprobar que los nimeros 1110, 2220, 4440 y 8880,
satisfacen el problema. Como cada uno de estos puede reordenarse de 3 formas
distintas, la respuestaes 3 x 4 = 12.

Soluciones de la Prueba por Equipos, Nivel 11

1y

2)

La respuesta es 116. Si el promedio de m nimeros es n, la suma de ellos es mn.
Entonces, si el promedio de 5 nimeros diferentes es 30, la suma de ellos es 150. Si
representamos estos cinco nimeros como a, b, ¢, d, e, donde a < b < ¢ < d < e,
tenemos que a + b+ ¢+ d 4+ e = 150. Como el menor es 7, necesariamente a = 7,
por lo que b+ c+d+ e = 143. Finalmente, el nimero e tiene el mayor valor posible
cuando b, ¢ y d son los nimeros mas pequeiios. Esto se da cuandob = 8,¢c =9y
d = 10. Por lo tanto, e = 116.

El tridngulo ABC es rectdngulo de lados 3, 4 y 5, donde AB = /52 — 32 = 4.
Luego, AF' = AB — FB = 4 — 2 = 2. Trazamos las alturas EG y DH de
los tridngulos AEF y EDC, respectivamente. Los tridngulos FAG y CAB son

semejantes, de donde = = 4Z = 2% = 3 De aqui que EG = £.
C
H,
D
E
A G p °B

Los tridngulos C H D y C'B A son semejantes también. Luego, = = B¢ = 4¢ —

: DH — DH ~— AB
% y, en consecuencia, DH = %
Por lo tanto, el drea del tridngulo DE'F es igual a
1 1,3 1 8 6

1
(ABC)—(FBD)~(AFE)~(CED) = 5 3452 1—5-2. 5o d- = = =
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3) La respuesta es 66. Observemos que b y d deben tener la misma paridad y que

2 < b < 7. Analicemos caso por caso:
a) Sib= 2,entoncesa = 1.

= Sid = 4, podemos elegir a ¢ de una manera (c = 3).

= Si d = 6, podemos elegir a ¢ de 3 maneras (3 < ¢ < 5).

= Sid = 8, podemos elegir a c de 5 maneras (3 < c < 7).
b) Sib = 3, a puede tomar 2 valores (1 < a < 2).

= Sid = 5, podemos elegir a ¢ de una manera (c = 4).

= Sid =7, podemos elegir a c de 3 maneras (4 < ¢ < 6).

s Sid =29, podemos elegir a ¢ de 5 maneras (4 < ¢ < 8).
c¢) Sib =4, a puede tomar 3 valores (1 < a < 3).

= Sid = 6, podemos elegir a ¢ de una manera (c = 5).

= Sid = 8, podemos elegir a ¢ de 3 maneras (5 < ¢ < 7).
d) Sib =5, a puede tomar 4 valores (1 < a < 4).

= Sid =7, podemos elegir a ¢ de una manera (c = 6).

= Sid =9, podemos elegir a c de 3 maneras (6 < ¢ < 8).
e) Sib = 6, a puede tomar 5 valores (1 < a < 5).

= Sid = 8, podemos elegir a ¢ de una manera (c = 7).
f) Sib =7, a puede tomar 6 valores (1 < a < 6)

= Sid =9, podemos elegir a ¢ de una manera (c = 8).
Por lo tanto, hay 1(1+3+45)+2(14+3+5)+3(1+3)+4(1+3)+5(1)+6(1) = 66
ndmeros parientes.

Solucién alternativa. Para que abcd sea pariente, basta que b y d tengan la misma
paridad. Notemos que para cada b, hay b — 1 formas de elegir a a, pues 1 < a < b.
Como b = d (mod 2), tenemos que d = b + 2k para algin k > 1. Como d < 9,
tenemos que b+ 2k < 9, de donde k < QT_b. Como b < ¢ < d, hay 2k — 1 opciones
para tomar a c y entonces para cada b hay

(b—l)(1+3+5+...+ {974’”:@_1) {QT_I)JQ

ndmeros posibles. Como 0 < a < by b > 2, larespuesta es

>o-n[23)

2
x324+2x324+3x224+4x224+5x124+6x124+7%x0%2+8x0?
6.

1
6
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4)

5)

Para facilitar las cuentas, vamos a enfocarnos en los meses del afio. Notemos que
todas las fechas dd/mm de Enero, Febrero y Marzo tienen su correspondiente afio
tal que dd x mm = yy, ya que el mayor producto posible es 31 x 3 = 93 y el aflo es
un nimero entre 00 y 99. Como Enero tiene 31 dfas, Febrero tiene 28 dfas y Marzo
tiene 31 dias, entre estos tres meses tenemos 90 fechas homogénicas (observemos
que el 29 de Febrero no es una fecha homogénica, ya que 29 x 2 = 58 y ningtn
afio que termine en 58 puede ser bisiesto ya que 58 no es multiplo de 4). Para ver
cudntas fechas homogénicas tiene cada uno de los meses restantes, basta con dividir
99 entre el nimero del mes. Por ejemplo, Abril tiene 24 fechas homogénicas, desde
el 01/04 hasta el 24/04 (el 25/04 no es homogénica ya que 25 x 4 > 99).

El quinto mes tiene [99/5] = 19 fechas homogénicas.

El sexto mes tiene |99/6 | = 16 fechas homogénicas.

El séptimo mes tiene |99/7] = 14 fechas homogénicas.

El Octavo mes tiene [99/8] = 12 fechas homogénicas.

El noveno mes tiene 99/9 = 11 fechas homogénicas.

El décimo mes tiene |99/10] = 9 fechas homogénicas.

El décimo primer mes tiene 99/11 = 9 fechas homogénicas.

El décimo segundo mes tiene |99/12| = 8 fechas homogénicas.

En total hay 90+24+19+16+14+12+11+9+9+8 = 212 fechas homogénicas
en un siglo.

La respuesta es 920. Hay 6 formas de tener al menos un 4 y al menos un 3.

Con un 4 y un 3, donde al menos uno ocupa el lugar de las unidades de millar, te-
nemos 6 x 64 = 384 nimeros.

Con un 4 y un 3, donde ninguno de ellos ocupa el lugar de las unidades de millar,
tenemos 6 X 7 X 8 = 336 numeros.

Con dos 4’s y un 3 o viceversa, donde uno de ellos ocupa el lugar de las unidades
de millar, tenemos 18 x 8 = 144 nimeros.

Con dos 4’s y un 3 o viceversa, donde ninguno de ellos ocupa el lugar de las unida-
des de millar, tenemos 6 X 7 = 42 ndmeros.

Con dos 4’s y dos 3’s, hay 6 nimeros.

Con tres 4’s y un 3 o viceversa, hay 8 nimeros.

En total hay 384 4 336 + 144 4 42 4 6 4+ 8 = 920 ntimeros.

Solucién alternativa. Como el primer digito debe estar entre 1 y 9 y el resto entre
0y 9, entonces hay un total de 9 x 10 x 10 x 10 = 9000 nimeros de cuatro digitos.
Veamos ahora cudntos niimeros de cuatro digitos no tienen un 3. Como el primer
digito no puede ser 0 ni 3, entonces puede escogerse de 8 formas y cada uno de los
digitos restantes puede escogerse de 9 formas, por lo que hay 8 X 9 X 9 x 9 = 5832
nimeros de cuatro digitos que no contienen un 3. De manera andloga obtenemos
que hay 5832 nimeros que no contienen un 4. Contemos ahora cudntos nimeros
de cuatro digitos no tienen 3 ni 4. Como el primer digito no puede ser 0, 3 o 4,
entonces puede ser escogido de 7 formas y como los demds digitos no pueden ser
3 ni 4, entonces cada uno de ellos puede ser escogido de 8 maneras, por lo que hay
7 x 8 x 8 x 8 = 3584 numeros de cuatro digitos que no contienen un 3 ni un 4.
Finalmente, hay 5382 4 5382 — 3584 = 8080 niimeros de cuatro digitos que no
contienen un 3 o un 4. Por lo tanto, la respuesta es 9000 — 8080 = 920.
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6)

7

Hay 10 posibles maneras de elegir 3 dias de lunes a viernes, como se muestra en la
siguiente tabla:
lunes | martes | miércoles | jueves | viernes

1 ° ° °

2 ° °

3 ° ° °

4

5

6

7

8

9 °

10 . °

Asfi, el mdximo nimero posible de personas es 10. Podemos contar el nimero de
asistencias semanales multiplicando por 3 al nimero de personas, quedando como
posibles niimeros de asistencias semanales

3,6,9,12,15, 18,21, 24,27, 30.

Como cada dia asiste la misma cantidad de personas, excepto el miércoles que asiste
una menos, al nimero de asistencias semanales le faltarfa 1 para ser miiltiplo de 5.
Luego, las tnicas opciones posibles para el niimero de asistencias semanales son 9
y 24, que corresponden a 3 y 8 personas, respectivamente. Si el niimero de personas
fuera 3, tendrian que asistir 2 personas cada dia, excepto el miércoles que solo
asistiria una, pero sabemos que al menos la mitad de las personas asisti6 cada dia
y eso no se cumplirfa el miércoles. Por lo tanto, la Gnica opcidn posible es que en
la oficina de César haya 8 personas. Un posible horario se obtendria eliminando las
lineas 1 y 3 de la tabla anterior.

Larespuesta es 11700. La factorizacion en primos de 2022 es 2 x 3 x 337, por lo que
los rectdngulos posibles tienen dimensiones: 6 x 337, 3 x 674, 2 x 1011 o 1 x 2022.
Ahora, como las bisectrices de los dngulos de un rectangulo forman dngulos de
45°, si Py @ son las intersecciones de las bisectrices de ZABC'y ZBCD con
AD, entonces AD = DPy BC = CQ. Si el lado menor del rectdngulo es menor
que la mitad del lado mayor, P estard mas cerca de D y () estard mas cerca de C'.
Si llamamos a al lado menor y b al mayor, entonces el producto de las medidas de
la particién es a(b — 2a)a = a?(b — 2a). A continuacién analizamos los 4 casos.

a) Caso 6 x 337. La particién da como producto: 62 x 325 = 11700.
b) Caso 3 x 668. La particién da como producto: 3% x 668 = 6012.
¢) Caso 2 x 1007. La particién da como producto: 22 x 1007 = 4028.
d) Caso 1 x 2020. La particién da como producto: 12 x 2022 = 2022.

Asif, el valor mdximo es 11700 para el caso de un rectdngulo de 6 x 337.
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8) Seana = (APF) = (PEF),b=(BPC) = (PDC),x = (APB)yy = (DPE).
Dado que DC, BE y AF son paralelas entre si, tenemos que

de donde

(APB) - (DPE) = zy = ab = (2a)4 (2b) _ (APEF) Z-l(BPDC)'




Competencia Internacional de
Matematicas 2022 (Nivel
Elemental)

La Competencia Internacional de Matematicas del afio 2022 (IIMC 2022), se llevé a
cabo de forma virtual del 30 de junio al 6 de julio de 2022 y fue organizada por In-
donesia. En esta ocasidon, México participé con dos equipos de Primaria y dos equipos
de Secundaria, obteniendo una medalla de plata, 6 medallas de bronce y 5 mencio-
nes honorificas, en las pruebas individuales. En las pruebas por equipos, se obtuvieron
una medalla de plata y 3 medallas de bronce. En el Torneo Puzzle un participante de
Primaria obtuvo una mencién honorifica.

La prueba individual del nivel elemental, consiste de 15 preguntas en el que se requiere
que las respuestas sean solo niimeros (nada de andar tratando de explicar o poner ano-
taciones). Son 90 minutos, cada problema vale 10 puntos y no hay puntos parciales.
La mayoria de los problemas son retadores pero no exageradamente complicados; este
tipo de problemas normalmente requieren algin pequefio truco, teoremita o simple-
mente mucha rapidez para hacer cuentas.

Las reglas de la prueba por equipos son las mismas tanto para el nivel elemental (Pri-
maria) como para el nivel Secundaria. En ambos casos, los equipos estan formados por
4 integrantes (del mismo pais) y empiezan la prueba juntos. Reciben 8 problemas, cada
uno impreso en una hoja individual. Empieza a correr el tiempo y tienen 10 minutos
para hablar y decidir quién resolverd cudl problema, sin hacer anotaciones de ningun ti-
po; cada integrante debe tener al menos un problema, los problemas impares requieren
solo respuesta mientras que los problemas pares requieren solucién y si pueden recibir
puntos parciales. Terminados esos 10 minutos, cada integrante del equipo debe traba-
jar de manera individual durante 35 minutos para resolver los problemas que eligio.
Al concluir esos 35 minutos, deben entregar sus hojas y vuelven a juntarse. Reciben 2
problemas mds y tienen 25 minutos para resolverlos trabajando en equipo. La prueba
completa dura 70 minutos.

En la Competencia Internacional de Matematicas (IMC) se premia Oro, Plata, Bronce
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y Mencién Honorifica en proporcién 1:2:3:4. A diferencia de otros paises participan-
tes como India, Irdn o Estados Unidos, México realiza un largo proceso selectivo, en
busca de mejores resultados. Desde que un participante presenta su primer examen en
su estado hasta que presenta el examen de la IMC, pueden pasar hasta dos afios. Los
estudiantes mexicanos que participaron en esta IMC, se seleccionaron de las preselec-
ciones del Concurso Nacional de la 5* OMMERB realizada en el mes de junio de 2021
de forma virtual.

Los resultados individuales de los equipos de Primaria en la IIMC 2022 fueron los
siguientes.

Nombre Estado Medalla Equipo
Elisa Maria Villarreal Corona Cd. de México | Bronce A
Fernando Gael Martin Barajas Cd. de México | M. H. A
Alvaro Valdez Llanes Jalisco A
Derek Elias Ortiz Zacatecas A
Zariffe Yamel Céspedes Pelayo Hidalgo Bronce B
Gonzalo Diaz Mercado Morelos M. H. B
Isaac Azael Juarez Martinez San Luis Potosi | M. H. B
Christopher R. Rodriguez Moguel | Yucatdn M. H. (Puzzle) B

En la prueba por equipos, los dos equipos de Primaria obtuvieron medalla de bronce.
Las medallas por equipos se otorgan a los mejores puntajes obtenidos en la prueba por
equipos.

Los profesores que participaron como lideres y colideres de cada equipo fueron: Carlos
Jacob Rubio Barrios (lider del Equipo A), Denisse Alejandra Escobar Parra (colider del
Equipo A), César Guadarrama Uribe (lider del Equipo B) y Marfa Guadalupe Russell
Noriega (colider del Equipo B).

A continuacién presentamos los problemas y soluciones de la prueba individual y de la
prueba por equipos en el nivel elemental (Primaria) de la IMC del afio 2022.

Examen Individual, Nivel Elemental (Primaria)

Problema 1. La figura estd compuesta por seis tridngulos equildteros idénticos y un
hexagono regular, de manera que la razén entre la longitud del lado del tridngulo
equildtero y la longitud del lado del hexdgono regular es 2 : 1. Si el drea de la figura
completa es 45 cm?, ;cudl es el drea, en cm?, del hexdgono regular?
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Problema 2. En una papeleria, el costo por unidad, en ddlares, de una libreta es un
nimero entero. El costo de comprar nueve libretas idénticas es mayor a 1100 pero
menor a 1200 délares, mientras que el costo de comprar trece libretas idénticas es
mayor a 1500 pero menor a 1600 ddlares. ;Cudl es el costo, en dblares, de una libreta?

Problema 3. El promedio obtenido por una clase de 100 estudiantes en un examen
es 79. Si el promedio obtenido por todas las nifias de la clase es 75, mientras que el
promedio obtenido por los nifios de la clase es el mismo que el nimero de nifios en la
clase, ;cudntas nifias hay en la clase?

Problema 4. A continuacién se muestra una figura “en forma de L que estd com-
puesta por cuadrados de 1 x 1 unidades. Kitty corta la figura a lo largo de las lineas
de la cuadricula para obtener dos piezas. Después, ella usa las piezas para formar un
rectdngulo de 2 x 6, donde se permite que las piezas sean rotadas o volteadas. ;Cudl es
la menor diferencia positiva entre las dreas, en unidades cuadradas, de las dos piezas?

Problema 5. Hay ocho volcanes grandes y seis volcanes pequefios en Indonesia. Los
volcanes grandes hacen erupcién cada tres afios y los volcanes pequefios hacen erup-
cién cada dos afios. Si hubieron 30 erupciones en los tltimos cinco afios, /cudntos
volcanes hardn erupcién este afio?

Problema 6. La figura de la izquierda estd hecha por cinco copias de la figura de la
derecha, llamada foken, y un tridngulo unitario.

B m

(En cudntas posiciones podemos colocar el tridngulo unitario sobre el tablero, de mane-
ra que el resto del tablero pueda ser completamente cubierto por los 5 tokens restantes?
(Nota: Los tokens se pueden rotar y voltear).

Problema 7. En una competencia de Matemadticas, las puntuaciones de 10 estudian-
tes, los cuales son enteros positivos, se muestran en la tabla de abajo, excepto para la
puntuacién de Grace.

Alice | Bob | Carla | David | Eric | Freya | Grace | Helen | Ivory | Jordan
23 6 14 13 23 9 ? 12 29 19
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El comité recuerda que la diferencia entre el promedio de las seis puntuaciones mas
altas y el promedio de las seis puntuaciones mds bajas es 12. ;Cudl es la suma de todas
las posibles puntuaciones obtenidas por Grace?

Problema 8. En el siguiente tablero de 3 x 3, algunas casillas fueron previamente
llenadas con enteros positivos.

10

Nuestra meta es escribir un entero positivo en cada una de las casillas vacfas restantes
de manera que se cumplan las siguientes dos condiciones:

= Todos los nueve nimeros enteros escritos en el tablero son diferentes entre ellos.

= La suma de los cuatro enteros en cualquier cuadrado de 2 x 2 es siempre la
misma.

Encuentra el menor valor posible de la suma de los nueve enteros en el tablero.

Problema 9. Hay cinco lineas punteadas paralelas horizontales y la distancia entre
dos lineas punteadas adyacentes es 8 cm, como lo muestra la figura. Si la longitud del
segmento de la linea punteada de en medio es 10 cm, ;cudl es el drea, en cm?, de la
regién sombreada?

20212922 4+ 20222923 4 2023202

Problema 10. Sea A =

20212021 4 20222022 1 9()232023°

(Cual es el mayor nimero entero que no excede a A?

Problema 11. El Capitan Crook y cinco miembros de su equipo se sientan en una mesa
redonda, compartiendo 99 monedas. Si al menos tres de los cinco miembros del equipo
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tienen mas monedas que cada uno de sus dos vecinos, ;cudl es el mdximo niimero de
monedas que puede tener el Capitdan Crook?

Problema 12. Supongamos que ABC', DEF' y GH I son nimeros de tres digitos tales
que

= ABC + DEF + GHI = 2022,
= ]os nueve digitos son distintos y,

= ABC < DEF < GHI.

(Cual es el mayor valor posible de ABC?

Problema 13. En la figura, ABC es un tridngulo donde AB = AC'y ZBAC = 90°.
Los puntos D y E estan sobre BC'y satisfacen que ZDAFE = 45°.Si BD =5cmy
EC = 12 cm, jcudl es el drea, en cm?, del tridngulo ABC?

A

/45°

B 5 D E 12 '

Problema 14. Queremos quitar algunos nimeros del siguiente conjunto:
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15}

de manera que el producto de los nimeros restantes sea un multiplo de cada uno de los
nimeros 1, 2,3, ...,14,15. ;A lo mds, cudntos nimeros podemos quitar?

Problema 15. Queremos colocar algunas estrellas en las casillas del tablero de 6 x 6
que se muestra abajo, de manera que el nlimero escrito hasta arriba de cada columna
sea igual a la cantidad total de estrellas en esa columna, mientras que el ndmero escrito
a la izquierda de cada fila sea igual a la cantidad total de estrellas en esa fila. ;|De
cudntas maneras diferentes podemos colocar las estrellas? (Nota: Cada casilla puede
tener a lo mas una estrella).

102 2 01

= O NN O =
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Examen por Equipos, Nivel Elemental (Primaria)

Problema 1. En la Vispera de Afio Nuevo, un grupo de nifios se retinen para jugar
un simple juego matematico. El primer nifio escribe 2022 en un pizarrén. A partir del
segundo nifio, cada uno reemplaza el nimero escrito por el nifio anterior por el producto
de los digitos de ese nimero mds 12. ;Qué nimero escribi6 el 59° nifio?

Problema 2. En cada casilla de la cuadricula de abajo, escribe exactamente uno de los
nimeros 1, 2, 3 0 4 de manera que:

= En cada fila y columna, los cuatro nimeros escritos son distintos y,

= para cada region resaltada en negrita, la suma o el producto de los nimeros es-
critos es igual a 12.

Explica tu razonamiento.

Problema 3. Llena la cuadricula infinita con los nimeros 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 1, 2, 3,
4,5,6,7,1,2,3,4,5,... (los numeros del 1 al 7, repetidamente) de forma espiral
en sentido contrario a las manecillas del reloj, comenzando con la casilla sombreada,
como se muestra en la figura. ;Qué nimero estd escrito en la casilla que estd localizada
en la posicién 2022 al contar las casillas hacia abajo de la casilla sombreada?

RO ]W]|N
NI || O ]W]—
[SUN I [ENE N N8 NN BN
NGl NN TRl I SN P N
[ NULVH BV B\l RGVE NG N6
[e>N 'S NUVH N NG Nerl TN
N ||| =N W

Problema 4. Selecciona cualquier entero positivo n y escribe los enteros del 0 al n,
inclusive, en algin orden y sin espacios.

(Cudl es el minimo valor de n para el cual la cadena resultante puede tener el mismo
valor cuando se lee al derecho y al revés? ;Cudl es la cadena resultante?
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Problema 5. Un entero positivo de cuatro digitos es llamado bueno si consiste de dos
parejas de los mismos digitos en algin orden pero no todos los cuatro digitos son
iguales. Por ejemplo, los niimeros 2211, 2424 y 7007 son buenos, mientras que 5555
y 3111 no lo son. Encuentra la cantidad de enteros positivos de cuatro digitos buenos
que son divisibles por 7 o por 101, pero no son divisibles por ambos.

Problema 6. En un grupo de cinco personas, las edades de cuatro de ellos se conocen
y son 21, 53, 19 y 60. Se sabe que el promedio de las edades de las cinco personas es
un niimero impar. Si ordenamos las edades de las cinco personas en orden creciente,
entonces la edad de en medio es un miiltiplo de 3. Calcula la suma de todos los posibles
valores para la edad faltante.

Problema 7. Cinco jugadores de ajedrez, Andy, Boris, Clark, Dick y Eric juegan un
torneo, donde cualesquiera dos participantes juegan entre ellos exactamente una vez.
Para cada juego, un jugador obtiene 2 puntos por una victoria, 1 punto por un empate
y 0 puntos por una derrota. Al final del torneo, uno se da cuenta que: Boris empatd
todos sus juegos, Clark gané exactamente dos juegos, Dick estd por delante de Andy
por 1 punto, Eric no estd en el dltimo lugar y perdié solamente con el dnico jugador
que acumulé la menor cantidad de puntos. Si los puntajes totales son a, b, c, d, e,
respectivamente, ;cudl es el niimero de cinco digitos abcde?

Andy | Boris

Problema 8. Una hoja de papel rectangular es cortada en dos piezas como se muestra
en la figura, en donde una region es sombreada. Los ocho lados de la regién sombreada
tienen longitudes de 1 cm, 2 cm, 3 cm, 4 cm, 5 cm, 6 cm, 7 cm y 8 cm, en algin
orden. ;Cudles son la méxima y minima 4reas posibles, en cm?, de la regién que no
estd sombreada?

A B
G H

E F

D M c

Problema 9. En un tablero de 8 x 8, cada casilla tiene un insecto. Después de que
suena una campana, todos los insectos brincan a una casilla adyacente en la misma fila
o la misma columna y no brincan afuera del tablero. Cada casilla puede estar vacia,
tener uno o tener mds de un insecto. ;Cudl es el mdximo nimero de casillas vacias que
puede haber después de que suena la campana?
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Problema 10. Arreglamos los siguientes nimeros de cuatro digitos: 2021, 2022, 2023,
2024, 2025, 2026 y 2027 en una fila, de manera que cualesquiera dos nimeros adya-
centes son primos relativos. Por ejemplo: 2027, 2022, 2023, 2024, 2025, 2026, 2021 es
uno de esos arreglos. ;Cudntos arreglos diferentes cumplen esta condicién?

Soluciones del Examen Individual

Solucién del Problema 1. La respuesta es 9. Cada triangulo equildtero de lado 2 cm,
puede ser dividido en 4 tridngulos equilateros de lado 1 cm, como se muestra en la figu-
ra. De manera similar, el hexdgono regular se puede dividir en 6 tridngulos equildteros

7\
X5

Entonces, la figura estd compuesta por 6 x 4 + 6 = 30 tridngulos equilateros de lado
1 cm. Como el drea de toda la figura es 45 cm?, cada trigngulo equildtero de lado lcem
tiene drea 30 = 1.5 cm?. Por lo tanto, el drea del hexdgono es 1.5 x 6 = 9 cm?

Solucién del Problema 2. La respuesta es 123. Como nueve libretas idénticas cuestan
mds de 1100 y menos de 1200 d6lares, una libreta cuesta mds de 120 = 1222 y menos
de % = 133 doélares. Como trece libretas idénticas cuestan mas de 1500 y menos
de 1600 dolares una libreta cuesta mds de 120 = 115 y menos de 263% = 123

ddlares. Combinando ambas condiciones, llegamos a que el costo de una libreta es
mayor que 122 ddlares y menor que 123 5 dolares. Como el costo de una libreta es

un nimero entero entonces el costo debe ser 123 ddlares.

Solucién del Problema 3. La respuesta es 20. Como la calificacién promedio de todos
los estudiantes es 79, la suma de las calificaciones de los 100 estudiantes es 7900. Si
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hay n nifios en clase, su calificacién promedio también es n por hipétesis y, la suma
de las calificaciones de los nifios, es igual a n2. Como hay 100 — n nifias en la clase y
su promedio es 75, la suma de las calificaciones de las nifias es igual a 75(100 — n).
Entonces, tenemos que n? + 75(100 — n) = 7900, esto es, (n — 80)(n + 5) = 0, de
donde n = 80 o n = —5. Como n > 0, la tnica opcién es n = 80. Por lo tanto, el
numero de nifias en la clase es igual a 100 — 80 = 20.

Solucién del Problema 4. La respuesta es 2. Como hay 12 cuadrados de 1 x 1, la
minima diferencia posible entre las dreas de las dos piezas es 0, donde cada pieza tiene
drea 6. Para formar un rectdngulo de 2 x 6, cada pieza tiene a lo mds dos columnas.
Hay cuatro posibles maneras de armar una pieza de drea 6 dentro de un rectdngulo de
2 x 6 (ignorando rotaciones y reflexiones). Tres de ellas salen de tomar los 4 cuadrados
de 1 x 1 delafila de abajoy 2 cuadrados de 1 x 1 en la fila de arriba. La cuarta manera
es tomar un rectdngulo de 2 x 3.

De estas cuatro maneras solo dos de ellas podrian usarse para construir el rectingulo
de 2 x 6, ya sea usar dos rectdngulos de 2 x 3 o usar dos piezas como la siguiente

Sin embargo, estas dos piezas no se pueden obtener al mismo tiempo cortando la figu-
ra en forma de L en cualquier caso. Entonces, la diferencia minima posible entre las
areas de las dos piezas es 2. A continuacién mostramos cémo debe hacerse el corte,
obteniendo una pieza de drea 7 y una pieza de drea 5. Observe que una pieza debe ser
volteada.

Solucién del Problema 5. La respuesta es 4. Considera los dltimos cinco afios junto
con el afio actual (son 6 afios en total). Como los volcanes grandes hacen erupcion cada
tres afios, cada uno de los 8 volcanes grandes debe eruptar 2 veces en los dltimos 6 afios.
Como los volcanes chicos hacen erupcién cada dos afios, cada uno de los 6 volcanes
chicos debe eruptar 3 veces en los tltimos 6 afios. En total, son 8 X 2 + 6 x 3 = 34
erupciones en los ultimos 6 afios. Como hubo 30 erupciones en los tltimos 5 afios,
habra 34 — 30 = 4 erupciones en el afio actual.

Solucién del Problema 6. La respuesta es 12. Hay esencialmente 5 casos a considerar,
los otros se pueden obtener con reflexiones o rotaciones. Consideremos la siguiente
figura, donde hemos etiquetado a cinco tridngulos correspondientes a cada caso.
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Es fécil ver que, si al final tenemos un tridngulo sin cubrir, este no puede ser B, ya que
el tridangulo A quedaria solo y no puede ser cubierto por un token.
Por otro lado, es posible que A, C'y D queden sin cubrir, como se muestra a continua-

/N
JAVAVAY
AV VAN

Demostraremos que el tridngulo £ no puede ser el tridngulo sin cubrir restante. En
efecto, si fuera posible hay dos formas en que se puede colocar un token para cubrir el
tridngulo arriba de E. Como esas formas son simétricas, podemos asumir que el token
se coloca como se muestra a continuacion.

Entonces, solo hay una manera de cubrir el tridngulo a la izquierda de E'y, después de
hacerlo, no es posible cubrir el tridngulo de la esquina inferior izquierda.

Por lo tanto, hay 4 tridngulos que no pueden quedar sin cubrir: el tridngulo central
y aquellos que se obtienen por rotacién del tridngulo B. Luego, hay 16 — 4 = 12
tridngulos que pueden dejarse descubiertos al poner 5 tokens.

Solucién del Problema 7. La respuesta es 37. Sea x la puntuacién de Grace. Sabemos
que z > 0. La lista de las puntuaciones de todos los estudiantes, excepto Grace, en
orden ascendente son: 6, 9, 12, 13, 14, 19, 23, 23, 29. Notemos que las puntuaciones
14, 19, 23, 23, 29 deben estar entre las seis puntuaciones mds altas y, las puntuaciones
6,9, 12, 13, 14, deben estar entre las seis puntuaciones mds bajas.

Caso 1: Supongamos que x < 13. Tenemos la ecuacion,

134144194+234+23+29 649412413+ 14+
6 6

=12,
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que es equivalente a la ecuacién 121 — 54 — x = 72, de donde obtenemos la solucién
x = —b, lo que es una contradiccién.
Caso 2: Supongamos que 13 < x < 19. Tenemos la ecuacion,

r+144+19+234+23+29 6494+12+13+14+2

=12,
6 6
que se reduce a la igualdad 54 = 72, lo cual es un absurdo.
Caso 3: Supongamos que x > 19. Tenemos la ecuacidn,
r+14+19+23+23+29 6+9+12+13+14+19 12

6 6 ’

que es equivalente a la ecuacién 108 4+ = — 73 = 72, de donde obtenemos la solucién
x = 37.

Por lo tanto, la tinica puntuacién posible de Grace es 37 y, en consecuencia, la suma de
todas las posibles puntuaciones obtenidas por Graces es 37.

Soluciéon del Problema 8. La respuesta es 51. Sean ¢ y = los nimeros que deben ir en
el centro y en la esquina superior derecha del tablero, respectivamente. Notemos que
la suma de los cuatro niimeros en cualquier cuadrado de 2 x 2 debe ser 18 + ¢ + .

c |10

Entonces, en la casilla a la izquierda del centro debe estar el nimero x + 9. Luego, en
la casilla debajo del centro debe ir el nimero 5 y en la esquina inferior derecha debe ir
el nimero x + 3.

z+9 ¢ | 10

Como los niimeros son positivos y distintos, entonces ¢ > 2y z > 2. Sizx = 2,
entonces el nimero x + 3 = 5 se repite. Luego, z > 3. Por lo tanto, la suma de los
9 enteros es 3z 4+ ¢ + 40 y es al menos 51. Escogiendo ¢ = 2 'y x = 3, obtenemos 9
numeros distintos que suman 51.

12{ 2 (10
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Solucién del Problema 9. La respuesta es 560. Por la simetria de la figura, basta cal-
cular la mitad superior del drea sombreada. Dividamos a esa mitad en tridngulos que
no comparten area, cada uno de base 10 cm, como se muestra a continuacién. Ca-
da una de las 4reas de los tridngulos amarillo, azul, naranja, verde y rojo es igual a

10 x 16/2 — 10 x 8/2 = 40 cm?, mientras que el drea del tridngulo rosa es igual a
10 x 16/2 = 80 cm?.

Luego, el 4rea de la mitad superior es igual a la suma de las 4reas de estos seis tridngu-
los, esto es, 40 x 5 + 80 = 280 cm? y, por lo tanto, el drea de toda la figura es igual a
2 x 280 = 560 cm?.

Solucién alternativa. Consideremos los puntos marcados en la siguiente figura. Como
las 5 rectas horizontales son paralelas, tenemos que C'D mide la mitad de AB, esto es,
CD = 5 cm. De manera analoga, tenemos que DE = EFFF = FG=GH =HI =5

cm. Entonces, el drea total de los seis tridngulos azules es igual a 5%8 X 6 = 120 cm?.

Por otro lado, la figura sombreada de color amarillo es un trapecio y su drea es igual a

ABTONx8 _ (1045x6)8 _ 160 cm?. Por lo tanto, el drea de la regién azul y amarilla
esigual a 120 + 160 = 280 cm?, la cual representa la mitad del drea de toda la figura.
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Solucién del Problema 10. La respuesta es 2022. Tenemos que

20212022 4 20222023 4 20232024
20212021 4 2222022 4 2()232023
2021(20212021) 4 2022(20222022) + 2023(20232023)
20212021 4 2222022 4 2()232023
2021(20212021) + 2021(20222°22) 4 2021(2023%023) + 20222022 + 2(20232923)
20212021 + 20222022 + 20232023
20222022 4 2(20232023)
20212021 2222022 1 2(232023
20232028 4+ 20222022 4 90232028
20212021 4 2()222022 4 2()232023
20232023 _ 2(21202!
20212021 4 2222022 4 2()232023°

A:

2021 +

= 2021 +

=2021+1+

Como 0 < 20232023 — 20212921 < 20212021 4 20222022 4 20232023, tenemos que
2022 < A < 2023. Por lo tanto, el mayor entero que no excede a A es 2022.

Solucién alternativa. Sean a = 20212021, b = 20222022 y ¢ = 20232923, Tenemos
quea<b<cy

2021(20212921) + 20225 + 202 b+ 2

A 021(20 ) + 2022b + 030220214_#
a+b+c at+b+c

:2021+(a+b+0)+(c—a):2022+ c—a_
at+b+e at+b+e

Como 0 < ¢c—a < a+ b+ ¢, tenemos que 2022 < A < 2023 y concluimos como en
la primera solucién.

Solucién del Problema 11. La respuesta es 32. Numeremos a los miembros del 1 al 5
en orden ciclico. Tenemos que dos miembros en asientos adyacentes no pueden tener
mds monedas que cada uno de sus dos vecinos. Entonces, hay exactamente 3 miembros
que tienen mas monedas que cada uno de sus dos vecinos. Llamemos a esos miembros
1, 3 y 5. Podemos darle una moneda al Miembro 3, ninguna moneda a los Miembros
2y 4, y 33 monedas a cada uno de los Miembros 1 y 5, dejando 32 monedas para
el Capitan Crook. Si €l consiguiera al menos 33 monedas, entonces cada uno de los
Miembros 1 y 5, deben tener al menos 34 monedas. Pero esto no es posible ya que
33+ 2 x 34 =101 > 99. Por lo tanto, el mdximo nimero de monedas que puede tener
el Capitan Crook es 32.
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Crook
(32
Miembro 5 @ @ Miembro 1
Miembro 4 0 0 Miembro 2
D
Miembro 3

Solucién del Problema 12. La respuesta es 597. Como 0 + 1+ 2 + --- + 9 = 45,
que es divisible por 9 y, 2022 = 9 x 224 + 6, el digito que no aparece en ninguno
de los numeros ABC, DEF y GHI, es el 3. Entonces, la suma de todos los digitos
desde A hasta [ es 45 —3 = 42.Sean X = A+ D+ G, Y = B+ FE+Hy
Z = C + F + I. Tenemos que 100X + 10Y + Z = 2022y X + Y + Z = 42.
Notemosque 3 =0+14+2< XY, Z <7+ 8+ 9 < 24. Como la suma de los tres
nimeros de tres digitos tiene digito de las unidades igual a 2 (pues la suma es igual a
2022), el digito de las unidades de Z debe ser igual a 2. Como 3 < Z < 24, hay dos
posibilidades: Z = 12 0 Z = 22.

SiZ =12,entonces X +Y =30y

2022 = 100X + 10Y + Z = 100X + 10(30 — X) + 12 = 90X + 312,

de donde se sigueque X =19y Y =30 - X =11.
SiZ =22,entonces X +Y =20y

2022 = 100X + 10(20 — X) + 22 = 90X + 222,

de donde se sigue que X =20y Y = 20— X = 0, lo cual no puede ser yaque Y > 3.
Porlotanto, Z=C+ F+1=12,Y =B+ F+H=11yX=A+D+G=19.
Como A < D < G, tenemos que A < 5, ya que en caso contrario, tendriamos que
A+D+G>6+7+8>19.Si A= 5,entonces D = 6y G = 8. Como el digito
8 ha sido usado en G, el valor més grande posible para ABC es 597. Para concluir
que el valor méximo para ABC es 597, asignemos los digitos restantes 0, 1, 2y 4 a
E,F,HylI, detal maneraque 7+ F + 1 = 12y 9+ E + H = 11. Es fécil ver
que podemos escoger ' =1, =4, E = 0y H = 2, en cuyo caso obtenemos que
ABC + DEF + GHI =597 + 601 + 824 = 2022.

Solucién del Problema 13. La respuesta es 225. Tracemos el segmento AF de tal
manera que Z/FAE = ZCAE y AF = AC = AB. Ahora tracemos los segmentos
DFy EF.
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Como AE = AE, /FAFE = /ZCAE y AF = AC, los tridangulos FAE y CAFE son
congruentes por el criterio LAL. Entonces EF = EC = 12cm, ZAFE = ZACE y
LAEF = ZAEC.

Por otro lado, tenemos que /BAD+/FEAC = /BAC—/DAFE = 90° —45° = 45°,
lo cual implica que ZBAD = 45° — ZEAC = 45° — LZEAF = /FAD.

Ahora, como AD = AD,/BAD = /FAD y AF = AB, los tridngulos FAD y
BAD son congruentes por el criterio LAL. Entonces, DFF = BD =5cmy LZAFD =
/ABD. Luego, tenemos que

/DFE = /AFD+ /AFE = ZABD + ZACE = 180° — ZBAC = 90°

y, por lo tanto, DE? = DF? + EF? = 52 4122 = 132, esto es, DE = 13 cm. En
consecuencia, BC = BD + DE+ EC =5+ 134+ 12 = 30 cm. Como AB = Ag
y ZBAC = 90°, tenemos que AB* + AC* = BC?y, por lo tanto, AB? = £&-.
Entonces, el area del tridngulo ABC es igual a

AB-AC  AB®* BC?* 900

- = 2
5 5 1 "1 225 cm”.

Solucion del Problema 14. La respuesta es 10. Si eliminamos los ndmeros 1, 2, 3,

4,...,10, el producto de los restantes niimeros es 11 x 12 x 13 x 14 x 15 = 23 x 3% x
5 x 7 x 11 x 13y es fécil ver que este nimero es multiplo de cada uno de los nimeros
1, 2, 3,...,15. Demostraremos que no se pueden eliminar mas de 10 nimeros. Para

esto, basta demostrar que no se pueden eliminar 11 ndmeros.

Si eliminamos 11 nimeros, entonces nos quedan 4 niimeros. Como el producto de los
restantes nimeros debe ser miltiplo de 11 y de 13, los nimeros 11 y 13 deben ser parte
de los 4 que no son eliminados. También debemos tener al menos un mdltiplo de 7, ya
sea 7 o 14. Entonces, el cuarto niimero debe ser multiplo de 4 (para que el producto sea
multiplo de 8), multiplo de 5 y mdltiplo de 9, lo cual es imposible. Por lo tanto, a lo
mds podemos quitar 10 nlimeros.

Solucién del Problema 15. La respuesta es 34. Consideremos el lugar donde estd
la estrella en la primera fila. Hay 4 posibles lugares. Por simetria, solo tenemos que
considerar dos casos, el caso donde la estrella estd en una esquina y el caso donde no
estd en una esquina.
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Caso 1: Supongamos que la estrella estd en una esquina. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que estd en la columna 1.

102 2 01
*

o N N O

Ahora consideremos las estrellas de las filas 3 y 4. Para cada una de estas filas, hay
3 maneras de poner 2 estrellas: en las columnas {3,4}, {3,6} o {4,6}. Sin embargo,
no todas estas 3 X 3 = 9 combinaciones son vélidas, ya que la columna 6 solo puede
tener una estrella. Restando las 2 X 2 = 4 combinaciones de las filas 3 y 4 que tienen
estrellas en la columna 6, obtenemos 9 — 4 = 5 combinaciones para poner las estrellas
en las filas 3 y 4. Para cada una de estas 5 combinaciones, podemos poner una estrella
en la dltima fila escogiendo la columna que no ha sido usada.

Caso 2: Supongamos que la estrella no estd en una esquina. Sin pérdida de generalidad,
la ponemos en la columna 3.

102 2 01
*

_ o N N O

En este momento, las columnas 1, 3, 4, 6 no estan llenas. Consideremos las estrellas en
la fila 3. Hay 6 maneras de poner 2 estrellas: en las columnas {1,3}, {1,4}, {1,6},
{3,4},{3,6} 0 {4,6}.

Subcaso 2a: Si escogemos las columnas {1, 3}, {1,6} o {3, 6}, poniendo las estrellas
nos lleva a que ambas columnas estardn llenas, dejando solo 2 columnas no llenas para
poner estrellas en la fila 4. Por ejemplo, si ponemos las estrellas de la fila 3 en las
columnas {1, 3}, entonces las columnas 1 y 3 estardn llenas y deja solo una manera
para poner las estrellas de la fila 4: en las columnas {4,6}. En este subcaso, hay 3
maneras de poner las estrellas en las filas 3 y 4.

Subcaso 2b: Si escogemos las columnas {1,4},{3,4} o {4, 6}, al poner las estrellas
solo se llena una columna (la columna 4 puede tener otra estrella), dejando 3 columnas
no llenas para poner estrellas en la fila 4. Por ejemplo, si ponemos las estrellas de la fila
3 en las columnas {4, 6}, entonces la columna 6 estd llena, mientras que las columnas
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1, 3y 4 no lo estan. Por lo tanto, hay 3 maneras de colocar las dos estrellas de la fila
4: en las columnas {1,3},{1,4} o {3,4}. En este subcaso hay 3 x 3 = 9 maneras de
colocar las estrellas en las filas 3 y 4.

Para cada una de estas 3 + 9 = 12 combinaciones, podemos poner una estrella en la
dltima fila de la columna que no esté llena.

Finalmente, por simetria, en total hay 2 x (5 + 12) = 34 maneras de colocar las
estrellas.

Soluciones del Examen por Equipos

Solucién del Problema 1. El segundo nifio cambia 2022 a2 x 0 X 2 x 2 + 12 =
12. El tercer nifio cambia el 12 al 1 x 2 + 12 = 14. El cuarto nifio cambia el 14 al
1 x 4 + 12 = 16. El quinto nifio cambia el 16 al 1 x 6 4+ 12 = 18. El sexto nifio
cambia el 18 al 1 x 8 + 12 = 20. El séptimo nifio cambia el 20 al 2 x 0 + 12 = 12.
Entonces, la secuencia de nimeros es ciclica de periodo 5, a partir del segundo nifio:
12,14,16,18,20,12,14, 16, ... Como 58 = 11 x 5 + 3, el nimero escrito por el 59°
nifio, es el mismo que el nimero escrito por el cuarto nifio, que es 16.

Solucién del Problema 2. Llamemos a las regiones resaltadas en negrita, jaulas. Dire-
mos que una jaula es aditiva, si la suma de sus nimeros es igual a 12 y, diremos que es
multiplicativa, si el producto de sus nimeros es igual a 12. Como 1 + 2+ 3+ 4 < 12,
las dos jaulas de 3 x 1 deben ser multiplicativas. Demostraremos que las otras dos
jaulas son aditivas. Nombremos a los nimeros de las casillas de la cuadricula como se
muestra a continuacion.

ail|az|asjas

b1 b2 b3 |ba

Ci|C2fC3]|Ca

di)d2|d3|ds

Como a; X as X az = 12, tenemos que ay = % = 22 = 2. Andlogamente,
obtenemos que d; = 2. Ahora, la jaula que tiene 6 casillas, tiene tres nimeros en la
segunda fila, entonces su producto es al menos 1 x 2 X 3 = 6y tiene 2 elementos en la
cuarta fila cuyo producto es al menos 1 x 2 = 2. Entonces, el producto de los 6 nimeros
en esta jaula es al menos 2 X 6 X 2 = 24 > 12. Por lo tanto, la jaula de 6 casillas es
aditiva. Para que la jaula de 4 casillas sea multiplicativa, requeriria que by, c1, co fueran
3,2, 1 para que su producto sea 6, pero entonces en la jaula de 6 casillas quedan los
nimeros 1,2, 2, 3,4y 4 cuya suma es mayor que 12. Por lo tanto, la jaula de 4 casillas
también es aditiva. Como la primera y la tltima columnas (y la primera y tltima filas)
ya tienen un 2, entonces hay dos posibilidades: que b3 = 2y co = 2oque by =2y
c3 = 2.S1bs = 2yco = 2, entonces by + ¢; = 8, lo cual implica que by = ¢; = 4,
que es imposible. Luego, by = 2y c¢3 = 2. Como by +¢; + ¢z = 10, estos tres niimeros
tienen que ser 3, 3 y 4. Con esta informacién ya podemos completar la cuadricula.
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Solucion del Problema 3. Reesribamos a los niimeros de la cuadricula infinita como
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, ... de manera continua, es decir, escribimos a los enteros
positivos. Observemos que los nimeros en la direccién sureste comenzando con el 1
son: 1 =1x1,9=3x3,26=5x5,49=7x7,...

37136(35]34(33[32]31
38)17(16]|15(14|13}30
3901815 4 | 3 112129
4001916 11| 2 J11)28
411204 7 | 819 (10§27
42121(22(23(24(25(26
43(44145(46]47(48]49] --

También podemos observar lo siguiente:
= El niimero que estd una casilla abajo del 1 es 32 — 1 = 8.
= El niimero que est4 2 casillas debajo del 1 es 52 — 2 = 23.
= El niimero que est4 3 casillas debajo del 1 es 72 — 3 = 46.

En general, el nimero que estd n casillas debajo del 1 es (2n + 1)? — n. Asf que el
niimero que estd 2022 casillas debajo del 1 es 40452 — 2022 = 16360003. Por lo tanto,
en la cuadricula original la respuesta serd el residuo de dividir al nimero 16360003
entre 7, el cual es facil ver que es 2.

Solucién del Problema 4. En la cadena resultante, a lo mds un digito puede aparecer
un ndmero impar de veces.

» Sin <9,el0yel 1 aparecen exactamente una vez.
m Si10 <n <17,el 8y el 9 aparecen exactamente una vez.

= Sin = 18, el 9 aparece exactamente una vez, mientras que el 1 aparece exacta-
mente once veces.

= Sin =19,cadaunode 0, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8 y 9 aparece exactamente dos veces,
mientras que el 1 aparece exactamente doce veces.
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Por lo tanto, el valor minimo de n es al menos 19. Podemos tener n = 19 con la cadena
918716514312110011213415617819, la cual estd generada por los nimeros 9, 18, 7,
16, 5, 14, 3, 12,1, 10,0, 11, 2, 13,4, 15,6, 17,8 y 19.

Solucién del Problema 5. Hay tres tipos de nimeros buenos: AABB, ABAB y
ABBA, donde A # B. Contemos en cada caso.

a) Nimeros buenos de la forma AABB. Tenemos que

AABB=10°x A+ 10> x A+10x B+ B
= A(10° + 10%) + B(10 + 1) = 11004 + 118 = 11(100A + B)
=11 x A0B.

Como A0B = 100A + B = 101A — A+ By A # B, tenemos que A0B no
puede ser multiplo de 101. Luego, el nimero AABB tampoco es multiplo de 101
si A # B, lo que significa que tiene que ser divisible por 7. Hay 11 nimeros de
la forma A0B, con A # B, que son miiltiplos de 7: 105, 203, 301, 308, 406, 504,
602, 609, 700, 805 y 903. Cada uno de estos nos da un multiplo de 7 de la forma
AABB, con A # B, que no es multiplo de 101.

b) Nimeros buenos de la forma ABAB. Tenemos que

ABAB=10>x A+10°xB+10x A+ B
= (10* +10)A + (10> + 1) B = 1010 x A4 101 x B = 101(10A4 + B)
=101 x AB

es multiplo de 101. Entonces tenemos que evitar los multiplos de 7 y los casos
donde A = B. Hay 90 niimeros de dos digitos, de los cuales 9 son de la forma
AA y 13 son miiltiplos de 7. Como el 77 estd contado en ambos casos, tenemos
90 — 13 — 9 + 1 = 69 niimeros de la forma AB con A # B que no son miiltiplos
de 7. Luego, hay 69 ntimeros de la forma ABAB, con A # B, que son miltiplos
de 101 pero no son multiplos de 7.

¢) Numeros buenos de la forma ABBA. Tenemos que

ABBA=10>xA+10°xB+10x B+ A
= (10> + 1)A + (10* + 10)B = 1001 x A+ 110 x B
=11x (91 x A+ 10 x B).

Como91 x A+10x B =101 x A+10(B—A) y A # B, este nimero no puede ser
multiplo de 101. Luego, tiene que ser multiplo de 7. Como 91 = 7 x 13 es miiltiplo
de 7, 10 x B debe ser multiplo de 7. Es fécil ver que 10 x B es miiltiplo de 7 solo
cuando B =00 B = 7.Si B = 0, tenemos 9 niimeros de la forma91 x A+10x B
que son miltiplos de 7 (uno por cada digito A del 1 al 9) y, si B = 7, tenemos 8
nuimeros de la forma 91 x A + 10 x B que son miltiplos de 7 (uno por cada digito
A del 1 al 9 y distinto de 7). Luego, tenemos 9 + 8 = 17 nimeros de la forma
91 x A+ 10 x B multiplos de 7, con A # By, por lo tanto, hay 17 nimeros de la
forma ABBA, con A # B, que no son multiplos de 101 y son mdltiplos de 7.
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En total tenemos 11 4 69 + 17 = 97 enteros que cumplen.

Solucién del Problema 6. Sea a la quinta edad. Primero ordenamos de manera cre-
ciente las edades conocidas: 19, 21, 53, 60. Considerando la quinta edad tenemos los
siguientes casos:

= Sia < 21, entonces la edad de en medio es 21 que es multiplo de 3.
= Si2l < a <53y3]| a,entonces la edad de en medio es a.
= Sia > 53, entonces la edad de en medio es 53, que no es mdltiplo de 3.

Por lo tanto, considerando las restricciones del problema, debemos tener que a < 53.
Como el promedio de las cinco edades es un entero impar, tenemos que 19 + 21 + 53 +
60 + a = 5k para alguin entero impar k. Luego, a = 5k — 153 = 5(k — 31) + 2, de
donde a es un entero par (pues k es impar) y a deja residuo 2 al dividirse por 5. Por lo
tanto, los valores posibles de a son: 2, 12, 22, 32, 42y 52.

Ya tenemos que 2 y 12 son soluciones.

Sia = 22, 32, 42 0 52, entonces a es el nimero de en medio y, por lo tanto, 3 | a, por
lo que el tinico valor posible en este caso es a = 42.

Por lo tanto, la respuesta es 2 + 12 + 42 = 56.

Solucién del Problema 7. Notemos que se jugaron en total 20 puntos en el torneo.
= Como Boris empatd todos sus juegos, Boris tuvo exactamente 4 puntos.

= Clark gan6 exactamente dos juegos, asi que su puntuacion total es 5 o 6 puntos. Si
Clark tuviera 6 puntos, entonces Andy, Dick y Eric conseguirian 10 puntos entre
los tres, mientras que el jugador con menos puntos tendria al menos 3 (porque
empat6 con Boris y le gané a Eric), lo cual no puede ser yaque 10 < 3 +4 + 4
(notemos que el jugador en udltimo lugar no empaté con nadie). Por lo tanto,
Clark obtuvo 5 puntos.

= Boris no puede ser ultimo lugar porque de ser asf, la suma de los puntos de los
cinco jugadores seria mayor que 20, lo cual es imposible.

= Dado que Eric no es dltimo lugar y que Dick estd arriba de Andy por un punto,
Andy debe ser el dltimo lugar.

= Como Andy le gan6 a Eric y empaté con Boris, tiene al menos 3 puntos.
= Dick tiene al menos 3 4+ 1 = 4 puntos. Ahora, sabemos que Eric tiene a lo ms
20 -5 -4 —4— 3 = 4 puntos y no es tltimo lugar, lo que significa que Eric

tiene exactamente 4 puntos. Luego, Andy tiene 3 puntos y Dick tiene 4 puntos.

En la siguiente tabla resumimos lo anterior.



74 IMC 2022, Nivel Elemental

Andy | Boris | Clark | Dick | Eric | Total
0 0 2 3
1

= En los juegos de Eric contra Clark y Eric contra Dick, Eric gan6 un juego y
empaté otro. Pero Eric no puede empatar con Clark, porque entonces Clark no
tendria dos victorias (su ultimo juego serfa empate para llegar a 5 puntos). En-
tonces, Eric le gané a Clark y empaté con Dick.

Con esta informacién ya podemos llenar la tabla y confirmar que abcde = 34544.

Andy | Boris

Solucion del Problema 8. Observemos que para AB = 8 cm, BC =7cm, HM =6
cm, GH =5cm, AF =4cm, FG=3cm, EF =2cmy MC = 1cm,el drea de la
regién no sombreada es igual a 36 cm?. Demostraremos que esta es el drea maxima.
Seana = AE, b= EF,c=FG,d=GH,e= HMy f = MC. Entonces, el drea
no sombreada es

(AB—f)xe—bxec.

Para que esta drea sea maxima, necesitamos que AB sea lo mds grande posible. Si
AB < 6 cm, entonces

(AB—f)xe—bxc<(6—f)le—bc< (6—f)e<(6—1)7=235<36cm?

yaque e < BC' < 8cm.
Luego, tenemos dos casos: AB =7cmo AB =8 cm.
Si AB = 7 cm, entonces BC' = 8 cmy e < 6 cm. Por lo tanto,

(AB—f)xe—bxc<(T—1)x6—bxc<36cm’

Si AB =8cm,entoncesb+d+ f=8=5+2+1=4+3+1.Como BC >e >c
y BC > a, debemos tener que BC' = 7 cm. Entonces, ¢ < 6 cm.

Si f = 1 cm, entonces uno de b o ¢ es al menos 2 y el otro es al menos 3, lo cual
implica que

(AB—f)xe—bxc<(8=1)x6—-bxc<42—bxc<36cm’
Si f > 2 cm, entonces

(AB—f)xe—bxc<(8—2)x6—bxc<36cm?.
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Por lo tanto, el 4rea maxima de la regiéon no sombreada es 36 cm?.

Ahora, si AB = 8cm, BC = 7cm, AE = 6cm, MC = 5cm, HM = 4 cm,
FG =3cm, EF =2cmy GH = 1 cm, entonces el area no sombreada es igual a 6
cm?. Demostraremos que esta es el 4rea minima.

El drea de la regién no sombreadaes DM x DE + GH x F'G. Para que esta area sea
minima, necesitamos que DM sea lo mds pequefio posible.

Observemos que DM = EFF +GH > 142 =3cm, HM > GFy DE =
HM — GF >1cm.

Si DM = 3 =1+ 2 cm, entonces la longitud minima de H M es 4 cm. Por lo tanto,

DM x DE4+GH x FG>3x1+1x (4—1)=6cm?
Si DM = 4 =1+ 3 cm, entonces la longitud minima de H M es 4 cm. Por lo tanto,
DM x DE4+GHxFG>4x1+1x(4—1)=7>6cm”
Si DM > 5 cm, entonces
DM x DE+GH x FG >5x1+1x1=6cm’.

Por lo tanto, el 4rea minima de la regién no sombreada es 6 cm?.

Solucién del Problema 9. En la siguiente figura, hemos pintado de color amarillo 28
casillas en la frontera del tablero y otras 12 casillas en el interior del tablero, formando
dos anillos. En cada anillo, marcamos con puntos 2 casillas, luego saltamos 2 casillas
y marcamos con puntos las siguientes 2 casillas y asf sucesivamente.
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A lo mds, 2 insectos que comienzan en las casillas pintadas pueden terminar en la
misma casilla. Por lo tanto, el numero de casillas con insectos es al menos % = 20,
de modo que a lo mds 64 — 20 = 44 casillas pueden estar sin insectos. Dado que cada
insecto puede saltar hasta exactamente una casilla marcada con un punto, el nimero
maximo de casillas sin insectos es 44.

Solucion del Problema 10. Las factorizaciones de los nimeros son: 2021 = 41 x 43,
2022 = 2 x 3 x 337, 2023 = 7 x 172, 2024 = 23 x 11 x 23, 2025 = 52 x 34,
2026 = 2 x 1013 y 2027 es un nlimero primo.
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Como 2 es un factor comin de los nimeros pares, los nimeros pares no pueden ser
adyacentes. Ademads, no hay factores en comiin entre cualesquiera dos de los nimeros
2021, 2023, 2025 y 2027, asi que podemos permutar estos cuatro nimeros impares.
Hay 4! = 24 maneras de permutarlos. En cada una de estas 24 permutaciones, hay
cinco posiciones donde podemos colocar los otros 3 nlimeros, ya sea al inicio o al final
de la permutacion, o entre dos nimeros permutados. En cada una de esas posiciones se
puede poner a lo mds un nimero par. Como el factor 3 es comtn en 2022 y 2025, hay 3
maneras de colocar el 2022 (evitando estar al lado del 2025). Ahora hay 6 posiciones,
pero dos de ellas no pueden tener a un niimero par (pues serian adyacentes al 2022).
Entonces hay 4 posiciones y podemos acomodar los dos niimeros restantes de 4 x 3 =
12 maneras en esas posiciones.

Por lo tanto, en total hay 24 x 3 x 12 = 864 arreglos distintos.
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632 Olimpiada Internacional de Matematicas

Del 6 al 16 de julio de 2022, se llevé a cabo la 63 Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas (IMO), de forma presencial, en Oslo, Noruega.

El equipo mexicano estuvo integrado por
s Omar Farid Astudillo Marban (Guerrero).
= Leonardo Mikel Cervantes Mateos (Ciudad de México).
= Rogelio Guerrero Reyes (Aguascalientes).
= Ana [llanes Martinez de la Vega (Ciudad de México).
= Daniel Alejandro Ochoa Quintero (Tamaulipas).
= Diego Alfonso Villarreal Grimaldo (Nuevo Leén).

Los profesores que acompaiiaron a la delegacion fueron Enrique Trevifio Lépez (jefe de
la delegacién) y Maximiliano Sdnchez Garza (tutor). Como observador estuvo David
Guadalupe Torres Flores.

Daniel y Omar obtuvieron medallas de plata; Ana, Mikel, Rogelio y Diego obtuvie-
ron medallas de bronce. Como pais, México ocup6 el lugar nimero 23 de 105 paises
participantes y, tercer lugar, entre los paises de iberoamérica.

A continuacién presentamos los problemas de la 63* Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.
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Problema 1. El Banco de Oslo emite dos tipos de monedas: de aluminio (denotadas
por A) y de bronce (denotadas por B). Mariana tiene n monedas de aluminio y n
monedas de bronce, colocadas en fila en un orden inicialmente arbitrario. Una cadena
es una sucesion de monedas consecutivas todas del mismo tipo. Dado un entero positivo
k < 2n, Mariana realiza repetidamente la siguiente operacién: primero identifica la
cadena mds larga que contiene la k-ésima moneda desde la izquierda y después reubica
todas las monedas de esa cadena al extremo izquierdo de la fila. Por ejemplo, si n = 4
y k = 4, el proceso que comienza con el orden inicial AABBBABA sera

AABBBABA —- BBBAAABA —- AAABBBBA —-—BBBBAAAA
— BBBBAAAA — ---

Hallar todas las parejas (n, k) con 1 < k < 2n tales que, cualquiera que sea el orden
inicial, en algiin momento durante el proceso las n monedas de la izquierda serdn todas
del mismo tipo. (Problema sugerido por Francia).

Problema 2. Sea R™ el conjunto de los nimeros reales positivos. Hallar todas las
funciones f : RT — R tales que para cada z € R™, existe exactamente un y € R
que satisface zf (y) + y f(z) < 2. (Problema sugerido por Paises Bajos).

Problema 3. Sea k un entero positivo y sea S un conjunto finito de niimeros primos
impares. Demostrar que existe a lo sumo una manera (sin contar rotaciones y reflexio-
nes) de colocar los elementos de .S alrededor de una circunferencia de modo que cada
producto de dos niimeros que son vecinos sea de la forma 2 + x -+ k para algtin entero
positivo z. (Problema sugerido por Estados Unidos de América).

Problema 4. Sea ABC' DFE un pentdgono convexo tal que BC' = DE. Supongamos
que existe un punto 7" en el interior de ABCDFE talque TB = TD,TC =TE'y
/ZABT = /TFEA. Larecta AB corta a las rectas CD y TFE en los puntos Py @,
respectivamente. Supongamos que los puntos P, B, A, () aparecen sobre su recta en
ese orden. La recta AFE corta a las rectas CD y DT en los puntos R y S, respectiva-
mente. Supongamos que los puntos R, E, A, S aparecen sobre su recta en ese orden.
Demostrar que los puntos P, S, ), R estdn en una misma circunferencia.

(Problema sugerido por Eslovaquia).

Problema 5. Hallar todas las ternas de enteros positivos (a, b, p) con p primo que
satisfacen a? = b! + p. (Problema sugerido por Bélgica).

Problema 6. Sea n un nimero entero positivo. Un cuadrado nérdico es un tablero nxn
que contiene todos los nimeros enteros del 1 al n? de modo que cada celda contiene
exactamente un ndmero. Dos celdas diferentes son adyacentes si comparten un mismo
lado. Una celda que solamente es adyacente a celdas que contienen nimeros mayores
se llama un valle. Un camino ascendente es una sucesién de una o més celdas tales
que:

(D la primera celda de la sucesion es un valle,
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(II) cada celda subsiguiente de la sucesion es adyacente a la celda anterior, y
(IIT) los nimeros escritos en las celdas de la sucesion estan en orden creciente.

Hallar, como funcion de n, el menor ndmero total de caminos ascendentes en un cua-
drado nordico.
(Problema sugerido por Serbia).
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632 Olimpiada Internacional de Matematicas

A continuacidén presentamos las soluciones de los problemas de la 63° Olimpiada In-
ternacional de Matematicas.

Solucion del problema 1. (Solucion de Leonardo Mikel Cervantes Mateos). Si 1 <
k < n — 1, demostraremos que hay acomodos donde no quedan n monedas en la
izquierda. En particular consideremos

AA...ABAA...AB...B.
k (n—k)  (n—1)

Al aplicar la operacién quedara todo en el mismo lugar porque la k-ésima moneda esta
en la primera cadena. Como k£ < n entonces no estdn las n monedas de aluminio juntas.
Sik>2n— L%J + 1, también hay acomodos. En particular, consideremos

AA...ABB...BAA...ABB...B.
[2] 5] (2] (%]

Entonces como k > 2n — bJ + 1, la k-ésima moneda estard en la dltima cadena.
Entonces el proceso se ve de la siguiente manera:
AA...ABB...BAA...ABB...B—+BB...BAA...ABB...BAA...A—
S — e S S — e — e S —
15] L5] (5] (5] (5] K3 15] (5]
AA...ABB...BAA...ABB...B—+BB...BAA...ABB...BAA...A—
S — e S S — e — e S —

(5] (5] 15] 15] 15] (51 (5] 15]
AA...ABB.. BAA... ABB...B— ---

[5] L5] (5] (%]
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Por lo tanto, nos quedan los casos n < k < 2n — L%J Demostraremos que para
todos esos valores de k, eventualmente habrd n monedas del mismo color en las pri-
meras n posiciones. Definamos cadenon como una cadena que no estd contenida en
otra cadena. Por ejemplo, AAABBAABABBBBA es un acomodo con 7 cadenones.
La estrategia es demostrar que el nimero de cadenones se reduce a que eventualmente
sean exactamente dos cadenones y, por lo tanto, se tienen n monedas del mismo tipo al
principio.

Lema 1. Si el cadendn que contiene la k-ésima moneda no estd en uno de los extremos,
entonces el niimero de cadenones se reduce.

Demostracion. Siel cadenén C' que contiene a la k-ésima moneda no estd en los extre-
mos, entonces los dos cadenones adyacentes, D y E, son del mismo tipo de moneda.
Al mover el cadenén C' al principio, se juntan D y E y el nimero de cadenones se
redujo. |

Luego, para no llegar a 2 cadenones eventualmente, se tiene que tener una situacién
donde hay m cadenones y los cadenones se van rotando de la extrema derecha a la
extrema izquierda ciclicamente (para no rotar, tendrian que quedarse fijos y para ello
k < n, pero tenemos k > n). Entonces la k-ésima moneda siempre estd en el caden6n
del extremo derecho. Por lo tanto, todos los cadenones deben tener al menos 2n —k+1
monedas. Como n < k < 2n — | % |, tenemos que

2n—k+1z2n—(2n— SJ)JA: EJ+1.

Pero entonces hay a lo mds un cadenén de cada tipo ya que con dos cadenones del

mismo tipo, tendriamos
nZ2(LgJ —|—1) > n.

Entonces hay a lo mds dos cadenones y, por lo tanto, concluimos que las parejas que
cumplen son todas las (n, k) que satisfacen n < k < 2n — | %].

Solucion del problema 2. (Solucion de Rogelio Guerrero Reyes). Sea x un nimero
real y tomemos el unico nimero real y que satisface

zf(y) +yf(x) <2

Supongamos que y # x. Entonces x f(z) + = f(z) > 2 por la unicidad de y. Por lo
tanto, zf(z) > 1. Ahora, notemos que si empezamos con ¥, entonces x es el dnico
valor con el cual y f (z) + 2 f(y) < 2. Luego, yf(y) + yf(y) > 2y, por consiguiente,
yfly) > 1.

Supongamos que = f(x) = a'y yf(y) = b. Entonces tenemos que

xr X
2> af(y) +yf@) = b+ o>+ L >
Yy x Yy x

donde la ultima desigualdad es por MA-MG. Entonces tenemos una contradiccién. Por
lo tanto, y = .
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Entonces, zf(z) < 1. De alli tenemos que f(z) < 1/x. Ademds por la unicidad,
tenemos que si x # y, 2 f(y) + yf(x) > 2.

Supongamos que existe un z tal que f(z) < 1/z. Entonces, existe un nimero real
e > 0tal que f(z) = 1 — e. Seayy un nimero en el intervalo (0, z]. Entonces,

yf(z) +2f(y) < g —ey+

Consideremos la funcién y .
P(y):(__ey—’—_u
z Y
para y € (0,z]. La funcién es continua porque y/z, ey y z/y son continuas en el
intervalo (0, z]. Como P(z) =2 —ez < 2y

lim P(y) = o
Jim, P(y) = oo,
entonces por el teorema del valor intermedio existe un nimero r € (0, z) tal que

P(r) = 2. Pero entonces
rf(z)+2f(r) <2,

y, COMO 7 # 7z, tenemos que
rf(z)+zf(r) > 2.

Esto es imposible, por lo tanto f(z) = 1/x paratodo x € RT.
Solo basta probar que la propiedad la cumple la funcién f(z) = % Para x, y tenemos
que

el ) +uf@) =+ 122,

por MA-GM. La igualdad solo se cumple si © = y, entonces para cada x, hay un tnico
Y, como queriamos probar.

Solucion alternativa. (Solucion de Daniel Alejandro Ochoa Quintero). Otra manera
de demostrar que f(z) = L ya que tenemos que f(z) < 1 esla siguiente:
Supongamos que existe un z tal que f(x) < % Consideremos el polinomio cuadrético
en la variable A:

P(A) = A%f(z) — 2A + .

El discriminante de P(A) es 4—4x f(x) > 0. Por lo tanto, el polinomio tiene dos raices
distintas 7; y 2. Supongamos que 7; < 72. Podemos verificar que r; > 0 porque

2— /4 —4dxf(x)

T =
2z ’

y2> /4 —4zf(x) dado que zf(x) > 0y entonces 4 — 4z f(z) < 4.
Tomemos un z € (r1,72). Como P(A) es cuadritico con coeficiente principal positivo,
entonces P(z) < 0. Ahora, tomemos z # z. Entonces,

xf(z) + zf(z) > 2.
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1
Usando que f(z) < =, tenemos

2 2f(x)

1
;Zf(z)> -

Luego,
x> 22— 22 f(x),

lo cual implica que
P(z) = 22f(x) =2z +x > 0,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, f(z) = glc paratodo z € R™.

Solucién del problema 3. Demostraremos una versiéon mds fuerte del enunciado, don-
de también consideramos la posibilidad de que el producto es de la forma x> + = + k
con z = 0. Llamamos a un par {p, ¢} de primos con p # q especial si pq = x>+ +k
para algin entero no negativo x. El siguiente lema es el punto importante del problema.

Lema.

a) Para cualquier primo r, existen a lo mucho dos primos menores que 7 que forman
una pareja especial con 7.

b) Si tales primos existen, digamos que son p y ¢, entonces {p, ¢} es especial.

Demostracion. Estamos interesados en los enteros 0 < z < r que satisfacen que
22 +2+k=0 (modr). 8)

Como hay a lo mucho dos residuos médulo r que satisfacen la congruencia anterior,
deben haber a lo mucho dos valores posibles de z. Esto prueba a).
Ahora supongamos que hay primos p, ¢ con p < ¢ < r y enteros no negativos x, y
tales que

2+ z+k=pr

vy t+k=qr
Comop < g < r,se puede verque 0 < =z < y < r — 1. Los nimeros z,y son dos
soluciones a (8). De las férmulas de Vieta, debe suceder que x +y = —1 (mod r), por
loquez+y=r—1.
Sean K =4k —1,X =22+ 1yY = 2y + 1. Entonces,

dpr = X* + K,

dgqr=Y?+ K,

con X +Y = 2r. Multiplicando estas tultimas dos ecuaciones, obtenemos que

16pgr® = (X* + K) (Y?+ K) = (XY = K)* + K(X +Y)?
= (XY — K)*> +4Kr?,
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por lo que
XY - K\*
4dpq = (*) + K.
2r
El niimero Z = ’%’ es racional y su cuadrado Z? = 4pq — K es un entero, por
lo que Z debe ser un entero. Por paridad, Z es impar y, por lo tanto,
Z -1
pg==z2>4+2z+k donde z= —5
de donde se sigue que {p, ¢} es especial. O

Ahora terminamos el problema por induccién sobre |S|. Para |S| < 3 el resultado es
claro. Ahora, supongamos que hemos probado el resultado para |\S| = n y considere-
mos |S| = n + 1. Sea r el primo mas grande en S. El lema anterior nos dice que en
cualquier ciclo valido de primos:

= ]os vecinos de r estdn determinados de forma tnica, y
= el quitar r del ciclo resulta en un ciclo védlido mas pequefio.

Se sigue que existe a lo mucho un ciclo vilido, lo cual completa el paso inductivo.

Solucion del problema 4. (Solucion de Ana Illanes Martinez de la Vega). Sea X la
interseccién de DT con AB y seaY lainterseccion de CT con AE. ComoTB =TD,
TC =TFEy BC = DE, los tridngulos T'BC'y T DE son congruentes por el criterio
LLL. Entonces, /BTC = /DTFE = 8.
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Sea ZABT = /TEA = a. Como ZBTC es un angulo externo del tridngulo BT'Q,
tenemos que ZBQT = —a. Andlogamente, /EST = /ZETD—-/TES = f—a. Se
sigue que /X QY = /BQT = LTSE = ZXSY, por lo que el cuadrilitero XY QS
es ciclico. Cabe mencionar que, por el orden de los puntos en la figura, X y Y deben
quedarentre Ty S, y entre T’ y (), respectivamente.

Como XY @S es ciclico, tenemos que /BXT = /SXA = LAYQ = ZEYT.
Ademas, /Y ET = /T BX. Luego, los tridngulos BXT y EYT son semejantes por
el criterio AA. Entonces, % = ?g = %, esto es, % = % Alser X, Ty D
colineales en ese orden, asi como Y, Ty C' lo son, por el teorema de Tales podemos
concluir que XY es paralela a C'D, es decir, que las rectas XY y PR son paralelas.
Ahora, tendremos que AS - AY = AQ - AX pues QSXY es ciclico. Por otro lado, al
ser S, Y y R colineales, asi como ), X y P, del que XY y PR sean paralelas tenemos

que 1‘25 = 1‘2—)1?. Ast,

AS-AR:(AS-AY)-j—ﬁ:(AQ-AX)-j—)I;:AQ-AP,

lo que implica que el cuadrildtero QS PR es ciclico, como se querfa.

Solucion del problema 5. (Solucion de Omar Farid Astudillo Marban). Considere-
mos los siguientes tres casos: b < p,b > 2pyp < b < 2p.

1) Supongamos que b < p. Si a < b, entonces a | a? — b = p, lo cual im-
plica que @ = 1, pues @ < py p es primo. Esto claramente no es posible pues
17 = 1 < p < bl + p. Luego, no hay soluciones en este caso. Ahora, si a > b,
entonces bP > bb y a > b+ 1. Luego, por el binomio de Newton, tenemos que

a’ > (b+1)P > b +pb~ ' > "+ p > bl +p,

lo cual implica que no hay soluciones en este caso.

2) Si b > 2p, entonces p - (2p) | b!, por lo que p? | b! Esto significa que b! + p =
p (mod p?), lo cual implica que p | b! + p pero p? t b! + p. Como p | b! + p, se sigue
que p | a, lo cual implica que p2 | a?, esto es, p2 | b! + p, lo que es una contradiccidn,
por lo que en este caso no hay ternas.

3) Ahora, supongamos que p < b < 2p. De un andlisis similar al anterior, podemos ver
que p | a, porlo que a = kp con k > 1 un entero. Si k > b, entonces k > p 'y, por lo
tanto, a > p - p = p?. Asi, se tiene que

p—1
a? > (p*) =p? >p+pP t =p+p[[k@p—k) =p+(2p-1)!>p+0,
k=1

donde se usé la desigualdad MA-MG para ver que k(2p — k) < (W)Q = p2
Lo anterior genera una contradiccion, de donde se sigue que £ < b. Asi, sucede que
k | (pk)? — b! = p, lo cual significa que k = 1 0 k = p. No puede suceder que k = p
por el argumento anterior, asi que k = 1y, por lo tanto, a = p.

Luego, la ecuacién se puede reescribir como b! = p? — p = p (pP~* — 1). Primero,
si p = 2, obtenemos que b! = 2, por lo que b = 2 obteniendo asf la terna (2, 2, 2).
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Si p = 3, tenemos b! = 24, por lo que b = 4, obteniendo asi la terna (3,4, 3). Si
p = b, entonces bl = 3120, por lo que no hay solucién para b en este caso. Luego,
supondremos que p > 7. Notese que b! = p? — p > pl, lo cual indica que b > p + 1.
Por el lema de lifting para el primo 2, tenemos que

vy (p (ppfl — 1)) =1y (pp71 — 1) =2(p—1)+wp+1)-1.
Sin embargo, como p 4+ 1 > §, tenemos que

va(bl) > vo <pT (p—=1)-(p+ 1)) =2(p-1)+wrp@p+1) -1,

pues hay al menos cuatro nimeros pares menores o iguales que p+ 1. Esto implica que
v2(b!) > vy (p (PP~ — 1)), lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, las tnicas soluciones de la ecuacién son (2,2,2) y (3,4, 3).

Solucion del problema 6. (Solucion de Daniel Alejandro Ochoa Quintero). Para
i = 1,2,...,n% sea x; la celda marcada con el nimero i y sea a; el nimero de
caminos ascendentes que terminan en ;.

Primero, observamos que existe al menos un valle dentro de un cuadrado nérdico: la
celda z; estd etiquetada con un ndmero menor al de todas sus celdas adyacentes y, por
lo tanto, es necesariamente un valle. A continuacién, probaremos el siguiente

Lema 2. Parai=1,2,...,n2% se cumple que a; > 1.

Demostracion. Demostraremos el lema por induccién fuerte en ¢. Para ¢ = 1, la casilla
con el nimero 1 por si misma es un camino ascendente, pues es un valle. Supongamos
que el lema se cumple para¢ = 1,2,...m, y consideremos entonces x,,1. Si dicha
casilla no es adyacente a ninguna casilla etiquetada con un nimero menor, entonces
Zm+1 €s un valle y la sucesién que sélo contiene a dicha celda (2;,,41) es en si misma
un camino ascendente que termina en &, ;1.

En caso contrario, supongamos ,,+1 €s adjacente a x; con j < m + 1. Entonces,
consideramos algtin camino ascendente que termina en x;, que necesariamente existe
por nuestra hipétesis de induccién. A dicho camino podemos afiadirle la casilla x,,, 1 al
final para obtener un camino ascendente que termina en x,,41. Por lo tanto, a,,4+1 > 1,
como queriamos demostrar. O

Ahora, demostraremos un resultado un poco mads fuerte.

Lema 3. Para cada pareja de celdas vecinas (x4, ) con a < b existe un camino
ascendente que termina en (x4, Tp).

Demostracion. Consideremos alguno de los caminos ascendentes que termina en x,
que deben existir por el Lema 2. A dicho camino, podemos afiadirle la celda z;, al final
para obtener el camino deseado. O

Estamos ahora en posicién para probar una cota inferior para el nimero de caminos
ascendentes en un tablero nérdico. Notemos que por el Lema 3, para cada pareja de
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celdas adyacentes (x4, ) con a < b existe al menos un camino ascendente que ter-
mina en Z,, 2. En un tablero de n x n, existen n(n — 1) parejas de celdas adyacentes
horizontalmente y n(n — 1) parejas de celdas adyacentes verticalmente. Cada una de
estas parejas de celdas nos permite obtener un camino ascendente distinto. Finalmente,
cada valle en s{ mismo es un camino ascendente, y nos permite obtener otro camino
ascendente distinto a los anteriores. Por lo tanto

#{ Caminos Ascendentes } > n(n — 1) +n(n — 1) + #{ Valles }.
Como existe al menos un valle en el tablero, se concluye que
#{ Caminos Ascendentes } > 2n(n — 1) + 1 = 2n% — 2n + 1. )

Queremos ahora construir un cuadrado nérdico que alcanza este nlimero de caminos as-
cendentes para cada valor de n. Antes de ello, realizaremos una serie de observaciones.
Primero, notamos que si x; no es un valle, entonces

a; = E Q.

r<i

x, adyacente a x;
La demostracién de este hecho es nuevamente por induccién. Imaginemos que coloca-
mos las etiquetas 7 en orden de menor a mayor. Es claro que el valor de a; s6lo depende
de la posicién de las celdas z, z2, . . . x;—1, pues la colocacién de etiquetas mayores a ¢
no aumentara el nimero de caminos ascendentes terminados en x;. Una vez colocadas
las etiquetas 1, 2,...7 — 1, si z; no es un valle, todo camino ascendente terminado en
x; provendrd de un camino ascendente terminado en alguna de las celdas adyacentes a
x; al que se le ha anadido dicha celda al final. Por tanto, cuando z; no es un valle, el
valor de a; serd igual a la suma del valor de los a, de las celdas adyacentes que tienen
una etiqueta menor.
Ahora bien, para obtener un cuadrado nérdico que alcance la igualdad en (9), cuando
coloquemos la etiqueta ¢ debe ocurrir que sea adyacente a exactamente una celda x,
cona, = 1yr < 1,0 bien que sélo sea adyacente a celdas x,- con r < 7. De otro modo,
la celda x; serd adyacente a al menos una celda z; con j > ¢y se cumplird que a; > 1,
lo que ocasionard que exista mds de un camino ascendente terminado en (z;, ;).
Como una ultima observacién, notemos que es suficiente con que seleccionemos aque-
llas celdas que satisfacerdn a; = 1 bajo las siguientes condiciones: no puede haber dos
celdas no seleccionadas adyacentes y no puede haber ciclos entre las celdas seleccio-
nadas. Para colocar los nimeros, simplemente iniciamos en algiin punto de las celdas
seleccionadas, y recorremos caminos ascendentes colocando los nimeros en orden.
El caso n = 1 es trivial. A continuacién se muestran ejemplos para n = 2, 3,4 que
ejemplifican estas ideas, y a la vez muestran que la igualdad en (9) es posible para es-
tos casos. Algunas celdas fueron seleccionadas y marcadas con un punto. Después se
etiquetd cada una con un valor de ¢, iniciando en alguna de ellas arbitrariamente, y eti-
quetando de manera creciente y consecutiva sobre cada camino sobre celdas marcadas,
regresando a puntos seleccionados que quedaron sin etiquetar cuando es necesario. Por
ultimo, se llenan las celdas no seleccionadas, usando los niimeros restantes, que son
siempre mayores a los de las celdas marcadas.
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Figura 1: Seleccion y llenado de casillas con a; = 1, paran = 2.

. 5
° ° ° 2 1 4
U 3

oo | 654

. o | o 7 1|2

° ° ° 8 9 3
o | e 10 | 11

Figura 3: Seleccion y llenado de casillas con a; = 1, paran = 4.

En las figuras, se omiti6 el paso final en el que se llenan las celdas que no fueron
marcadas. Estas celdas pueden ser llenadas con los niimeros restantes en cualquier
orden.

Como hemos visto, basta elegir las celdas del tablero que satisfacerdn a; = 1 de manera
que entre los caminos existentes en las celdas marcadas no existan ciclos, y que no
existan dos celdas sin marcar adyacentes. Mostraremos de forma inductiva que siempre
es posible elegir las casillas marcadas de forma que satisfagan estas hipétesis. Nuestra
induccién mostrard que si existe un acomodo para n = k, entonces existe un acomodo
paran = k + 2. Los casos n = 3 y n = 4 previamente mostrados servirdin como
nuestras hipdtesis de induccion.

Iniciando con un acomodo que funciona para un tablero de n x n, afiadimos una fila y
una columna en cada lado para obtener un tablero de (n+2) x (n+2). A continuacién,
numeramos las celdas marcadas sobre cada lado del perimetro del cuadrado de n x n,
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siempre en el sentido de las manecillas del reloj. La siguiente figura muestra un ejemplo
de este proceso.

1 2 3

3e ° °
2@ ° e]
le ° o9

. °

2 1

Figura 4: Numeracion de las celdas marcadas sobre el perimetro del tablero para
n = 4, a fin de construir el tablero para n = 6.

A continuacién marcamos los cuadrados adyacentes a aquellos numerados con un
ndmero impar.

° °
1 2 3
e (3e ° °
2@ ° o]l]| e
o |(1e ° °2
° °
2 1
°

Figura 5: Marcado de las celdas adyacentes a cuadrados marcados y etiquetados
con un niimero impar.

Hecho el proceso anterior, se anadirdn algunas marcas adicionales para garantizar que
no queden dos celdas sin marcar adyacentes. En caso que exista una celda sin marcar
sobre el perimetro que se encuentra en medio de dos celdas marcadas, alguna de dichas
celdas estard etiquetada con un nimero impar. Podemos entonces marcar la celda en la
nueva fila o columna, pues quedard adyacente a exactamente una celda marcada.
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[ ) [ ) [ ]
2m — 2|2m — 1 2m |2m +1
[ ) [ ) [ [ ]

Figura 6: Si existe alguna celda sin marcar en el interior del perimetro, podemos
marcar la celda adyacente en la fila o columna nueva sin provocar ningiin
problema.

Por dltimo, queda por explicar como marcaremos los cuadros cercanos a las esquinas.
Hay dos posibilidades: si la esquina del tablero original estd marcada o si no lo esta.
Cuando lo estd, dicha esquina estd numerada con 1 en alguno de los dos lados en los
que se encuentra, asi que hay dos casos: si el otro nimero es par o impar. Cuando la
esquina no estd marcada, sus cuadrados adyacentes estdn marcados por la hipdtesis de
induccién, y al menos uno de ellos estd numerado con 1, por lo que nuevamente hay
dos casos, si el otro nimero es par o impar.

El ejemplo del paso inductivo de n = 4 a n = 6 muestra tres de estos cuatro posibles
casos y podemos ver en él cémo completarlos de manera general (ver Figura 7).

Figura 7: Marcado de las esquinas ejemplificado con el paso inductivo de n = 4 a
n = 6.

El tnico caso restante es cuando una esquina estd marcada y con numeraciones de
distinta paridad, que se ilustra en la Figura 8.
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[ ] [ ]
1 2
2me [}
2m — 1
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Figura 8: Cuando una esquina del tablero anterior estd marcada y con numeracio-
nes de distinta paridad. Podemos simplemente marcar la esquina corres-
pondiente del nuevo tablero.
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Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia =c (mod m)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 4 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, SOn nimeros reales positivos, entonces

Ti+Ta+ -+ T
n

2 {/r1w2 Ty
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = x3 = -+ = Ty,

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC' y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC' son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC 'y A’B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C’, /ACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B" T B'C’ T C'A”

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.
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Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"
Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA

que oo = Ac-

Teorema 12 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C'N son concurrentes
BL CM AN

Sl‘ySOlOSl’T ‘MA NB = 1.

Teorema 13 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C' A y AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . % . J’?,—]; = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 14 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 15 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en I intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 17 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.

Teorema 18 (Circuncirculo e Incentro). Si 2 es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentro y M es la interseccion de Al con ), entonces MI = MB = MC.
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