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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Mateméticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matematica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacién que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel basico y
nivel medio superior, que cada afio se preparan para participar en los distintos concur-
sos de matematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pafs.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un puiblico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2023, Numero 2

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, ha sido y seguird sien-
do tener una publicacién verdaderamente util, buscando siempre proveer al lector de
material e informacién que puede no ser facil encontrar en otros medios. La consis-
tencia de su publicacién en el contexto nacional, es un ejemplo de la gran generosidad
de muchos profesores y estudiantes que con su trabajo comprometido contribuyen al
proyecto.

Pasando al contenido, destaca el articulo Las leyes de senos y cosenos en la resolucion
de problemas de geometria, de nuestros amigos Marcilio Miranda y Jacob Rubio. En
él, se muestra que la trigonometria puede ser muy util a la hora de resolver cierto tipo
de problemas de geometria, en particular, la ley de senos y la ley de cosenos son dos de
dichas herramientas trigonométricas que usaremos para establecer relaciones entre los

1Vocablo nahuatl cuyo significado en Espaiiol es aprender.
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lados y entre los dngulos de tridngulos y cuadrildteros. Esperamos que sea del agrado
de todos los lectores.

De especial interés para los mds pequefios, incluimos los problemas del examen de la
cuarta etapa del nivel 2 de la 7* Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacién
Bésica (OMMEB) de la Ciudad de México, asi como el examen de la primera etapa
del Concurso Metropolitano 2023 de la Ciudad de México, correspondiente a la 37¢
Olimpiada Mexicana de Matemdticas y al 3" Concurso Nacional Femenil.

En el dmbito nacional, incluimos los problemas con soluciones del Concurso Nacional
de la 36 Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM) que se realizé en Oaxtepec,
Morelos, en el mes de noviembre de 2022. También incluimos los nombres de los
alumnos ganadores de medalla de oro, los nombres de los alumnos preseleccionados
para la Olimpiada Matemdtica de Centroamérica y El Caribe (OMCC), los nombres
de las alumnas preseleccionadas para la Olimpiada Europea Femenil de Matematicas
(EGMO), asi como los 10 primeros lugares por Estados en el Concurso Nacional de la
36 OMM.

En el dmbito internacional, incluimos los problemas con soluciones de la XXIV Olim-
piada Matematica de Centroamérica y El Caribe, realizada de forma virtual a finales
del mes de noviembre de 2022, organizada desde Costa Rica. También incluimos los
resultados del equipo mexicano que participd en esta competencia.

Como en cada ntimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
exdmenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemadtica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mds importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccidn temprana de jévenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
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todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

372 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccidon y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 37 Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 2004. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucidn preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2023-2024 y, para el 1° de julio de 2024, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 37* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizard en
la segunda semana de noviembre de 2023. A los primeros lugares de este certamen se
les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccién que se realizard durante aproxima-
damente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2023 y hasta la fecha
de celebracién del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXVI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempeifio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 65* Olimpiada Interna-
cional de Matematicas (julio de 2024) y a la XXXIX Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (septiembre de 2024).

De entre los concursantes nacidos en 2007 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XX VI Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (2024).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la XIII Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) a celebrarse
en el mes de abril de 2024.
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72 Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica

En el ano 2023, la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM) organiza la Séptima
Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica (OMMEB). Podran par-
ticipar los alumnos de Primaria y Secundaria, de acuerdo a los siguientes niveles.

Nivel I. Estudiantes de quinto y sexto aflo de primaria o una institucién equivalente.
Los estudiantes no deben haber cumplido 13 afios al 1 de agosto de 2023.

Nivel II. Estudiantes de primero y segundo afio de secundaria o una institucion equi-
valente. Los estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de 2023.

Nivel III. Estudiantes de tercer afio de secundaria o una institucién equivalente. Los
estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de 2023.

La participacién en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.

El concurso nacional de la 7* OMMERB se realizard del 21 al 24 de septiembre de 2023,
de forma virtual. Cada Estado participante lo puede hacer con a lo mds un equipo en
cada categoria. Cada equipo estard integrado por un maximo de 4 personas: un lider y
3 estudiantes (una misma persona puede ser lider de mds de un equipo).

Habr4 dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual para el
nivel I constard de 15 problemas a responder en 90 minutos, mientras que para los
niveles II y III, constard de dos partes. La parte A consistird de 12 problemas en la cual
solo la respuesta es requerida. La parte B consistird de 3 problemas y las soluciones
tendrdn que ir acompanadas de argumentos o explicaciones que sustenten la respuesta.
La prueba por equipos en los tres niveles, consistird de 8 problemas a resolver en 60
minutos.

Los ganadores de los distintos niveles se preseleccionardn para recibir entrenamien-
to y presentar exdmenes selectivos para conformar a los equipos que representardn a
Meéxico en la Competencia Internacional de Matematicas (IMC), que se celebrard en el
verano de 2024.

22 Olimpiada Mexicana Femenil de Matematicas

En el afio 2023, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas (OMM) organiza la Segunda
Olimpiada Mexicana Femenil de Matemadticas. En el Concurso Nacional, cada Estado
podrd participar con una delegacidn integrada por un lider, a lo més 4 tutoras o tutores,
alo mas 3 concursantes de Nivel 1 y a lo mds 3 concursantes de Nivel 2.

Nivel 1. Las concursantes de este nivel deben estar inscritas a 1o mas en primer afio de
bachillerato al momento del concurso y no haber cumplido 18 afios al 1 de agosto de
2022.
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Nivel 2. Las concursantes de este nivel deben estar inscritas a lo mds en tercer aflo
de bachillerato al momento del concurso y no haber cumplido 20 afios al 1 de agosto
de 2022. Adicionalmente, no deben haber participado 2 veces anteriores en el Nivel 2
del Concurso Nacional Femenil, ni haber sido 2 veces parte del equipo mexicano en la
Olimpiada Europea Femenil de Matematicas.

Habra dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual en cada
nivel consta de dos exdmenes con 3 problemas cada uno, para resolver en dos sesiones
de 4.5 horas cada una. El examen por equipos consta también de 3 problemas para
resolver en un maximo de 4.5 horas. Los exdmenes se llevaran a cabo en las sedes es-
tatales de la OMM.

El Concurso Nacional de la 2* Olimpiada Mexicana Femenil de Matematicas, se reali-
zard del 8 al 15 de junio de 2023. Del 8 al 11 de junio, la sede del evento serd Oaxtepec,
Morelos y, del 12 al 15 de junio, la sede serd la Ciudad de México.

En caso de que haya fondos suficientes, a las concursantes con los 8 mejores puntajes
de la prueba individual del Nivel 1, se les integrard a los entrenamientos nacionales de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas a partir de junio de 2023. En caso de que se
organice alguna olimpiada femenil en la que participe México, diferente a la EGMO,
de entre las ganadoras de este Concurso Nacional se elegird a las que conformaran la
delegacion, con base en su desempefio académico. El Comité Organizador de la OMM
apoyard en la busqueda de recursos para asistir a dicha(s) olimpiada(s).

Este concurso surge como un esfuerzo temporal que ayude al balance de género dentro
de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM) y que deje de realizarse una vez
que se logre este objetivo. El desarrollo de un concurso nacional de matemadticas para
chicas, puede enriquecer las olimpiadas de matematicas de la siguiente manera:

= Fomentar la participacidn de chicas en concursos de matematicas en cada Estado
con el fin de tener mds participacion de chicas en los concursos nacionales de la
OMM.

= Buscar que cada Estado haga énfasis en la participacién de las chicas en sus
concursos y les brinde un espacio de colaboracion y confianza en el que puedan
desarrollar sus habilidades matemadticas en un entorno de resolucién de proble-
mas.

= Establecer redes entre las concursantes de diferentes Estados, con el fin de que
se conozcan, se apoyen e inspiren unas a otras.

= Promover que, tanto las chicas que estidn terminando el bachillerato como las
entrenadoras, sean modelos a seguir para las mas jovenes.

= Tener una competencia nacional con un fuerte factor colaborativo.

Como parte de los puntos anteriores, se incluye un componente colaborativo para es-
te concurso, en complementariedad al componente individual habitual en el Concurso
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Nacional de la OMM. Se ha observado cdmo los formatos de trabajo en equipo en con-
cursos nacionales e internacionales, propician distintas dindmicas sociales y distintos
aprendizajes. Por ejemplo, proponen un balance entre el aprendizaje de las matemati-
cas con el fin de poder beneficiar a un colectivo y, el dominio de las matemadticas, con
el fin del beneficio propio. Adoptar ambos formatos no solo visibiliza la importancia
de tener los dos enfoques, sino que también brinda a las participantes herramientas
sociales muy valiosas para una vida profesional futura.



Las leyes de senos y cosenos en
la resolucion de problemas de
geometria

Por Marcilio Miranda de Carvalho y Carlos Jacob Rubio Barrios

Dos de las relaciones mds conocidas entre los lados y los dngulos de un tridngulo son,
respectivamente, la ley de senos

seza - seflﬂ - seflv M
y la ley de cosenos
a? =b%+ ¢ — 2bccosa, 2)
b? = a® + ¢® — 2accos B, 3)
= a® + b* — 2abcos . 4

El objetivo de este escrito es utilizar la ley de senos y la ley de cosenos en la resolucién
de problemas de geometria, donde la estrategia de solucién involucra trigonometria,
para calcular longitudes y dngulos, estableciendo relaciones entre los lados y entre los
angulos de tridngulos y cuadrildteros.



2 Las leyes de senos y cosenos en la resolucion de problemas de geometria

Tradicionalmente, la ley de senos y la ley de cosenos son demostradas separadamente
(ver [1]). Lo que es menos conocido es que es posible deducir una de las leyes a partir
de la otra. Por ejemplo, en [6] se demuestra la ley de cosenos a partir de la ley de senos.
Reciprocamente, Kirschen y Serulneck demuestran en [2] la ley de senos a partir de
la ley de cosenos. A continuacién reproducimos de [4] una demostracién de la ley de
senos a partir de la ley de cosenos, la cual es distinta y mas corta de la dadaen [2].

Supongamos que se satisfacen las relaciones (2), (3) y (4). Como sen «, sen 3y sen -y
son ndmeros positivos, basta demostrar que

sen?a sen?f  sen?ry

a? b2 c?

Usando la identidad trigonométrica sen? o + cos? a = 1y la relacién (2), tenemos que

sena  1—cos’a  4b?c? —4b P cos’ o 4b?c? — (b 4 ¢ — a?)?

a? a? B 4a2b3c? N 4a?b3c?
Factorizando el numerador de la dltima fraccion, obtenemos que
4% — (b + 2 — a®)? = (2bc + b% + 2 — a®)(2bc — b* — 2 + a?)
[(b+¢)* = a’][a® = (b—¢)?]
[(b+c—a)b+c+a)l[(a—b+c)(a+b—rc).

Por lo tanto,

sen’a (b+c—a)(b+c+a)a—b+c)a+b—rc)
2 Aa2h2c2 : ®)

a

La expresion (5) es simétrica en las variables a, by c. En particular, es invariante bajo la
., ;1. . 2 2

permutacién ciclica (a, b, ¢) — (¢, a,b). Por lo tanto, ambas fracciones SCZ‘—Zﬁ y Tt

son iguales a la expresidn obtenida en (5) aplicando dos veces la permutacién ciclica

anterior.

Antes de presentar una demostracion de la ley de cosenos, recordemos las definiciones
de sen v, cos oy tan a, donde « es cualquier dngulo agudo. Consideremos el siguiente
tridngulo rectangulo donde uno de sus dngulos mide a.
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Si a es la longitud del cateto opuesto al dngulo «, b es la longitud del cateto adyacente
al dngulo a y c es la longitud de la hipotenusa del tridngulo, entonces:
a senw

a
sena = —, cosa=- Yy tana= - = .
c c b cosa

Observemos que si 5 = 90° — « es el otro dngulo agudo del tridngulo rectangulo

de la figura anterior, entonces b es la longitud del cateto opuesto al dngulo S y a es

la longitud del cateto adyacente al dangulo 3. Luego, por las definiciones anteriores,
b

tenemos que sen 3 = 2 = cosay cos 3 = ¢ = sena, esto es,

sen(90° — a) = cosa 'y cos(90° — a) = sena.
Para el caso en que « es un dngulo obtuso, se define
sena = sen(180° — a), cosa = —cos(180° —a) y tana = —tan(180° — «).
En este caso, como 180° — « es un dngulo agudo, tenemos que

180° — :
fana = — tan(180° — a) = _sen(180° —a) _ sena sen a

cos(180° —a)  —cosa cosa’

También podemos deducir la identidad trigonométrica sen? o + cos? o = 1 para dngu-
los menores de 180°. Si av es un dngulo agudo, por el teorema de Pitdgoras en el tridngu-
lo rectdngulo de la figura enterior, tenemos que ¢ = a? 4 b2. Dividiendo por ¢? cada
lado de esta igualdad, obtenemos que

a\? b\ 2
1= (—) + (—) = sen? o + cos? a..
c c

Si « es un dngulo obtuso, entonces sen o = sen(180° — ), cos a = — cos(180° — ),
180° — « es un dngulo agudo y, por lo tanto,

sen” a + cos® o = sen?(180° — a) + cos?(180° — o) = 1.

En la literatura hay varias demostraciones de la ley de cosenos (ver por ejemplo [6]).
A continuacion presentamos una demostracidn cldsica de esta ley, demostrando la rela-
cién (3). La prueba la dividiremos en dos casos: Cuando el dngulo 3 es agudo y cuando
el dangulo 3 es obtuso.

Caso 1: 3 es un angulo agudo. En el tridngulo ABC de lados a = BC,b = AC'y
¢ = AB, tracemos la altura CD = h. Sean p = BD y ¢ = AD, de tal manera que
c=p+aq.
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En el tridngulo rectdngulo BDC, tenemos que cos f = £, esto es, p = acos 3. Apli-
cando el teorema de Pitdgoras dos veces, en los tridngulos ACD y BC D, tenemos que
b =h2+¢*=a’>—-p’>+(c—p)? =a®+c* —2pc = a® + c* — 2cacos 3, quees lo
que queriamos probar.

Caso 2: 3 es un dngulo obtuso. Tracemos la altura h = AD sobre la prolongacién de
CByseap' = ZABD.

c

En el tridngulo rectdngulo AD B, tenemos que cos 3 = %, de donde BD = ccos (3.
Aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo ADC), tenemos que

h? =b* — (BD 4 a)* = b* — (ccos f’ + a)?.
Aplicando ahora el teorema de Pitdgoras en el tridngulo AD B, tenemos que
h?=c?—BD? =c? — c?cos’ B’ = (1 — cos? B').
Entonces, b* — (ccos B’ + a)? = c*(1 — cos? B'), esto es,
b = a® + 2 + 2accos B’ = a® + ¢ + 2accos(180° — j3).
Como cos(180° — 3) = — cos 3, concluimos que b* = a? + ¢? — 2accos B.

Antes de comenzar con los ejemplos resueltos donde aplicaremos estas leyes, necesi-
taremos una serie de identidades trigonométricas que también serdn de utilidad en la
resolucién de los ejemplos. A continuacion, listamos las mds comunes. En cada caso,
todos los dngulos son positivos y menores de 180°.

1) sen(a + B) = senacos 3 + sen 3 cos a.

(a+8) =
2) sen(a — ) = senacos 3 — sen 3 cos .
3) cos(a+ B) = cosacos B — sen asen 3.
4) cos(a — B) = cosa cos B + sen asen 3.

tan a + tan 3

5) tan(a+ f) = 1—tanatan 3’

tan o — tan 3

6) tan(a — ) = 1+tanatan s’
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7) sena +sen S = 2sen(a;ﬂ) cos (#)

8) sena —sen§ = 2sen(aT_ﬂ) cos(

9) cosa+ cos 8 = 2COS(O[T+[3) cos(a;ﬁ).

oz—i—ﬁ).

10) cosa—cosﬁ:—2sen(a;ﬁ)sen(a;ﬂ).
11) sen2a = 2sena cosa.
12) cos2a =cos?a —sen?a=1—2sen?a = 2cos? o — 1.

13) sen3a = 3sena — 4sen’ .

14) cos3a = 4 cos® o — 3cos a.

La mayoria de estas identidades se pueden deducir ficilmente a partir de unas cuantas.
Por ejemplo, para deducir la identidad 5), aplicamos las identidades 1) y 3):

tan(a + 8) = sen(a+ )  senacos 3 + cosasen f3

cos(a+ ) cosacosf —senasen 3’

Ahora, dividimos el numerador y el denominador por cos « cos f3:

senacosfS  cosasenf sena  senf
senacos 3 +cosasenf8  cosacosS cosacos3 _ cosa  cosf3
cosacos 3 — sen asen 3 cosacosﬂ_senasenﬁ 1_sena.sen[3
cosacosf3  cosacosf cosa  cosf
tan a + tan 8

~ 1—tanatanj’

La identidad 6) se deduce de manera similar aplicando las identidades 2) y 4).
Las identidades de la 7) a la 10), se pueden deducir también a partir de las primeras
cuatro identidades. Como ejemplo, deduciremos la identidad 7). Sean § = O‘T*"B y

v = O‘—;ﬂ Entonces, 8 + v = 'y 6 — v = (3. Luego, usando las identidades 1) y 2),
tenemos que

sena + sen § = sen( + ) + sen(f — )
= (senf cos~y + sen~y cos ) + (sen 6 cosy — sen~ cos )

= 2senf cos~y

= 2sen (OZTM) cos (#) .
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La identidad 11) es consecuencia de la identidad 1), poniendo @ = (. La primera
identidad que aparece en 12), se sigue de la identidad 3) poniendo o« = 3. La segunday
la tercera identidades de 12) se siguen de la identidad fundamental sen? a+cos? a = 1:

cos? a —sen? a = (1 — sen

cos? a —sen? a = cos® a — (1 — cos

2 2

a) —sen’a =1 —2sen” q,

2a) =2cos’ o — 1.
Las identidades 13) y 14) son consecuencia de las identidades 11) y 12).

Como hemos visto, las identidades de la 1) a la 4) son la clave para justificar al resto
de las identidades. Las demostraciones de las primeras cuatro identidades son mads
elaboradas. Sin embargo, por completez, daremos una demostracién de ellas en el caso
en que los dngulos v y 3 son agudos. El caso en que al menos uno de los angulos a o
[ es obtuso, no lo trataremos aqui para no hacer mas extenso el escrito.

Hay varias formas de justificar la identidad 1). La demostracién que vamos a presentar
utiliza la forma trigonométrica del teorema de Ptolomeo. El teorema de Ptolomeo es-
tablece que un cuadrildtero ABC'D es ciclico, esto es, puede ser inscrito en un circulo,
siysolosi AB-CD + AD - BC = AC - BD. Para poder enunciar este teorema en
su forma trigonométrica, demostraremos primero que para cualquier dngulo o inscrito
en una circunferencia de radio r, la longitud de la cuerda que subtiende o es igual a
2r sen a.

En efecto, consideremos un tridngulo ABC con ZABC = «, circuncentro D y cir-
cunradio r. Si F es el punto medio de AC, tenemos que los tridngulos DEAy DEC
son rectangulos en E y congruentes. Ademads, tenemos que ZADE = ZCDE = .
Luego, en el tridngulo rectangulo DE A, tenemos que

AE _ 3AC  AC
DA r 2’

de donde se sigue el resultado.

AC =2rsena

>
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Consideremos ahora un cuadrilétero ciclico ABCD, estoes, ZACB = ZADB = q,
/ZABD = ZACD = 3, Z/CBD = LZCAD =~vy /BAC = Z/BDC = §.Sir es
el radio de la circunferencia circunscrita al cuadrildtero ABC D, entonces aplicando el
resultado que acabamos de demostrar tenemos que

AB =2rsena, BC =2rsend, CD =2rseny, DA =2rsenp.
También tenemos que

BD = 2rsen(d + v) = 2rsen(a +
AC = 2rsen(a+6) = 2rsen(B + 7).

~—

B

<>

Ahora podemos escribir la igualdad que aparece en el teorema de Ptolomeo en forma
trigonométrica: 472 sen avseny + 472 sen Bsen § = 4r? sen(B + ) sen(a + ), esto
es,

senaseny + sen Ssend = sen(f + ) sen(a + ). (6)

Con esto ya podemos justificar la identidad 1) de nuestra lista de identidades, en el caso
en que los dngulos son agudos. En efecto, supongamos que en el cuadrilitero ABC D,
se cumple que a+9d = B+~ = 90°. Entonces, sen(S+7) = 1,send = cos(90°—4) =
cosa 'y seny = cos(90° — v) = cos 3. Sustituyendo estos valores en la relacién (6),
obtenemos

senacos 3 + sen 3 cosa = sen(a + 3),

que es la identidad 1).
Si ahora en el cuadrilitero ABC D, AD es un didmetro, /BAD = «, ZCAD = §3

y LACB = #, entonces ZBAC = o« — § = ZBDC, ZABD = LZACD = 90°y
LADB =~.Sir = ATD, tenemos que

AB =2rseny, BC =2rsen(a— ), CD =2rsenfl, AD = 2rsen90° = 2r,

AC = 2rsen(y+ a — ) = 2rsen(90° — 3) = 27 cos B,
BD = 2rsenc.



8 Las leyes de senos y cosenos en la resolucion de problemas de geometria

Aplicando el teorema de Ptolomeo, obtenemos que
4r% sen ysen f + 4r? sen(a — B) = 4r? cos Bsen a,

esto es, senysen 3 + sen(a — 8) = cos Ssen a.
Comoy=ZADB =90° — ZBAD = 90° — «, tenemos que sen-y = cos Y, por lo
tanto,

sen(a — ) = cos Bsen o — cos asen 3,

que es la identidad 2) en el casoen que 0 < § < a < 90°.

Usando la identidad trigonométrica sen® 6 + cos? = 1 junto con la identidad 2),
podemos demostrar la identidad 4) en el caso 0 < 5 < a < 90°, como sigue:

cos?(a — B) = 1 —sen?(a — B) = 1 — [sen a cos 8 — sen f3 cos ]
=sen? o + cos? @ — sen? a cos? f + 2sen a cos asen [ cos 3 — sen? 3 cos?

= sen® a1 — cos? B) + cos® a(1 — sen? B) + 2sen o cos asen f3 cos f3

= sen? acsen? B + cos? acos? B + 2 sen o cos avsen 8 cos

= (senasen 3 + cos avcos 3).

Como «, 8y a — 3 son dngulos agudos, tenemos que cos(aw — ) > 0, sena > 0,
cosa > 0,sen3 > 0y cosf > 0. Por lo tanto, tomando raiz cuadrada en la igualdad
enterior, obtenemos que cos(a — ) = sen acsen 3 + cos « cos .

Para concluir las demostraciones de las identidades de la lista, demostraremos la iden-
tidad 3) utilizando la ley de cosenos, en el caso en que los dngulos « y /3 son agudos
(ver ejercicio 17, capitulo 6, seccién 5 de [1]). Consideremos un tridngulo como el de
la siguiente figura, con un dngulo igual a o + 3.
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Y
Aplicando la ley de cosenos en este tridngulo, tenemos que
(x +y)* = a® +b*> — 2abcos(a + B).

Aplicando dos veces el teorema de Pitdgoras, tenemos que h? = a? — 2% = b? — 2.

Entonces,

A+ —(z4y)? a®—a?+b>—y? 22y 2h% —2ay
2ab o 2ab o 2ab

cos(a+ ) =

=—-———-= = cosacos 8 — senasen 3.

Estamos listos para ver la utilidad de las leyes de senos y cosenos, asi como de algunas
de las identidades trigonométricas del listado anterior, en la solucién de problemas de
geometria que han aparecido en distintas olimpiadas de matemadticas. Cabe resaltar,
que muchos de los problemas que veremos a continuacién se pueden resolver usando
geometria elemental, sin embargo, puede ser mds dificil resolverlos sin el uso de la
trigonometria.

Problema 1. (Africa del Sur, 2006). En un triangulo ABC, se sabe que AB = AC'y
ZBAC = 100°. Sea D un punto en AC' tal que LZABD = ZCBD. Demuestra que
AD+ BD = BC.

Primera solucion. Sean AB = AC = y. Como AB = AC, tenemos que ZABC =
ZACB = 40°y,como LZABD = ZCBD, tenemos que ZABD = ZCBD = 20°.

Aplicando la ley de cosenos en el tridngulo ABC, tenemos que

y? =y* + BC? — 2y BC cos 40°,
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esto es, BC? = 2yBC cos 40°. Como la longitud de BC' es mayor que 0, resulta que
BC = 2ycos40°.
Usando ahora la ley de senos en el tridngulo AB D, obtenemos que

AB AD AB BD

sen60°  sen20° °  sen60°  sen100°
lo cual implica que
y sen 20° y sen 100°
AD = ¥—— BD = *—F—
sen 60° y sen 60°
Por la identidad 7), concluimos que
AD+BD:ysen2O° ysenlOOC’:y 2S€D(1002+20 )cos(wO;QO )
sen 60° sen 60° sen 60°
_ 2ysen 60° cos 40°

= 2y cos40° = BC.

sen 60°

Segunda solucion. En la primera solucién vimos que ZABC = ZACB = 40° y
/ZABD = /CBD = 20°. Aplicando la ley de senos en el tridngulo ABD, tenemos

que
BD AD

sen100°  sen20°
Usando que sen(180° — ) = sen x, obtenemos que

BD AD

sen80°  sen20°

Luego,
BD BD + AD

sen80°  sen20° + sen 80°
Usando las identidades 7) y 11), se sigue que

BD(sen20° +sen80°)  BD(2sen 50° cos 30°)
sen 80° ~ 2sen40° cos 40°

Como sen 50° = cos(90° — 50°) = cos40° y cos 30° = sen(90° — 30°) = sen 60°,
resulta que

BD+ AD =

BD °
BD + AD — sen 60
sen 40°
Por otro lado, aplicando ahora la ley de senos en el tridngulo BC' D, obtenemos que
BC BD

sen120°  send4(°’

de donde se sigue que

_ BD sen 120° _ BD sen 60°

BC sen 40° sen40° '’
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pues sen 120° = sen(180° — 120°) = sen 60°.
Por lo tanto, BD + AD = BC.

Problema 2. (India, 1992). En un tridngulo ABC, se sabe que /BAC = 2/ABC.
Demuestra que a? = b(b + ¢), donde a = BC,b= AC'y ¢ = AB.

Solucién. Sea « = ZABC. Por hipétesis, tenemos que /BAC = 2« vy, por consi-
guiente, ZACB = 180° — LBAC — ZABC = 180° — 3.

Aplicando la ley de senos en el tridngulo ABC, obtenemos que

a b c

sen2a  sena  sen(180° — 3a)’
Usando las identidades 11), 2) y 13), tenemos que

a b c

2senacosa  sena  3sena —4senda’

lo cual implica que a = 2bcosa 'y ¢ = b(3 — 4sen? a) = 3b — 4bsen? a.
Por lo tanto,

b(b+ ¢) = b(4b — 4bsen? o) = 4b*(1 — sen? o) = 4b* cos® a = (2bcosa)? = a?.
Problema 3. (Estados Unidos, 1996). En un tridngulo A BC' se marca un punto interior

P tal que ZPAB = 10°, ZPBA = 20°, ZPAC = 40° y ZPCA = 30°. Demuestra
que el tridngulo ABC es isdsceles.

Solucién. Observemos que ZAPC = 110°y LAPB = 150°.
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A

C

Aplicando la ley de senos en el tridngulo APC', tenemos que

AP AC

sen30°  senl110°’

Usando que sen 30° = % y la identidad 2), obtenemos que
AC = AP(2sen110°) = 2AP(sen(180° — 110°)) = 2AP(sen 70°).
Usando ahora la ley de senos en el tridngulo AP B, obtenemos que

AP AB

sen20°  sen 150°’

lo cual implica que

APsen150°  APsen(180° —30°)  APsen30° AP
sen20° sen 20° ~ sen20° 2sen20°’

Usando ahora las identidades 2) y 11), obtenemos que

AC  2AP(sen70°)
AB~ AP
2sen 20°
= 4sen 20° cos 20° = 2(2sen 20° cos 20°) = 2sen 40°.

AB =

= 2sen 20°(2sen 70°) = 4 sen 20° sen(90° — 20°)

Aplicando ahora la ley de cosenos en el tridngulo ABC'y usando la relacién anterior,
obtenemos que

BC? = AC? 4+ AB? — 2(AC)(AB) cos 50°
= AC? + AB? — 2(AC)(AB) cos(90° — 40°)
= AC? + AB? — 2(AC)(AB) sen 40°
= AC? + AB? — (AC)(AB)(2sen 40°)
= AC? + AB* - (AC)(AB) 5 C

= AB?,



M. Miranda de Carvalho, C.]J. Rubio Barrios, Tzaloa No. 2, 2023 13

de donde se sigue que BC' = AB, lo que significa que el tridngulo ABC' es is6sceles.

Problema 4. (Revista Eureka). En un cuadrildtero ABC D, los angulosen A, C'y D
miden 100° cadaunoy ZACB = 40°. Demuestraque BC-DA = (BC+AB—DA)?.

Solucién. Tenemos que ZACD = 100° — ZACB = 100° — 40° = 60°, ZABC =
360° —300° = 60°y /BAC = 180°— ZABC — ZACB = 180° — 60° — 40° = 80°.

AC DA

Aplicando la ley de senos en el tridngulo AC' D, tenemos que = , esto
AC 100° sen100°  sen 60°

es, — = seni Aplicando ahora la ley de senos en el tridngulo AC' B, tenemos
DA sen 60°

ue b __AC esto es BC _ sen80°
99 Sen80° ~ sen60°” TAC sen60°” o
Como sen 100° = sen(180°—100°) = sen 80°, obtenemos que DA~ AC de donde

se sigue que AC? = BC' - DA. Luego, basta demostrar que AC' = BC + AB — DA
o0, de manera equivalente, AC' + DA = BC' + AB.
Observemos que

ACsen60°  AC(sen100° + sen 60°)

A DA=A =
C+ C+ sen 100° sen 100°

Usando la identidad 7) y la relacién sen 100° = sen 80°, obtenemos que

AC(25en80°cos20°)  2AC sen80° cos 20°

A DA =
C+ sen 100° sen 80°

= 2AC cos 20°.

De manera andloga, obtenemos que

ACsen80° ~ ACsen40°  AC(sen80° 4 sen40°)

BC+AB = sen 60° sen60° sen 60°
_ AC(2sen 60° cos 20°) 9 AC c0s90°.
sen 60°

Por lo tanto, AC + DA = 2AC cos20° = BC + AB, como queriamos.
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Problema 5. (Canada, 1998). En un tridngulo ABC, se tiene que /BAC = 90° y
/ZBCA =T70°. Sea F un punto en el segmento AB tal que ZACF = 30° y, sea E un
punto en el segmento AC, tal que ZCFE = 20°. Demuestra que BFE es la bisectriz
del dngulo ZABC.

Primera solucion. En el tridngulo rectangulo BAC, tenemos que /BCA = 70°.

Entonces, sen 70° = %. En el tridngulo EFC, tenemos que Z/FEC = /180° —
20° — 30° = 130° y, por consiguiente, /ZFEA = 180° — 130° = 50° y LZAFE =

90° —50° = 40°. Luego, en el tridngulo rectdngulo F'AFE, tenemos que sen 40° = %.

40°

Aplicando ahora la ley de senos en el tridngulo EC'F, tenemos que

EF EC

sen30°  sen20°’

Entonces,

AE EF AE  sen30°

EC ~ EC EF — sen200 " 40%)

Finalmente, usando la identidad 11) y que sen 30° = %, se sigue que

AE  sen30° AB
= ZEEW@ sen 20° cos20°) = c0s20° = sen 70° = 5O
Por lo tanto, aplicando el teorema de la bisectriz, concluimos que BE es la bisectriz
del dngulo ZABC.

Segunda solucion. Sean o = ZABE y = ZCBE. Como en la primera solucién,
tenemos que ZAFE = 40°. Entonces, en los tridngulos rectingulos FAB y EAF,
tenemos que

AE
e 7
sen a BE 7
sen40° = A—E 8

rE
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a 40°

Aplicando la ley de senos en los tridngulos BC'E' 'y EC'F, tenemos que

BE __sen 70°

= 9
CE senf ’ ©)
EF  sen30°  1/2 1 (10)
CE  sen20° sen20° 2sen20°’
De las relaciones (7) y (9), obtenemos que
AE AE BE senasen?O". (1

CE BE CE  senf
Usando ahora las relaciones (8) y (10), obtenemos que

AE AE EF  sen40°  2sen20°cos20°
CE EF CE 2sen20° 2 sen 20°

=co0s20° =sen70°. (12)

Por dltimo, de (11) y (12), se sigue que

sen o sen 70°
— =sen70°
sen f3

y, por consiguiente, sen &« = sen (. Por lo tanto, @ = 3, lo que significa que BE es
bisectriz del dngulo ZABC.

Problema 6. (Irlanda, 2002). En un tridngulo ABC se tiene que AB = 20, AC = 21
y BC' = 29. Sean D y E puntos en el segmento BC tales que BD = 8y EC = 9.
Determina la medida del dangulo /D AF.

Solucién. Observemos que el tridngulo ABC es rectdngulo en A, ya que

BC? =292 =20% 4+ 212 = AB? + AC?.
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B
8
D
12
20 E
9
A 21 C
Entonces, tenemos que cos B = % = % y cosC = % = %. Aplicando la ley de

cosenos en los tridngulos ABD y ACE, tenemos que

2
AD? = 202 + 82 — 2(20)(8) cos B = 202 + 82 — 2(20)(8) (2_3) - 7836’
AB? =217+ 9% = 2(21)(9) cos C' = 217 + 97 — 2(21)(9) (;_sly) - 7380'

Como DE = BC — BD — EC =29 — 8 — 9 = 12, aplicando ahora la ley de cosenos
en el trigngulo ADE y usando los valores obtenidos para AD? y AE?, obtenemos que

7056 7200 /7056 7200
2 _ _ [
12 = 29 + 29 2 29 29 cosZDAE,

de donde se sigue que cos LZDAFE = ‘/75 Por lo tanto, ZDAFE = 45°.

Problema 7. (Revista Eureka). En un tridngulo ABC se tiene que AB = 6, AC =5
y BC = 4. Demuestra que ZACB = 2/CAB.

Solucién. Observemos primero que el tridngulo ABC' es acutdngulo, ya que
AB? =6 < 4% +5° = BC? + AC*.

Entonces, ZCAB < 90° y, por lo tanto, 2/CAB < 180°. Sea ZCAB = .
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Aplicando la ley de cosenos en el tridngulo ABC', tenemos que

42 = 5% 462 — 2(5)(6) cos a,

— 45 _ 3
esto es, cosa = 60 = 1

Aplicando nuevamente la ley de cosenos en el tridngulo ABC, tenemos que
6% = 52 + 4% — 2(5)(4) cos LACB,

esto es, cos LZACB = & = .
Aplicando ahora la identidad 12), cos 2z = 2 cos? z — 1, obtenemos que

3\? 9 1
cos2a=260520¢—1=2(1) —1:2-E—1:§.

Por lo tanto, cos ZAC' B = cos 2« y, como ambos dngulos ZAC B y 2a miden menos
de 180°, concluimos que son iguales, esto es, LZACB = 2/CAB.

Problema 8. En un cuadrildtero ABCD, ZADC = 90°, /ZBAD = 45°, AB =2y
BD =5.

a) Determina el valor de cos ZADB.

b) Si DC = 2+/2, determina la longitud de BC.

Solucién. a) Aplicando la ley de senos en el tridngulo ABD, tenemos que

5 2
sen /BAD  sen ZADB’

C
B 2\/5
2
45°
A ¢ D
Como sen45° = @, tenemos que sen ZBAD = . Sustituyendo este valor en

“fod

la igualdad anterior, obtenemos que sen ZADB = . Usando ahora la identidad

sen? x + cos? x = 1, obtenemos que

2
2 23
cos? /ZADB =1—sen> ZADB=1— (%) :1—2—5 = %

[\)

Como ZADB es agudo, su coseno es positivo y, por lo tanto, cos ZADB = @
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b) Como 90° = LADC = LZADB + ZBDC'y sen90° = 1, aplicando la identidad
1) y sustituyendo los valores obtenidos en el inciso anterior, obtenemos que

1 =sen(£LADB + ZBDC) (13)
=sen ZADB cos ZBDC + cos ZADB sen /BDC

= g cos ZBDC + @ sen ZBDC.

Por otro lado, si hacemos z = cos ZBDC, tenemos que sen? ZBDC = 1 — 2. Como
ZBDC es agudo, tenemos que sen ZBDC > 0y, por consiguiente, sen ZBDC es la
raiz cuadrada positiva de 1 — 22, esto es, sen ZBDC = /1 — x2. Sustituyendo esta
igualdad en la relacién (13), obtenemos que

£a:—i——\/1—502—1

5

“f$

Resolviendo esta tltima ecuacién, encontramos que la Unica solucién es © =
Finalmente, aplicando la ley de cosenos en el tridngulo BC'D, obtenemos que

BC? =52 + (2v2)? - 2(5)(2@)? =
de donde se sigue que BC' = 5.

Problema 9. (Canada, 1970). Sea ABC D un rectdngulo con BC' = 3AB.Sean Py Q)
puntos en BC, tales que BP = PQ) = QC. Pruebaque ZDBC+ /ZDPC = /DQC.

Solucion. Sean o« = /DQC, = LDPCy~=/DBC.Como BC = BP + PQ +
QC =3BPy BC = 3AB, tenemos que AB = BP = PQ = QC. Entonces,

ta — C_D— A_B —
"YTQC T T
g D ___AB AB 1
METPC T PQYQC T 24B 2
. _CD_AB _1
"7 BC T34AB 3
A D
2 Iéi o
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Aplicando la identidad 5), obtenemos que

1 1
tan 8 + tan~y 92 + 3
an(f + 1) 1 — tan Stany 1_3.1
2 3
Por lo tanto, tan o = tan(8 + ) y, como a < 90° y 8 + v < 180°, concluimos que

f+vy=o

Problema 10. (Olimpiada Brasileira, 2010). Las bisectrices internas de los dngulos
internos de un tridngulo ABC, se cortan en el punto I. Si Al = BC'y LICA =
2/1AC, determina la medida del dngulo ZABC.

Solucién. Sea o« = ZIAC. Como Al es bisectriz del dngulo en A, tenemos que
ZIAB = «. Como C1T es bisectriz del danguloen C'y ZICA = 2/TAC, tenemos
que ZBCT = 2a.

B

Aplicando la ley de senos en los tridngulos ACI y ABC, obtenemos que

AC Al
sen(180° — o — 2a)  sen2a’
AC BC

sen(180° — 2ar — 4a)  sen2a’

respectivamente. Usando que sen(180° —z) = sen x, podemos reescribir las dos igual-
dades anteriores de manera equivalente como sigue

AC  sen3a AC  senba

AI ~ sen2a’ BC ~ sen2a’

Como AI = BC, de lo anterior obtenemos que sen 3ac = sen6a y, como 0 < 3o <
6a < 180°, se sigue que 3a + 6a = 180°. Por lo tanto, o = 20°, lo cual implica que
/ZABC = 180° — 6 = 60°.



20 Las leyes de senos y cosenos en la resolucion de problemas de geometria

Problema 11. (Canada, 1996). Sea ABC un tridngulo isésceles con AB = AC. La
bisectriz del angulo ZABC corta al lado AC en Dy BC = AD + BD. Determina la
medida del angulo Z/BAC.

Solucién. Sea « = ZCBD. Es facil ver que ZABD = «, ZBCD = LABC = 2a,
ZBDC =180° — 3a, LBDA = 3ay ZBAC = 180° — 4a.

A

2a C

Aplicando la ley de senos en los tridngulos ABD y BC D, tenemos que

AD  BD _ BD
sena sen(180° —4a)  sen4a’
BD BC BC

sen2a  sen(180° —3a)  sen3a’
respectivamente, de donde obtenemos que

AD — BDserloc7 BC — BDsen?)a.
sen 4« sen 2«

Sustituyendo en la condicion BC = AD + BD, tenemos que

BDsen3 BD
sen3a sena_’_BD’

sen 2o sen 4o

esto es,
sen 3« sen «

sen2a  senda
Multiplicando y dividiendo por 2 cos 2«, obtenemos que

2cos2a  sen3a sen « + sen 4o

2cos2a  sen2a sen 4o

Aplicando la identidad 7), tenemos que 2 cos2asen3a = senba + sena y, por la
identidad 11), tenemos que 2 cos 2 sen 2a = sen 4a. Entonces,

sen ba + sen a sen o + sen 4o

sen 4o sen 4o

3

lo cual implica que sen b = sen 4a.
Por otro lado, en el tridngulo ABC' tenemos que 4o < 180°. Ademds, como ZDCB =
20 > a = LDBC, tenemos que BD > DC, por lo que

BC=AD+ BD > AD+ DC = AC.
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Luego, /BAC = 180° — 4a > 2a = LZABC, lo cual implica que 6 < 180°, esto
es, a < 30° y, por consiguiente, 5o < 150° < 180°.

Por lo tanto, tenemos que sen bar = sen 4o, 0 < bar < 180° y 0 < 4o < 180°, lo cual
implica que 5a+4a = 180°, esto es, a = 20° y, de aqui, ZBAC = 180°—4a = 100°.

Problema 12. (Triangulo Russo). Sea ABC un tridngulo is6sceles, con AC = BC'y
ZACB = 20°. Sean D y FE puntos en los lados AC'y BC, respectivamente, tales que
/ZABD = 60°y ZEAB = 50°. Determina la medida del dangulo /BDE.

Solucién. Como AC = BC'y ZACB = 20°, tenemos que ZCAB = 80° = ZCBA,
lo cual implica que ZEBD = 20°, ZEAC = 30°, ZBEA = 50°y LZADB = 40°.
Luego, AB = EB.

Aplicando la ley de senos en el tridngulo AEC, tenemos que

AC CE CE

sen130°  sen30°  1/2’

esto es,

AC

CE = 2sen 130° = 2sen 50° = 2 cos40°, (14)
pues sen 130° = sen(180° — 130°) = sen 50° = cos(90° — 50°) = cos 40°.
Aplicando ahora la ley de senos en el tridngulo AB D, tenemos que

BD  AB _ EB

sen80°  sen40°  send(°’

Usando la identidad 11) se sigue que

BD B sen 80° B 2 sen 40° cos 40°
EB  send0° sen 40°

= 2c0s40°. (15)
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De (14)y (15), obtenemos que
AC  BD

CE EB
y, por consiguiente, los tridngulos AEC'y DEB son semejantes. Luego, concluimos
que ZBDE = ZEAC = 30°.

Finalizamos este escrito con una lista de ejercicios para practicar.

Ejercicios

1) (Filipinas, 2008) En un cuadrildtero ABC' D, se sabe que AB = BC = 4, ZABC =
100°y ZCDA = 130°. Determina la medida de BD.

2) (Uruguay, 2000) Sea ABC un tridngulo y sea D un punto en BC. Sean R y Ro
los circunradios de los tridngulos ADC'y ABD, respectivamente. Demuestra que
AC _ R
A8 =

3) (Argentina, 1997) Sea ABC' un tridngulo con ZBAC > 90° y sea M el punto
medio de BC. Si ZBAM = 90°, AB = 35y AC = 77, determina la medida de
BC.

4) (Yugoslavia, 2000) Sean a, b y c los lados de un tridngulo con dngulos opuestos
LA =40°, 4B = 60°y £LC = 80°, respectivamente.
Demuestra que a(a + b+ ¢) = b(b + c¢).

5) (Croacia, 2001) En un tridngulo ABC, con AC' # BC, M es el punto medio de
AB,/CAB =«, ZCBA =, ZACM =~y ZBCM = ¢§. Demuestra que

senasen  sen<ysend
sen(a —3)  sen(y—6)’

6) (Rumania, 2001) Sea ABC' un tridngulo rectingulo en A y sea D un punto en AC'
tal que BD es bisectriz del dngulo en B. Demuestra que BC — BD = 2AB siy
1 1

<1 _
solo si B0 — BC = 345

7) (Croacia, 1999) En un tridngulo ABC, las bisectrices interna y externa del dngulo
en C, cortan a AB en L y en M, respectivamente. Si CL = C'M, demuestra que
AB? + BC? = 4R?, donde R es el circunradio del tridngulo ABC.

8) (Croacia, 1998) Sean a, by clos lados de un tridngulo. Demuestra que

(E+E)COSC+(E+g)cosB—‘,—(E+l—))CosA:3.
b a a c b ¢

9) Sea ABC un tridangulo tal que ZABC = ZACB = 80°. Sea P un punto en AB
tal que Z/BPC = 30°. Demuestra que AP = BC.

10) (Croacia,2003) Sea ABC' un tridngulo de lados a, b y c. Demuestra que si ZBAC =
3ZCBA, entonces (a? — b?)(a — b) = bc.
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11) (Argentina, 1995) En un tridngulo ABC las medianas relativas a los lados AB y
AC son perpendiculares. Si AC' = 15y AB = 10, determina la medida de BC.

12) En un tridngulo ABC donde AC = b, BC' = ay AB = ¢, tenemos que /B = 18°
y ZA = 36°. Demuestra que a — b = R, donde R es el circunradio del tridngulo
ABC.

13) En un tridngulo ABC donde AC = b, BC' = ay AB = ¢, tenemos que /B = 18°
y ZA = 54°. Demuestra que ab = R?, donde R es el circunradio del triangulo
ABC.

14) Sean a, by c lados opuestos a los dngulos en A, B y C, respectivamente, de un
trigngulo ABC'. Demuestra que si ab? cos A = bc? cos B = ca? cos C, entonces el
triangulo ABC' es equilétero.

15) (Bielorrusia, 1995) En un tridngulo ABC sea K el punto medio del lado AB 'y sea
L un punto en AC tal que AL = LC + BC. Demuestra que ZK LB = 90° siy
solo si AC' = 3BC.

16) (Polonia, 1999) Sea ABC un tridngulo acutdngulo tal que LZACB = 2/ABC. Sea
D un punto en BC tal que 2ZABD = ZABC. Demuestra que
1 1 1
B —
BD AB AC
17) (Argentina, 2000) Sea ABC'D un cuadriltero tal que ZABC = ZADC = 90° y
ZBAD =60°.Si AB =7y AD = 8, determina las medidas de BC'y C'D.

18) (Brasil, 2005) Sea D un punto en el lado BC' de un tridngulo ABC. Si AB =
AD = 2, BD = 1y los tridngulos BAD y C'AD son congruentes, determina la
medida del segmento C'D.

19) (Brasil, 2014) Una circunferencia es tangente a los lados de un cuadrildtero ABCD.
Los puntos de tangenciason: Ren AB, Sen BC,TenCDyUenDA.Si AU =1,
DU =2,BS =2y (CS =4, determina la medida de SU.

20) (Brasil, 2011) Sea ABCD un cuadrilétero ciclico con AB = 4, BC = 8V/3,
AC = 44/13 y AD = 24/13. Si E es la interseccion de las diagonales AC'y BD,
determina la longitud de BE.

21) (Vietnam, 1981) Demuestra que un tridngulo ABC' es rectangulo si y solo si

senA +sen B +senC = cos A+ cos B + cos C + 1.

22) Los lados de un tridngulo A BC satisfacen la relaciéon BC = AC' + %AB . Un punto

P divide al lado AB en la raz6n % = % Demuestra que ZCAP = 2/CPA.

23) (Bélgica, 1996) En un triangulo ABC de lados BC = a, AC = by AB = ¢, se
cumple que
1 1 3

a+b+ btc a+tbtc
Determina la medida del dngulo en B.
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24) (Bulgaria, 1999) Sea M el punto medio del lado BC' de un tridngulo ABC. Si
/ZCAB = 45° y ZABC = 30°, determina la medida del angulo ZAMC'y de-

_ AB-BC
muestra que AM = =377=.

25) (Ucrania, 2005) Sea AD una mediana de un tridngulo ABC'. Si ZADB = 45°y
ZACB = 30°, determina la medida del dngulo ZBAD.

26) (Alemania, 1997) En un cuadrildtero convexo ABC D, se tiene que ZC'BD = 10°,
/CAD = 20°, ZABD = 40° y ZBAC = 50°. Determina las medidas de los
angulos ZBCD y LADC.

27) (China, 1999) En un tridngulo rectangulo ABC con dngulo recto en C, sean E'y F
puntos en AB tales que AF = AC'y BF = BC'. Determina la medida del angulo
ZECF.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este segundo numero del afio 2023. Aprovechamos para invitarte a que contribu-
yas a enriquecer esta seccion de la revista. Estamos seguros que conoces problemas
interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicion la direccién
revistaomm@gmail.com,donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Sean p y ¢ enteros positivos tales que p, ¢, p + ¢ y p — ¢ son ndmeros
primos. Determina el valor de la suma de los nimeros p, ¢, p+qy p — q.

Problema 2. Sean a, b, ¢, x, y nimeros reales positivos tales que
ax + by < bx + cy < cx + ay.

Demuestra que b < c.

Problema 3. Sobre el lado AB del tridangulo equilatero ABC' se eligen dos puntos M y
N tales que AM = M N = NB. El punto P estd sobre AC' de formaque CP = AM.
Determina la medida de ZPMC + ZPNC.

Problema 4. Sean a y b nimeros enteros tales que a > b > 0. Siab— 1y a + b son
primos relativos, asi como ab+ 1y a — b, demuestra que (ab+1)? + (a — b)? no puede
ser un cuadrado perfecto.

Problema 5. Sofia tiene una maquina con botones By, Bo, B3, ... y una pantalla que
muestra un nimero. Dependiendo del nimero que se muestre en la pantalla, cada botén,
al ser presionado, reemplaza el nlimero en la pantalla por otro nimero. Jugando con
la maquina, Soffa descubre que al repetir dos veces cualquier secuencia de botones,
se muestra el nimero con el que inicié. Por ejemplo, cuando la pantalla muestra el
numero 2023, al presionar la secuencia de botones B3 B17 Bs01 B32 B3 B17Bso1 Bsa, la
mdaquina muestra nuevamente el nimero 2023. Demuestra que si en dos secuencias se
presionan los mismos botones la misma cantidad de veces, el resultado es el mismo.
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(z° 1)

Problema 6. Si = = 2 + /5, determina el valor de x ST
T

Problema 7. Sean ¢ < b < c enteros consecutivos, con b impar. Demuestra que ¢ — a®
es divisible por b.

Problema 8. Victoria pinta de negro las seis caras de un cubo de madera. Luego, corta
el cubo en 1000 cubitos mds pequefios, todos de iguales dimensiones, algunos de los
cuales tienen algunas caras negras. Victoria lanza los 1000 cubitos al suelo y se da
cuenta de que ninguno cay6 con una cara negra hacia arriba. Si la probabilidad de que
esto suceda se expresa de la forma 27 - 3% - 5¢, determina el valor de a + b + c.

Problema 9. Dos circunferencias C; y Ca son tangentes externamente y ambas son
tangentes internamente a una circunferencia C3 de forma que sus centros son colineales.
Una cuerda ¢ de Cs es tangente externa de C; y de Cs. Si el radio de C; es 4 y el radio
de C5 es 10, determina la longitud de la cuerda /.

Cs

f

Problema 10. Determina el menor entero positivo n tal que 12 422 + 32 + ... 4+ n?
sea multiplo de 200.

Problema 11. En una circunferencia, se pintan 432 puntos que dividen a la circunfe-
rencia en 432 partes iguales. De estos puntos, 108 son rojos, 108 son verdes, 108 son
azules y 108 son amarillos. Demuestra que es posible escoger tres puntos de cada co-
lor de tal forma que los cuatro tridngulos formados por vértices del mismo color sean
congruentes.

Problema 12. Sean a, b y ¢ niimeros reales distintos. Supongamos que las ecuaciones
2?2 +axr +1 =0y 2% + br + ¢ = 0 tienen exactamente una raiz real en comin y que
las ecuaciones 22 +x + a = 0y 22 + cx + b = 0 tienen exactamente una raiz real en
comun. Determina todos los valores posibles de a + b + c.

Problema 13. Determina el mayor entero positivo N con la siguiente propiedad: exis-
ten enteros 1, . . .,z tales que x7 — z;x; no es divisible por 1111 para todo i # j.
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Problema 14. En una recta hay 50 segmentos dibujados. Demuestra que entre estos
segmentos hay 8 que cumplen que son ajenos dos a dos, o los 8 tienen al menos un
punto en comun.

Problema 15. Encuentra todas las parejas (m,n) de enteros positivos tales que el
nimero
glm=nl 4 glm-n| | 1

sea divisible por m y n simultdneamente.

Problema 16. Determina todas las funciones f : R — Z que satisfacen

(F(fy) = 2)* + f(2)* + f(y)* = fy) A+ 2f(f()))

paratodo z,y € R.

Problema 17. Los niimeros enteros del 1 al 2023 estdn escritos en un pizarrén. Cada
minuto dos nimeros se eligen, se borran y, se escribe en su lugar, la diferencia no
negativa en el pizarrén. Al final queda un solo niimero escrito en el pizarrén. Determina
todos los valores que ese niimero puede tomar.

Problema 18. Sea N el niimero de formas de colocar los enteros del 1 al 12 en las doce
casillas de un tablero de 2 x 6, de forma que para cualesquiera dos casillas que com-
parten un lado, la diferencia de sus niimeros escritos no es divisible por 3. Determina
el nimero de divisores positivos de V.

Problema 19. Determina si existe una sucesion aq, as, . . ., 2924 de nimeros enteros
positivos que satisface las siguientes condiciones:

" Gy + ary1+ -+ as—1 +asnoesprimo paracadal <r < s <2024,
» mcd(a;,a;4+1) = 1 paracada 1 < i < 2023,

» mcd(a;,a;42) = 1 paracada 1 < i < 2022.

Problema 20. En cada lado de un poligono regular de n lados de longitud 1, elegimos
un punto distinto a los vértices, obteniendo asi un nuevo poligono de n lados. ;Para qué
valores de n podemos obtener un poligono cuyos dngulos internos son todos iguales,
pero que este nuevo poligono no sea regular?



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccién encontrards las soluciones a los 20 problemas de practica elegidos para
este ndmero de la revista. Antes de consultar estas soluciones, te recomendamos hacer
tu propia solucidn a cada problema o, al menos, haberle dedicado un tiempo conside-
rable a cada uno de ellos.

Es muy comtn en matemadticas que un problema tenga mds de una solucidén. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las tinicas. Aunque hayas
resuelto un problema y estés muy seguro de que tu solucion es correcta, te invitamos
a consultar estas soluciones y discutirlas con tus compaiieros. Si logras encontrar una
solucidn diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas de tus soluciones, te invi-
tamos a compartirlas con nosotros a la direccién revistaomm@gmail . com.

Solucion del problema 1. Dado que p — g es primo y, por tanto, entero positivo, p > g.
Como el tnico primo par es el mds pequefio, p debe ser impar. Si ¢ es impar, entonces
p + g es par mayor que 2 y no seria primo. Luego, necesariamente g = 2.

Hacemos los casos dependiendo de p médulo 3.

Si p es multiplo de 3, entonces p = 3, pero p — ¢ = 1 no es primo.

Sip =1 (mod 3), entonces p + ¢ es miiltiplo de 3 y, por ende, p + ¢ = 3, dejando
p = 1 el cual no es primo.

Por dltimo, si p = 2 (mod 3), entonces p — ¢ es miiltiplo de 3 y, por ende, p — ¢ = 3,
dejando p = 5. Como 5 4+ 2 = 7 es primo, la solucién (p, q) = (5, 2) es vélida y, por
consiguiente, p+q+ (p+q) + (p — q) = 17.

Solucién del problema 2. Sean a, b, ¢, x, y nimeros reales positivos tales que
ax + by < bz + cy < cx + ay.
Supongamos, por contradiccion, que b > c. Entonces, by > cy y, por la primera des-

igualdad, concluimos que azx < bz, de donde ¢ < b. De manera andloga, tenemos que
bx > cx vy, por la segunda desigualdad, concluimos que cy < ay, de donde ¢ < a.
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Luego, tenemos que ¢ < a < b, lo cual implica que cx < ax y ay < by, por lo que
cx + ay < ax + by, lo que contradice las desigualdades iniciales. Por lo tanto, b < c.

Solucién del problema 3. Como NP y BC son paralelas, tenemos que ZPNC =
ZNCB. Ademés, los tridngulos N BC'y M AC' son congruentes por el criterio LAL,
porloque ANCB = ZACM = LZPCM.

Por otro lado, dado que AN = APy ZNAP = 60°, el tridngulo AN P es equilatero
y, como AM = M N, larecta PM es bisectriz de este tridngulo, de donde obtenemos
que ZAPM = 30°. Por lo tanto,

LPMC+ ZPNC = ZPMC + ZPCM = LAPM = 30°.

Solucién del problema 4. Observemos que
(ab+ 1)+ (a—b)? =a*b* +a®> + > +1 = (a®> + 1) (b +1).

Demostraremos primero que a? + 1y b + 1 son coprimos. El maximo comiin divisor
dea+byab—1eselmismoqueeldea+by (a+b)b— (ab—1) = b+ 1, as
que estos dos nimeros son coprimos. A su vez, el mdximo comun divisorde a — by
ab+ 1esigualalde a — by ab+ 1 — (a — b)b = b? + 1, y estos dos niimeros también
son coprimos. Por lo tanto, b*> + 1 es coprimo con (a — b)(a + b) = a* — b? y, por
consiguiente, b2 + 1 es coprimo con (a? — b?) + (b2 + 1) = a? + 1. Dado que ninguno
de ellos puede ser un cuadrado, al no haber dos cuadrados positivos con diferencia 1,
concluimos que su producto tampoco es un cuadrado.

Solucién del problema 5. Basta demostrar que la secuencia B;B; regresa el mis-
mo numero que la secuencia B; B;. Tras presionar el botén B;, tenemos que B; =
B;B; B; B; B; ya que aplicar dos veces la secuencia B; B; regresa el mismo valor. Pero
la secuencia B; B; regresa el mismo valor, por lo que B; = B;B;B;. De aqui se sigue
que B;B; = B;B;B;B;. Pero la secuencia B; B; regresa el mismo valor, llegando asi
aque BlBJ = BJBZ
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Solucién del problema 6. Primero, notemos que

A _ e P @ d) Pk o DEAe)
B+l (et L) et L o+ 4 '

Como 2 = 2 + /5, tenemos que (x — 2)? = 5, de donde 2> — 1 = 4z. Como = # 0,
entonces T — % = 4. Elevando al cuadrado ambos lados de esta ecuacién, obtenemos
que (z — %)2 =az?+ % —2 =16, esto es, z* + -5 = 18. Andlogamente, elevando
al cuadrado ambos lados de esta tltima ecuacién, obtenemos que z# + ;—4 = 322.
Finalmente, sustituyendo en (16), obtenemos que

322 161

2@ 1) (z-3) @+ +1)  4(18+1) 38

8 +1

Solucién del problema 7. Como ¢ = b + 1, tenemos que ¢® = 1° = 1 (mod b).
Anélogamente, como a = b — 1 es par, tenemos que a* = (—1)® = 1 (mod b). Por lo
tanto, ¢ — a® = 0 (mod b).

Solucién del problema 8. Cada cubito en un vértice del cubo original tiene tres caras
pintadas de de negro, por lo que cada uno tiene una probabilidad de 1 — % = % de
no caer con una cara negra hacia arriba. Observemos que las aristas del cubo son de
longitud 10. Quitando los cubitos en los vértices del cubo original, cada arista del cubo
estd formada por ocho cubitos, por lo que hay 12 - 8 = 96 de estos; cada uno tiene dos
caras pintadas de negro, por lo que tienen una probabilidad de 1 — % = % de no caer
con una cara negra hacia arriba. Quitando los cubitos en los vértices y en las aristas,
cada cara estd formada por 8 - 8 = 64 cubitos, por lo que hay 6 - 64 = 384 de estos,
cada uno de los cuales tiene una probabilidad de 1 — % = % de no caer con una cara
negra hacia arriba. De los 512 cubos restantes, ninguno tiene alguna cara pintada de
negro, asi que tienen una probabilidad de 1 de no caer con una cara negra hacia arriba.

Entonces, la probabilidad de que suceda el lanzamiento de Victoria es

8 96 384
(l) (2) (§) 1512 — 290 . 5%% — 9—206 3480 £384
2 3 6 28,396 . 9384 . 3384

Porlo tanto, a + b + ¢ = —296 — 480 + 384 = —392.

Solucion del problema 9. Sean O1, Os y O3 los centros de C1, Co y C3 respectivamen-
te. Sean 77 y 15 los puntos de tangencia de £ con C; y Ca, respectivamente. Sea P el
punto de interseccion de las rectas 0102 y T1T5. Sea X el pie de la perpendicular a
T1 T, que pasa por Os. Como los centros O1, Oz y O3 son colineales, el radio de Cs es
L;'w = 14. Como O;T} y O2T5 son radios, entonces son perpendiculares a ¢, as{
que los tridangulos PO1T}, PO3T, y PO3X son semejantes, esto es,

POy  PO;+14 PO;+10
4 10 03X
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de donde se sigue que PO; = 2 y que 03X = 28,

Prolonguemos el segmento O3 X hasta cortar a C3 en los puntos A y B. Como el radio
de C3 es 14, tenemos que AX = 14 — 22 y XB = 14 + 38, Prolonguemos la recta
11T, hasta cortar a C3 en los puntos M y N.

B

Como la mediatriz de una cuerda pasa por el centro, resulta que X es el punto medio

de M N. Por potencia del punto X, tenemos que AX - XB = MX - XN, esto es,

40 156 _
7 7

de la cuerda £ es 2M X = 8¥39%0,

M X 2. Finalmente, obtenemos que M X = 4—V;’90 y, por lo tanto, la longitud

Solucién del problema 10. Tenemos que

nn+1)(2n+1)

12+22+32+”.+n2: 5

es miltiplo de 200 si y solo si n(n + 1)(2n + 1) es mdltiplo de 1200 = 2* - 3 - 52.

Si 24 = 16 divide an(n + 1)(2n + 1), como 2n + 1 es impar, entonces 16 | n(n + 1).
Pero n y n + 1 son coprimos, por lo que 16 | n 0 16 | n + 1. En otras palabras,
n(n + 1)(2n + 1) es divisible por 16 si y solo si n es congruente a 0 0 15 médulo 16.
Si5? = 25 divide a n(n + 1)(2n + 1), entonces 25 divide a alguno de los tres factores,
o 5 divide a dos de ellos. Luego,

a) 5| nsiysolosin =0 (mod5),
b) 5|n+1siysolosin =4 (mod5)y,
¢) 5|2n+ 1siysolosin =2 (mod5).

Como todos los residuos son diferentes, es imposible que dos de los factores en el
producto n(n 4 1)(2n + 1) sean miiltiplos de 5, llegando asi a que exactamente uno de
los tres factores es miltiplo de 25. Luego,

a) 25 | nsiysolosin =0 (mod 25),
b) 25 | n+ 1siysolosin =24 (mod 25)y,
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¢) 25| 2n+ 1siy solosin =12 (mod 25).

Por otra parte, n(n + 1)(2n + 1) es mdltiplo de 3 para todo entero positivo n, pues
w es un entero, por lo que el problema se reduce a encontrar el menor
entero positivo n tal que n es congruente con 0 o 15 médulo 16 y con 0, 12 o 24
mddulo 25.

De aqui, notemos que el entero positivo mds pequefio que es congruente con 0 médulo
16y es congruente con 0, 12 0 24 médulo 25 es 112, que es congruente con 12 médulo
25. Finalmente, notemos que los enteros que son congruentes con 15 médulo 16 y son
menores que 112, son 15, 31, 47, 63, 79, 95 y 111, cuyos residuos médulo 25 son 15,
6, 22, 13, 4, 20 y 11 respectivamente, esto es, ninguno de ellos deja residuo 0, 12 0 24
modulo 25, por lo que la respuesta es n = 112.

Solucién del problema 11. Notemos que si dos tridngulos con vértices en una circun-
ferencia difieren por una rotacién de la misma, entonces son congruentes, por lo que
bastard demostrar que es posible escoger tres puntos de cada color de forma que los
cuatro tridngulos difieran por una rotacién de la circunferencia.

Notemos que hay 431 rotaciones no triviales de los puntos en la circunferencia, con-
formadas por rotaciones de (%)O. Después de 431 rotaciones, cada punto rojo toca
un punto verde 108 veces, asi que, como hay 108 puntos rojos, todos los puntos ro-
jos tocan los puntos verdes 1082 veces. Entonces, en promedio, en cada movimiento,
% > 27 puntos rojos tocan un punto verde, asi que, en alguna rotacion, al menos 28
de los 108 puntos rojos tocan algtin punto verde.

Similarmente, después de 431 rotaciones de estos 28 puntos, cada uno habrd tocado
108 puntos azules, asi que, en promedio, en cada movimiento, 191%'128 > 7 de estos
puntos rojos tocan algin punto azul, asi que, en alguna rotacién, al menos 8 de los 28
puntos rojos tocan algtin punto azul.

De manera andloga, después de 431 rotaciones de estos 8 puntos, cada punto rojo toca
todos los puntos amarillos, por lo que, en promedio, en cada movimiento, % > 2
puntos rojos tocan un punto amarillo, es decir, existen 3 puntos rojos que, en alguna
rotacion, tocan un punto amarillo.

De esta manera, hemos encontrado tres puntos rojos que, tras alguna rotacion, tocaran

un punto verde, un punto azul y un punto amarillo, probando asi el resultado.

Solucién del problema 12. Si p es raiz comiin de 2? +az+1 = 0y de 22 +bx+c = 0,
entonces p?+ap+1—(p?+bp-+c) = 0, esto es, p(a—b)+1—c = 0, de donde obtenemos
que p = <=7. Ahora, si ¢ es raiz cominde 2> + z + a = 0y de 2® + cx + b = 0,
entonces ¢> + ¢+ a — (¢ + cq +b) = 0, esto es, (1 — ¢) + (a — b) = 0, de donde
obtenemos que ¢ = ‘;:f . Por lo tanto, ¢ = %.

Por otro lado, por las férmulas de Vieta, la otra raiz de 2> 4+axr+1=0es %. Esto

significa que ¢ = - es raiz de ° + az + 1y de 2® + x +a = 0. Por lo tanto,

@ +aqg+1—(¢>+q+a)=0,estoes, (g—1)(a — 1) = 0, de donde obtenemos que
a=1loqg=1.

a) Sia =1, entonces x> +z+1=0, que no tiene raices reales.
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b) Sig=1,entoncesp = 1y x2 + ax + 1 = (z — 1), lo cual implica que a = —2.
Ademads, tenemos que q2 +cqg+b=14+c+b=0,dedonde b+ c= —1y,porlo
tanto, a + b+ ¢ = —3.

Solucién del problema 13. Demostraremos que el mayor entero N con la propiedad
requeridaes N = 1000. Observemos que 27 — z;z; = x;(x; —x;)y, que 1111 =11 -
101. Primero demostraremos que podemos encontrar 1000 enteros x1, x2, - . ., 1000
tales que 27 — x;; no es divisible por 1111 para todo i # j. Consideremos el conjunto
{1,2,...,1110}. Este conjunto contiene 10 enteros divisibles por 101 y contiene 100
enteros divisibles por 11. Ninguno de los enteros de este conjunto es divisible por
ambos nimeros 11 y 101. Si borramos a estos 10 4+ 100 enteros del conjunto, quedan
1000 enteros. Sean x1, 2, ..., Z1000 tales enteros. Tenemos que 11 t x; y 101 ¢t x;
para todo 7. Supongamos que existen ¢ # j tales que 1111 | z;(x; — ;). Entonces,
debemos tener que 1111 | (x; — z;), lo que es una contradiccién ya que z;,z; €
{1,2,...,1110}. Por lo tanto, los enteros x1, . . ., 1000 satisfacen el problema.
Ahora demostraremos que entre cualesquiera 1001 enteros x1, xs, . .., 1901, €Xisten
i # j tales que 1111 | z;(x; — x;). Supongamos, por contradiccién, que para todos
los indices ¢ # j, se cumple que x;(z; — ;) no es divisible por 1111 y sea X =
{1, ..., 21001} Reduciendo médulo 1111 podemos asumir que x; € {0,1,...,1110}
para todo ¢. Tenemos que x; # O para todo ¢ y, que z; # x;, para todo i # j.
Supongamos que para algtn i, 11 | x; (como x; # 0, sabemos que 101 t ;). Entonces,
cualquier entero a # x;, con a = z; (mod 101) no puede ser un elemento de X, ya
que 1111 | z;(x; — x;). En el conjunto {1,2,...,1110} hay 10 de tales enteros, todos
ellos primos relativos con 11 - 101. Si hay exactamente % valores distintos de i tales
que 11 | z;, entonces hay 10k enteros distintos del conjunto {1,2,...,1110} que no
pueden ser elementos de X, todos ellos primos relativos con 11 - 101. Andlogamente,
si hay exactamente m valores distintos de ¢ tales que 101 | z;, entonces hay 100m
enteros distintos del conjunto {1,2,...,1110} que no pueden ser elementos de X,
todos ellos primos relativos con 11 - 101 (observe que esos 10k y 100m enteros pueden
traslaparse).

En el conjunto {1,2,...,1110} hay 100 mdltiplos de 11, hay 10 mdltiplos de 101 y
no hay miiltiplos de 11 - 101, asf que hay 1000 enteros que son primos relativos con
11-101. En X tenemos 1001 — k& — m enteros que son coprimos con 11 - 101, asi que
exactamente k + m — 1 de los enteros primos relativos en {1,2,...,1110} no estdn
en X. Esto implica que 10k < k+m — 1y 100m < k + m — 1. Sumando estas dos
desigualdades obtenemos que 8k + 98m < —2, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, N < 1001.

Solucién del problema 14. Notemos que 50 = 7 X 7+ 1y que 8 = 7 + 1. Demostra-
remos el siguiente resultado mds general: dados 7n 4 1 segmentos sobre una recta, hay
n + 1 de ellos ajenos dos a dos o hay 8 de ellos con un punto en comun.

Veamos qué pasa si n = 1. Si tomamos 2 segmentos cualesquiera, o se intersecan o
son ajenos, por lo que si no hay dos de ellos ajenos, entonces los 8 se intersecan en un
punto en comun, asi que el resultado se sigue para n = 1. Supongamos que el resultado
se sigue paran — 1.
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Como los 7n + 1 intervalos estdn en una recta, para cada intervalo Iy, sea Py su pun-
to a la izquierda. Ordenemos los intervalos de manera que Iy cumpla que Py sea el
punto més a la derecha entre todos los P;, ¢ € {0,1,...,7n}. Eso quiere decir que si
un intervalo [j tiene puntos en comoén con I, entonces Py € Ij,. Tenemos dos casos:
el primero es que haya 7 intervalos que intersecan a Iy, en cuyo caso acabamos, pues
esos 7 intervalos junto con Iy, contienen a Fy. El segundo caso es que haya al menos
7(n — 1) + 1 intervalos que no intersequen a Iy. Por hip6tesis de induccién tenemos 8
que se intersecan y terminamos, o hay n de ellos que son ajenos dos a dos. Si a estos
n le afladimos Iy, vemos que este tltimo es ajeno a todos los anteriores (pues sabemos
que no lo intersecan) y, por lo tanto, se sigue el resultado.

Solucién del problema 15. Si m = n, entonces 9° +3°4+1 =14 141 = 3 debe ser
divisible por n, lo cual implicaquem =n=1om =n = 3.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que m > n. Sea d = m — n. Tenemos que

v3(9Im—nl 4 3m=rl 1) = (97 + 3% + 1) =0,

por lo que v3(m) = v3(n) = 0. Esto significaque 3{ my 3 { n.
Sean k = v3(d), p un divisor primo de m y r = ord,(3). Como

33 —1=(3"-1)(9*+ 3%+ 1) =0 (mod p),

se sigue que 7 | 3d, lo que implica que v3(r) < v3(3d) = k + 1.

Si 7 | d, entonces 3¢ = 1 (mod p), por lo que 9¢ + 3¢ + 1 = 3 (mod p), lo cual es una
contradiccion. Asf, r 1 d. Concluimos que v3(r) = k + 1.

Por el teorema pequefio de Fermat, tenemos que 3°~! = 1 (mod p), lo cual implica
quer | (p—1),estoes,p = 1 (mod r) y, por lo tanto, p = 1 (mod 3¥*1). Como
p | my p es un primo arbitrario, concluimos que m = 1 (mod 3¥*1!). Lo mismo es
cierto para n, por lo que n = 1 (mod 3**1). Por lo tanto, 3**1 | (m — n), esto es,
3%+1 | d, lo que contradice que v3(d) = k. Concluimos que las dnicas soluciones son
m=n=1lym=n=3.

Solucién del problema 16. Haciendo x =y = 0y ¢ = f(0) en la ecuacién funcional,
tenemos que f(c)? + c? + ¢ = ¢+ 2¢f(c), esto es, (f(c) — ¢)* = ¢ — ¢*. Como el
lado izquierdo es no negativo, el lado derecho también debe ser no negativo, asi que
c—c® >0, estoes, ¢(1 — ¢) > 0. Esto implica que 0 < ¢ < 1y, como c¢ es un entero,
necesariamente ¢ = 0 o ¢ = 1. En ambos casos, tenemos que ¢ — 2 =0,1lo que
significa que f(c) —c =0, estoes, f(c) = c.

Por otro lado, haciendo y = 0 encontramos que para todo nimero real z,

(fle=2)* + f(x)* + & = c+ 27 (17)

Si ¢ = 0, esta ecuacién se reduce a f(—z)? + f(x)? = 0y, como el lado izquierdo es
una suma de dos cuadrados, ambos cuadrados deben ser igual a 0. Luego, f(z) = 0
para todo z y, es facil ver, que esta funcién es una solucién de la ecuacién funcional.

Ahora consideremos el caso ¢ = 1. La ecuacién (17) se reduce a f(1—x)2+ f(z)? = 2.
El lado izquierdo es una suma de dos cuadrados de enteros, asi que ambos deben ser
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igual a 1. Por lo tanto, para todo nimero real x tenemos que f(xz) = 10 f(z) = —1.
Haciendo z = 0 en la ecuacidén funcional del problema, obtenemos que

(FUFWN)? + F0)* + f(y)? = Fy)(L+2f(f(v))),

la cual puede reescribirse como (f(y) — f(f(y)))? + f(0)?> = f(y). Como el lado
izquierdo es no negativo, necesariamente f(y) > 0 para todo y. Si combinamos esto
con f(x) = £1 para todo x, concluimos que f(x) = 1 para todo niimero real z y, es
facil ver, que esta funcion es una solucién de la ecuacién funcional.

Solucion del problema 17. Denotemos por (a, b) a la accién de borrar los niimeros a y
b del pizarrén y reemplazarlos por su diferencia no negativa. Probaremos por induccién
en n que si estdn escritos inicialmente los nimeros del 1 al 4n+-3, entonces los posibles
valores para el niimero restante son los enteros pares del 0 al 4n + 2.

Notemos que nunca puede quedar un nimero impar, pues la paridad de la suma de
todos los nimeros en el pizarrén es invariante y, el valor inicial de esta suma, igual a

(4n +3)(4n+4)

5 = (4n+3)(2n+2)

€s un nimero par.

Si n = 0, podemos dejar el 0 haciendo los movimientos (2,3) y (1, 1), o podemos
dejar el 2 haciendo los movimientos (1,2) y (1, 3).

Supongamos que el resultado es cierto para algin entero n y consideremos el problema
paran + 1. Si hacemos los movimientos (4n + 4,4n +5), (4n +6,4n+7), (1,1) y
(4n+3,0), quedaremos con los ndmeros del 1 al 4n+ 3 en el pizarrén. Por la hipétesis
de induccidn, sabemos que nuestro nimero restante puede ser cualquier entero par del
0 al 4n + 2. Basta con mostrar que el nimero restante también puede ser 4n + 4 o
4n + 6.

Si estdn escritos los ndmeros del 1 al 4n 4 7, podemos usar la hipétesis de induccién
para quedarnos con los niimeros 4n 4 2, 4n 44, 4n 45, 4n + 6 y 4n + 7. Para dejar el
4n + 6, podemos hacer los movimientos (4n + 2,4n + 4), (4n + 5,4n + 6), (1,2) y
(1,4n + 7). Para dejar el 4n + 4, podemos hacer los moviemientos (4n + 2, 4n + 6),
(An+4,4n +5), (1,4) y (3,4n + 7). Con esto concluimos la induccién.

Solucion del problema 18. Sea C' el nimero de formas de colocar cuatro de cada
nimero 0, 1 y 2 en el tablero, sin que dos casillas que compartan un lado tengan el
mismo nidmero. Para cada uno de estos acomodos, podemos reemplazar cada niimero
con uno que tenga su misma congruencia médulo 3. Hay 4! formas de reemplazar los
0’s,los 1’s y los 2’s, por lo que N = (4!)3C.

Para determinar el valor de C, consideremos las columnas en uno de los acomodos
relevantes. Estas pueden tener los conjuntos de nimeros {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}. Digamos
que estos se usan a, b y ¢ veces, respectivamente. Como cada nimero se usa 4 veces,
tenemosquea+b=4,b+c=4yc+a=4,porloquea=>b=c=2.

Hay (3)(;) = 90 formas de elegir los nimeros en cada columna, sin considerar el
orden en el que aparecen. Dados los nimeros que contiene, hay 2 formas de elegir la
primera columna. A partir de aqui, las columnas siguientes estdn determinadas, pues
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en exactamente una de las 2 formas de colocar los niimeros, quedardn dos casillas
adyacentes con el mismo nimero. Por lo tanto, C' = 2-90 = 180y N = (4!)? - 180 =
211 .35 . 5, de donde se sigue que N tiene (11 + 1)(5 + 1)(1 + 1) = 144 divisores
positivos.

Solucién del problema 19. Demostraremos que si existe. Sea p un nimero primo impar
y sean pi, pa, . - ., 2024, 41, G2, - - - , 2024 NUmMeros primos impares distintos entre si y
distintos de p. Por el teorema chino del residuo, existe un niimero entero aq tal que:

ap = 1 (mod 2),
ap = 1 (mod p),
ag + 2ip = 0 (mod p;q;) para 1 < i < 2024.
Consideremos la sucesion a; = ag + 2ip para 1 < ¢ < 2024. Demostraremos que esta

sucesion satisface las condiciones del problema. Como es una progresion aritmética,
tenemos que

Ay + ag

2

ar+ar+1+"'+a571+as:(

) (s=r+1),

donde me es un entero, ya que todos los a;’s son impares. Si » < s, cada factor
% y s —r + 1 es mayor que 1, asi que la suma no es primo y, si r = s, la suma se
reduce a a,, el cual no es primo ya que p,q, | a,.

Por dltimo debemos checar la condicién del maximo comun divisor. Tenemos que
mcd(a;, ai+2) = med(a;, a; + 4p) = med(a;,4p) = 1,

med(a;, a; 1) = med(a;, a; + 2p) = med(a;, 2p) =1,
yaque a; = ag = 1 (mod 2) y a; = ag = 1 (mod p).

Solucion del problema 20. Sean A; As ... A, el poligono regulary B1Bs ... B, el
poligono inscrito, de manera que B; estd en el lado A; A; 1, considerando los indices
modulo n. Para cada 7, tenemos que

LB 1B;iBit1 + £Biy1BiAi1 = LB Bi 1A + LA 1A A
= 180° — LA;B;B;_1.

En particular,
4BileiBi+1 = ZAiflAiAiJrl si y solo si ZBiJrlBiAiJrl = ZBiBiflAi,

esto es, los tridngulos B; 1 B; A;11y B; B;—1 A; son semejantes por el criterio AA. Por
lo tanto, estos tridngulos son todos semejantes entre si, si y solo si los dngulos internos
del poligono inscrito son todos iguales.

Si n = 2k, podemos elegir un nimero real 0 < 7 < % y construir el poligono inscrito
de manera que A;B; = A;B;_1 = r para todo i impar. De esta manera, todos los
tridngulos B;B;_1A; son isdsceles y comparten un dngulo del poligono regular, por
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lo que son semejantes. Como la razén de semejanza ;. es distinta de 1, el poligono
inscrito tiene sus dngulos iguales pero no sus lados.
Supongamos ahora que n es impar y que el poligono inscrito tiene sus dngulos iguales.
Sea z; = A;B;. Por las semejanzas, tenemos que x;/(1 — x;_1) es constante. En
particular,

zi(l— ;) = xip1(1 —25-1)

y, por lo tanto, z; < ;41 siy solosi x; < x;—1. Luego, los signos de las diferencias
r1 — T2, T3 — Z3,... han de alternarse. Como 7 es impar, esto significa que todas
estas diferencias son iguales a cero, lo cual implica que todos los x; son iguales. Asi,
el poligono inscrito tiene simetria rotacional de orden n, lo cual implica que es regular.
Por lo tanto, los valores de n que satisfacen el problema son los enteros pares.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2023 No. 2.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este segundo
nimero del afio 2023 de tu revista. Te recordamos que las soluciones de los proble-
mas en esta seccién no las publicamos en este momento, por lo que te invitamos a
que los resuelvas y nos envies tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta
seccidn se escogeran de entre las participaciones recibidas por parte de la comunidad
olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. jTe invitamos a intentarlo!

Problema 1. Determina el menor entero positivo n tal que, cuando se escribe 3" en
base 143, sus udltimos dos digitos de la derecha son 01.

Problema 2. En un tridngulo isésceles ABC' con AB = BC, sea T un punto en el
interior tal que ZBAT = 40°, /T AC = 30° y ZBCT = 20°. Determina la medida
del angulo ZCBT.

Problema 3. En un pizarrén se escriben los nimeros enteros del 1 al 2n. Demuestra
que si se eligen aleatoriamente 7+ 1 nimeros de entre ellos, entonces entre los elegidos
hay un par tal que uno divide al otro.

Problema 4. Diremos que dos enteros positivos a y b son hermanos si existe un primo
p tal que a = pb o b = pa. Diremos que un entero positivo n es familiar si tiene al
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menos tres divisores positivos y todos sus divisores se pueden acomodar en un circulo
(sin repeticiones) de tal forma que cualesquiera dos divisores vecinos en el circulo sean
hermanos. Determina todos los enteros familiares.

Problema 5. Sea ABC un tridngulo acutangulo con circuncentro O y gravicentro G.
Sea X el punto de interseccion de la perpendicular a GO que pasa por G y la tangente
por A al circuncirculo de ABC'. Sea Y el punto de intersecciéon de X G con BC. Si
LZABC : /BCA: ZXOY =13:2:17, determina la medida del angulo Z/BAC.

X

Problema 6. Una parébola es la grafica de una funcién de la forma ax? + bz + ¢, donde
a # 0, by ¢ son niimeros reales. Demuestra que para cada conjunto finito de pardbolas,
existe una pardbola que no interseca a ninguna pardbola del conjunto.

Problema 7. Sean a1, as, . . ., a, nimeros reales positivos. Sia; +as+---+a, =1,
demuestra que

Problema 8. Demuestra que para cualesquiera enteros positivos m y n, el nimero
2™ + 3" no es multiplo de 2023.

Problema 9. Una hormiga camina sobre la superficie de un cubo de lado 1. Se encuen-
tra en un vértice y quiere moverse al vértice opuesto. ;Cudl es la minima distancia que
debe caminar la hormiga?

Problema 10. Determina el nimero de funciones f : {0,1,2,3,4,5,6} — Z tales que
f(0)=0, f(6) =12y, paratodo x,y € {0,1,2,3,4,5,6}, se cumple que

lz —yl < [f(z) = f(y)| < 3|z —yl.
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Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2022 No. 3.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 3, afio 2022. En esta ocasion, agradecemos a Titu Zvonaru,
de Comdnesti, Rumania, por haber enviado sus soluciones a los problemas 3, 4 y 10.
Aprovechamos para invitar a todos los lectores, a enviar sus soluciones para que puedan
salir publicadas en los nimeros posteriores de la revista. Recuerda que en el siguiente
nimero aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en
Tzaloa No. 4, afio 2022, por lo que atin tienes tiempo de mandar las tuyas.

Problema 1. Sea n > 3 un ndmero entero. Se quiere llenar una canasta con n pe-
lotas de tres colores: azul, rojo y verde, de tal manera que se cumplan las siguientes
condiciones:

a) Hay al menos dos pelotas azules.
b) Hay al menos una pelota roja.
¢) Hay un ntimero par de pelotas verdes.

(De cudntas maneras se puede llenar la canasta si no importa el orden de las pelotas en
la canasta?

Solucién. Supongamos primero que n es impar, esto es, n = 2m + 1. Como la canasta
estd forzada a tener dos pelotas azules y una roja, podemos meter dos pelotas azules y
una roja antes de empezar el conteo. Nos quedan 2m — 2 pelotas por meter a la canasta
con la tnica restriccién de que el nimero de pelotas verdes sea par. Supongamos que
metemos 0 pelotas verdes. Entonces, hay 2m — 1 maneras de hacerlo:

(0,2m —2),(1,2m —1),...,(2m — 2,0),

donde (a, b) indica que hay a pelotas azules y b pelotas rojas.
Si hay 2 pelotas verdes, entonces hay 2m — 3 maneras de hacerlo:

(0,2m —4),(1,2m — 3),...,(2m — 4,0).

Continuando de esta forma, tenemos que con 2k pelotas verdes hay 2m — 2k — 1
maneras de hacerlo. Por lo tanto, en total tenemos

—1)2
1—|—3+5+~-~+(2m—1):m2:7(n - )
maneras.
De manera andloga, si n = 2m, obtenemos
2
-2
2—|—4+-~-+(2m—2):(m—l)m:mQ—m:%—g*n(nT)

maneras.
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Problema 2. Decimos que una pareja de nimeros enteros (m, n) es invertible si existen
enteros x, y tales que max — ny = 1y my + nz = 0. Encuentra todas las parejas
invertibles de nimeros enteros.

Solucién. Observemos que para cualesquiera nimeros a, b, ¢, d, se cumple que:

(ac — bd)? + (ad + be)? = (ac)? — 2abed + (bd)? + (ad)? + 2abed + (be)?
= (ac)® + (bd)* + (bc)® + (ad)?
= (a® +b°)(* + d%). (18)

En particular, si (m, n) es invertible, entonces existen enteros z, y tales que
(mx —ny)? + (my +nx)*> =124+ 0* = 1.

Aplicando la identidad (18), tenemos que (m? + n?)(z% + y*) = 1, de donde se sigue
que m? + n? = 1, esto es, si (m,n) es invertible, entonces (m,n) = (1,0), (0,1),
(—1,0) 0 (0, —1), las cuales son todas parejas invertibles.

Nota: La identidad (18) se conoce como identidad de Brahmagupta-Fibonacci.

Problema 3. Sea ABC un tridngulo con incentro I, con BC' > AB. Si M es el punto

medio de AC'y N es el punto medio del arco AC que contiene a B, demuestra que
LIMA=Z/ZINB.

Solucion de Titu Zvonaru. Denotemos por B’ a la interseccién de la mediatriz de AC
con el circuncirculo de ABC'y por E al pie de la altura desde I sobre AC. Como M N
es mediatriz de AC, el punto B’ estd en la recta M N.

A

Seana = BC,b= AC,c= AB,a = /BAC, 3 =/ABCy~y=/ACB.
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Tenemos que

AE =s—a,
b _
EM=§—(s—a):a20,
accos 2
BI = 2
s
I1E =,
NB' = 2R,

donde s, 7 y R denotan el semiperimetro, el inradio y el circunradio del tridngulo ABC.
Como ANC' = 360° — 243, tenemos que

180°-B—-2y a-—v

/BB'N = /AB'N — ZACB = 5 5

Se sigue que BN = 2R sen “5~. Demostraremos que

BI IE
BN EM’ (19)

Aplicando la ley de senos generalizada?® en el tridngulo ABC, la relacién (19) es equi-
valente a

ac cos 5 o

3

2Rssena i a—c

esto es,
ac Ccos —
92 2r

a—7 " 2R(sena —seny)’
2

2Rssen

Aplicando la identidad 8) del articulo de este nimero, la igualdad anterior es equiva-
lente a

ac cos 5 o

a—7y a—7y a+y’
2 sen CcoS 5

s sen

Simplificando, obtenemos la igualdad equivalente

2ac sen é Ccos é = 2rs.
2 2

2Ley de senos generalizada. En un triangulo de lados a, by ¢, con dngulos c, § y y opuestos a los lados
a, by c, respectivamente, se cumple que

a b ¢

= = = 2R,
sena  senf  senvy

donde R es el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo.
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Finalmente, aplicando la identidad 11) del articulo de este nimero, la igualdad anterior
es equivalente a acsen 8 = 2rs, la cual es verdadera puesto que acsen 3y 2rs son
ambos iguales a 2Area(ABC). Por lo tanto, la relacién (19) es verdadera, lo que sig-
nifica que los tridngulos rectingulos /BN y I EM son semejantes, de donde se sigue
que ZIMA=/INB.

Solucién alternativa. Sea F el punto medio del arco AC que no contiene a B. Te-
nemos que BE es bisectriz del dngulo ZC'BA, por lo que los puntos B, [ y F son
colineales. Sea I' el circuncirculo del tridngulo ABC'. Tenemos que N, M y E son
colineales (por estar en la mediatriz de larecta AC)y AE = EC = IE.

A T~F

Como la recta NFE es diametro de I', tenemos que /ZNAE = ZAME = 90°, de
donde se sigue que los tridngulos AM E'y N AE son semejantes por el criterio AA. En
consecuencia, ME - NE = AE? = EI2. Por lo tanto, los tridngulos EIM y ENI
son semejantes también, de donde L IMFE = ZEIN. Luego,

90° + LIMA = ZAME + ZIMA = ZIMFE
=/FIN =/ZINB + ZIBN = ZINB + 90°,

donde ZIBN = 90° al ser N E un didmetro. Por lo tanto, /IM A = ZIN B.

Problema 4. Sean x, y y z nimeros reales no negativos tales que z + y + z = 1.
Determina el valor mdximo del producto

z
(x + 3y + 52) (:C—i— g—i——).
3 5
Solucién de Titu Zvonaru. El problema es equivalente a determinar el mayor nimero
M tal que existen x, y, z, con x + y + z # 0, que satisfacen

Y

zy M 9
(a:+3y+5z)(a:+§+g)—1—5(:17—|—y+z). (20)
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Esta ecuacidn es equivalente a

(M —15)2® + (M — 15)2* + 2(M — 39)zz + (M — 15)y?
+2(M — 25)zy +2(M — 17)yz = 0,

esto es,

(M —15)(z — 2)® + 4(M — 27)xz + (M — 15)y?
+2(M —25)zy 4+ 2(M — 17)yz = 0.

Si M > 27, de la ecuacién anterior obtenemos que x = y = z = 0, lo que contradice
quex +y+ 2z # 0.
Si M = 27, la ecuacién anterior tiene soluciones z = z > 0, y = 0.

Por lo tanto, el mayor valor del producto (z + 3y + 5z) (x + % + g) es 2L = 2 que

se obtiene conz = z = %,y = 0.

Problema 5. Sydney la ardilla se encuentra en el origen (0,0) del plano. Ella puede
moverse reflejando su posicion sobre una recta formada por dos puntos con coordena-
das enteras, siempre y cuando su reflexion caiga en otro punto con coordenadas enteras.
(Puede Sydney llegar al punto (2021, 2022)?

Solucion. Demostraremos que es imposible que Sydney llegue al punto (2021, 2022).
Mais especificamente, mostraremos que Sydney nunca puede llegar a un punto cuyas
coordenadas tengan distinta paridad.

Supongamos que Sydney llega al punto (a, b), iniciando desde el punto (0, 0). El punto
medio del segmento que conecta estos dos puntos es (5, %), por lo que su mediatriz, la
recta por la que Sydney debe haber reflejado, tiene ecuacién

4=

Reacomodando, obtenemos que 2(ax + by) = a? + b%. Sabemos por hipétesis que hay
puntos con coordenadas enteras (x,y) sobre esta recta, por lo que el lado derecho de
la ecuacién debe ser par. Esto solo es posible si a y b tienen la misma paridad. Como
2021 y 2022 tienen distinta paridad, Sydney no puede llegar al punto (2021, 2022).

Problema 6. Determina todos los enteros positivos a, b y ¢, que son solucién de la
ecuacion
alb! = a! + b + ¢!

Solucién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a < b. Dividiendo por b! la
ecuacién original, obtenemos que

al ¢!
a!ZE-f—E-f—l.
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Si a < b, necesariamente ¢ < b ya que el lado derecho debe ser un nimero entero.
Luego, tenemos que a! < bly ¢! < bl, de donde

al

E+H+1<1+1+1:3’
esto es, a! < 3, lo cual implica que a = 1 0 2. Si @ = 1, obtenemos la ecuacién
c!'+ 1 = 0, la cual no tiene soluciones. Si a = 2, obtenemos la ecuacién b! = 2+ ¢!, la
cual implica que ¢ | 2 (ya que ¢ < b), esto es, ¢ = 1 0 2. En cualquier caso, es facil ver
que no hay soluciones para b.
Por lo tanto, a = b y la ecuacion se reduce a

c!
a!:—'+2>2,
a.

lo cual implica que ¢ > a > 3.

Sic > a + 3, entonces el lado derecho no es divisible por 3, mientras que el lado
izquierdo sfi lo es.

Sic=a+2,entonces a! = (a + 1)(a+ 2) + 2 = a® + 3a + 4. El lado izquierdo es
estrictamente mayor que el lado derecho si a > 5 y es fécil ver que no hay soluciones
para valores de a menores que 5.

Si ¢ = a+ 1, entonces a! = a + 3, de donde a | 3. Luego, la tnica opciénes a = 3y
obtenemos la solucién (3, 3,4).

Si ¢ = a, entonces a! = 3 que no tiene soluciones.

Por lo tanto, la tnica solucién de la ecuacion original es la terna (3, 3, 4).

Problema 7. En una cuadricula de n X n, se pintan algunos cuadritos de negro. Una
coloracion se dice confusa si, al tener el cuadrito en la fila ¢ y columna j coloreado de
negro, entonces el cuadrito en la fila 7 y columna j estd coloreado de negro. ;Cudntas
coloraciones confusas hay para cada entero positivo n?

Solucion. Sea (i, j) el cuadrito en la fila ¢ y la columna j. Para cada columna j existen
dos casos:

a) (J,7) no estd coloreado, asi que ningtn (%, j) lo est4.

b) (4,7) estd coloreado. En este caso, ninguno, alguno o todos los n — 1 cuadritos
de A={(1,7),.--,(G—1,9),(G+1,7),...,(n,J)} estdn coloreados. Como hay
2"~ subconjuntos de A, incluyendo al conjunto vacio, tenemos 2"~ posibles co-
loraciones de la columna j.

Por lo tanto, cada columna j se puede colorear de 1 + 2"~! formas. Como son n
columnas y la coloracién de cada una es independiente del resto, tenemos (1 + 27~ 1)
coloraciones confusas para cada entero n > 1.

Problema 8. Sean a y b enteros positivos tales que 2a® — 1 = b'5. Demuestra que si
a > 1, entonces a es multiplo de 5.

Solucién. Comenzamos demostrando el siguiente lema.
Lema. Para todo entero positivo n,
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a) med(n+1,n> —n+1)=103.
b) med(n+ 1,n* —n®+n?—n+1)=105.

Demostracion del Lema. Para la parte a), notemos que n? —n+1 = (n+1)(n—2)+3.
Luego, si d es divisor de n + 1y de n? — n + 1, entonces d | 3. De aqui se sigue el
resultado.

La parte b) es andloga, observando que

nt—nd4+n?—n+1=m+1)(n>-2n?+3n—4)+5. O

De la ecuacién 2a? — 1 = b'°, tenemos que 2a® = b1° + 1 = (b° + 1)(b'° — b° + 1).
Dado que el nimero b'° — b° + 1 siempre es impar, se sigue del apartado a) del lema
anterior que b° + 1 =2u2 y b10 — > + 1 =02, 0b° +1 = 6u? y 10 — b5 + 1 = 30°.
Ademds, para a > 1, tenemos que b° > 1, porlo que (b° — 1) < b0 —b°>+1 < (b°)2,
lo cual implica que b'° — b° + 1 no puede ser un cuadrado. Por lo tanto, el tGnico caso
posible es b° + 1 = 6u?.

Por otro lado, tenemos que (b% + 1) — (b3 + 1) = b3(b — 1)(b + 1) es divisible por
el producto (b — 1)b(b + 1) y, por lo tanto, es divisible por 3. Asi, b> + 1 es divisible
por 3, esto es, b> = 3m — 1. Haciendo z = b> = 3m — 1, tenemos que z° + 1 =
(z41)(2*=23+422—2+1) = 2a®. Si 21— 23422 — 241 no es miltiplo de 5, se sigue del
apartado b) del lema anterior que z+1y 2% — 23+ 2% — 241 son primos relativos. Como
24— 23+ 2% — 2+ 1 es impar, necesariamente z +1 = 2u?y 2% — 23+ 22 — 2+ 1 = 0%
Pero, como z = —1 (mod 3), resulta que z* — 2% + 22 — 2 + 1 = 2 (mod 3), lo cual
no puede ser porque todo cuadrado es congruente con 0 o 1 médulo 3. Por lo tanto,

24 — 23 + 22 — 2z + 1 es miiltiplo de 5 y, en consecuencia, a es miltiplo de 5.

Problema 9. Demuestra que no existen dos sucesiones acotadas de nimeros reales
ai,asg, ...y by, ba,. .. con lasiguiente propiedad: para cualesquiera enteros positivos
mymn,conm > n,

1 1
|am — an] > —= 0 |bm —bn| > —.
4D n
(Nota: una sucesién de nimeros reales zi,xs, ... estd acotada si existe un nimero
N > 0tal que |z;| < N para todo entero ¢ > 1).

Solucién. Supongamos que si existen tales sucesiones (a,) y (by), esto es, existe un
nimero real N > 0 tal que |a,| < Ny |b,| < N para todo entero positivo n. Para
cada entero positivo n, consideremos el cuadrado

1 1
Cn:{ ) : —an| < —F=, — b, S—}
(@.9) s le —anl < 522 ly = bl < 5o

Afirmamos que para m # n, estos cuadrados son disjuntos. En efecto, sim > ny C,,
C, se intersecan en (x, y), por la desigualdad del tridngulo tenemos que

1 1

lam — an| = [(am — o) + (. — an)| < |am — 2| + | — an| <

1
N RN A
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y

1 1 1
| | = 1(bm = 2) + (2 = bn)| < [bm — 2] + [ = by N AN NG
lo cual contradice las hipétesis del problema.

Como estos cuadrados estdn contenidos en un cuadrado mas grande de drea (2N +1)2,
su drea total ha de ser finita. Sin embargo,

oo ; 1 oo
7; Area(C),) = n ;

ya que la serie arménica y .- ; % diverge, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
estas sucesiones no existen.

= o0,

SRS

Problema 10. Encuentra todos los ndimeros reales a, b y ¢ del intervalo (0, 1] tales que
3 ab+1 bc+1 \/ac—i—l _\/1—a \/1—b \/1—0
i {\/ abc '’ abc ’ abc } N a + b + c
Solucion de Titu Zvonaru. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0 < a < b <

¢ < 1. Entonces,
\/ab—i—l bc+1 \/ac—i—l _\/ab—i—l
" abc ’ abc ' abe o abc

Demostraremos que

vab+12> \/bc(l—a)—i—\/ac(l—b)—i—\/ab(l—c). (1)
Aplicando la desigualdad MA-MG, tenemos que
Vbe(l — a) + \Jac(1 —b) = /e (\/b(l —a)++/a(l - 1))

§\/E~b+1_a;a+1_b:\/5,

con la igualdad si y solosia + b = 1.

Luego, es suficiente demostrar que vab+ 1 > /c + /ab(1 — c) para demostrar la
desigualdad (21). Esta dltima desigualdad es equivalente a la desigualdad

ab+ 12> c+ ab(l — ¢) 4+ 24/abe(l — ¢),

esto es, abc+1—c¢ > 24/abe(l — ¢), la cual es verdadera por la desigualdad MA-MG,
con la igualdad si y solo si abc =1 — c.

La igualdad en (21) se sostiene si y solosia +b = 1y abc = 1 — ¢. Por lo tanto, las
soluciones son: 1

CcC =

0 < -
Sas ’ a(l—a)+1

N =
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y sus permutaciones.

Solucién alternativa. Sean r, s y ¢ nimeros reales mayores o iguales que 0 tales que

r2:%—1,52:%—1yt2:%—1,est0es,

1 b 1 1
a= = c= ——.
1472’ 1+s% 1+¢2

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢ = min{r, s, t}. La igualdad requerida
puede reescribirse en la forma

VA2 + (1 +72)(1+2) =7+ 5+t
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos que
(r+s+t)><((r+s)?+1)(1+%),

con laigualdad siy solo si r + s = £y 1 = ¢t para algin niimero positivo £.

La desigualdad anterior implica que (1 +r2)(1 + s?) < (r + 5)?, que es equivalente a
(rs—1)% < 0. Solo la igualdad es cierta aqui, esto es, rs = 1y todas las desigualdades
anteriores son igualdades. Luego, t(r + s) = 1.

Reciprocamente, sirs = 1y t(r +s) = 1,cont = %—rs alin menor que ambos % =35
y % = r, la condicién del problema se satisface.
Por lo tanto, las soluciones son
1 1 (r+3)?
a:—1+ 5, b= T, C= T12
T 1+ 1+ (r+ ;)

y sus permutaciones, donde r > 0.



Olimpiada Mexicana de
Matematicas para Educacion
Basica (CdMx)

La cuarta etapa del Concurso de Primaria y Secundaria 2022-2023 de la Ciudad de
México, correspondiente a la 7% Olimpiada Mexicana de Matemadticas para Educacion
Basica (OMMEB), se llevo a cabo el sidbado 25 de marzo de 2023. En el nivel 2,
participaron 44 estudiantes de sexto grado de primaria y 51 estudiantes de primero de
secundaria. La prueba consté de 11 problemas: 10 problemas de respuesta cerrada que
se califican como correcto o incorrecto y un problema de redaccion libre. La duracién
méxima del examen fue de 90 minutos.

A continuacidn, presentamos el examen de la cuarta etapa del nivel 2 de la 7* OMMEB
de la Ciudad de México.

1) De los 225 alumnos del colegio Michi, 144 juegan tenis, 130 juegan fitbol y 96
practican ambos deportes. ;Cudntos no juegan ni tenis ni fttbol?

2) Los hermanos Diego y Carlos van andando al mismo colegio. Diego tarda veinte
minutos en llegar al colegio y Carlos media hora. Hoy Diego ha salido de casa
cinco minutos después que Carlos. Si van por el mismo trayecto, jal cabo de cudntos
minutos alcanzard Diego a Carlos?

3) Si sumo todos los nimeros de tres cifras que terminan en 7 y a esa suma le resto la
suma de todos los nimeros de tres cifras que terminan en 5, /qué nimero obtengo?

4) En una caja de zapatos tengo todos mis tesoros. Si consigo dos brillantes mds, tendré
tantos brillantes como canicas. Si regalo tres canicas tendré tantas canicas como
conchas marinas. Tengo tantas castaflas como brillantes, canicas y conchas marinas
juntas. Ademads, tengo dos caracolas. Si en total hay 190 objetos, ;cudntos brillantes
tengo?
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5) La figura muestra un rectdngulo con cuatro tridngulos idénticos en su interior. ; Cudl
es la suma de las dreas de los 4 tridngulos?

14 om

14 cm

30 em

6) Una pieza cuadrada de papel de drea 64 cm? se dobla dos veces como se muestra
en la figura. ;Cudnto vale la suma de las 4reas de las dos secciones grises?

DL

7) Las dos figuras que se muestran, estdn hechas con las mismas 5 piezas. El rectdngulo
tiene dimensiones 5 cm x 10 cm. Las otras piezas son, cada una, la cuarta parte de
una circunferencia. ;Cudl es la diferencia entre el perimetro de ambas figuras?

~

/g

4

8) El afio 2023 es un afio suma siete porque sus cifras suman 7. ;Cudntos afios suma
siete hay entre los afios 2000 y 3000?

9) La bandera que he inventado tiene cinco regiones y quiero colorearla con mis co-
lores favoritos: negro, blanco y rosa. ;De cudntas maneras podré hacerlo si dos
regiones vecinas no pueden tener el mismo el color?
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10) Estds viendo una vivienda para pulgas. En cada uno de los cuatro circulos iguales
caben 6 pulgas. ;Cudntas pulgas caben en la zona blanca?

En la siguiente pregunta debes escribir toda la explicacion del procedimiento que
utilizaste para llegar a la respuesta.

11) La gata Pezuifias tiene 7 gatitos. Los gatitos son de los siguientes colores y combi-
naciones de colores: blanco, negro, naranja, blanco-negro, naranja-blanco, naranja-
negro y naranja-blanco-negro. ; De cudntas formas se puede elegir a 4 gatitos de tal
manera que cada pareja entre ellos tenga al menos un color en comtn?



Concurso Metropolitano 2023
(CdMXx)

La primera etapa del Concurso Metropolitano 2023 de la Ciudad de México, corres-
pondiente a la 37 Olimpiada Mexicana de Matemadticas y al 3°" Concurso Nacional
Femenil, se llevé a cabo entre el 17 y el 25 de abril de 2023. Se cont6 con la partici-
pacién de 38723 estudiantes de la Ciudad de México de todos los niveles educativos
preuniversitarios. La prueba consisti6 de 12 problemas de opcién multiple que se pun-
tuaron de la siguiente manera: cada respuesta correcta vale 5, cada respuesta en blanco
vale 0 y cada respuesta incorrecta vale —1.

A continuacién, presentamos el examen de la primera etapa del Concurso Metropoli-
tano 2023 de la Ciudad de México. Los alumnos tuvieron 60 minutos para resolverlo.

1) Ami tiene una caja con 30 cerillos. Usando algunos de esos cerillos forma el niimero
2023. Ami ya ha formado los primeros dos digitos, como se muestra en la figura.

L —

l
l

—

|

-

(Cuantos cerillos le quedaran en la caja para cuando haya terminado de escribir el
nimero?

(@5 ®9 (c) 10 (d) 19 (e) 21

2) Varios simbolos se dibujan sobre una pieza de papel, como se muestra en la figura.
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Naty dobla el papel a lo largo de la linea vertical hacia la derecha. ; Cudntos simbo-
los del lado izquierdo quedan encimados perfectamente sobre una figura igual del
lado derecho?

(@)1 (b)2 (©3 ()4 (OF
3) Soy un niimero y soy menor que mi mitad y mayor que mi doble. Si me sumas con

mi cuadrado el resultado es 0. ; Qué nimero soy?

(a) —2 (b) -1 (©0 @1 (e)2

4) Los puntos medios de los lados mds grandes del rectdngulo, se conectan con los
vértices del rectdngulo, como se muestra en la figura.

(Que fraccion del drea del rectdngulo estd sombreada?
1 1 2 1 2
(a) ¢ (®) 1 (©) = (d) 3 () ¢

5) Una vez conoci a seis hermanas cuyas edades eran seis enteros consecutivos. Le
pregunté a cada una: ;qué edad tiene la mayor de tus hermanas?
(Cuadl de los siguientes nimeros no puede ser la suma de las seis respuestas?

(a) 95 (b) 125 (c) 167 (d) 205 (e) 233

6) Una rueda gira a lo largo de un zigzag. ;Cudl de las siguientes figuras muestra la
linea que describe el centro de la rueda?

DA DA4

(d) (e)
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7) Un circulo de radio 1 cm rueda a lo largo de una linea recta desde el punto K hasta
el punto L, como se muestra.

o’ .

Sabemos que KL = 117 cm. ;En qué posicién estd el circulo cuando llega a L?

(a) (b) (©

) (e)

8) En una boda, un octavo de los invitados son menores de edad. Tres séptimos de los
adultos invitados (personas mayores de edad en la fiesta) son hombres. ;Cudl es la
proporcién de mujeres adultas en la fiesta?

(@) 3 (b) 3 © 3 @ 7 OF

9) ABCD es un trapecio con lados paralelos AB y C'D. Sabemos que AB = 50 cm
y CD = 20 cm. El punto E estd sobre el lado AB y es tal que la linea DFE divide
al trapecio in dos figuras de areas iguales. ;Cudnto mide el segmento AE?

D C

A E B

(a) 25 cm (b) 30 cm (c) 35cm (d) 40 cm (e) 45 cm
10) (Cudntos enteros positivos n tienen la propiedad de que exactamente uno de los dos

ndmeros n 'y n + 20 tiene cuatro digitos?

()19 (b) 20 (c) 38 (d) 39 (e) 40
11) Un hotel tiene tres albercas: A, B 'y C. Una hormiga que siempre corre a la misma

velocidad, juega a dar vueltas a las albercas. Sabemos que en el mismo tiempo que
la hormiga le da 4 vueltas a la alberca B, la hormiga le da 5 vueltas a la alberca
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A. Ademads, sabemos que la hormiga tarda el mismo tiempo en darle 6 vueltas a la
alberca B que 7 vueltas a la alberca C'. El perimetro de C' es de 30 m. ;Cuanto mide
el perimetro de A?

(a) 27T m (b) 28 m (©)29m (d) 30 m (e) 31 m
12) Un niimero popular se construye a partir de un nimero de dos digitos a y b como

sigue: se escriben los dos digitos tres veces una tras otra, formando asi un nimero
de seis digitos. Este nuevo nimero popular es siempre divisible por

(a)2 (b)5 ©7 (d9 (e)11



36° Olimpiada Mexicana de
Matematicas
Concurso Nacional

Del 6 al 11 de noviembre de 2022 se llevé a cabo en Oaxtepec, Morelos, el Concur-
so Nacional de la 36* Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la participacién de
188 estudiantes provenientes de los 32 Estados del pais. Cada Estado particip6 con 6
estudiantes, excepto Campeche que participd solo con 2.

Los 16 alumnos ganadores del primer lugar fueron:

. Rogelio Guerrero Reyes (Aguascalientes).

. Omar Farid Astudillo Marban (Guerrero).

. Luis Eduardo Martinez Aguirre (Nuevo Le6n).

. Eric Ransom Treviiio (Nuevo Leén).

. Sebastidn Montemayor Trujillo (Nuevo Ledn).

. Diego Caballero Ricaurte (Ciudad de México).

. Alonso Baeza Quevedo (Baja California Sur).

. Emiliano Hernandez Barranco (Ciudad de México).
9. Luis Veudi Vivas Pérez (Quintana Roo).

10. David Garcia Maldonado (Oaxaca).

11. Carlos Fernando Martinez Quintero (Ciudad de México).
12. Franco Giosef Alvarez Gonzilez (Chiapas).

13. Mateo Ivan Latapi Acosta (Ciudad de México).
14. Juan Alfonso Pérez Mondragén (Puebla).

15. Enrique Rabell Talamantes (Querétaro).

16. Victor Manuel Bernal Ramirez (Sinaloa).

01NN AW~

Los 9 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
Caribe fueron:
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. Andrea Sarahi Cascante Duarte (Morelos).

. Leonardo Melgar Rubi (Morelos).

. Juan Luis Manriquez Sequera (Baja California Sur).
. Iker Torres Terrazas (Chihuahua).

. Sebastian Daw Bonilla (Querétaro).

. Rodrigo Saldivar Mauricio (Zacatecas).

. Rafael Argumedo Solis (Zacatecas).

. Isaac Emanuel Rodriguez Ibarra (Chiapas).

. Soffa Constanza Santisteban Dévila (Quintana Roo).

O 00 1 O\ L A~ W —

Las 8 alumnas preseleccionadas para la Olimpiada Europea Femenil de Matematicas
fueron:

. Rosa Victoria Cantd Rodriguez (Ciudad de México).
. Andrea Sarahi Cascante Duarte (Morelos).

. Claudia Itzel Pérez Lara (Hidalgo).

. Maria Fernanda Lépez Tuyub (Yucatdn).

. Andrea Escalona Contreras (Morelos).

. Camila Campos Judrez (Sinaloa).

. Ana Camila Cuevas Gonzdlez (Tamaulipas).

. Isabela Loredo Carvajal (Tamaulipas).

[c BN e Y I T I S N

Aunque la participacién en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado los estados de la Republica apoyando a sus concursantes.
Con el propdsito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los estados que
obtuvieron los primeros 10 lugares en el Concurso Nacional de la 36 OMM.

1. Nuevo Le6n.
2. Ciudad de México.
3. Jalisco.
4. Morelos.

4. Guerrero.

6. Baja California Sur.
7. Aguascalientes.

8. Sinaloa.

9. San Luis Potosi.

10. Chiapas.

En esta ocasion, el premio a la Superacién Académica fue ganado por Sonora. El se-
gundo y tercer lugar de este premio lo ocuparon Nayarit y Baja California Sur, respec-
tivamente.

A continuacién presentamos los problemas y soluciones del 36 Concurso Nacional de
la OMM. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para
resolverlos.
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Problema 1. Un niimero x es Tlahuica si existen nimeros primos positivos distintos

P1,DP2, -, Pk, tales que
1 1 1
T= = — 4+ —.
p1 P2 Pk

Determina el mayor ntimero Tlahuica x que satisface las dos propiedades siguientes:
Do<zx <1,
2) existe un nimero entero 0 < m < 2022 tal que ma es un nimero entero.

(Problema sugerido por David Torres Flores).

Solucién de Carlos Fernando Amador Martinez Quintero. Se probara que el nime-

__ 1805 1805 _ 1 1 1 1 _
ro buscado es x = 1508 Noétese que 6 —3Ts5t7+5m 1806 = 1805 es

un entero, 1806 < 2022y 0 < 1502 < 1, por lo que z es Tlahuica. Resta probar

que z es el mayor nimero Tlahuica que cumple 1) y 2). Como x es una suma de

nimeros racionales positivos, & es un nimero racional positivo, esto es, x = % con

p,q € Nymed(p,q) = 1. Como existe 0 < m < 2022 tal que mz = % e N,

entonces g | mp. Pero med(p,q) = 1, por lo que ¢ | m; en particular, ¢ < m, lle-
gando asi a que ¢ < m < 2022, de donde se sigue que, en su forma reducida, el
denominador de x es a lo mds 2022. Como z = % < 1, entonces p < q — 1. Pe-

ro, sip < ¢ — 2, como ¢ < 2022 < 1806 - 2, entonces 355 < % y, por lo tanto,

T = % < qT =1-2 < 1 — 1o = 1322, lo que es una contradiccién, por lo que
p=q—1. (22)
Por otra parte, sabemos que existen niimeros primos positivos distintos py, pa, . . ., Pk
tales que
1 1 1 e e e
x:—+—+---+—=p2p3 Pk T P1P3 - Pk PPz Pk-1 (23)
p1 P2 Pk pip2 - Pk

Si el numerador y el denominador tuvieran un factor en comin mayor a 1, este seria
multiplo de alguno de los p;; en particular, tendriamos que p; divide a la suma

D2p3 - Pk + -+ PpiD2 - Pr—1-

Pero todos los términos de esta suma, salvo el i-ésimo término, son multiplos de p;, por
lo que p; divide al i-ésimo término, lo cual es imposible, llegando asi a que la fraccién
(23) es reducida. Luego, por (22), tenemos que

D2p3 Pk +PIP3 - Pe+ o+ Ppip2c o Pr—1 = P1p2-c-pr — L.

Por otra parte, notemos que si k > 5, entonces pip2- >2-3-5-7-11 > 2022, por
loque k <4.Sik =1, entonces— <1 5 < 1282 Slk*Q i—i—piz < %+%< %282.
Si k = 3, tenemos que p1p2 + p1p3 + p2p3 + 1 = p1paps, esto es,
1 1 1 1
l=—4+—4+—+

P1 D2 b3 p1p2p3'
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que p; < p2 < p3. Sip; > 3, entonces

L SR SN DS S NS S SV B -
p1 p2 p3 pipep3s 3 5 7 3-5-7 105’

lo que es una contradiccién y, por consiguiente, p; = 2.
Tenemos entonces que 2paops = 1 + paps + 2p2 + 2ps, esto es, (p2 — 2)(p3s —2) = 5,

de donde se sigue que p2 = 3y p3 = 7. Como % + % + % = i—% < %, concluimos
que k = 4. Andlogamente, si 3 < p; < p2 < p3 < p4, entonces
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 887

l=—4—+—F—F——< o+ +-+—+ = ,
pP1 P2 P3  Pa  pipe2pspa - 3 5 7 11 3.5-7-11 1155

lo que es una contradiccidn y, por consiguiente, p; = 2.
Similarmente, si p» > 5, entonces
1 1 1 1 1 1 1 1 1 720

1
l=—++——+—F——<-+—-+-+ =+ = —,
P1 P2 P3 P4 P1P2P3P4 2 5 7 11 2-5-7-11 770

IN

lo que es una contradiccién, por lo que p2 = 3. Luego,

6p3ps = 1+ 3p3ps + 2p3ps + 6ps + 6p3,

esto es, (p3 — 6)(ps — 6) = 37, de donde se sigue que p3 = 7y ps = 43.

Problema 2. Sea n un entero positivo. David tiene 6 tableros de ajedrez de n x n que
ha dispuesto de manera que formen las 6 caras de un cubo de n X n x n. Se dice que
dos casillas a y b de este nuevo tablero ctibico estdn alineadas, si podemos conectarlas
por medio de un camino de casillas a = ¢y, ¢, . . ., ¢, = b de manera que cada pareja
de casillas consecutivas en el camino comparten un lado y los lados que la casilla ¢;
comparte con sus vecinas son lados opuestos del cuadrado ¢;, parat = 2,3,...,m— 1.
Diremos que dos torres colocadas sobre el tablero se atacan, si las casillas que ocupan
estdn alineadas. David coloca algunas torres sobre el tablero de forma que ninguna
ataque a otra. ;Cudl es la mdxima cantidad de torres que David puede colocar?

La figura muestra un ejemplo con n = 4, donde A y B se atacan, A y C se atacan, pero no se
atacan By C.

(Problema sugerido por José Alejandro Reyes Gonzdlez)
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Solucién de Daniel Ramirez Kiihn. Etiquetemos las caras del cubo como se muestra
en la figura.

Consideremos los siguientes conjuntos de caras.

X ={E,B,C,F} Y ={A,C, D, E} Z ={A B,D,F}
-
: F
rm ;
i S
/"' D

Notemos que en cualquiera de los conjuntos X, Y, Z, se pueden colocar a lo mis n
torres sin que se ataquen, pues si hay n + 1 torres, entonces por el principio de las
casillas, hay al menos dos torres en la misma fila. La siguiente figura muestra las filas
en el conjunto X.

De esta manera, llegamos a que se pueden colocar a lo mds 3n torres. Pero cada torre
pertenece a exactamente dos de los conjuntos X, Y, Z, por lo que se necesitan a lo mas
37" torres. Probaremos que es posible encontrar una solucién con [%"J torres.
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= Caso 1: n es par. Si n = 2k para algin entero positivo k, es posible encontrar
una solucién con 37" = 3k torres colocando & torres en la cara A, k torres en la

cara By k torres en la cara C, como se muestra en la siguiente figura.

k

=

Z L
Z 2L

2 e

NN

= Caso 2: n es impar. Si n = 2k + 1 para algtin entero positivo k, existe una

solucion con L%"J = 3k + 1 torres, colocando k torres en la cara A, k + 1 torres
en la cara B y k torres en la cara C, como se muestra en la siguiente figura.

k k
———
7z 7
Zz 7
7z 7 A
V4 //
Z b/ Z Lk
// U
/ 7
/£
1
// i
//
//
//
74

Problema 3. Sean > lunenteroy sead; < dy < --- < d,, la lista completa de sus
divisores positivos, incluidos 1 y n. Los m instrumentos de una orquesta matematica se
disponen a tocar una pieza musical de m segundos, donde el instrumento ¢ tocard exac-
tamente una nota de tono d; durante s; segundos (no necesariamente consecutivos),
donde d; y s; son enteros positivos. Decimos que esta pieza tiene sonoridad

S=s1+52+ "+ 5m.

Un par de notas de tonos a y b son armdnicas si ¢ o g es un entero. Si cada instru-

mento toca al menos un segundo y cada par de notas que suenan al mismo tiempo
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son armoénicas, demuestra que la maxima sonoridad posible de la pieza es un nimero
compuesto.
(Problema sugerido por José Alejandro Reyes Gonzélez).

Solucién de Enrique Rabell Talamantes. Sea n = pi" p5” - - - pp* la factorizacion en
primosdenyseal = a; + ag + - - - + ai + 1. Probaremos que si la sonoridad S de
una pieza es la mdxima, entonces en cualquier segundo de la pieza hay T instrumentos
sonando.

Primero, veamos que es posible formar una pieza con 7" instrumentos tocando al mismo
tiempo. Nétese que si a; = 1y a; = pra;—1 parat > 1, donde p, es alguno de los
factores primos de n, entonces a; | a; siempre que ¢ < j, por lo que todos los a; son

armoénicos por pares. Formaremos la lista de instrumentos aq, ag, . . . , a7 en dos partes.
Para la primera parte, sea d; un divisor de n, el cual es de la forma d; = p? ! p§2 ey pf’“
con (0 < f; < o;. Formaremos la primera parte de la lista a1, as, . .., a8, 485 +--+ B8 +1
como sigue:
2 2
Lopu pfhees PV pYpe, PR, o pUUPSRept =di (24

Para la segunda parte, multiplicamos a d; = p? ! p§2 e pf’“ por el p; mds pequeflo que
cumpla que 3; < «, tantas veces como sea necesario para formar un factor de p3*’ y,
repetimos este paso, hasta llegar a p"' p32 - - - p* = n, como se muestra a continuacién
(asumiendo que 3; < «; para todo 7):
pf1+1p§2 . .p£k7 o pflllpg2 . .p£k7 ptlxlpngrl . .p£k7 s ptlhpgtz . ,pgk =,
(25)
Combinando las listas (24) y (25), formamos la lista a(d;), cuyos elementos son todos
divisores de n. Nétese que esta lista es tal que a; = p,a;_; paratodo j > 1, porlo que
todos sus elementos son arménicos por pares. Mds atin, dicha lista estd formada por
a1 +az+ -+ ap + 1 =T términos, como queriamos. Para formar una pieza con T’
instrumentos sonando al mismo tiempo, tocamos en el segundo ¢ los instrumentos que
tocan las notas de la lista a(d;).
Resta probar que no es posible usar mas de 7' instrumentos en cada momento de tal
forma que todos sean armdnicos por pares. Sea by < by < --- < bpg la lista de instru-
mentos que tocan en algin segundo de la pieza. Como los b; son arménicos por pares,
tenemos en particular que, para todo ¢, b; | bi+1 0 bi41 | b;. Pero b; < b;y1, por lo
que se debe cumplir que b; | b;41. Para maximizar R, se debe cumplir que by = 1y
bi+1 = bic, con ¢ primo. Sabemos que b < n, puesbr | n, y que hay a1 +aa—+- - -ty
primos (no necesariamente distintos) por los cuales podemos multiplicar para formar
la lista, por lo que dicha lista tendrd oy +ag+- - -+ ar+ 1 =T elementos. Si R > T,
entonces habremos multiplicado por mds primos de los que dividen a n, por lo que
br 1 n, llegando a una contradiccién.
Como la pieza dura m segundos y en cada segundo tocan 7" instrumentos, alcanzamos
una sonoridadde S = m -T,con'm > 1y T > 1, probando asi que S es un nimero
compuesto.



Concurso Nacional 2022, 362 OMM 63

Problema 4. Sea n un entero positivo. En un jardin de n x n cuyos lados dan al Norte,
Sur, Este y Oeste, se va a construir una fuente usando plataformas de 1 x 1 que cubran
todo el jardin.
Ana colocard las plataformas todas a diferente altura. Después, Beto pondrd salidas de
agua en algunas de las plataformas.
El agua de cada plataforma puede bajar a las plataformas contiguas (hacia el Norte,
Sur, Este y Oeste) que tengan menor altura que la plataforma de donde viene el agua,
siguiendo su flujo siempre que pueda dirigirse a plataformas de menor altura. El obje-
tivo de Beto es que el agua llegue a todas las plataformas.
(Cudl es el menor niimero de salidas de agua que Beto necesita tener disponibles a fin
de garantizar que podrd lograr su objetivo, sin importar cémo Ana haya acomodado las
plataformas?

(Problema sugerido por Isafas Fernando de la Fuente Jiménez).

4 . . . . 2 .
Solucion. Beto necesitard tener disponibles [%W salidas de agua para poder lograr su

objetivo y esta cantidad es suficiente. Dividamos esto en dos partes.

. 2 . ’ . .
Son necesarias {%W salidas de agua. Notemos que Ana podria primero considerar un

coloreado como tablero de ajedrez sobre el jardin, como se ejemplifica a continuacién
con tablerosde 5 X 5y 4 x 4.

Después, Ana coloca las (%1 plataformas de mayor altura sobre los cuadrados som-
breados, en cualquier orden, y las demads plataformas en los cuadrados sin sombrear en
cualquier orden. Es claro que el flujo de una plataforma sombreada no puede llegar a
ninguna otra plataforma sombreada y, por lo tanto, cada plataforma sombreada tendra

que tener su propia salida de agua. Esto muestra que Beto necesita tener disponibles
2 . . e
["71 salidas de agua para poder lograr su objetivo.
. 2 . L, .
Son suficientes [ %-] salidas de agua. Para mostrar que ningiin otro acomodo necesita
. . 2 ., .
mads salidas de agua, Beto cubre el tablero de ajedrez usando {%J dominds (posible-

mente dejando una casilla vacia), como se muestra a continuacién con tableros de 5 x 5
y4 x4,
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Luego, Beto puede poner una salida de agua en la plataforma de cada dominé que tenga
mayor altura, asi como en la casilla que queda vacia en el caso de jardines de tamafio
impar. El flujo del agua de cada una de estas plataformas llegard a la otra plataforma
del mismo domind y, por lo tanto, a toda la fuente. Esto muestra que son suficientes
tener disponibles [ W salidas de agua para que Beto logre su objetivo en cualquier
tablero.

n?
2

Problema 5. Sea n > 1 un entero positivoy sean d; < dg < - -+ < d,, sus m divisores
positivos de manera que d; = 1y d,,, = n. Lalo escribe los siguientes 2m ntimeros en
un pizarrén:

dla d?v"'adma d1+d2; d2—|—d3,...,dm,1—|—dm, N7

donde N es un entero positivo. Después Lalo borra los ntimeros repetidos (por ejemplo,
si un ndmero aparece dos veces, €l borrard uno de los dos). Después de esto, Lalo nota
que los nimeros en el pizarrén son precisamente la lista completa de divisores positivos
de N. Encuentra todos los posibles valores del entero positivo n.

(Problema sugerido por José Alejandro Reyes Gonzilez).

Solucion de Diego Caballero Ricaurte. Notemos que d,,—1 + d,, > d; para todo
i€ {1,2,....,m}y, quedn_1+dy >d_1+d;,paratodoi € {2,...,m — 1}
Como todos los nimeros en la lista son divisores de N, entonces d,,,—1 + d,, €s €l
segundo término mds grande de la lista, pues d,, divide a N y no divide a d,,—1 + dyy,.
Similarmente, notemos que ds es el divisor de N mds pequeifio que es distinto de 1.
Es bien sabido que si los divisoresde nson 1 = dy < d2 < --- < d,,, = n, entonces
n = dpdm—k+1, por lo que da(dp—1 + d;) = N. Pero d,,, = ny dady,—1 = n, asi
que

N = dg(dm,1 + dm) = dgdm,1 + dgdm =n-+ dgn = n(d2 + 1)

Por otra parte, todo divisor de do divide también a n, pero no existen divisores de n
entre d; = 1y da, por lo que el unico divisor propio de ds es 1, llegando asi a que d»
es primo. Mas atn, d2 es el menor primo que divide a n. Como la lista

dy, da, ..., dpm, di +d2, do+d3, ..., dp_1 +dm, N,

tiene 2m nimeros, al eliminar los ndmeros repetidos, habrd a 1o mas 2m ndmeros, por
lo que N tiene a lo mds 2m divisores. Se probara que do = 2.

Supongamos que dy + 1 es compuesto. Si existen primos distintos p y ¢ que dividen
a dy + 1, como dy es primo relativo con dz + 1, tenemos que p y ¢ son menores que
ds. Como no existen divisores de n menores que ds y distintos de 1, tenemos que
p 'y q no dividen a n, asi que npq tiene al menos 4m divisores. Pero NV tiene a lo
mds 2m divisores y npq | n(d2 + 1) = N, llegando asi a una contradiccién. Esto
significa que dy + 1 es potencia de un primo, esto es, si de + 1 es compuesto, entonces
dy + 1 = p* para algdn primo p y « > 2. Nuevamente, p < dp asi que p 1 n, pero
en este caso, N = p®n tiene (o + 1)m > 3m divisores, llegando a una contradiccion,
por lo que d2 + 1 es primo y, como la tnica posibilidad es dy = 2, se sigue que
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N =n(dy+1) = 3n.

Supongamos que 3 | n, asi que d3 = 3. Luego, § = dy,—1y § = dm—2 son divisores
consecutivos de 7, asi que § + % | N'y, como 3n = N, llegamos a que %” | 3n, esto
es, b | 18, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, 3 t n.

Como 3 1 n, 3 no es un factor primo de n, y como n tiene m divisores, entonces 3n tiene
2m divisores. Como la lista originalmente tenfa 2m nuimeros, entonces no se borrd
ningtn nimero y, como los divisores de 3n son los m divisores de n y los nimeros de
la forma 3d con d divisor de n, llegamos a que dy + ds,ds +ds, ..., dp—1 + dp, sON
todos miiltiplos de 3. Ademads, como d; +dz < dg +d3 < -+ < dy—1 + dip, Sucede
que

3d2=d2+d3:>2d2=d3:>d3=22,
3d3:d3+d4:>2d3:d4:>d4:23,

3dm—1 = dm1+ dm = 2dm_1=dm = n =dy =2""1.

Llegando asi a que los posibles valores de n son las potencias de 2. En efecto, dado
n = 2% los nimeros de la lista

1,2,2% ...,2% 3,3.2,3.22 ... 3.2F1 3.9F
satisfacen las condiciones del problema.

Problema 6. Encuentra todos los enteros n > 3, tales que existe un poligono convexo
de nlados A; A, ... A, que tenga las siguientes caracteristicas:

= todos los dngulos internos de A; As ... A,, son iguales,
= no todos los lados de A; Az ... A, sonigualesy,

= existe un tridngulo 7" y un punto O en el interior de A; A, ... A, tal que los
n tridngulos OA; A2, OAsAs, ..., 0A,_1A,,0A, A, son todos semejantes a
T.

Notas: 1. Un poligono es convexo si todos sus dngulos internos son menores a 180° y
sus lados no se intersecan entre si. 2. Los tridngulos OA; Ay, OAsAs, ..., OA,_ 1A,
y OA, A1 no necesariamente son semejantes a 7" con sus vértices en el mismo orden.
Por ejemplo, podria ser que O A; Az fuera directamente semejante a A3 A3O pero no a
OA5As y la condicién se seguiria cumpliendo.

(Problema sugerido por José Alejandro Reyes Gonzélez).

Solucién de Luis Eduardo Martinez Aguirre. Para n = 6, la siguiente figura sa-
tisface las condiciones del problema, pues si A2 A3 = a, tenemos que OA; = % y

Ay = 28 = Ay Ag.
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Ag AS
H 302
309
o 60° o
A 60° O 30° 60 A,
o 4 0° o
60 60° 60
309
30°
A2 AS

Supongamos que existe un poligono de n # 6 lados que satisface las condiciones del
problema. Como todos los dngulos internos son iguales, cada uno mide

k

180°(n — 2)
=2 41200
- #

Lema 1. Los angulos internos de 7" no pueden ser de la forma «, «, 180° — 2a con
LA;OA;+1 # 180° — 2« para todo i (considerando los indices ¢ médulo 7).

Demostracion. Supongamos, por contradiccién, que los dngulos internos de 7" son de
la forma o, a, 180° — 2a. con LA;OA;41 # 180° — 2« para todo i. Entonces, todos
los tridangulos deben ser semejantes en ese orden, esto es, ZOA;A; 11 = 180° — 2«
y LOA;+1A; = a. Sean A1As = ay 12‘222 = r, es decir, OAs = ar. Como los
tridngulos A;OA; 1 son semejantesa Ty OA; = A; A; 41, tenemos que OA; 1 = ar’
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y A;A;y1 = ar'~!. En particular, tenemos que OA; 1 = A;;1A;,2 = ar’, de donde
se sigue que A, 1A, = ar""2, A, A = ar" 'y AjAy = ar™. Pero A1 Ay = a,
por lo que r = 1, en cuyo caso T es equilateroy A1 Ay = As A3 =--- = A, 1A, =
A, A1, lo que es una contradiccidn. O

Lema 2. Los angulos internos internos de 7" no pueden ser de la forma o, k — v, 180 — k
y LA;OA;+1 = 180°—k con z # k—x paratodo i (considerando los indices ¢ médulo
n).

0As _

Demostracion. Sean OA; = a'y or r, es decir, OAs = ar. Como los tridngulos

OA;
OAi

particular, tenemos que OA,, = ar" !y OA; = ar™ = a. Pero x # k — x, por lo que
T no es is6sceles y r # 1, lo que es una contradiccion. ]

A;OA; 11 son semejantes a T', tenemos que =r, porlo que OA; = ar*!. En

Para cada ¢, supongamos que OA; es bisectriz del dngulo £A; 1 A;A;4+1, esto es,
lAiflAiO = ZOAlAlJrl = % Sean o = ZAlAZJrlO y ﬂ = ZAlOAZJrl Tene-
mos que ZOA;11Aiy2 =k — a, por lo que k — a es un angulo interno de 7. Tenemos
tres casos.

a) k—a=a,estoes,x = % Supongamos, por contradiccién, que LZA;O0Aj 1, = %
para algin j. Sin pérdida de generalidad, supongamos que £LAsOAs = % Enton-
ces, ZOA3As = 180° — ky LZOA3 A4 = 2k — 180°. Recordemos que los dngulos
internos de 7" miden g, g y 180° — k. Si 2k — 180° = g, entonces kK = 120°, lo cual
es imposible, pues n # 6. Andlogamente, si 2k — 180° = 180° — k, obtenemos que
k = 120°, lo cual es imposible. De esta forma, todos los tridngulos son isésceles
con OAl = OA2 == OAn y A1A2 = A2A3 == An—lAn = AnAl, por
lo que no se satisface la segunda condicién del problema.
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b) Sik—a= %, obtenemos nuevamente que o = g, lo que es una contradiccion.

¢) Si k — a = (3, obtenemos que o + § = k. Como % + a + [ = 180° por ser

angulos internos del tridngulo A;OA;1, resulta que % = 180°, lo que es una

contradiccion, pues n # 6.

A

q k—a«
Aita

Como OA; no es bisectriz del angulo ZA; 1 A;A; 1 para todo i, existe j tal que
LAj1AO = 2y LOAjAj11 = k —x, conxz # k — x. Luego, el tridngulo T°
tiene dngulos internos iguales a x, k — x'y 180° — x — (k — x) = 180 — k. Suponga-
mos que £A;A;110 = 180° — k. Entonces, ZOA; 1 A2 = 2k — 180°, por lo que
2k — 180° es un angulo interno de 7. Si 2k — 180° = 180° — k, entonces k = 120°,
lo que es una contradiccién, por lo que 2k — 180° € {z, k — «}. En cualquier caso, los
angulos internos de 7" miden 180° — k£, 180° — ky 2k — 180°. Sea a = 180° — k' y
observemos que 180° — 2a. = 2k — 180°. Por el Lema 1, llegamos a una contradiccion,
por lo que ZA;A4;110 = 2y LOA;{1Ai42 = k — x. Por el Lema 2, llegamos a
una contradiccién, probando asf que no existen poligonos de n lados que satisfagan las
condiciones del problema para n # 6.
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XXIV Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Ca-
ribe (Virtual)

Del 25 de noviembre al 2 de diciembre de 2022 se llevé a cabo la XXIV Olimpiada
Matematica de Centroamérica y El Caribe (OMCC) organizada desde Costa Rica de
forma virtual, en la que participaron 12 paises y un total de 46 estudiantes. Una vez
mds y por catorce afios consecutivos, México se ha posicionado como el lider indis-
cutible de esta competencia, obteniendo el primer lugar por paises. En esta ocasion,
Meéxico obtuvo 113 puntos quedando por encima de Colombia (72 puntos), Cuba (61
puntos) y Puerto Rico (61 puntos), quienes ocuparon el segundo y tercer lugar por
paises, respectivamente.

La delegacién mexicana estuvo integrada por:

» Emiliano Herndndez Barranco (Ciudad de México),
= Alonso Baeza Quevedo (Baja California Sur),
» Luis Veudi Vivas Pérez (Quintana Roo),

= Alan Alejandro Lépez Grajales (Chiapas).

Emiliano, Alonso y Luis Veudi obtuvieron medallas de oro, mientras que Alan obtuvo
medalla de plata. Los profesores que acompafiaron a la delegacion fueron José Antonio
Gomez Ortega (lider) y Sergio Guzmdan Sdnchez (tutor).

A continuacién, presentamos los problemas de la XXIV Olimpiada Matematica de
Centroamérica y El Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una
para resolverlos.
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Problema 1. Se tiene un montén con 2022 piedras. Ana y Beto juegan por turnos al
siguiente juego, comenzando por Ana: en cada turno, si hay n piedras en el montdn, se
pueden retirar S(n) piedras o bien n — S(n) piedras, donde S(n) denota la suma de
los digitos del nimero n. La persona que retire la dltima piedra gana. Determine cudl
de las dos personas tiene una estrategia ganadora y describa dicha estrategia.

Problema 2. Ana, Beto, Carlos, Diana, Elena y Fabidn se encuentran en un circulo,
ubicados en ese orden. Cada uno de Ana, Beto, Carlos, Diana, Elena y Fabidn tiene un
papel, en los cuales estdn escritos inicialmente los nimeros reales a, b, ¢, d, e, f, res-
pectivamente. Al final de cada minuto, todas las personas reemplazan simultineamente
el nimero de su papel por la suma de tres nimeros: los que habia al principio del minu-
to en su papel y en los papeles de sus dos vecinos, el de la derecha y el de la izquierda.
Al final del minuto 2022 se han hecho 2022 reemplazos y cada persona tiene escrito en
su papel su nimero inicial. Determine todos los posibles valores de abc + def.

Nota: Si al inicio del minuto N, Ana, Beto y Carlos tienen los niimeros x, vy, z, respec-
tivamente, entonces al final del minuto N, Beto va a tener el niimero x + y + z.

Problema 3. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo con ortocentro H y circuncentro O.
Sea D la interseccion de las rectas AO y BH. Sea P el punto del segmento AB tal
que PH = PD. Demuestre que los puntos B, D, O y P estdn sobre una misma
circunferencia.

Problema 4. Sea A; A; A3 A4 un rectdngulo y sean Sy, Sa, S3, S4 cuatro circunferen-
cias dentro del rectangulo tales que S y Sk+1 son tangente externamente entre si y
ambas son tangentes al lado Ay Apy1 parak = 1,2, 3,4 donde A5 = A1 y S5 = 51.
Demuestre que A; As A3 A4 es un cuadrado.

Problema 5. Esteban el alquimista tiene 8088 piezas de cobre, 6066 piezas de bronce,
4044 piezas de plata y 2022 piezas de oro. El puede tomar dos piezas de metales distin-
tos y usar un martillo mégico para convertirlas en dos piezas de metales distintos a los
que tomd y distintos entre si. Determine el mayor nimero de piezas de oro que puede
obtener Esteban después de haber usado el martillo magico un niimero finito de veces.
Nota: Si Esteban toma una pieza de cobre y una de bronce, entonces las convierte en
una pieza de plata y una de oro.

Problema 6. Un entero positivo n es inverosimil si existen n enteros no necesariamente
distintos tales que la suma y el producto de estos sean iguales a n. ;Cudntos enteros
positivos menores o iguales a 2022 son inverosimiles?
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XXIV Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Ca-
ribe

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la XXIV Olimpiada
Matematica de Centroamérica y El Caribe.

Solucion del problema 1. (Solucion de Alan Alejandro Lopez Grajales). La estra-
tegia ganadora la tiene Ana. Sea k el nimero de piedras que hay en algiin momento,
después de algin nimero de jugadas. Veamos cudndo k es posicién perdedora o gana-
dora.

Claramente, para k = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, son posiciones ganadoras dado que
k—S(k) = k—k = 0. Por otro lado, para k = 10, 11,12,13,14, 15,16, 17, 18 son po-
siciones perdedoras ya que k — S(k) < 9y el otro jugador tiene la estrategia ganadora.
Ademads, tenemos que para k = 19,20, ..., 28,29, son posiciones ganadoras, ya que
para k = 19 se pueden retirar 19 — (1 + 9) = 9 piedras y el otro jugador tiene una po-
sicién perdedora. Mientras que para k = 20, .. ., 28,29, tenemos que k — S(k) = 18,
que es una posicion perdedora. En particular, tenemos que 6, 9 y 27 son posiciones
ganadoras y 18 es posicion perdedora. Veamos las opciones de movimientos partiendo
desde 2022.

Si Ana comienza en 2022, puede retirar 2022 — S(2022) = 2022 — 6 = 2016 piedras,
lo que dejaria el montén con 6 piedras que es una posicién ganadora para Beto. Por
lo que Ana deberd elegir retirar S(2022) = 6 piedras, dejando el montén con 2016
piedras. Luego, Beto puede elegir retirar del montén 2016 — S(2016) = 2007 piedras
dejando el montén con 9 piedras, lo cual es una posicion ganadora para Ana. Por lo que
Beto debe elegir retirar S(2016) = 9 piedras, dejando el montén con 2007 piedras.
En el siguiente paso, Ana puede elegir retirar del montén 2007 — S(2007) = 1998
piedras, lo cual deja el montén con 9 piedras, que es una posicion ganadora para Beto.
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Por lo que Ana elegird retirar del mont6n S(2007) = 9 piedras, dejando el montén con
1998 piedras.

En su siguiente movimiento, Beto puede elegir retirar 1998 — S(1998) = 1971 piedras,
dejando al montén con 27 piedras, lo cual deja a Ana en una posicién ganadora. Por lo
que Beto deberd elegir retirar del montén S(1998) = 27 piedras, dejando el montén
con 1971 piedras.

En su siguiente movimiento, Ana elegird quitar del montén 1971 — S(1971) = 1953
piedras, lo cual deja al mont6n con 18 piedras, de modo que esto deja en una posicién
perdedora a Beto.

Por lo tanto, Ana tiene estrategia ganadora.

Solucion del problema 2. (Solucion de Emiliano Hernandez Barranco). Sean z1,
Z2,...,T¢ los nimeros de Ana, Beto, Carlos, Diana, Elena y Fabidn en el minuto i,
respectivamente. Al final del minuto ¢, los niimeros que tiene cada uno son los siguien-
tes:

Ana: x1 + x2 + g, Diana: x3 + x4 + x5,
Beto: x1 + z2 + 23, Elena: x4 + x5 + wg,
Carlos: zo + x3 + x4, Fabian: x5 + z¢ + 1.

Al inicio, la suma de los 6 nimeros es x1 + z2 + - - - + x4, mientras que al final, la suma
es 3x1 + 3x2 + - - - 4+ 3x¢. Esto quiere decir que en cada reemplazo, la suma total de
los 6 nimeros se triplica. Como los nimeros del inicio y del final después de los 2022
reemplazos son exactamente los mismos, su suma es la misma que la de los niimeros
iniciales a + b + ¢ 4+ d + e 4 f, pero también sabemos que la suma total inicial de los
6 ndmeros se triplicé un total de 2022 veces. Por lo que tenemos la siguiente ecuacién

a+btctdt+et+f=32@a+b+c+d+e+ f)

Sia+b+c+d+e+ f#0,entonces 32°22 = 1, lo cual es un absurdo. Por lo que
a+b+c+d+e—+ f = 0. Esto quiere decir que, en cualquier minuto dado, la suma total
de los 6 nimeros es cero, ya que se va triplicando en cada reemplazo y originalmente
era 0.

Notemos que en cualquier momento si tenemos los nimeros z1, 2, . . . , T¢ asignados
como al principio, al realizar el reemplazo se va a cumplir que el nimero de Ana mas
el nimero de Diana sumardn cero. Ya que Ana tendrd 1 + 2 + ¢, mientras que Diana
tendrd 3 + x4+ x5 y sumados dan 1 +x2+ - - - + ¢ = 0. Andlogamente, los nimeros
de Beto y Elena sumaran cero, asi como los nimeros de Carlos y Fabidn.

Luego, como la suma total de los 6 niimeros después de cada reemplazo es 0, en parti-
cular en el reemplazo nimero 2021 la suma de los seis nimeros da cero y, por lo tanto,
en el reemplazo 2022 se debe cumplir que los nimeros originales a, b, ¢, d, e, f de Ana
y Diana, Beto y Elena, Carlos y Fabidn, sumen cero por parejas, esto es, a + d = 0,
b+e=0yc+ f =0, de donde obtenemos que ¢« = —d, b = —ey ¢ = —f, lo cual
implica que abc = —def, esto es, abc + def = 0.

Es claro que esta suma se puede obtener si todos los niimeros al inicio son iguales a
cero, pues después de 2022 reemplazos todos los nimeros seguirdn siendo 0, que es la
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condicién del problema.
Concluimos que el tinico valor posible de abc + def es cero.

Solucion del problema 3. (Solucion de Alonso Baeza Quevedo). Sean ZABC =
By LACB = 6. Si nos fijamos en el circuncirculo del tridngulo ABC, el angulo
ZAC B es inscrito y subtiende el mismo arco que el dngulo central ZAOB, por lo que
ZAOB = 20. Ademas, tenemos que AO = BO = CO, por lo que el tridngulo AOB
es isdsceles. Asi que

/BAO = LQ_% —90° — 9= LOBA.

Sean Ly M los pies de las alturas desde A y B, respectivamente. Entonces, /BM A =
90° = LALC, lo cual implica que ZCAL = 90° — ZLC'A = 90° — 4.

Como PH = PD, resulta que ZPHD = ZHDUP. Ademids, sabemos que P estd
sobre la mediatrizde H D. Sea X el punto medio de H D. Entonces, ZPX H = 90° y,
porende, PX || AM.Como ZBMC = 90°, tenemos que ZCBM = 90° — 6, o cual
implica que ZABO =90° — 0 = ZM BC.

Ademis, tenemos que ZABO = ZABM+/MBOy ZMBC = ZMBO+ Z0BC.
Luego, ZABM + /M BO = ZM BO + Z0BC, de donde obtenemos que ZABM =
ZOBC.

Sea /BAC = o = ZBPX. En el tridngulo BPX tenemos que
ZABM =180° —90° — a = 90° — a = ZOBC.

Sea @ la interseccién de AL con BO. Como /BLQ = 90°y ZQBL = 90° — a, tene-
mos que ZLQB = ay, por consiguiente, ZOQ A = « ya que es opuesto por el vértice
a /LQB.Luego, /BQA =180° —a = [+ 6. Ademds ZQAO = 180° — a — 26, de
donde ZQAO =3—0y LDAM = ZLAM —ZLAD = 90°—6—(5—0) = 90°— 0.
Andlogamente, obtenemos que /BAD = /BAL + ZLAD, lo cual implica que
ZBAL =90° — By £LBDO = ZADM, ya que son opuestos por el vértice. Ademds,
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/DBO =180° — 3 — 20 = o — 0, de donde ZBHQ = 180° — (v — 0) — (3 +0) y,
por lo tanto, ZBHQ = 0 = ZAH D por ser opuestos por el vértice.

Ahora, en el tridngulo HPD sea Y la interseccion de PX con AH. Ya que Y esta
sobre P X, que es la mediatriz de H D, tenemos que HY = DY, de donde se sigue
que ZYHD = ZHDY =0y LZADM = . Luego, ZYDA = 180° — 0 — 5 = «.
Por otro lado, tenemos que ZBPX = «, lo cual implica que /X PA = 180° — a y,
como /X PA+ ZY DA = 180°, concluimos que Y PAD es un cuadrildtero ciclico.
Luego, como L YPD = L/YAD = 3 — 0, obtenemos que /BPD = /BPX +
LXPD =a+(B8-0).Asi, ZBPD+BOD = (a+—0)+20 = a+3+60 = 180°,
lo que significa que el cuadrildtero BOD P es ciclico.

Solucion del problema 4. (Soluciéon de Emiliano Hernandez Barranco). Sean O+,
O3, O3y Oy4 los centros de S, S, S3 'y Sy, respectivamente. Sean By y Bs los puntos
de tangencia de S y S2 con A; Ag, respectivamente. Sean Bs y By los puntos de tan-
gencia de Sy y S3 con As A3, respectivamente. Sean Bs y Bg los puntos de tangencia
de S5 y Sy con AzAy, respectivamente. Finalmente, sean By y Bg los puntos de tan-
gencia de Sy y S7 con Ay Ay, respectivamente. Sean C el pie de la perpendicular de
O; a B2O4, C5 el pie de la perpendicular de O, a B4Os, Cs el pie de la perpendicular
de O3 a BgOy4 y Cy el pie de la perpendicular de O4 a BgO;. Paracadal <14 < 4, sea
T; el punto de tangencia entre S; y S;+1, donde S5 = 51 y, sea r; el radio de S;.
Mostraremos que As BoO2B3 es un cuadrado. Como O2 By y O2Bjs son radios a
los puntos de tangencia, tenemos que £O02BsAs = Z03B3As = 90°. También,
/BsAsBy = 90°, porque A; As A3 A4 es un rectangulo. Ahora, por suma de angulos,
/B30 B3 = 90°, por lo que As BoO2 B3 es un rectangulo y, como Oz Bs = O3 Bs,
concluimos que As BoO2 B3 es un cuadrado de lado r5.

A2 BQ Bl Al
O p———————t--ee Bs
B3 Ol
[0 ¢
Ty
1>
AN 1 Br
Big--eunao- +0O3 T3 H
) k 1 .
B5 BG

Andlogamente, obtenemos que O1 B1 A1 Bg, O4B7A4Bg 'y O3 Bs A3 By, son cuadrados
de lados r1, 74 y 73, respectivamente.
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Mis ain, O3 B3 B10O; es un trapecio ya que O2 Bs || O1 By, pues el dngulo que hacen
con respecto a Aj As es de 90°. Como O1C || By Ba, ya que hacen el mismo dngulo
de 90° con respecto a O3 Bs, tenemos que O By BoC'y es un paralelogramo, por lo que
ByCy = B101 = r1. Luego, la longitud de C O, es la diferencia de las longitudes de
los segmentos Oz Bo y O1 By, esto es, C103 = |r; — 12|.

Aplicando el teorema de Pitagoras en el tridngulo rectangulo O; C; O4, obtenemos que
(0102)? = (01C1)? + (C102)?. Como T; es punto de tangencia, tenemos que O1,
Ty y O4 son colineales, lo cual implica que O3T; = 1o y 7101 = 1. Asi, tenemos que
0102 = T101 + OQTl =1y +1ro. De este modo, (0102)2 = |7’1 — 7’2|2 = (7’1 — 7’2)2
y (0102)% = (r1 + 12)?, por lo que

(0101)2 = (0102)2 — (0102)2 = (7’1 + 7’2)2 — (7’1 — 7’2)2 = 47"17’2,
de donde obtenemos que O1Cy = 2,/7173.

También tenemos que A B = 1o (por el cuadrado A BoO2Bs)y B1 Ay = ry (por el
cuadrado By A1 BgO»), lo cual implica que

AyAy =11 +2y/rira + 12 = (11 + /12)2.

Andlogamente, obtenemos que

A1As = (Vi + \/E)Qv
Az Ay = (Vi + /r3)?,
A2 Ay = (\frs +/r2)%.

Como A; A3 A3 Ay es un rectdngulo, tenemos que A1 Ay = AsAsy AjAs = AyAs,

esto es, (1 +/77)” = (v75 + y72)* ¥ (VT + y/72)* = (/75 + y/72)?. Como
cada \/7; > 0, se sigue que

VIV = VYV = TV
Sumando ambas ecuaciones obtenemos que
2+ 2+ e =213 + /T2 + /14,

de donde /11 = /13y A1Ay = (11 + \/H)Q = (r3 + \/H)Q = A4As. Por
lo tanto, As A3 = A1 Ay = AyAs = AjAs, lo que significa que A; A2 A3 A4 es un
cuadrado.

Solucién del problema 5. (Solucion de Luis Veudi Vivas Pérez). Debido a que para
obtener 2 metales utilizamos otros 2 metales, la suma total de los metales siempre serd
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la misma. Intentaremos convertir los otros metales a oro con la siguiente secuencia.

Cobre Bronce Plata Oro

8088 6066 4044 2022

6066 4044 6066 4044 2022 martillazos
5055 5055 5055 50550 1011 martillazos
3033 3033 7077 70770 2022 martillazos
5055 1011 5055 00092 2022 martillazos
3033 3033 3033 11121° 2022 martillazos
2022 2022 4044 121322 1011 martillazos
3033 1011 3033 13143° 1011 martillazos
2022 2022 2022 14154% ~ 1011 martillazos
2048 2048 1996 14128° - 26 martillazos
2074 2022 2022 14102° 26 martillazos
2048 2048 2048 14076° > 26 martillazos

Estando en esta posicion podemos reducir a la mitad cada uno de los metales que no
son oro. En general, podemos hacer este movimiento de la siguiente manera.

Cobre Bronce Plata Oro
2k 2k 2k 0]

k k 3k O+k
0 2k 2k O+2k
k k k. O+3k

Al comenzar en una potencia de 2, podemos llegar a

Cobre Bronce Plata Oro
1 1 1 20217
0 0 2 20218

Notemos que 20218 es el mdximo nimero de piezas de oro que podemos tener. Prime-
ro, es facil ver que C' + B + P # 0. Supongamos que el nimero de piezas de cobre,
plata y bronce es igual a cero y que hay 20220 piezas de oro. Es imposible haber lle-
gado a este punto, pues el ultimo martillazo habria afiadido otro metal que no sea oro.
Por dltimo, C' + B 4+ P # 1, dado que cada martillazo cambia la paridad del nimero
de piezas de cada metal y todos los metales comenzaron con la misma paridad, en cada
movimiento las cuatro cantidades tendrdn siempre la misma paridad. Por lo que no es
posible que dos de los metales terminen en cero y alguno tenga una pieza. Concluimos
que la mayor cantidad es 20218.

Solucién del problema 6. Vamos a demostrar que un nimero es inverosimil si y solo
si es de la forma 4k o 4k + 1, con la excepcién de n = 4 (que no es inverosimil).
Cuando n = 4k + 1, podemos elegir una n-tupla con 2k enteros iguales a —1, 2k
enteros iguales a 1 y un entero igual a n. Con esto tenemos

2% +2k+1=4k+1=n,
2%k(—1) + 2k(1) + 1(n) = (=2k) + 2k +n = n,
(=1)*(1*")(n) = (1)(1)(n) = n.
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Cuando n = 4k, hay dos configuraciones posibles dependiendo de la paridad de k.

a) Si k es par, podemos elegir una n-tupla con k enteros iguales a —1, 3k — 2 enteros
iguales a 1, un entero igual a 2 y otro entero igual a 2k. Con esto tenemos

k+(3k—2)+1+1=4k=n,
k(—1) + (3k — 2)(1) + 1(2) + 1(2k) = (—k) + (3k — 2) + 2 + 2k = 4k = n,
(=DFA%F72)(2)(2k) = 1(1)(2)(2k) = 4k = n.

b) Si k > 3 es impar, podemos elegir una n-tupla con £ — 2 enteros iguales a —1, 3k
enteros iguales a 1, un entero igual a —2 y otro entero igual a 2k. Con esto tenemos

(k—2)+3k+1+1=4k=n,
(k—2)(=1) + 3k(1) + 1(—=2) + 1(2k) = —k + 2+ 3k — 2+ 2k = 4k = n,
(=D 2(1%%)(=2)(2k) = (=1)(1)(=2)(2k) = 4k = n.

Notemos que cuando n = 4, para que el producto sea igual a 4, hay dos formas de
distribuir los factores en la tupla: {44, a1,a2,a3} o {£2,+2,a1,a2}. En el primer
caso, la suma va a ser impar; en el segundo caso, la unica forma de que la suma sea
igual a 4 es mediante 2 + 2 + 1 + (—1), con lo cual el producto no es igual a 4.
Vamos a demostrar que no existen nimeros inverosimiles de la forma n = 4k + 2. En
este caso, n es un multiplo de 2 pero no de 4, por lo que solo tiene un factor 2. Esto
implica que, independientemente de cémo se distribuyan los factores de n en la tupla,
su suma serd impar. Como n es par, esto es una contradiccion.

Por dltimo demostraremos que no hay nimeros inverosimiles de la forman = 4k+3. Si
hubiera, entonces todos los elementos de la n-tupla serian impares y un nimero impar
de ellos, digamos 2¢ + 1, es congruente con 3 médulo 4. Entonces, hay n — (2¢ 4 1)
nimeros congruentes con 1 médulo 4. Considerando la suma de estos factores, tenemos
que

n—2c+1)x14+2c+1)x3=n—-2(2c+1)=n—2 (mod 4).

Con esto obtenemos que no es posible que la suma sea igual a n, por lo que no hay
ndmeros inverosimiles de la forma 4% + 3.

Por lo tanto, los nimeros inverosimiles son de la forma 4k o de la forma 4k + 1, con la
excepcion de n = 4. De la forma 4k hay 505 ntimeros y de la forma 4k + 1 hay 506.
Quitando al 4, concluimos que la cantidad de nimeros inverosimiles menores o iguales
que 2022 es 504 + 506 = 1010.



Apéndice

Definicién 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros conm > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia =c (mod m)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod %) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un niimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 4 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m) - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, SOn nimeros reales positivos, entonces

Ti+Ta+ -+ T
n

2 {/r1w2 Ty
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = x3 = -+ = Ty,

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC' y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC' son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC 'y A’B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C’, /ACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B" T B'C’ T C'A”

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo 'y la denotamos como AA.
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Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y CA, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"
Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA

que oo = Ac-

Teorema 12 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y C'N son concurrentes
BL CM AN

Sl‘ySOlOSl’T ‘MA NB = 1.

Teorema 13 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C' A y AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % . % . J’?,—]; = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 14 (Medida del angulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 15 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en I intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 17 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.

Teorema 18 (Circuncirculo e Incentro). Si 2 es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentro y M es la interseccion de Al con ), entonces MI = MB = MC.
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