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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Mateméticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matematica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacién que en ella encontrards,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel basico y
nivel medio superior, que cada afio se preparan para participar en los distintos concur-
sos de matematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pafs.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un puiblico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matematica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2023, Numero 3

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, ha sido y seguird sien-
do tener una publicacién verdaderamente util, buscando siempre proveer al lector de
material e informacién que puede no ser facil encontrar en otros medios. La consis-
tencia de su publicacién en el contexto nacional, es un ejemplo de la gran generosidad
de muchos profesores y estudiantes que con su trabajo comprometido contribuyen al
proyecto.

Pasando al contenido, destaca el articulo Una introduccion a la teoria de niimeros pro-
babilistica, de nuestro amigo Enrique Trevifio. En €1, se da una introduccién a la teorfa
de niimeros probabilistica, iniciando con el problema de la tabla de multiplicacién co-
mo motivacion para aprender técnicas y teoremas de teoria de nimeros analitica y de
teorfa de niimeros probabilistica. Uno de los principales objetivos de este articulo, es

1Vocablo nahuatl cuyo significado en Espaiiol es aprender.
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demostrar un teorema clasico de Hardy y Ramanujan usando técnicas probabilisticas,
basadas en ideas de Turan. A lo largo del articulo, se dejan algunos ejercicios para el
lector.

De especial interés para todos incluimos los problemas y soluciones del examen semi-
final estatal de 1la 37 OMM, propuesto por el Comité Organizador. También incluimos
los exdmenes selectivos que sirvieron para elegir a la delegacion de la Ciudad de Méxi-
co para la 2¢ Olimpiada Nacional Femenil de Matemadticas.

En el 4mbito internacional, incluimos los problemas con soluciones de la XXXV Olim-
piada Matemadtica de la Cuenca del Pacifico y de la Olimpiada Europea Femenil de
Matematicas 2023, asi como los resultados de los equipos mexicanos que participaron
en ambas competencias.

Como en cada ntimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
examenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacion de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matematica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tnico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mds importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jévenes con talento matemdtico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

372 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:
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= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccién y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 37 Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
México nacidos después del 1° de agosto de 2004. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2023-2024 y, para el 1° de julio de 2024, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberan inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 37* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizard en
la segunda semana de noviembre de 2023. A los primeros lugares de este certamen se
les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccidon que se realizard durante aproxima-
damente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2023 y hasta la fecha
de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXXVI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 65 Olimpiada Interna-
cional de Matematicas (julio de 2024) y a la XXXIX Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (septiembre de 2024).

De entre los concursantes nacidos en 2007 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XX VI Olimpiada
Matemaitica de Centroamérica y el Caribe (2024).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la XIII Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) a celebrarse
en el mes de abril de 2024.

72 Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica

En el ano 2023, la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM) organiza la Séptima
Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacién Basica (OMMEB). Podran par-
ticipar los alumnos de Primaria y Secundaria, de acuerdo a los siguientes niveles.

Nivel 1. Estudiantes de quinto y sexto aflo de primaria o una instituciéon equivalente.
Los estudiantes no deben haber cumplido 13 afios al 1 de agosto de 2023.
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Nivel II. Estudiantes de primero y segundo afio de secundaria o una institucién equi-
valente. Los estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de 2023.

Nivel III. Estudiantes de tercer afio de secundaria o una institucién equivalente. Los
estudiantes no deben haber cumplido 16 afios al 1 de agosto de 2023.

La participacién en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.

El concurso nacional de la 7* OMMERB se realizard del 21 al 24 de septiembre de 2023,
de forma virtual. Cada Estado participante lo puede hacer con a lo mds un equipo en
cada categoria. Cada equipo estard integrado por un mdximo de 4 personas: un lider y
3 estudiantes (una misma persona puede ser lider de mds de un equipo).

Habr4 dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. La prueba individual para el
nivel I constard de 15 problemas a responder en 90 minutos, mientras que para los
niveles I y III, constard de dos partes. La parte A consistird de 12 problemas en la cual
solo la respuesta es requerida. La parte B consistird de 3 problemas y las soluciones
tendran que ir acompafiadas de argumentos o explicaciones que sustenten la respuesta.
La prueba por equipos en los tres niveles, consistird de 8 problemas a resolver en 60
minutos.

Los ganadores de los distintos niveles se preseleccionaran para recibir entrenamien-
to y presentar exdmenes selectivos para conformar a los equipos que representardn a
Meéxico en la Competencia Internacional de Matematicas (IMC), que se celebrard en el
verano de 2024.



Una introduccion a la teoria de
nameros probabilistica

Por Enrique Treviiio Lopez

Introduccion

Considera la tabla de multiplicacién de 10 x 10. Varios nimeros entre 1 y 100 aparecen
en la tabla, pero algunos se repiten. En la tabla hay 42 nimeros distintos. ;Qué tal si
consideramos una tabla de 100 x 100? Entonces tenemos 2906 nimeros distintos. Y
en la tabla de 1000 x 1000 tenemos 248083. Llamemos N (n) al nimero de nimeros
distintos que aparecen en la tabla de multiplicacién de n x n. ;Cudl es el limite de %
cuando n — oco? Resulta que la respuesta es 0.

21314 (5|6 |7 |8]9]|10
21314567 |8]9]|10
416 |8 |10(12|14 |16 | 18| 20
6 |9 (121518 |21 24|27 30

8 | 121620 |24|28|32]| 36| 40
10 | 15120 |25 |30|35|40| 45| 50
12 |18 124130 | 36 | 42 | 48| 54 | 60
14 121128 |35|42|49 |56 |63 ]| 70
16 | 243240 |48 |56 | 64| 72| 80
18 | 2736|4554 (63| 72|81 90
20|30 |40 |50 |60|70]|80|90 | 100

OO | O U b= | W| N
O O[T | W N+~

—
o
[
s}

Figura 1: Tabla de multiplicacion de 10 x 10. Consiste de 42 niimeros distintos.

Teorema 1 (Teorema de la Tabla de Multiplicacién). Para cada entero positivo n, sea
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N(n) = #{ij|1 < i,j < n}. Entonces

AW

n—oo n

=0.

En este articulo daremos una introducioén a la teoria de nimeros probabilistica. Usare-
mos el problema de la tabla de multiplicacién como motivacién para aprender técnicas
y teoremas de teoria de nimeros analitica y de teoria de nimeros probabilistica.

Uno de nuestros objetivos principales es demostrar un teorema cldsico de Hardy y Ra-
manujan [6] usando técnicas probabilisticas basadas en ideas de Turdn [11]. El teorema
es el siguiente.

Teorema 2 (Hardy-Ramanujan). Sea w(n) el nimero de divisores primos de n. Por
ejemplo w(30) = 3y w(8) = 1. Entonces casi todos los enteros satisfacen que w(n) =~
log log n. Para ser mds precisos. Digamos que € > 0. Consideremos la desigualdad

|w(n) —loglogn| < eloglogn. (1)

Sea x un niimero real positivo suficientemente grande. Consideremos el conjunto S(x)
de niimeros n < x que no satisfacen (1), entonces |S(x)| < € x.

Para poder demostrar este teorema, daremos un paseo por teoremas cldsicos de teoria
de niimeros analitica, como el teorema de Mertens. Explicaremos algunas técnicas muy
utiles que se usaron en el siglo XX y terminaremos dando la demostracién ingeniosa
que hizo Erdds, en [3], para demostrar el Teorema de la Tabla Multiplicativa.

Notacion

En teorfa de ndmeros analitica, uno trabaja en estimar ciertas funciones. A diferencia
de dlgebra donde se acostumbra tener formulas exactas, en lo que estudiaremos aproxi-
maremos funciones. Al aproximar, es importante tener una idea de qué tan grande es
el error. Para medir el tamafio de errores, tenemos dos tipos de notacién muy comunes.
El primero se llama notacién “O grande” (o notacién de Landau) y la segunda se llama
notacién de Vinogradov. La definicidn es la siguiente:

Definicion 1 (Notacién de Landau y de Vinogradov). Sean f y g dos funciones reales.
Entonces decimos que f(n) = O(g(n)) si existe un real positivo k tal que |f(n)| <
k|g(n)| para todo n. En lugar de O, la notacién de Vinogradov usa el simbolo <. Es
decir, si f(n) = O(g(n)) entonces podemos escribir f(n) < g(n).

En algunos casos en lugar de querer acotar con un multiplo de g(n), queremos demos-
trar que f(n) es mucho mads chica asintéticamente. Tenemos la siguiente definicién
para esos casos.

Definicion 2. Sean [y g funciones. Decimos que f(n) = o(g(n)) si

En el caso que el limite de la proporcion es 1 (en lugar de 0), decimos que f es asintdti-
co a gy escribimos f(n) ~ g(n).
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Algunos ejemplos para hacer la notacién mas clara.

Ejemplo 1. Sabemos que 1 +2+---+n = w Podemos reescribir esto como

n2
L+2+44n="+0(n).

Con esta notacion estamos indicando que una buena aproximacion para la suma 142+
-4 nes %2 Esto sirve mds cuando las férmulas son mds complicadas. Por ejemplo,
la férmula para 1% + 2% 4 3% + ... + n¥ es muy complicada en términos de k (por
ejemplo, véase [7]), pero podemos aproximarla muy bien. Primero, demos una cota

superior usando integrales. Como z* es creciente, tenemos

" nkd pkt1 L nkt ol
i< thdt = -1 =
;] <n —l—/l Pl +n k—|—1+ (n®),

n A nk nk+1 27€+1 nk-i—l O
k> =1 - - 1).
;] = +/2 e Sl e S B O

nk+1

' + O(n"). Es decir, la

. nk+1 . . k a:
aproximamos por 4y tendriamos un error con orden de magnitud n". Si n es muy
grande, el error es mucho mds chico que el término principal.

Para el resto del articulo, las letras n y m se usardn solo con enteros positivos y, las
letras p y g, se usardn solo para nimeros primos.

Entonces tenemos que la suma 1% + 28 + ... 4 nF =

Ejemplo 2. La funcion w(n) determina el nimero de divisores primos del niimero n.
Con la convencion de que p es primo, podemos escribir w(n) de la siguiente manera:

win) =3 1. @)

pln

En el ejemplo anterior ademds de fijar la idea de que p es primo, podemos ver como lo
usamos en una suma. Una suma se hace para todos los nimeros que satisfagan cierta
condicién. En el caso de (2), la condicién para ser un sumando es p | n.

Siguiendo la convencién de teoria de ndimeros analitica, usaremos log(n) para el loga-
ritmo natural de n. Es decir log(e®) = x. Otra funcién que usaremos es la funcién parte
entera: | x| es el entero menor o igual a z mds cercano a x. Por ejemplo, [3.1] = 3y

3=0

Resultados Preliminares

Un resultado que necesitaremos es una version logaritmica de la férmula de Stirling.
La férmula de Stirling dice que n! ~ (%)n v2mn. Esta férmula es un poco dificil de
demostrar y no necesitamos algo tan fuerte para este articulo, pero podemos demostrar
la siguiente version mds sencilla.
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Lema 1 (Stirling Logaritmico). Sea n un entero positivo. Entonces
log(n!) = nlogn —n 4+ O(log(n)). 3)

Demostracion. Primero notemos que log(n!) = >, log(j). Como log es una fun-
cién creciente, tenemos que

Z log(j) < /1" log(t) dt 4 log(n) = nlog(n) — n + 1+ log(n)

- = nlog(n) — n + O(log(n)).

Por otro lado, también tenemos que

Zlog(j) >14 /" log(t) dt = (nlog(n) —n) — (2log(2) — 2) +1

j<n 2

=nlog(n) —n+ O(1).
Entonces acotamos a log(n!) por arriba por nlog(n) — n mds un error de magnitud

O(log(n)), y lo acotamos por abajo con n log(n) —n y un error de magnitud constante.
Entonces, log(n!) debe ser nlogn — n con un error O(log(n)). O

Una férmula increiblemente ttil que usaremos varias veces, y que es una de las herra-
mientas mds usadas en teoria de ndmeros analitica es la siguiente.

Teorema 3 (Férmula de Sumacién de Abel). Sea {a,,} una secuenciay sea f : R — R
una funcion diferenciable. Define A(x) como

A(:C)zZan=a1+ag+a3+---+am.

n<zx

La sumacion de Abel o “Suma Parcial” es (parab > a > 0):

b
> anf(m) = A®FE) - A)f@) - [ AOF @t )

a<n<b

Demostracion. Primero lo demostraremos para a y b enteros. Supongamos que a > 0.
Calculemos la integral en intervalos:

b—a—1

a+i+1
> / A(t)f'(¢) dt.

=0 +1i

/ A0 (1) dt =

Como A(t) es constante entre dos enteros, tenemos que

b—a—1 b—a—1 a+i+1

a+i+1
> / ABf()dt= A(a+i)/ f(t)dt
a i=0 a

i=0 Yot +i
b—a—1

= 3 At )(flatit 1)~ flati).
1=0
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Pero ahora podemos cambiar el orden de la suma y cambiar las variables para obtener:

b—a—1
Z Ala+i)(fa+i+1) = fla+1))

Z FGAG = 1) = A@G)) + AL = 1) f(b) — Ala) f(a)

Jj=a+1

= A(b)f(b) — apf(b) Z%f

a+1

Por lo tanto,

b
[ a5 @ dt=A0)£0) - A@ i@~ Y anfo).

a<n<b

Queda demostrado para a y b enteros. Hagdmoslo para a y b reales. Usando lo demos-
trado para enteros, tenemos que

Z anf(n) = Z anf(n)

a<n<b la]<n<|b]
L]

—A(U)J)f(LbJ)—A(LaJ)f(LaJ)—/H A@)f @) dt. ()

Queremos demostrar que el lado derecho de (5) es el mismo que el lado derecho de (4).
Restemos las dos expresiones, tomando en cuenta que A(x) = A(|z]),

b b
AD)(f(b) = f([b])) — Ala)(f(a) — f(la])) + " A(t)f’(t)dt—/ A(t) f(t)dt

Esto nos da
a b

A@)(f(0) = f(1b))) — Ala)(f(a) = f(la])) + HA(t)f’(t)dt— o A(t)f'(t) dt

Pero como A(t) es A(|a]) parat € (la],a) y A(t) = A(|b]) parat € (|b],b),
tenemos que esta diferencia es

a b
AD)(f ()= f([b]))—Ala)(f(a)=f(la]))+A(la]) Hf'(t)dt—A(LbJ) N f'(t)dt.

Usando que fcd f'(®)dt = f(d) — f(c), terminamos demostrando que la diferencia es
igual a 0, que es lo que querfamos demostrar. O
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El Teorema de Mertens
El Teorema de Mertens establece lo siguiente.

Teorema 4 (Mertens). Sea x > 3. Entonces,

Z L loglogz + O(1).

p<z

Este teorema nos da una muy buena aproximacion para la suma de los reciprocos de
los nimeros primos. Para poder demostrarlo, tendremos que demostrar primero algunos
lemas. El primero, un lema demostrado por Erdés [2], nos da una cota superior para el
producto de primos.

Lema 2. Sea xz > 2.
[[r<a ©)

p<z

Demostracién. Como [[,.p = [[,<|, Py 41#] < 4® basta hacer la prueba en el
caso en que x es un entero. Si z = 2, el lado izquierdo de (6) es 2, mientras que el
lado derecho es 42 = 16. Asi que podemos suponer que = > 3. Si = 3, tenemos
la desigualdad 6 < 64, la cual es verdadera. Demostraremos el lema por induccién
fuerte. Supongamos que para cualquier entero positivo x < 2k — 1, la desigualdad (6)
se sostiene. Como = = 2, 3 cumplen, entonces podemos asumir que k > 2. Si z = 2k,
entonces 2k > 4 no es primo y

H p= H p < 4% < g2k,
p<2k p<2k—1

Por lo tanto, (6) se cumple para z = 2k y basta demostrar que (6) se cumple para
x = 2k + 1 para terminar la induccién. Notemos que si k + 1 < p < 2k + 1, entonces
D | (%];H). Esto es porque p | (2k 4+ 1)!, perop{ k!'y p 1 (k + 1)! Por lo tanto,

M »< 2k + 1Y)
k+1
k+1<p<2k+1

Ahora, por el teorema del binomio tenemos que

2% + 1 2% + 1 1\
=22l = 2. 4F, 7
Pero el lado izquierdo de (7) es mayor o igual a (**') + (371") = 2(3"1!). Por lo
2k+1

tanto, (k+1 ) < 4F Comok +1 < 2k —1, podemos usar la hipétesis de induccién
para obtener

2k +1
k+1 k41 | 4k 2k+1
||p— ||p || p | <4 (k 1)§4 47 =4 .

p<z p<k+1 k+1<p<2k+1

O
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Con este lema podemos probar el siguiente lema.

Lema 3. Para x > 0, sea w(x) el niimero de primos menores o iguales a x. Entonces,

m(x) =0 <®) .

Demostracion. Usando el Lema 2 y tomando logaritmos en (6) obtemos que

Z log(p) < log(4)x. 3

p<lzx

Ahora, definamos la sucesi6n a,, definida por log(p) cuando n = p es primo, y a,, = 0
cuando 7 no es primo. Definamos f(n) = Entonces, usando el Teorema de
Abel (Teorema 3), obtenemos

1
log(n) "

_ Y = e 08) T 2 l08)
W(x)_;;l_ oe@ T R dt

Usando que ., log(p) < log(4)t, llegamos a que

w(z) <O (@) + log(4) /; @ dt. )

Notemos que si /Z < ¢ < z, entonces log(t) > £ log(z). Por lo tanto

| vE ] oy
[ wwmi=) wat Lo
<yl \/E):O( z ) (10)

log? log?(z)
Usando (10) en (9) concluimos que 7(z) = O (@) O
El siguiente lema es casi el Teorema de Mertens.
Lema 4. Seax > 1.
1

Z o8P =logz + O(1).

p<z p
Demostracion. Sean un entero positivo. Factoricemos n! como n! = 2v2 .33 .5% ...
Entonces,

log(n!) = v2log(2) + vslog(3) 4+ vs log(5) + -+ = Z vp log(p). (11)

p<n

Como n! no tiene divisores primos mayores a n, solo necesitamos considerar los su-
mandos con p < n (con p > n, v, = 0). Ahora, es ficil calcular v,. La idea es que
el exponente més grande de p que divide a n! es el nimero de p’s que aparecen en el
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producto n(n — 1) - - - (1). Tenemos una p por cada mdltiplo de p, luego otra por cada
multiplo de p? y asf sucesivamente. Entonces,

< 1, log(n)/ log p n
11 B S E]
=1 P k=1 p

La razén por la que cortamos la suma con el término k& = log(n)/log(p) es que si
n

k > log(n)/log(p) entonces -5 < 1y, por lo tanto, {p—kJ = 0. Combinando (11) con
(12) llegamos a que

log(n!) Zlog Z L%J . (13)

<n log(n)
p= k< log(p)

Ahora, L)%J = 1% + O(1). Usando el Lema 1 en (13), tenemos

nlog(n) —n + O(log(n Zlogp Z ( )—i—Zlog Z o)

p<’ﬂ k<10g(n) p<’ﬂ k<10g(")
Tog(p) Tog(p)

log(n)
log(p)

nlog(n) + O(n) =n Z log —|— Z Z

1
ng + ZO log(n

p<n p<n k=2 p<n
(14)
Tenemos que
log(n)
& log log
>y 2y y as)
p<n k=2 p k>2 P
Esta suma converge, asi que es O(1). Usando el Lema 3 podemos ver que
Z O(log(n)) = O(w(n)log(n)) = O(n). (16)

p<n

Finalmente, aplicando (15) y (16) a (14) llegamos a

nlog(n) + O(n) =n Z log;p) + O(n)

p<n

log(n) + O(1) = Z @.

Esto es lo que querfamos demostrar en el caso = n, un nimero natural. Si z no es
natural, tenemos

3 log(p) _ 3 log(p) _ log(|z]) + O(1).

p<z p p<|z] p

Como log(|x]) = log(x) + O(1), terminamos la demostracién. O
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Finalmente, estamos listos para demostrar el Teorema de Mertens.

Demostracion del Teorema de Mertens. Usaremos el Teorema de Abel y el Lema 4.

syl (1) B i AP Y e
Zp 4~ p o \logp) log(x) 2 tlog’(t)
log(z) + O(1) /z 1 /I 1
=—"= ——dt+ O ————dt
log(x) + 5 tlog(t) * 2 tlog?(t)
1
=1+0 (m) + loglog(x) — loglog(2) + O(1)

= loglog(z) + O(1).

Notas Historicas

Los resultados demostrados en este articulo han sido mejorados. El Teorema de Mer-
tens se puede escribir como

Z % =loglog(x) + B1 + O (@) ,
p<x

donde B; es una constante (véase [9] para una demostracién).

Cabe notar, que el Teorema de Mertens implica que hay infinitos nimeros primos,
ya que loglog(x) crece indefinidamente. La demostracién de que toda progresién
aritmética a,a + b,a + 2b,..., con a y b primos relativos, contiene infinitos nime-
ros primos (llamado el Teorema de Dirichlet) prueba algo mas fuerte: la suma de los
reciprocos de tales primos diverge (es decir, se va al infinito). Es sorprendente que no
hay una demostracién general que no pruebe ese resultado mas fuerte.” Una de las ra-
zones por las que es dificil demostrar que hay infinitos primos gemelos (primos p tales
que p+2 0 p—2es primo) es que Brun (en [1]) demostré que la suma de los reciprocos
de los primos gemelos converge.

El Lema 3 fue demostrado por primera vez por Chebyshev en 1848 con el objetivo de
demostrar el postulado de Bertrand.? En 1859, Riemann en uno de los articulos mas
famosos de la historia de las matematicas ([10]), explicé una estrategia para demos-
X

trar el teorema de los nimeros primos que dice que 7(x) ~ e (@) El teorema fue

demostrado en 1896 por Hadamard y Vallée-Poussin, de manera independiente.

Ejercicio 1. Sea x > 1. Demuestra que existe una constante By tal que

1 1
> »_ loglog(z) + B1 + O (1og(~’0)) '

p<z

%La demostracién cldsica de que hay infinitos primos, no implica que la suma de los reciprocos de los
primos diverge.
3Para todo entero positivo 7, existe un primo p que satisface n < p < 2n.
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De hecho, podemos calcular que

dt.

/ Y s 52— log(t)
tlog (t)

Ejercicio 2 (Segundo Teorema de Mertens). Sea x > 1. Demuestra que existe una
constante Bs tal que

[0(-5)- o)

p<z

B; =1 —loglog(2

Podemos calcular que
BoY Y
p k>2

Ejercicio 3. Demuestra que By + Bs de los ejercicios anteriores es igual a v, la
constante Euler-Mascheroni:

El promedio y la varianza de w(n)

Dado un z real positivo, el promedio de una funcién aritmética f(n) es us(z) =
1Y <o f(n) yla varianza es

o) = = 3 () — us(@))*.

n<z

Teorema 5. Sea x > 2. El promedio de w(n) es ~ loglog(x). Para ser mds especifi-
cos:

1
- Z w(n) = loglog(z) + O(1). (17)
r n<zx
Demostracion. Empecemos escribiendo w(n) como suma:
SROED )it
n<zx n<z pln

Ahora, cambiaremos el orden de la suma. En lugar de fijar n y ver cuantos primos p
dividen a n, lo podemos pensar como fijar un primo p y ver cuantos n son multiplos
de p, es decir n = pm para algiin entero m. Tomando en cuenta que |z| = z + O(1),

obtenemos que
)S)MEDSDIEED ID IEED DI EIED DERD WD)

n<z pln p<zxpm<lzx p<z m< z p<z p<z p<z
X
:x; +0O(7 —xloglog(:v)+(9(:v)+(9<10g(x))

= zloglog(z) + O(z).
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En las igualdades anteriores usamos el Teorema de Mertens y el Lema 3. Para concluir,
basta dividir por z. |

Teorema 6. Sea x > 2. La varianza de w(n) es O(loglog(z)). Para ser mds especifi-
cos:

- Z —loglogz)® = O(loglog(x)). (18)

n<;v
Demostracion. Dividamos el problema en tres partes, separando la suma en tres sumas:

Z(w( ) — log log(x Zw ) — 2loglog(z )Zw( ) + (loglog(x Zl.

n<x n<x n<x n<x

19)

Sean

= Z w?(n), Sy = 2loglog(z) Z w(n), S3 = (loglog(x Z 1.

n<z n<zx n<zx

Por el Teorema 5, tenemos que
Sy = 2loglog(x)(xloglog(x) + O(x)) = 2x(loglog(x))? + O(xloglog(z)). (20)

Ss es facil de calcular, ya que es simplemente S3 = |z (log log(x))?. Nos falta calcu-
lar S.

s=Yum=X (Y1) (S -ryier s

n<z n<z \ p|n qln n<x pln n<x pln
qln
p#q
Esta dltima igualdad se obtiene separando en los casos donde tenemos primos iguales
y en los que no. En la primera suma, cambiamos el orden de los sumandos, tomando
en cuenta que podemos tomar p < x, ¢ < z con p # ¢y pq | n. En la segunda suma
podemos usar el Teorema 5. Entonces, tenemos que

RS SD IS 3 o1

p<z q<z ngﬁ n<z pln
a#p
= Z Z { J + zloglog(x) + O(x)
p<z q<lz
a#p
— ZZ Bl + Z O(1) + zloglog(z) + O(x).
p<x q<z pq<x
a#p

Para obtener la dltima igualdad, usamos que Lo_qu = 0 si pg > x. Entonces, el error

sucede solo en los casos pg < x. Queremos contar todas las parejas (p, q) tales que
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pq < z. Pero entonces queremos los nimeros menores a = que son producto de dos
primos. Por cada uno de estos nimeros, tenemos dos parejas (por el orden de p y
q). Entonces, hay a los mds 2z parejas. Por lo tanto, Y O(1) = O(z). Luego,
tenemos que

pq<z

S1=2_>. % +wloglog(x) + O() =) % > % + O(x loglog(z))

p<z q<z p<z "~ g<z
q7#p q7#p
= Z loglogz + O(1) + O(x log log(z))
p<z p
= zloglog(x) Z ! + O(zloglog(z))
p<z
= z(loglog(z))? + O(z loglog(z)) + O(xloglog(x))
= z(loglog(z))? + O(z log log(z)). 21)

Usamos el Teorema de Mertens varias veces para llegar a esta conclusion. Ahora, com-
binando (20) con (21) y el valor de S5 obtenemos que
S1— S22+ 53
= (z(loglog(z))* + O(zloglog(z)) — (2z(loglog(z))* + O(zloglog(x)))
+ (2(loglog(x))?)
= O(zloglog(x)).
Al dividir por z, tenemos lo que queriamos demostrar. o

Observacion 1. Se puede demostrar que la varianza de w(n) es asintética a loglog(n),
pero requiere de mds trabajo y de tener la version de Mertens mencionada en el Ejer-
cicio 1.

Ejercicio 4. Demuestra que para x > 2,

) 1
- Zw(n) = loglog(z) + B1 + O (log(x)) 7

n<w
donde B es la misma constante que en el Ejercicio 1.
Ejercicio 5. Demuestra que para x > 2,
1 2
- Z (w(n) — loglog(x))” = loglog(x) + O(1).
n<w
Ejercicio 6. Demuestra que para x > 2,

loglog(x) )

1 2
- Z (w(n) —loglog(z))” = loglog(x) + O ( log ()

n<zx
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Casi todo n satisface que w(n) ~ loglog(n)

Estamos listos para demostrar nuestro teorema principal.

Demostracion del Teorema 2. Seae > 0. Sea m.(x) el nimero de enteros n que satis-
facen \/z < n < xy que |w(n) —loglog(n)| > eloglogn. Como n > \/z, entonces

loglog(n) > loglog(v/z) = log(1/2) + loglog x = log log(z) — log(2).
Por la desigualdad del tridngulo,

lw(n) —loglog(z)| > [|w(n) —loglog(n)| — (loglog(z) — loglog(n))|
> | e(loglog(x) —log(2)) — log(2)|

€
> —loglogx.
2
La ultima desigualdad es cierta para x suficientemente grande, en particular para  que

satisface log log(x) > log(2) (2 + %)
Por lo tanto, si n es uno de los enteros que contamos en m. (x), entonces

w(n) ~ loglog(x)| > 5 loglog(a),

lo cual implica que

[ V)

9

> (w(n) —loglog(z))* > me () (log log())2. (22)

n<lz

Por otro lado, el lado izquierdo de (22) es O(x log log(z)). Esto implica que

x
me(z) = O (EQIOglog:v) '

Para z suficientemente grande, m.(x) < $x porque loglog(z) — oo cuando x — oo.
Ahora los n que pueden ser excepcién a (1), son los que estdn en m.(x) o los nimeros
n < /z. Como \/x < Sx para x grande, entonces el niimero de n’s que no satisfacen
(1) es menor a € . ([l

Observacion 2. La demostracion se ve un poco fea por la parte técnica de trabajar
con €. Pero la filosofia detrds de la solucion no es tan complicada. La idea es pensar
como si fuera probabilidad. Tenemos una distribucion w cuyo promedio es loglogn
(loglogn y loglog x son prdcticamente lo mismo porque log crece muy lentamente) y
cuya varianza es loglogn. Entonces, por el teorema de Chebyshev* de probabilidad,

tenemos que la probabilidad de que |w(n) — loglogn| > eloglogn es menor o igual
a ﬁlzg(n) para alguna constante K. Es decir se va a cero cuando n — oo.

4El teorema de Chebyshev dice que si y es el promedio de una distribucién X y o2 es la varianza,

entonces la probabilidad de que | X — | > ko? es alo mds k%
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Erdos-Kac

Mencionamos antes que la varianza de w(n) se puede calcular como log log(n) més
un error pequefio, pero demostrar eso conlleva mds trabajo. En particular, se pueden
calcular varios momentos de la distribucién y ver que siguen una distribucién normal
con promedio log log n y varianza log log n (véase [5], por ejemplo). Esta propiedad la
conjeturé Mark Kac en una pldtica en los afios treintas. Para fortuna de las matematicas,
Paul Erdés estaba en la plética y cuando Kac termind la platica, Erdés le menciond una
idea para demostrar la propiedad. Este resultado se llama el Teorema Erd6s—Kac y es
donde nacié la teorfa de nimeros probabilistica.

Teorema 7 (Erdés—Kac). Sean a y b niimeros reales tales que a < b. Para x > 3, sea
Sz (a,b) el nimero de enteros n tal que 3 < n < x que satisfacen

loglog(n) 4+ ay/loglog(n) < w(n) < loglog(n) + by/loglog(n).

Entonces,
Sy (a,b 1
Jim 2@ _ —/ et 4.
T—00 x \ 21 a

Ejercicio 7. Sea Q(n) el mimero de divisores primos de n contando multiplicidades.
Por ejempo, Q(8) = 3 porque el primo 2 aparece 3 veces, )(24) = 4 porque 24 =
23 . 31, Demuestra que el Teorema 2 es cierto con §) reemplazando a w.

Conclusiones

Después de nuestro paseo por algunos resultados importantes de la teoria de niimeros
analitica, estamos listos para dar un bosquejo de la demostracién del Teorema de la
Tabla Multiplicativa de Erdds. No daremos la solucidon completa, para invitar al lector
a usar lo que ha aprendido para completar los argumentos.

Bosquejo de Demostracion del Teorema 1. Casi todos los niimeros 7 < n cumplen que
Q(j) =~ loglog n. Lo mismo para los nimeros 7« < n. Entonces, casi todos los produc-
tos ¢ cumplen que

Q(ij) = Q1) + Q) = 2loglog(n).

Pero entonces, los nimeros que forman parte de N(n) son “raros”. Para ser mas es-
pecificos, casi todos los niimeros menores o iguales a n? cumplen que

Q(n) =~ loglog(n?) = log(2log(n) = log(2) + loglog(n) ~ loglog(n).

Como casi todos tienen log log(n) divisores primos (con multiplicidad), y los que estdn
en la tabla de multiplicacién tienen 2 log log(n), entonces son muy raros, es decir,

N
1 ()

=0.
n— n?
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Observaciéon 3. Erdds demostré que N(n) = O (W) Luego Ford en [4]

describio € con mds precision calculando N(n) = O ((log(n))K(l’i Tog())?7? ), don-
de K =1— % = 0.0860713320 ... Koukoulopoulos en [8] generalizo el
problema a tablas multiplicativas en mds dimensiones.

Ejercicio 8. Completa la demostracion del Teorema de la Tabla de Multiplicacion.
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Problemas de practica

A continuacién presentamos los 20 problemas de prictica seleccionados especialmen-
te para este tercer niimero del afio 2023. Aprovechamos para invitarte a que contribu-
yas a enriquecer esta seccién de la revista. Estamos seguros que conoces problemas
interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicién la direccién
revistaomm@gmail.com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. En el interior de un tridngulo isdsceles ABC' con AB = BC, se ubica el
punto 7" tal que LBAT = 40°, ZTAC = 30° y ZBC'T = 20°. Determina la medida
del dngulo ZC'BT.

Problema 2. Sea a # 1 un nimero real positivo. Demuestra que
a2n+1 _

— > 2 1
(e —1) > 2n +

para todo entero positivo n.
Problema 3. Determina la suma de los digitos del nimero 10011°.

Problema 4. Una urna tiene 5 pelotas rojas idénticas y 8 pelotas azules idénticas. Ana
repetidamente saca una pelota al azar de la urna hasta que no queden pelotas rojas.
(Cudl es la probabilidad de que en la urna queden 2 pelotas azules?

Problema 5. Dado un 2007-4gono regular, encuentra el menor entero & tal que entre
cualesquiera k vértices del poligono, hay 4 de ellos tales que el cuadrildtero convexo
que forman comparte 3 lados con el poligono.

Problema 6. Sea ABCDE un pentigono convexo con AB = AE = CD = 1,
LABC = ZDFEA =90°y BC + DE = 1. Determina el drea del pentdgono.

3

Problema 7. Sean a, b y ¢, las raices del polinomio p(z) = 2* — x — 1. Determina el

valor de
l—-a 1-b 1-c¢

1+a+1+b+1+c'
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Problema 8. Sea ABC un tridngulo escaleno con gravicentro G y circuncentro O. La
extension de AG interseca al circuncirculo en M, las rectas AB y C'M se intersecan en
P ylasrectas AC'y BM se intersecan en (). El circuncentro S del tridngulo APQ esta
en el circuncirculode ABC. Si A, Oy S son colineales, demuestra que ZAGO = 90°.

Problema 9. Supongamos que el conjunto {1, 2, . .., 1998} tiene una particién en pares
{a;, b;}, con1 < i <999, tales que |a; — b;| es igual a 1 0 a 6. Demuestra que el digito
de las unidades de la suma |a; — by| + |az — ba| + - - - + |aggg — bggg| €8 9.

Problema 10. El punto P = (zg, yo) con coordenadas racionales es tal que P estd en
laelipse £ = {(z,y) € R? | Az? + By? = 1}, donde A y B son niimeros racionales
fijos. Demuestra que hay una infinidad de puntos en £ de coordenadas racionales.

Problema 11. Se tienen diez ntimeros reales distintos y distintos de cero, tales que la
suma o el producto de cualesquiera dos de ellos da como resultado un nimero racional.
Demuestra que el cuadrado de cada uno de los diez nimeros es un nimero racional.

Problema 12. a) Factoriza el nimero 7216+1 + 72k + 1, donde k es cualquier entero
positivo.
b) Prueba que el niimero 72° + 72" 4 1 tiene al menos 6 divisores primos distintos.

Problema 13. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que abc = 1. Demuestra que

2 2 2
<1
R N A (G I T S I § PR

Problema 14. En el cuadrilitero convexo ABC'D, el dngulo en A mide lo mismo que
el dnguloen C, AB = CD = 180cmy AD # BC. Si el perimetro de ABC'D es 640
cm, determina el valor de | 1000 cos «|, donde « es la medida del dngulo en A.
(Nota. Si x es un niimero real, | x| denota el mayor entero que es menor o igual que x).

Problema 15. Nora lanza una moneda 10 veces y anota el valor absoluto de la diferen-
cia entre la cantidad de caras y cruces que obtuvo. Luego, lanza la moneda una vez mas
y anota el valor absoluto de la diferencia entre la cantidad de caras y cruces obtenidas.
Determina la probabilidad de que el segundo nimero que anot6 Nora sea mayor que el
primero que anoto.

Problema 16. Determina todos los enteros n > 1 tales que, para cada divisor d > 1 de
n, los niimeros d?> — d + 1y d? 4+ d + 1 son nlimeros primos.

Problema 17. Sean a > 0,0 > 0, ¢ > 0y d > 0 niimeros reales tales que abcd = 1y
at+btc+d>7+ g +3g+ %.Demuestraque
d a

b ¢
a+b+c+d< —4+-+-—-+
a b ¢ d
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Problema 18. Sean ABC un tridngulo equildtero y P un punto en su interior tal que
ZAPC = 120°. Las rectas AB y PC se intersecan en M y las rectas AP y BC
se intersecan en N. Sea () el circuncentro del tridngulo M N B. Determina el lugar
geométrico de () conforme el punto P varia dentro del tridngulo ABC.

Problema 19. Sea n un entero positivo. ;De cudntas formas se puede llenar un tablero
de n x n con los enteros del 0 al 5, de tal manera que la suma de los nimeros de cada
renglén sea divisible por 2 y la suma de los nimeros de cada columna sea divisible por
3?

Problema 20. Determina el valor del entero positivo n que satisface la igualdad

n® = 1335 + 110° + 84° + 27°.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 20 problemas de préctica elegidos para
este namero de la revista. Antes de consultar estas soluciones, te recomendamos hacer
tu propia solucién a cada problema o, al menos, haberle dedicado un tiempo conside-
rable a cada uno de ellos.

Es muy comiin en matemdticas que un problema tenga mds de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Gnicas. Aunque hayas
resuelto un problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos
a consultar estas soluciones y discutirlas con tus compaiieros. Si logras encontrar una
solucién diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas de tus soluciones, te invi-
tamos a compartirlas con nosotros a la direccién revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Como el tridngulo ABC es is6sceles con AB = BC, tene-
mos que ZBAC = LBAT + LT AC = 40° + 30° = 70° = £ZBC A, lo cual implica
que ZABC = 180° — 2(70°) = 40°.

Sean H el pie de altura desde B y ) la interseccién de AT con BH. Como BH es
bisectriz del angulo ZABC, tenemos que ZABH = /HBC = %ZABC = 20°.

B
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Por otro lado, en el tridngulo rectangulo AH () con angulo recto en H, tenemos que
ZAQH =90° — ZQAH =90° — LT AC = 90° — 30° = 60°, por lo que ZBQT =
ZAQH = 60°. Ademads, por el criterio LAL, los tridngulos rectangulos AQH y CQH
son congruentes (pues comparten el lado @ H, tienen un angulo recto y H es punto
medio de AC) lo que significa que ZCQH = ZAQH = 60°. Luego, LTQC =
180° — ZAQH — ZCQH = 180° — 60° — 60° = 60°. Por lo tanto, QT es bisectriz
del dngulo ZBQC.

Ahora, como ZQCH = ZQAH = 30°, /BCT = 20°y /BCA = 70°, se sigue
que ZQCT = 70° — 30° — 20° = 20°. Esto significa que C'T" es bisectriz del angulo
ZQCB.

Por lo tanto, T es el incentro del tridngulo QQ BC, por lo que ZQBT = ZC'BT. Como
QBT + /CBT = ZHBC = 20°, concluimos que ZC'BT = 10°.

Solucién del problema 2. Sea a # 1 un nimero real positivo y sea n un entero positivo.
Factorizando a?"+! — 1, tenemos que

™t -1 (a—1)(1+a+a*+---+a*) 1+a+a®>+-- +a*"

a*(a—1) a*(a—1) B a”

=q " +a1—n 4 a2—n L an—Z 4 an—l _i_an.

Por otro lado, por la desigualdad MA-MG, tenemos que a~* + a* > 2 para cada
entero positivo k, con la igualdad si y solo si a = = a*. Aplicando esta desigualdad en
la suma anterior, obtenemos que

a—n+a1—n+a2—n+. X .+an—2+an—l+an _ (a—n+an)+_ . -—l—(a_l—f—al)—i—ao 2 2TL+1
Sin embargo, es ficil ver que a—* = a* si y solosi a = 1. Como a # 1, la desigualdad
anterior es estricta, estoes,a " +al """+ a? "+ -4+ a2 4+a" L +a"” > 2n+ 1.

Solucién del problema 3. Tenemos que 1001 = 1000+1 y, por el teorema del binomio,
tenemos que

10 = 10 k
(1000 +1)"0 =" . ) 1000".
k=0

Es ficil ver que los valores de (1k0) para 0 < k < 10 son:

1,10,45,120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1.
Como todos estos niimeros tienen menos de 4 digitos, la expansién decimal de 10011°
se obtiene agregando al menos tres ceros al final de cada uno de estos nimeros y con-
catenarlos. Por lo tanto, la suma de los digitos de 1001'° es la misma que la suma de
los digitos de los 11 niimeros de la lista anterior, la cual es igual a 43.

Solucién del problema 4. Denotemos con R a cada pelota roja'y con A a cada pelota
azul. Hay (153) formas en las que Ana podria quitar todas las pelotas de la urna. Entre
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estas, las formas en las que se detiene al quedar dos pelotas azules son las que terminan
en RAA, de las cuales hay (140) posibilidades. Esto nos da una probabilidad de

(140) _ 140;39;28_; T _ 8xT7x5 70
13\ ~ 13x12x11x10x9 ~— - .
(1) BxIZdixioxd = 13 x 12 x 11 429

Solucién del problema 5. Numeremos a los vértices del poligono del 1 al 2007. Lo
que buscamos es que entre cualesquiera k vértices haya 4 vértices consecutivos. Cada
vértice estd en exactamente 4 de estas cuartetas, por lo que, si 4k > 3 x 2007 hay una
cuarteta con 4 vértices consecutivos. Es decir, si & > 1506 se cumple la condicién del
problema. Para ver que £ = 1506 es el minimo, tomemos todos los vértices que no
sean multiplos de 4 excepto el vértice 2007. Entonces, tenemos 1505 vértices que no
cumplen la condicién.

Solucién del problema 6. Sea 7" un punto sobre CD tal que DT = DEy CT = CB.
Tenemos que los tridngulos C'T'B 'y DT'E son isésceles con ZDTE = ZDET y
ZCTB = ZCBT.Luego, ZETB = LZAET + ZABT,lo cual implicaque ZBAFE =
360° —2/FETB.Como AB = AFE, entonces A es el circuncentro del tridngulo BT E,
porloque AB = AFE = AT = 1.

Los tridngulos AED y AT D son congruentes porque DE = DT, AE = ATy
comparten el lado AD. Luego, ZATD = ZAED = 90°. Por lo tanto, el drea del

tridgngulo AC'D es 151 = 7 y la suma de las 4reas de los tridngulos ABC'y ADE es

igual a
BC-AB+DE-AEiBC+DEiBC+DE71

2 2 2 2 2 2’
de donde se sigue que el area del pentdgono ABCDFE es igual a % + % =1.

Soluci6n del problema 7. Sea S = =2 + }—;{; + 4=¢. Observemos que

1+a 1+c
-y 2—-(1+y) 2 _
1+y 14y 1+y
para todo niimero y # —1, por lo que
2—(14a) 2-(14b) 2-(1+¢) ( 1 1 1 )
S = =9 _
1+a + 140 + 1+4+¢ 1—|—a+1—|—b+1—|—c

_2((1+b)(1+c)+(1+a)(1+c)+(1+a)(1+b))_3
N 14+a)(1+b)(1+c) '
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Como las raices de p(z) son a, by ¢, se sigue que las raices de ¢(x) = p(z — 1) son
a+1,b+1yc+ 1. Tenemos que

gx)=plz-1)=@@-1)°-(r—-1)—1=2° 32>+ 22— 1.
Por las férmulas de Vieta, tenemos que

14+b)(1+e)+(1+a)l+e)+ (1 +a)(l+b) =2,
(I+a)(1+b)(14c¢)=1,
lo cual implica que

o (A+D)(A+o)+(1+a)(l+c)+ (1 +a)1+b)) Ca
5_2( (I+a)(1+b)(1+c) ) 3=22)-3=1

Solucién del problema 8. Como los tridngulos AOB y ASP son isdsceles y com-
parten el dngulo en A, resulta que son semejantes. Como AS = 2A0, se sigue que
AP = 2AB. De manera andloga obtenemos que AQ = 2AC. Esto significa que el
triangulo AP(Q) se obtiene tras reescalar el tridngulo ABC' por un factor de 2, con
centro en A.

Como B es punto medio de AP y C es punto medio de AQ, tenemos que M es el
gravicentro del tridngulo APQ). Por otra parte, por el reescalamiento, este gravicentro
M satisface que AM = 2AG. Por el criterio LAL, los tridngulos AGO y AM S son
semejantes. Como AS' es un didmetro del circuncirculo del tridngulo ABC, tenemos
que ZAM S = 90° y, por lo tanto, ZAGO = 90°.
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Solucién del problema 9. Sea S = |a1 — b1| + |az — b2| + -+ + |aggg — bggg.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a; > b;, por lo que la suma S puede

expresarse como
999 999

i=1 i=1

Como 307 a; + Y020 by = 19981999 — 999 . 1999 es impar, 35 a; — o) by
también es impar. Pero, como 2?291 a; — 2?291 b; es una suma de 1’s y 6’s, entonces
una cantidad impar de los |a; — b;| es 1y, por lo tanto, una cantidad par de ellos es 6.
Si 2z es la cantidad de términos |a; — b;| que son 6, entonces

999 999
> ai = b =6(2x) +1- (999 — 22) = 10z + 999.
i=1 i=1

Como 10z + 999 = 9 (mod 10), concluimos que el digito de las unidades de S es 9.
Solucion del problema 10. Consideremos unarecta L : y — yg = m(x — x¢) que pasa
por P. Como y = m(x — xp) + yo, sustituyendo en la ecuacién de la elipse tenemos
que
Az? + B (m(x — x0) +10)> = 1
(A + Bm?)z? + (2Bmyo — 2Bm?x0)z + (Bm?x3 — 2Bmaxoyo + Byi — 1) = 0,

que es una ecuacién cuadrética en x. Si r1, 72 son las soluciones de esta ecuacidn,
entonces 11 = g Y, por las férmulas de Vieta,

2Bm2xy — 2Bmyqg
T+ ry = )

A+ Bm?
2Bm?2zq — 2Bmyq 2Bm?2xy — 2Bmyy — Axg — Bm?2xg
2= A+ Bm? = A+ Bm?2
B Bm?2xy — 2Bmyo — Axg
B A+ Bm? '

La coordenada en y asociada a r en larecta L es

y=m(rs —xo) + Yo

Bm?2xy — 2Bmyo — Axg

= (P )
(Bm%o — 2Bmyy — Axg — Axg — Bmgxo)
=m + Yo
A+ Bm?

B <—2Bmy0 - 2A:170)
- A+ Bm? yo
B —2Bm?yy — 2Amaxg + Ayo + Bm2yo
B A+ Bm?

—Bm?yg — 2Amay + Ay
A+ Bm? '
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De esta manera, llegamos a que L interseca a E en (xq,yo) y en

(2,9) = <Bm xg — 2Bmyg — Axzg —Bm?2yy — 2Amaxg + Ayo)
HY = A+ Bm? ’ A+ Bm?

Luego, si m es racional, entonces (z, y) tiene coordenadas racionales y, como hay una
infinidad de nimeros racionales, hay una infinidad de puntos (z,y) de coordenadas
racionales.

Solucién del problema 11. Comenzamos demostrando el siguiente lema.

Lema. Considera seis puntos en el plano y colorea cada segmento entre cualesquera
dos de esos puntos de blanco o de negro. Entonces, hay un tridngulo con todos sus
lados del mismo color.

Demostracion. Sean Py, P», P53, Py, Ps y P los seis puntos. Si nos fijamos en P, por
el principio de casillas, al menos tres de los segmentos que unen a P; con los otros
cinco puntos deben ser del mismo color. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
hay al menos 3 segmentos blancos que llegan a P; y que son P, Py, PiP3 y P, Py.
Si alguno de los segmentos entre P», P3 y Py es blanco, digamos P» P53, entonces el
tridngulo P, P, Ps tiene sus tres lados blancos, si no, el tridngulo P, Ps Py tiene sus tres
lados negros. O

Volviendo al problema, sean ay, ag, . . ., ajg los diez nimeros reales. Consideremos un
punto por cada uno de esos nimeros y pintemos el segmento que une dos de esos puntos
de blanco si los niimeros asociados a los puntos cumplen que su suma es racional y
pintemos el segmento de negro si el producto de dichos nimeros es racional. Por las
hipétesis del problema y el lema anterior, debe haber un tridngulo con sus tres lados
del mismo color entre los puntos que estamos considerando. Esto se traduce a que
existen tres ndmeros a;, a;, aj tales que la suma de cualquier par de ellos es racional
o la multiplicacién de cualquier par de ellos es racional. Podemos suponer que esos
nimeros son aj, az y as.

a) Siaj+as, a1+asy as+ag sonracionales, entonces aj +az+a1+az— (ag+as) =
2a; es racional, pero esto implica que a; es racional y, como su suma o producto
con cualquiera de los otros 9 nimeros es racional, los diez nimeros son racionales.

b) Siajas, ajasy azas son racionales, entonces la multiplicacién de estos tres nime-
ros es racional, esto es, a7a3a3 es un ndmero racional. Si dividimos entre a3a3, que
también es racional, obtenemos nuevamente un racional, pero a la vez obtenemos

2 2 2
47278 = a2, por lo que tenemos que a; es la raiz cuadrada de un racional. Lo
azag ’

mismo sucede para ag y as. Para cualquier otro nlimero a; tenemos que si a1a;

= a2 es un nimero racional porque es la divisién en-

tre ra01ona1es Lo anterlor 1mp11ca que a; es el cuadrado de un racional. Si niguno
de aqa;, asa;, es racional, entonces a; + a; y az + a; deben ser ambos racio-
nales, pero entonces a1 + a; — az — a; = a1 — ag, también es racional. De la
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igualdad a? — a3 = (a1 + as)(a1 — ag), se tiene que a; + as es racional, porque

a?,a3, a1 — as, son todos racionales. Pero, en ese caso, llegamos a una situacién
equivalente al primer caso porque a; + a;, a2 + a; y a1 + az son todos racionales.

Solucién del problema 12. a) Observando que 72° " = (72")2, tenemos que
2 = (P )27
Ahora es fécil factorizar esta diferencia de cuadrados:
7+ 12— = (P 1+ 1T,

de donde, obtenemos que 72" + 72" +1 = (72 + 14+ 72" (7 +1 -7,

b) Sea k un entero positivo. Demostraremos, mds generalmente, que 7 LRSS C AN |
es miultiplo de al menos k + 1 primos distintos. La prueba la haremos por induccién en
k. Para esto, demostraremos primero el siguiente lema.

Lema. Para cada entero positivo k, 72 + 72" + 1y 72" — 727" 1 1 son primos
relativos.

Demostracion. Supongamos, por contradiccion, que p es un divisor primo de ambos
nimeros. Como cada nimero es impar (por ser suma de tres impares), p también es
impar. Ademads, p divide a la resta de ambos nimeros, que es igual a

@+ ) - - ) =272

y, como p { 2, necesariamente debemos tener que p | 72t , lo cual implicaquep = 7.
Pero claramente 7 no divide a 72" + 72" + 1 (pues 7 no divide a 1). Por lo tanto,
72" 1727 11y 72" — 727" 41 son primos relativos. O

Sik=1,tenemosque 72 + 7 +1=724+7'4+1=49+7+1=57=3-19es
el producto de k£ + 1 = 2 primos distintos. Supongamos que existe un entero positivo

k, tal que 7 7 4 T es multiplo de al menos k + 1 primos distintos. Por lo
demostrado en el inciso a), tenemos que

P = T @ - 4,

y, como 72" —72" " 41y 72" 472" 7" 4+ 1 son primos relativos (por el lema), necesaria-
mente 72 472" +1 debe ser divisible por al menos un primo mds que 72" +72" " 41,
esto es, por al menos k + 2 primos distintos.

En particular, 7 2 4 72" 11 es divisible por al menos 6 primos distintos.

Solucién del problema 13. Usando la desigualdad conocida® a® + b% > 2ab, tenemos
que
2 B 2 2
(a+1)2+b02+1 a2+b>+2a+2 " 2ab+2a+2 ab+a+1

SLa desigualdad (a — b)2? > 0 es equivalente a la desigualdad a? + b2 > 2ab.
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Como abc = 1, podemos hacer la sustitucién a = %, b=
la ecuacidn anterior, obtenemos que

SES

— 7 1
y ¢ = Z. Sustituyendo en

2 < 1 _ 1 _ Yz
(a+1)24+024+1 " ab+a+1 T+i+1 Caytyz+zx

De manera andloga, obtenemos que

2 < 1 _ Tz
b+1)24+c2+1 =" bc+b+1 zy+yz+xz’
2 1 Ty

< = .
(c+1)2+a24+1 " ca+c+1 zz+yz+ay
Por lo tanto,

2 n 2 n 2 <yz+gcz+:vy_1
(a+1)24+024+1 (b+1)2+c2+1 (c+1)2+a2+1 " zy+yz+ze

Solucién del problema 14. Aplicando la ley de cosenos en el tridngulo AB D, tenemos
que
BD? =180% + AD? — 2-180 - AD cos . (23)

A

Andlogamente, si v es la medida del angulo en C, entonces por la ley de cosenos en el
triangulo C BD, tenemos que

BD? = 180% + BC? —2-180 - BC cos . (24)
Como a = 7, sea x = cos a = cos . De las relaciones (23) y (24), tenemos que
180> + AD? —2-180- AD -z = 180%> + BC? —2-180- BC - «,
estoes, (AD — BC)(AD + BC) = 360x(AD — BC), de donde se sigue que

AD + BC = 360z.
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Como AB = CD = 180 cm y, el perimetro de ABC'D es 640 cm, obtenemos que
AD + BC = 640 —2-180 = 280 cm, esto es, 360z = 280, de donde x = % = g =
0.777. .., por lo que | 1000 cos(a) | = 777.

Solucién del problema 15. Sean a el nimero de caras y b el nimero de cruces en
los primeros 10 lanzamientos. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que @ > b.
Entonces, la diferencia incrementara cuando el nimero de caras incremente, asi que, en
este caso, la probabilidad de que la diferencia incremente es % Andlogamente, cuando
b < a, la probabilidad es % Luego, la probabilidaden el caso b > a0 b < a es

10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
T E++E)+E) +E)+ G+ () +E) +6) + (o)
2 210
20— (5) 172 _ 108

211 211 5127
En el caso a = b, no importa qué se obtenga en el siguiente lanzamiento, la segunda
diferencia serd mayor que la primera. Luego, en este caso, se tiene una probabilidad de

() _ 126
210 512
Por lo tanto, la probabilidad buscada es igual a
193 126 319
512 512 512

Solucién del problema 16. Primero demostraremos que 7 es libre de cuadrados. Si d?
divide a n para algtn entero d > 1, entonces (d?)? +d? + 1 serfa un ndmero primo. Sin
embargo, es facil ver que d* +d* +1 = (d®> — d + 1)(d? + d + 1) con ambos factores
mayores que 1, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, n es producto de primos
distintos. Sea p > 5 un divisor primo de n. Entonces, p = 1 (mod 6) o p = 5 (mod 6).
Sip=1 (mod 6), entonces p> +p+1 =3 (mod 6) y p> +p+ 1 > 3 no es primo.
Sip =5 (mod 6), entonces p> — p+ 1 =3 (mod 6) y p> — p+ 1 > 3 no es primo.
Por lo tanto, los factores primos de n pueden ser 2 y 3, esto es, n = 2,3 o 6. Es facil
verificar que estos tres enteros satisfacen la condicién del problemay, por consiguiente,
son todas las soluciones.

Solucién del problema 17. Tenemos que

a+b+c+d)(ab+ bc+ cd + da) > g—i-[—)—l—f—i—(—l ab+ bc + cd + da
b d
c a

> (a+b+c+d)?,

donde en el tltimo paso hemos aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz®.
Dividiendo entre a + b + c 4 d, se sigue que ab +bc+cd +da > a+ b+ c+d.

6Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para cualesquiera nimeros reales x1, ..., ZTn, Y1, - ., Yn, S€ CUM-

ple que,
n 2 n n
(e = () (24):
i=1 =1 =1

La igualdad se verifica si y solo si existe un nimero real A tal que z; = Ay, paratodoi =1,...,n.
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Por otro lado, por la desigualdad MA-MG tenemos que
(32)s (18) (5 2) o (5+3)
b ¢ c d d a a b
Y N TN (TORN ERN L
- be cd da ab

y, usando que abed = 1, lo anterior implica que

ad ba cb de B
2<\/E+\/a+\/%+\/a> = 2(ab+ bc + cd + da)

> (ab+bc+cd+da)+ (a+b+c+d)
b d
>(ab—|—bc+cd—|—da)—|—g—|——+f—|——.
b ¢ d a

De las dos desigualdades anteriores concluimos que

<g+(—l)+<l—)+g)+<f+é)+(c—i+f)>(b+b+d+d jrlpbycld
b ¢ c d d a a b “ cre “ b ¢ d a

Finalmente, restando ¢ + g +5+ g de ambos lados y usando que ab+ bc+ cd + da >
a + b+ ¢ + d, obtenemos que
b ¢ d

——|——+——|—g>ab—|—bc+cd+da>a—|—b+c+d.
a b ¢ d

Solucién del problema 18. Observemos que /M PN = ZAPC = 120° al ser dngu-
los opuestos por el vértice y, que ZM BN = 60°, por ser equilétero el tridngulo ABC.
Entonces, el cuadrilitero BM PN es ciclico, por lo que /ZBMC = 180° — /BNA =
ZCNA. Ademiés, ZMBC = ZNCA = 60°, por lo que los tridngulos BMC'y CN A
son semejantes. Mas adn, como AC' = BC, tenemos que BMC y CN A son con-
gruentes.
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Por otra parte, si O es el centro del tridngulo ABC, entonces el tridngulo CN A es
una rotacién de 120° del tridngulo BM C respecto a O, por lo que ZMON = 120°,
lo que significa que O se encuentra en el circuncirculo del tridngulo BM N. Como Q)
es el circuncentro del tridngulo M N B, tenemos que ZMQN = 2/M BN = 120°.
Ademas, OM = ON, por lo que O es el punto medio del arco MN y, en consecuen-
cia, ZMQO = ZNQO = 60°. Por otra parte, QM = QO = @QN, por lo que los
triangulos QMO y QNO son equiléteros, esto es, () es una rotaciéon de 60° de M
respecto a O.

El lugar geométrico de los puntos P dentro del tridngulo ABC tales que LAPC =
120°, es un arco de circulo. Conforme P traza este arco, M traza el segmento AB vy,

por lo tanto, el lugar geométrico de () es una rotacién de 60° del segmento AB respecto
aO.

Solucién del problema 19. El subtablero superior izquierdo de (n — 1) x (n — 1) se
puede llenar arbitrariamente de 6(n=1)” formas. Ahora, hay 3 formas de llenar cada
una de las n — 1 casillas superiores de la columna de mds a la derecha y hay 2 formas
de llenar cada una de las n — 1 casillas del renglén inferior. El nimero de la dltima
casilla vacia abajo a la derecha, estd determinado de manera tnica (médulo 2 por el
renglén inferior y médulo 3 por la columna de més a la derecha). Por lo tanto, hay

6(n=1)" . 3n=1.9n=1 — §n° = formas de llenar el tablero.

Solucién del problema 20. Primero, como n® > 133°, tenemos que n > 133. Ademds,
1335 < 1355, 110° < 1355 y 84° < 1085, por lo que
133% + 110° 4 84° 4 27° < 135° + 135° 4 108° + 27°

=27° (5° + 5° + 4° + 1) = 27° (7275)

<27°(6°),
esto es, n® < (27-6)° = 1625, por lo que 133 < n < 162.
Por otra parte, como n® es la suma de dos pares y de dos impares, necesariamente
n® es par, esto es, n = 0 (mod 2). Luego, 133 = 1 (mod 3), 110 = 2 (mod 3) y
84 = 27 = 0 (mod 3), por lo que

n® =1°+2° 405+ 0° = 0 (mod 3),

esto es, n = 0 (mod 3).
Anélogamente, como 133 = 3 (mod 5), 110 = 0 (mod 5), 84 = 4 (mod 5) y
27 = 2 (mod 5), tenemos que

n® =3°+0° 445 + 2° = 4 (mod 5),

lo cual implica que n = 4 (mod 5). Por el teorema chino del residuo, n estd com-
pletamente determinado por su residuo médulo 30. Como 6 | n, los posibles residuos
son 0, 6, 12, 18 y 24, de los cuales el tinico que es congruente con 4 médulo 5 es
24. En otras palabras, n = 24 (mod 30). Como 120 = 0 (mod 30), obtenemos que
120 + 24 = 144 = 24 (mod 30). Mds adn, como 133 < n < 162y 144 + 30 > 162,
concluimos que n = 144.
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Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este tercer nime-
ro del afio 2023 de tu revista. En esta ocasion, queremos agradecer a José Herndndez
Santiago, por habernos enviado dos problemas para esta seccidn, los problemas 2 y
5. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta seccién no las publi-
camos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas y nos envies tus
soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccion se escogeran de entre las
participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. ;Te invitamos a intentarlo!

Problema 1. Considera n > 2 enteros distintos de cero, tales que cada uno de ellos
es divisible por la suma de los otros n — 1 enteros. Demuestra que la suma de los n
enteros es igual a cero.

Problema 2. Sean a y b enteros positivos primos relativos. Demuestra que para cada
entero c, la recta ax + by = ¢ pasa por un punto de coordenadas enteras (X, Y') donde
0<Y <ag-1.

Problema 3. Para cada entero positivo n, sea f(n) el nimero de enteros positivos con
exactamente 2n digitos, de los cuales n son iguales a 1 y n son iguales a 2. Sea g(n)
el nimero de enteros positivos de n digitos, todos entre 1 y 4 inclusive, tales que el
nimero de 1’s es igual al nimero de 2’s. Demuestra que f(n) = g(n).
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Problema 4. Sean a, b y ¢ niimeros reales tales que
(a+b)(b+c)(c+ a) = abe,
(a® + %) (0% + ) (® + a®) = a®b3c.
Demuestra que abc = 0.

Problema 5. Determina el valor de la suma
1000

> li—bml

donde (k) denota el nimero de enteros positivos menores o iguales que k y primos
relativos con k.
(Nota: Para cada ndmero real z, || denota el mayor entero que es menor o igual que x).

Problema 6. Alicia escribe los nimeros del 1 al 2023 en el pizarrén. Repetidamente,
borra dos niimeros x, y y los reemplaza por /= + y. Alicia hace esto hasta que queda
un solo nimero. Si M es el nimero mds grande que puede quedar al final, demuestra
que M < 9.

Problema 7. Dos carros A y B viajan a través de dos avenidas rectas a la misma
velocidad. Sea C el punto de interseccién de ambas avenidas. Supén que ambos carros
nunca chocan.

a) Prueba que existe un punto D que equidista de ambos carros.

b) Muestra que A, B, C'y D son conciclicos.

Problema 8. Demuestra que hay una infinidad de nimeros enteros positivos a, b y ¢,
tales que med(a, b, ¢) = 1y los nimeros
ad-—-c - - a - -
3 ’ ) ’ 7 ’
estdn en progresién geométrica en ese orden.

Problema 9. Sea f : ZT — Z" una funcién tal que, para cadan € ZT,
5+1 5—1
'f(n)—<\/_2+ )n <\/_ .

2
Demuestra que f(f(n)) = f(n) + n paratodon € Z*.

Problema 10. Determina todos los enteros positivos n que satisfacen la ecuacién

o(n) =7(n) - [vVn],

donde o(n) denota a la suma de los divisores positivos de n y 7(n) denota al nimero
de divisores positivos de n.
Nota: Para cada niimero real z, [2] denota el menor entero que es mayor o igual que .



32 Problemas de Entrenamiento

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2022 No. 4.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 4, afio 2022. Recuerda que en el siguiente niimero apareceran
las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa No. 1, afio
2023, por lo que atin tienes tiempo de mandar las tuyas.

Problema 1. Sea ABCD un cuadrado y sea X un punto en el lado BC. Sea Y un
punto en la recta C'D tal que BX = YD y D se encuentra entre C'y Y. Demuestra
que el punto medio de XY se encuentra sobre la diagonal BD.

Solucién. Denotemos a los puntos A, B, C'y D con las coordenadas (0, a), (0,0),
(a,0) y (a,a), respectivamente. Denotemos por (b, 0) a las coordenadas del punto X,
con 0 < b < a (para que esté en el lado BC'). Como BX = Y D, las coordenadas de
Y son (a,a + b). Por lo tanto, el punto medio, M, de XY tiene coordenadas

(a—i—b a—l—b)
2 7 2 '

Esto significa que M estd en la recta con ecuaciéon y = x. Como la recta BD tiene

también esta ecuaciéon y 0 < "T“’ < a, concluimos que el punto M estd sobre la
diagonal BD.

Problema 2. Sea n un entero positivo y supongamos que 1, Zg, . .., L, SON enteros
(no necesariamente distintos). Demuestra que existen indices i1, i2, . . . , %, tales que n

divide alasuma x;, +z;, + -+ ;...

Solucion. Sean s1 = x1, s2 = 1 + T2, S = T1 + T2 + - Xy, Si s; Z 0 (mod n)
para cada ¢, entonces s; tiene n — 1 posibilidades médulo n. Luego, por el principio de
las casillas, existe ¢ < j tal que s; = s; (mod n). Por lo tanto,

S§j — 8 = Tjt1 + T2+ -+ T =0 (modn)

Problema 3. Zeus y Hades juegan a construir un nimero real a entre 0 y 1. En el
turno n se decide un digito entre 0 y 9 en la posicién n después del punto decimal, con
Zeus decidiendo en turnos impares y Hades decidiendo en turnos pares. Después de
que todos los turnos se hayan jugado, se decide el ganador.

Zeus gana si « es racional, mientras que Hades gana si « es irracional. Determina si
alguno de los dos jugadores tiene una estrategia ganadora y, en caso de tenerla, quién
la tiene.

Solucién. Hades tiene una estrategia ganadora. En turnos de la forma 2k? colocard un
1, mientras que en todos los demds turnos colocard un 0. Probaremos que, indepen-
dientemente de lo que juegue Zeus, el nimero o formado serd irracional.
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Sea «,, el n-ésimo digito de o después del punto decimal. Supongamos, por contra-
diccidn, que « es racional. Esto implica que su expansion decimal es eventualmente
periddica, en el sentido de que existe una posiciéon N y un periodo p tal que para todo
enteron > N, apqp = . Sea M = max{N, p} y consideremos los digitos a2
y Qpr242p. Como 2M? > M > N, estos digitos deben ser iguales. Sin embargo,
debido a la desigualdad

2M? < 2M? +2p < 2M?* 4+ 2M < 2M? +4M +2 = 2(M + 1)?

y la forma en la que Hades jug6, tenemos que agp2 = 1y aoprz40p = 0, lo que es un
absurdo. Esto implica que « es irracional.

Problema 4. Determina todas las parejas (n, m) de enteros positivos tales que
mn+1)™—1=n!

Solucién. Si n = 1, tenemos la ecuacién 2™ — 1 = 1, esto es, 2™ = 2, cuya Unica
solucién es m = 1. Si n = 2, tenemos la ecuaciéon 3™ — 1 = 2, esto es, 3™ = 3, cuya
Unica solucién es m = 1. Si n = 3, tenemos la ecuacién 4™ — 1 = 6, estoes, 4™ =7
que no tiene soluciones. Si n = 4, tenemos la ecuacion 5™ — 1 = 24, esto es, 5™ = 25,
cuya Unica solucién es m = 2. Probaremos que no existen soluciones para n > 5.
Como (n + 1)™ = 0 (mod n + 1) para todo m > 0, entonces, si existe una solucién
conn > 5, se debe cumplir que n! = (n+1)™ —1 = —1 (mod n + 1). Por el teorema
de Wilson, n + 1 debe ser primo y, como n + 1 > 6 > 2, debe ser un primo impar, lo
cual implica que n y n + 2 son pares. Por otra parte, el lado izquierdo de la ecuacién
se puede factorizar como

m—1 m—1
(n+1)"—=1=[(n+1) Zn—i—l nz (n+ 1)
1=0 1=0

por lo que la ecuacidn a resolver es equivalente a la ecuacién
m—1
n Z n+ 1
1=0
Dividiendo entre n cada lado de esta ecuacion, obtenemos que
m—1
dn+1)=(mn-1)=1-2---2--(n—1),
=0

en particular, tenemos que n | (n — 1)!, es decir, (n — 1)! = 0 (mod n), por lo que
ZZ’;_Ol(n + 1) =0 (mod n). Peron + 1 = 1 (mod n), asf que:

0= (n+1) = 1 =m (mod n),
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lo que equivale a que m = nk para alguin entero positivo k. Este hecho implica que
(n+1)™—1=((n+1)")* =1 > (n+1)" — 1. Luego, por el teorema del binomio,
tenemos que:

(n+1)"-1= {n"—l—<?>n"‘l+(g)nn_2+---+1} —1>n">n!

sin > 5. Llegando asi a que (n + 1)™ — 1 > n/!, lo que es una contradiccidn.
Por lo tanto, las dnicas soluciones son (n,m) = (1,1), (2,1) y (4, 2).

Problema 5. Determina el nimero de tridngulos de lados de longitudes nimeros ente-
ros tales que su perimetro es igual a su area.

Solucién. Supongamos que el tridngulo con lados a, by ¢ satisface las condiciones del
problema. Entonces, por la férmula de Herén’, tenemos que

\/s(s —a)(s=Db)(s—c)=2s, (25)

donde s es el semiperimetro del tridngulo. Seanx = s —a,y=s—byz=s—c.

Lema. Si s no es entero, entonces el producto xyz tampoco es entero.

atbic tenemos que v = s —a = M0y = 5 — b =

%C_b yz=s8—c= %b_c. Si s no es entero, entonces a + b + ¢ es impar. Luego,

(a+b+c)—2a =b+ c— aes impar también (por ser suma de un impar y un par),

esto es, 2x es impar. De manera andloga, tenemos que (a +b+¢) —2b =a+c—bes

impar, esto es, 2y es impar. Finalmente, tenemos que (a + b+c¢) —2c=a+b —ces
2k+1 % 27+l

impar, esto es, 2z es impar. Por lo tanto, x = 5=, y = yz = 5=, conk,i,j

enteros, por lo que zyz = (2k+1)(2i;1)(2'j+1) . Si xyz es un entero, entonces 2 tendria
que dividir a alguno de los nimeros impares 2k + 1, 2 + 1 0 25 + 1, lo cual es un
absurdo. Por lo tanto, xyz no es entero. o

Demostracion. Como s =

Sustituyendox = s —a,y = s — by z = s — cen (25) y simplificando obtenemos que

(T +y+2)ryz =2(x +y+2),
(@ +y+2)zyz = 4z +y + 2)%,
xyz =4(x +y+ 2).
Notemos que = + y + z = s, lo cual implica que 4(z + y + z) es entero. Si s no es
entero, entonces xyz tampoco es entero por el lema anterior, esto es, 4(z + y + z) no
es entero, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, s es entero y, por consiguiente,
r=s—a,y=8—byz=s— csontambién enteros. Despejando x obtenemos que
4y 4 4z
r=———-.
yz —4

"Férmula de Herén. El drea de un tridngulo de lados a, b y c, es igual a \/s(s — a)(s — b)(s — ¢),
donde s denota al semiperimetro del tridangulo.
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4dy+4z
yz—4
es, y?z — 8y — 4z < 0. Si y1 y y2 son las raices del polinomio y%z — 8y — 4z en v,
tenemos que

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que z > y > z. Entonces:

> vy, esto

A4+ V164422 4 —16 4422
1= P ) Y2 = 2 .
Asf que la desigualdad y22 — 8y —4z < 0 se puede expresar como (y—1y1)(y—y2) < 0.

Pero y2 < 0, asi que, como y es positivo, y — y2 > 0y la desigualdad se satisface solo

siy —y; <0,estoes,
44+ /16 + 422

z

Como z < y, tenemos que z2 < yz < 4 + /16 + 422, o bien, 22 — 4 < /16 + 422.
Elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad obtenemos que z* — 822 + 16 <
16 + 422, esto es, z* < 1222, lo cual implica que z < 3, pues z # 0. Analicemos los
tres casos:

y <

= Sizzl,entoncesy<9yx:%,

('r7 y’ Z) = (247 57 1)’ (147 67 1) y (97 87 1)'

por lo que las tnicas soluciones son

m Siz =2, entoncesy < byzxz =
(z,y,2) = (10,3,2) y (6,4,2).

Zytd por lo que las Unicas soluciones son

y=2"’

= Si z = 3, entonces y < 4, pero supusimos y > z = 3, asi que y = 3. Pero
dy+4z

T = <7 No es entero en el caso y = z = 3, asf que no existen soluciones en
este caso.

Como existen tres casos cuando z = 1 y dos casos cuando z = 2, concluimos que
existen cinco tridngulos que satisfacen las condiciones del problema.

Problema 6. Sofia tiene n naranjas y a cada una le escribe un ntimero del 1 a n sin
repetir. Si quiere guardarlas en cajas de manera tal que la suma de los nimeros escritos
en las naranjas sea la misma para cada caja, ;cudl es el madximo ndmero de cajas que
Soffa puede usar?

Solucién. Sea k el nimero de cajas usadas y sea s la suma de los nimeros que hay en
cada caja.

Como la suma de los nimeros en cada caja es igual a s, entonces la suma de los nime-
ros en todas las cajas debe ser sk. Pero entre todas las cajas se juntan los nimeros del
1 al n sin repetir, por lo que la suma de los nimeros en todas las cajas también debe
ser 1 + 2 + - -- + n. Luego, tenemos que sk = w Ahora, como la naranja con
el nimero n debe estar en alguna de las cajas, necesariamente s > n y, por lo tanto,

nk < w, estoes, k < "T“ De aqui tenemos dos casos:

» Sin = 2m, entonces k < 2L — m + 1. Pero k es entero positivo, asf que

—_n

m Sin =2m + 1, entonces k < szJrQ,esto es,k<m+1= ”T“
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Veamos que en efecto es posible la igualdad. Sea C; el conjunto de ndimeros en las
naranjas de lacaja¢paral < i < k.

» Sin = 2m, consideremos C; = {i,2m — i+ 1} paral < i < m.

= Sin = 2m + 1, consideremos C; = {i,2m —i+ 1} paral < i < my
Cm+1 = {2m+ 1}.

En ambos casos, la unién de todos los C; es igual a {1,2,...,n}, C; N C; = () para
i # jy, la suma de los elementos de cada C;, es 2m + 1. Por lo tanto, el mdximo
nimero de cajas que puede usar Soffa es 5 si n es pary es ”T“ si m es impar.

Problema 7. Sea (2 el conjunto de todos los puntos (z,y) en el plano cartesiano que
satisfacen la ecuacién 23 + 3xy + y3 = 1.

Demuestra que existe un tinico subconjunto de {2 que consiste de tres puntos A, By C'
los cuales forman un tridngulo equilédtero.

Solucién. Factoricemos primero la expresién o3 + 3zy + y> — 1.
Por diferencia de cubos:

(+y)?—1=@+y—1) [(z+y)?+ (= +y)+1]
=@+y-D@2+2zy+y* +a+y+1).
Pero (z + y)3 = 23 + 322y + 32y? + y3, asi que:
234+ 3zy+1° = (a:+y)3—3a:2y—3:17y2+3xy
=(x+19y)* = 3ay(z +y—1).
Luego, tenemos que
23+ 3zy+9° — 1
=(@+y—-1D)@*+2zy+yP +x+y+1)—3ayz+y—1)
:(x+y—1)(x2—xy+y2+:zr+y+1).
Por lo tanto, (z +y — 1)(2? —2y +y* +x+y+1) = 0.

Més atn, la igualdad 22 — zy + y? = 3(z — y)* + 322 + Sy? implica que

1 1
(@—y)*+ 52"+ 5y’ +o+y+1

(z=y)’+@+1)*+y+1)7°],

?—zy+yP+r+y+1

N~ N~

de donde se sigue que:
(+y—1) [z -y’ +(@+1)*+y+1)?* =0.

Como (z —y)? + (x + 1)? + (y + 1) = 0 si y solo si (z,y) = (—1,—1), tenemos
que € consiste de (—1,—1) ylarectay = 1 — = (ndtese que (—1, —1) no es un punto
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en dicha recta). Como no es posible formar un tridngulo con puntos en una recta, el
conjunto { A, B, C'} estd conformado por (—1, —1) y dos puntosen larectay = 1 —x,
que solo se pueden escoger de una manera para que el tridngulo ABC' sea equilatero.

Problema 8. La sucesion infinita ag, a1, as, . . . de enteros no necesariamente distintos
tiene las siguientes propiedades: 0 < a; < ¢ para todo entero ¢ > 0y,

k k k
ag al Ak
para todo entero k > 0.

Demuestra que cada entero N > 0 ocurre en esta sucesion, esto es, para cada entero
N > 0, existe ¢ > Otalque a; = N.

Solucién. Demostraremos por induccién en k, que cualquier segmento inicial de la su-
cesion ag, ay, . . ., aj consiste en los siguientes elementos (contados con multiplicidad
y no necesariamente en orden):

0,1,...,0—1, 0,1,....k—¢,

paraalgin ¢ > Ocon 2¢{ < k + 1.
Para k = 0, tenemos ag = 0, el cual es de esta forma. Ahora supongamos que para
k = m los elementos ag, ay, .. ., a,, son de esta forma. Dado que

m—+1 m+1 m—+1 m—+1
ag ai QA Am+1

tenemos que
-1 m—{
Z(m{r1>+ (mii—l)+(m+1>_2m+l
i=0 ! i=0 ! dm+1

m+1) _ ( m+1

7 m—+1—1
Zm = m m+1
S+ )+ = gmH1, (26)
= 7 = \m +1—1 Am+1

Por otra parte, tenemos que (1 + 1)1 = 2™+ y por el teorema del binomio, esta
igualdad es equivalente a la igualdad

m+1 m+1 m+1\
(e (Y e () e

Restando, la igualdad (27) de la igualdad (26), obtenemos que

(2)=(77)
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erl) m+1

De aqui, usando que los coeficientes binomiales ( son crecientes para ¢ <
y decrecientes para i > m“ , concluimos que a1 = £ 0 amy1 = m — L+ 1. En
cualquier caso, ag, ay, . . am+1 es de nuevo de la forma deseada, lo cual concluye la
induccién.

Como consecuencia de esta descripcion, cada entero N > 0 aparece como un término
de la sucesién a; paraalgin 0 < i < 2N.

Problema 9. Gabriel juega a un juego de maquina, que consiste en un tablero con tres
nimeros enteros acomodados en circulo. Repetidamente, Gabriel puede sumar 2 a un
nimero y restar 1 al siguiente en sentido horario. De forma alterna, puede restar 2 a un
nimero y sumar 1 al siguiente en sentido horario.

El juego tiene siete posiciones ganadoras. Estas consisten en la posicién donde todos
los nimeros en el tablero son 0, y las seis posiciones donde dos de los nimeros en el
tablero son 0 y el niimero restante es 1 0 —1.

Muestra que independientemente de la configuracion inicial, Gabriel puede llegar a una
posicion ganadora y que esta es Unica.

Solucion. Representamos a la maquina por una tupla (a, b, ¢) donde los niimeros estin
en orden de las manecillas del reloj. Consideramos la suma y resta de tuplas entrada por
entrada. Asi, las jugadas posibles de Gabriel son sumar o restar (2, —1,0), (0,2, —1),
(—1,0,2) ala miquina. En particular notamos que cada jugada es reversible.

Primero demostramos que a partir de cualquier posicion (a, b, ¢), Gabriel puede llegar
a una posicién (0,0, k) con —3 < k < 3. Si b es impar, comienza sumando (2, —1,0)
para hacerlo par. Luego, suma o resta (—1,0, 2) repetidamente hasta que la primera
entrada sea 0, manteniendo la segunda fija. De aqui, suma o resta (0,2, —1) repeti-
damente hasta que la segunda entrada sea 0, manteniendo la primera fija. Asf llega a
una posicién de la forma (0, 0, k) con k arbitrario. Finalmente, Gabriel hace uso de la
identidad

4-(-1,0,2)+2-(2,-1,0) + (0,2,—1) = (0,0, 7),

donde la multiplicacién abrevia a una suma repetida. Esto implica que Gabriel puede
repetidamente sumar o restar 7 a la tltima entrada, y por lo tanto puede asegurar que
quede entre —3y 3.

Para demostrar que Gabriel puede llegar de cualquiera de estas posiciones a una posi-
ci6én ganadora, hacemos los casos:

(0,0,—3) + (2,-1,0) + (0,2, 1) + 2 (—1,0,2) = (0,1,0),
(0,0,-2) + (~1,0,2) = (~1,0,0),
(0,0,—1) = (0,0,-1),
(0 0 ,0) = (0,0,0),
(0,0,1) = (0,0, 1),
(0,0,2) — (=1,0,2) = (1,0 0)
(0,0,3) — (2,—1,0) — (0,2, —1) — 2 (=1,0,2) = (0, —1,0).

Ahora, podemos verificar directamente que para una posicion (a, b, ¢), el valor de a +
2b + 4c médulo 7 es invariante bajo cualquiera de los movimientos validos. Ademas,
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todas las posiciones ganadoras tienen un valor distinto. Esto implica que la posicién
ganadora a la que Gabriel llega es unica.

Problema 10. Determina todos los enteros positivos n tales que

o(n) _

7(n)
donde o(n) denota a la suma de los divisores positivos de n y 7(n) denota al nimero
de tales divisores.

>

n
2

Solucién. Demostraremos que la tinica solucién es n = 6.
Sean = 297" ---pp* con2 < p; < pp < --- < pj ndmeros primos, & > 0y o; > 0
parai = 1,..., k. Es bien conocido que®,

a1+1 ap+1
o(n) = (27 —1) -1 .
p1—1 pr — 1 ’

7(n)=(a+1)(ag+1) (g + 1).

Sustituyendo en la ecuacién original, obtenemos la ecuacién equivalente

2020 — ) (Pt = 1) (T 1)

=2%a+ 1) [P (= Dl + D] - [pe" (pe — Dk + 1)) (28)
Observemos que paracadat = 1,.. ., k, tenemos que
P =1 < pf (i = V(e + 1), (29)

con la igualdad si y solo si ; = 0. En efecto, esta desigualdad es equivalente a la
desigualdad —1 < p}"[a;(p; — 1) — 1], 1a cual es claramente verdadera pues a;; > 0y
p; > 3. También es claro que la igualdad se da si y solo si a;; = 0.

Por lo tanto, para que se de la igualdad en (28), necesariamente debemos tener que

20201 — 1) > 2%(a + 1),
esto es, 2%(3 — «) > 2. Por lo tanto, « = 0,1 0 2.

Caso 1. o = 0. En este caso, la ecuacion (28) es

2pP T 1) (P = 1) = p(pr — D) + 1) - pP* (pr — 1) (e + 1).
(30)

Notemos que si «; > 1, entonces

2(pd T — 1) < p(pi — 1) (i + 1). 31)

8Ver el articulo “El teorema fundamental de la Aritmética” de Tzaloa No. 1, afio 2013.
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En efecto, esta desigualdad es equivalente a la desigualdad
pit(o + 14 pi — aipi) <2,

la cual demostraremos por induccién en ;. Si o; = 2, la desigualdad es p?(3 —pi) <
0 < 2, pues p; > 3. Supongamos que la desigualdad es verdadera para cierto entero
«o; > 2. Entonces,

p?iJrl(ai +2+p; — (Oéi + 1)pi) = p?iJrl(Oéi +1+p; —ap;+1— pi)
) 2
<pitt (T +1 —pi)
p;

=2p; +p{" (1= pi)

<0<2
Por lo tanto, si algtin «; es mayor que 1, las relaciones (29) y (31) implican que el lado
izquierdo de la ecuacién (30) es estrictamente menor que el lado derecho. Luego, a; =

Oolparacadai = 1,...,k. Asi, n = pg, ---pg, con {B1,..., B} C {1,...,k}.
Abhora, la relacién (30) es

2(p3, — 1) (03, — 1) = [pg, (s, — 1) - 2] -+ [pg, (ps, — 1) - 2],
esto es,
2(ps, + 1)+ (pg, +1) =2"pp, - - pg, -

Como los primos pg, , . . ., pg, son impares, el lado izquierdo de esta ecuacion es divi-
sible por 2¢+1 y, por lo tanto, 2 | DB, - Pg,» lo cual es un absurdo.

Caso 2. o = 1. En este caso, la ecuacion (28) es

3(pP = 1) (T 1) = 2p9 (pr — V) (ar + 1) - p* (pr — 1) (a, + 1).
(32)

Observemos que si «; > 1, entonces
B(pfitt — 1) < 20 (pi — 1) + 1), (33)

En efecto, si o; = 2 la desigualdad es p? — 2pf +1 > 0,estoes, p% (pi—2)+1>0,la
cual es evidentemente verdadera ya que p; > 3. Supongamos que la desigualdad (33)
es verdadera para algun entero ; > 1. Entonces,

2pf‘i+1(pi _ 1)(041' =+ 2) — 3(p?i+2 _ 1)
= pi(2p{" (i = (e + 1)) + 297 (i = 1) = 3(pf" 7 = 1)
> 3(p2itt — 1)p; + 2p0it (p; — 1) — 3(p2it2 — 1)

=2pXt? —2pM T —3p, +3

= (pi — 1)(2p¥ ! = 3)
> 0.
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Por lo tanto, si a; > 1, las relaciones (29) y (33) implican que el lado izquierdo de (32)
es estrictamente menor que el lado derecho. Luego, «; = 0o 1.
Si a3 = 1, la ecuacion (32) es

3(p1+ D)(pg>t = 1) (ppr = 1)
=4p1p3*(p2 — 1)(az + 1) - - - p**(pp — 1)(ar + 1). (34)

Observemos que si p; > 3, entonces
3(p1 + 1) < 4ps. (35)

Luego, si p; > 3, las relaciones (29) y (35) implican que el lado izquierdo de (34)
es estrictamente menor que el lado derecho. Por lo tanto, p; = 3y, en este caso, la
ecuacion (34) es

(5= = 1) (! = 1) = p§* (p2 — 1)(az + 1) - ¥ (px — 1)(ax +1). (36)

Si algtin ov; > 0, con 2 < ¢ < k, la ecuacién (29) implica que el lado izquierdo de (36)
es estrictamente menor que el lado derecho. Luego, a; = 0 paracadai = 2,..., k. Por
lo tanto, n = 2 - 3 = 6 que claramente es solucién de la ecuacién original.

Abhora, si a7 = 0, entonces la ecuacién (32) es

3(pe> ™ = 1) (T 1) = 257 (p2 — 1) (ag + 1) - P (pr. — 1) (ay, + 1).
(37)

Siag > 1, las relaciones (29) y (33) implican que el lado izquierdo de la ecuacién (37)
es estrictamente menor que el lado derecho. Luego, as = 1 0 0. Si aig = 1, concluimos
como en el caso oy = 1.

Si as = 0, la ecuacion (37) es

3Pt 1) (T = 1) = 2p5% (p3 — 1)(@3 + 1) - p2* (pr — 1) (ay, + 1).
(38)

Continuando de esta forma, concluimos como en el caso vy = 1 o bien a1 = @y =
.-+ = o = 0. En este dltimo caso, la relacién (38) es 3 = 2, lo que es un absurdo.

Caso 3. a = 2. En este caso, la ecuacion (28) es

T = 1) (p™ T — 1) = 6pft (p1 — 1)(ar + 1) - p* (pr — 1) (ag + 1).
(39)

Observemos que para cualquieri € {1, ..., k}, si @; > 0, entonces
(P = 1) < 6p7 (i — (i +1). (40)

En efecto, si a; = 1, la desigualdad (40) es 5p? — 12p; + 7 > 0, esto es, (2p; — 3)% +
p? — 2 > 0, lo cual es evidente ya que p; > 3. Supongamos que la desigualdad (40) es
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verdadera para cierto entero c; > 0. Entonces,

6pS 1 (pi — 1)(aq +2) — TpX 2 47
= pi(6pS (i — 1) (s + 1)) + 6p0 T (py — 1) — Tp2 T2 47
> T(p = Dpi + 6p T (pr = 1) = Tp 4T

= (6pyt = 7)(pi — 1)

> 0.

Si oy > 0, las ecuaciones (29) y (40) implican que el lado izquierdo de la ecuacién (39)
es estrictamente menor que el lado derecho. Por lo tanto, a; = 0. En este caso, la
ecuacion (39) es

T(pg>™ — 1) (T — 1) = 6p5> (po — 1) (e + 1) - P (pr — 1) (ap, + 1).
(41)

Usando nuevamente las relaciones (29) y (40), obtenemos que la ecuacién (41) no es
posible si aa > 0. Por lo tanto, az = 0y la ecuacion (41) es

TS5 = 1) (o = 1) = 6p5° (ps — 1)(az +1) - pp* (o — 1) + 1),

Continuando de esta forma, obtenemos que o bien «; > 0 paracadai: = 1,...,k, en
cuyo caso no hay soluciones de (39), 0 o; = O paracadat = 1,..., k en cuyo caso, la
ecuacion (39) se reduce a la igualdad 7 = 6, que es un absurdo.



Examen Semifinal Estatal de la
372 OMM

A continuacién presentamos los problemas y soluciones del examen semifinal estatal
de la 37 OMM propuesto por el Comité Organizador.

Problema 1. La figura muestra tres cuadrados de lados 2, 3 y 5. ;Cudnto vale el area
sombreada?

Problema 2. La cuadricula que se muestra estd formada por cuadritos de 1 x 1. ;{De
cudntas formas se puede cubrir con fichas de 2 x 1?

Por ejemplo, abajo de muestra una forma de cubrirla, simbolizando por una linea gruesa
los cuadritos que comprenderia cada ficha de 2 x 1.
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Problema 3. El producto de 6 niimeros enteros positivos consecutivos es un nimero n
de 12 digitos de la forma

n = abbcddceddabb,

donde los digitos a, b, c y d son consecutivos en algtin orden.
Determinar los valores de a, b, c y d.

Problema 4. Cada una de 8 tarjetas tiene escrito uno de dos nimeros enteros distintos.
Se forman todas las posibles colecciones de 4 tarjetas dentro de esas 8 y se suman los
4 nimeros de las tarjetas. Los resultados de esas sumas se repiten varias veces y son 4
nimeros diferentes. Uno de esos resultados no se conoce. Los otros 3 resultados son:
45, que aparece exactamente 5 veces; 38, que aparece exactamente 30 veces; y 31, que
aparece exactamente 30 veces. ;Cudles son los 8 nimeros de las tarjetas?

Problema 5. Con centro en el vértice A de un pentagono regular ABC DE se traza un
circulo de radio AC hasta que corta a la prolongacién del lado AF en el punto P (ver
la figura). Si cada lado del pentdgono mide 1, ;cuanto mide £ P?

Soluciones del Examen Semifinal Estatal de la 372 OMM

Problema 1. Sean a y b las longitudes de los lados verticales del trapecio sombreado.

Por semejanza de tridngulos tenemos que 5 = b a_—b_1

_ 5 a_b_1
743 — 37375 °St0es, 5 =35 = 3.
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a
2 3 )

Entonces, a = 1y b= 2. Por lo tanto, el drea del trapecio mide - 3- (1 + 2) = 2L.
Problema 2. Primero notamos que los 4 cuadritos en las esquinas del cuadrado central
de 4 x 4 (marcados con azul en la figura de abajo) deben cubrirse con fichas de 2 x 1
que solo abarquen ese cuadro por fuera del cuadrado de 4 x 4, puesto que, de otra
forma, hacia afuera quedarian 7 cuadritos y 7 es nimero impar. En cada uno de esos
cuadraditos hay 2 posibilidades para colocar la ficha y esto nos da 2* = 16 posibili-
dades. Una vez elegida la posicion de esas fichas, algunas fichas en la parte de afuera
deben colocarse forzosamente de cierta manera (marcadas con linea gris en el ejemplo
abajo a la izquierda) y cada una de las figuras de las orillas tiene 2 formas de cubrirse
(dependiendo de cémo se pongan las fichas en los cuadrados de 2 x 2 marcados con
verde en la figura). Como hay 4 cuadrados verdes, hasta aqui llevamos 24 - 24 = 28
posibilidades.

Ahora fijémonos en las posibilidades para cubrir el cuadrito rojo de la figura. Si se
cubre hacia adentro del cuadro de 2 x 2 central (2 posibilidades), entonces queda solo
por escoger como se cubre el cuadrado de 2 x 2 que queda completo sin cubrir (2 for-
mas) marcado en amarillo. Asi que en este caso hay 4 formas. Si se cubre hacia afuera,
también hay 2 posibilidades y otras 2 para completar.

En total, el nimero de formas de cubrir la figura es 28(4 + 4) = 211 = 2048.

Problema 3. Entre los 6 nimeros consecutivos, hay 3 enteros pares y, al menos, un
multiplo de 5, de manera que b = 0. Entonces, a, ¢ y d son los nimeros 1, 2y 3, en
algin orden. También, entre los 6 niimeros consecutivos, debe haber dos miiltiplos de
3, asf que n es miltiplo de 9 y, por lo tanto, también lo es la suma de sus digitos, es
decir,

26+ 4b+2c+4d=2(a+2-0+ ¢+ 2d)
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es miltiplo de 9, de donde también lo es a + ¢ + 2d. Pero este nimero es, a lo mds,
1+2+2-3 =9, asi que la tnica posibilidad es {a, ¢} = {1,2} y d = 3. Ahora, también
el nimero n es multiplo de 16, pues forzosamente al menos uno de los 6 nimeros es
multiplo de 4 y otros dos son multiplos de 2. Entonces, por el criterio de divisibilidad
del’ 16, también debe ser miiltiplo de 16 el nimero formado por los Gltimos cuatro
digitos de n, esto es, el nimero dabb debe ser multiplo de 16. Si @ = 1, tenemos el
nimero 3100, que no es multiplo de 16 y, si a = 2, tenemos el niimero 3200, que si es
multiplo de 16. Por lo tanto, a =2y ¢ = 1.

Problema 4. El nimero total de cuartetas es (Z) = 70, asi que la suma faltante aparece

70 — (30 4+ 30+ 5) = 5 veces. Es claro que no todas las tarjetas pueden tener el mismo
nimero. Supongamos que los nimeros de las tarjetas son a y b. Veamos que alguno de
a o b aparece 5 veces y el otro aparece 3 veces. Si uno de ellos, digamos a, apareciera

7 veces, entonces la suma a + a + a + a apareceria (D = 35 veces. Si a apareciera

6 veces, entonces la suma a + a + a + a apareceria (2) = 15 veces. Si ambos a y b

aparecieran 4 veces, entonces la suma a + a + a + b apareceria (g) (;L) = 16 veces. En
cualquier caso, tenemos un absurdo, por lo que uno de los nimeros, digamos a, aparece

5 veces, mientras que el otro nimero, b, aparece 3 veces. Las cuartetas posibles son:

5
(a,a,a,a), (4) =5 veces,

5\ (3
(a,a,a,b), <3) <1> = 30 veces,
(a,a,b,b), (;) (g) = 30 veces,
) 3
(a,b,b,b), (1) (3) = 5 veces.

Tenemos dos posibilidades: 3a + b = 38y 2a + 20 = 31,0 bien, 3a+b = 31y
2a+2b = 38. En el primer caso, restando la segunda ecuacién de la primera, obtenemos
que a —b = 7,de donde b = a — 7. Sustituyendo b en la primera ecuacién, obtenemos
que 38 = 3a + a — 7, de donde 4a = 45, lo cual es imposible. En el otro caso, de la
misma forma obtenemos a — b = —7, esto es, b = a + 7. Sustituyendo b en la primera
ecuacion, resulta que 31 = 3a + a + 7, esto es, 4a = 24, de donde a = 6y, por
consiguiente, b = 6 + 7 = 13. Por lo tanto, los nimeros de las tarjetas son: 6, 6, 6, 6,
6,13, 13, 13.

Problema 5. Sabemos que cada uno de los 4ngulos internos de un pentdgono regular

mide 2180° — 108°. En el triangulo isésceles ADFE, los dngulos en A y en D miden

M = 36°. Andlogamente, el dngulo en A del tridngulo ABC' también mide

36°. Entonces, el dngulo en A del tridngulo C'AD mide 108° — 2 - 36° = 36°.

9Un entero positivo 7 es divisible por 16 si y solo si el nimero formado por los tltimos cuatro digitos de
n es divisible por 16.
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Como los tridngulos CAD y D AP son isdsceles, el angulo distinto mide 36° y com-
parten el lado AD, tenemos que estos tridngulos son congruentes, DP = CD =1y
LAPD = ZADC = 108° — 36° = 72°.

También tenemos que el dngulo en E del tridngulo DE P mide 180° — 108° = 72°,
de donde el tridangulo FPD es is6sceles y semejante al tridngulo D P A. Por lo tanto,
% = %, estoes, EP = H%’ de donde obtenemos la ecuacién EP?+FEP—1 = 0.
Resolviendo esta ecuacién cuadritica, obtenemos que la tnica solucién positiva es
EP — —1+5/1+_4 _ —1-‘12-\/5.




22 Olimpiada Femenil de
Matematicas (Concurso
Metropolitano, CdMXx)

Los dias 11 y 13 de mayo de 2023, se llevaron a cabo los exdmenes selectivos para
determinar al equipo que representaria a la Ciudad de México en el 2° Concurso Na-
cional Femenil de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas. Los exdmenes selectivos se
llevaron a cabo en dos niveles distintos, en concordancia con los niveles del Concurso
Nacional: el nivel 1 para alumnas de primer afio de bachillerato y grados inferiores
y, el nivel 2, que corresponde a las alumnas de los udltimos dos afios de bachillerato.
Participaron 12 y 9 alumnas en los niveles 1 y 2, respectivamente. Las estudiantes fina-
listas fueron seleccionadas a partir de los resultados del Concurso Metropolitano 2022
que ademds es el concurso que selecciona a las y los participantes que representan a la
Ciudad de México en el Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas.
A continuacidn, presentamos los exdmenes selectivos de los Niveles 1 y 2 que sirvieron
para elegir a la delegacién de la Ciudad de México para participar en la 2% Olimpiada
Nacional Femenil de Matemadticas. Las alumnas tuvieron dos sesiones de 4.5 horas
cada una para resolverlos.

Nivel 1

Problema 1. 2023 nimeros distintos de cero se escriben en una fila. La suma de dos
nimeros vecinos cualesquiera es positiva, mientras que la suma de todos los ndmeros
es negativa. ; El producto de todos estos niimeros es negativo o positivo?

Problema 2. Aladdin tiene monedas de oro en un montén y de vez en cuando le pide
mds oro al Genio. Cada vez que Aladdin pide monedas, el Genio responde con tres ac-
ciones. Primero, el Genio agrega mil monedas de oro al mont6n de Aladdin, y después
divide el montén resultante en dos montones del mismo peso sin romper monedas en
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pedazos mds pequeiios. Finalmente, el Genio se queda con un montén y el otro se lo
da a Aladdin. (Es posible que Aladdin haya aumentado su cantidad de monedas de oro
después de pedirle al Genio monedas 10 veces?

Nota: Todas las monedas de oro pesan lo mismo.

Problema 3. Sea ABC'D un trapecio con AB || CD y tal que AD = BC. Las
diagonales AC'y BD se cortan en el punto P y se cumple que ZAPD = 90°. La
perpendicular desde P hacia AD corta a BC en el punto R. La perpendicular desde P
hacia BC corta AD en el punto S. Determina el valor de

RS
AB+CD’

Problema 4. Sea ABC D E un pentdgono convexo con 5 lados iguales y dngulos rectos
en C'y D. Sea P el punto de interseccion de las diagonales AC'y BD. Demuestra que
PA=PD.

Problema 5. Demuestra que el nimero n™ — n es divisible por 24 para todo entero
positivo impar n.

Problema 6. En un pizarrén estdn escritos uno o varios nimeros. Vicky puede hacer
alguno de los siguientes movimientos:

= Dado un niimero n en el pizarrén, borra n y escribe dos enteros no negativos a y
btalesque a + b =n.

= Dados dos nimeros x y y, borra ambos y escribe su diferencia x — y, asumiendo
que esta es positiva o cero.

Si al principio estd escrito inicamente el nimero 2023, ;jes posible que, después de
varios movimientos, solo quede escrito el nimero 0 en el pizarrén?

Nivel 2

Problema 1. Aladdin tiene monedas de oro en un montén y de vez en cuando le pide
mds oro al Genio. Cada vez que Aladdin pide monedas, el Genio responde con tres ac-
ciones. Primero, el Genio agrega mil monedas de oro al mont6n de Aladdin, y después
divide el montén resultante en dos montones del mismo peso sin romper monedas en
pedazos mds pequenos. Finalmente, el Genio se queda con un montén y el otro se lo
da a Aladdin. ;Es posible que Aladdin haya aumentado su cantidad de monedas de oro
después de pedirle al Genio monedas 10 veces?

Nota: Todas las monedas de oro pesan lo mismo.

Problema 2. Sea ABCD un trapecio con AB || CD y tal que AD = BC. Las
diagonales AC'y BD se cortan en el punto Py se cumple que ZAPD = 90°. La
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perpendicular desde P hacia AD corta a BC en el punto R. La perpendicular desde P
hacia BC corta AD en el punto S. Determina el valor de

RS
AB+CD’

Problema 3. Hay 4046 casas en una calle, que se dividen en 2023 pares. Cada par
estd ubicado uno frente al otro en la calle y cada casa estd numerada con un niimero
positivo. En el lado derecho de la calle, todas las casas tienen niimeros pares, mientras
que todas las casas en el lado izquierdo tienen nimeros impares. En ambos lados de
la calle, los nlimeros aumentan de un extremo a otro de la calle, pero los niimeros no
son necesariamente consecutivos (algunos nimeros pueden omitirse). Para cada casa
del lado derecho de la calle, se calcula la diferencia entre su nimero y el nimero de la
casa opuesta, y resulta que todas las diferencias son distintas entre si. Sea n el mayor
nimero de una casa en la calle. Determina el menor valor posible de n.

Problema 4. En un tablero de 5 x 5, un rey puede moverse de acuerdo a las siguientes
reglas:

= Se puede mover una casilla a la vez de manera horizontal, vertical o en diagonal.

= Se puede mover en cada una de las ocho direcciones permitidas a lo mds tres
veces durante su recorrido.

Si el rey puede comenzar en cualquier casilla del tablero, determina:
a) si el rey puede visitar todas las casillas,

b) si el rey puede visitar todas las casillas excepto la del centro.

Problema 5. Sea 7 una circunferencia de radio r y sea AB una cuerda de 7 tal que
AB > r.Sea S el punto en la cuerda AB que satisface AS = r. La perpendicular a
través del punto medio de B'S interseca a 7 en los puntos C'y D. La recta que pasa a
través de D y S, interseca a T en E por segunda vez. Demuestra que el tridngulo C'SFE
es equildtero.

Problema 6. Sea N un entero positivo tal que N es divisible por 81 y, el nimero
formado poniendo los digitos de NV al revés, también es divisible por 81. Demuestra
que la suma de los digitos de /V también es divisible por 81.
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XXXV Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

Desde 1990, México ha participado en la Olimpiada Matematica de la Cuenca del
Pacifico (APMO, por sus siglas en inglés). Este concurso, a diferencia de las demds
olimpiadas internacionales en las que México participa, es bajo la modalidad por co-
rrespondencia.

El 13 de marzo de 2023 se aplic6 a distancia, el examen de la XXXV Olimpiada Ma-
tematica de la Cuenca del Pacifico a los participantes en el entrenamiento nacional de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas del proceso 2023. Con base en los resultados
de los concursantes, se enviaron los exdmenes con las mejores diez calificaciones a los
organizadores de la APMO. En esta ocasion, el pais organizador fue Brasil.

En esta competencia, México obtuvo un total de 3 medallas distribuidas de la siguiente
manera: una de oro, una de plata y una de bronce. Ademds, se obtuvieron tres mencio-
nes honorificas. En total, México obtuvo 105 puntos quedando en el lugar nimero 17
de 38 paises participantes.

A continuacién hacemos mencién de los 10 alumnos que nos representaron en esta
competencia y sus resultados.

» Omar Farid Astudillo Marbén (Guerrero): Medalla de oro.

= Rogelio Guerrero Reyes (Aguascalientes): Medalla de plata.
= Victor Manuel Bernal Ramirez (Sinaloa): Medalla de bronce.
» Iker Torres Terrazas (Chihuahua).

» Eric Ransom Treviiio (Nuevo Ledn): Mencion honorifica.
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Juan Alfonso Mathias Pérez Mondragén (Puebla): Mencién honorifica.

Mateo Ivan Latapi Acosta (Ciudad de México): Mencién honorifica.

Maria Fernanda Lépez Tuyub (Yucatédn).
= Juan Luis Manriquez Sequera (Baja California Sur).
= Luis Angel Gabriel Jiménez Iturbide (Tabasco).

Finalmente, presentamos los 5 problemas de la XXXV Olimpiada Matematica de la
Cuenca del Pacifico. Los alumnos tuvieron 4 horas para resolverlos.

Problema 1. Sean > 5 un ndmero entero. Considera n cuadrados con lados 1,2, ..., n,
respectivamente (uno de cada uno). Los cuadrados estdn acomodados en el plano de
manera que sus lados son paralelos a los ejes  y y. Sup6n que los cuadrados no se
tocan, salvo quizds, en sus vértices. Demuestra que es posible acomodarlos de manera
que cada cuadrado toque exactamente a otros dos cuadrados.

Problema 2. Encuentra todos los enteros n tales que n > 2y pgn()n _)1 = n, donde
o(n) denota la suma de los divisores positivos de n y p(n) denota el divisor primo més

grande de n.

Problema 3. Sea ABC'D un paralelogramo. Sean W, X, Y y Z puntos en los lados
AB, BC,CDy DA, respectivamente, tales que los incentros de los tridngulos AW Z,
BXW,CY X y DZY formen un paralelogramo. Demuestra que W XY Z es un para-
lelogramo.

Problema 4. Sea ¢ > 0 un ndmero real positivo dado y sea R™ el conjunto de todos
los niimeros reales positivos. Encuentra todas las funciones f : RT — R™ tales que

fl(c+ Dz + f(y) = flz +2y) + 2cx

para todos z,y € R™T.

Problema 5. En el plano hay n segmentos de linea de manera que no hay tres que
tengan un punto en comun y tales que cada pareja de segmentos se intersecan en sus
respectivos interiores. Antonio y sus 2n— 1 amigos se acomodan cada uno en un vértice
de uno de los segmentos (es decir, en los extremos). Antonio quiere enviar regalos de
Navidad a cada uno de sus amigos como sigue: Primero, él elige un vértice de cada
segmento para que sea un “punto atractor”. Luego, él pone el regalo en un vértice del
segmento en el que €l estd. El regalo se mueve como sigue:

= Si estd en un segmento, se mueve hacia el punto atractor.

= Sillega a la interseccion de dos segmentos, se movera al nuevo segmento y em-
pezard a moverse hacia el punto atractor del nuevo segmento.

Si el regalo llega a un vértice, el amigo que esta ahi lo recibird. Demuestra que Antonio
puede enviar regalos a exactamente n de sus 2n — 1 amigos.
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Olimpiada Europea Femenil de Matematicas 2023

Del 13 al 19 de abril de 2023, se llevé a cabo la decimosegunda edicién de la Olim-
piada Europea Femenil de Matemdticas (EGMO) de manera presencial en Portoroz,
Eslovenia. El equipo mexicano estuvo integrado por:

= Rosa Victoria Cantii Rodriguez (Ciudad de México).
= Andrea Sarahi Cascante Duarte (Morelos).
= Ana Camila Cuevas Gonzdlez (Tamaulipas).

= Andrea Escalona Contreras (Morelos).

El equipo mexicano obtuvo excelentes resultados: Rosa Victoria obtuvo medalla de
plata; Andrea Escalona obtuvo medalla de bronce y, Andrea Sarahi, obtuvo mencién
honorifica. México ocup6 el lugar 29 de 55 paises participantes y segundo lugar de
iberoamérica. La lider del equipo mexicano fue Soffa Ortega Castillo y la tutora fue
Ana Paula Jiménez Diaz.

Aunque este concurso es europeo, se invitan a paises de otros continentes. México ha
sido invitado desde 2014 y esta es la décima ocasién en que participa.

Usualmente la participacion de las mujeres en las olimpiadas internacionales de ma-
temdticas es de entre el 10 y el 20 por ciento del total de participantes. Conscientes de la
necesidad de enriquecer la formacidn de las nifias en esta drea del conocimiento, algu-
nos paises europeos como Inglaterra, Turquia y Luxemburgo, impulsaron la European
Girl’s Mathematical Olympiad (EGMO). En este concurso pueden competir mujeres
de hasta 20 afios de edad que hayan sido seleccionadas en las olimpiadas nacionales de
cada pais.

A continuacién presentamos los problemas de la Olimpiada Europea Femenil de Ma-
tematicas 2023. Las alumnas tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resol-
verlos.

Problema 1. Se tienen n > 3 nimeros reales positivos a1, as, . . ., a,. Paracada 1 <
i < n se define b; = “=1T%+L donde ag = an y dns1 = a1. Suponga que para cada
1<i<nycadal < j < nsetiene que a; < a; siy solosib; < b;. Demuestre que

a1 = Qa2 = -+ = Ap.

Problema 2. Sea ABC un tridngulo acutdngulo y sea D el punto sobre su circunferen-
cia circunscrita tal que AD sea un didmetro. Se escogen puntos K y L en los segmentos
AB 'y AC respectivamente, tales que DK y DL son tangentes al circulo AK L.
Demuestre que la recta K L pasa por el ortocentro de ABC.

Problema 3. Sea k un entero positivo. Alexa tiene un diccionario D que contiene al-
gunas palabras de k letras formadas solo con las letras A y B. En cada casilla de un
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tablero de tamafio k x k, Alexa quiere escribir solo la letra A o laletra B, de tal manera
que cada columna contenga una palabra de D cuando es leida de arriba a abajo y cada
fila contenga una palabra de D cuando es leida de izquierda a derecha.

(Cudl es el menor entero m tal que si D contiene por lo menos m palabras diferentes,
entonces Alexa siempre puede llenar su tablero de esta manera, sin importar cudles son
las palabras que estdn en el diccionario D?

Problema 4. El caracolito Turbo estd sobre un punto de una circunferencia de longitud
1. Sea c1, co, c3, . . . una sucesion de nlimeros reales positivos. Turbo se arrastra sucesi-
vamente distancias c1, c2, c3, . . . sobre la circunferencia, eligiendo cada vez el sentido:
horario o antihorario.

Por ejemplo, si la sucesién ¢y, ca,c3,... es 0.4,0.6,0.3,.. ., entonces Turbo podria
haber elegido arrastrarse como a continuacién:

0.4

0.3

Determine la mayor constante C' > 0 con la propiedad siguiente: para toda sucesion
de nimeros reales positivos ¢1, c2, c3, . . . tales que ¢; < C para todo i, Turbo puede
asegurar (tras haber estudiado la sucesién) que hay un punto de la circunferencia al que
nunca llegara ni por el que nunca se arrastrara.

Problema 5. Sea s > 2 un entero positivo. Para cada entero positivo k se define su
torcimiento k' como sigue: si k se escribe como as + b, con a, b enteros no negativos
ycon b < s, entonces k' = bs + a. Sea n un entero positivo, considérese la sucesién
infinita dy, da, ... con d; = ny d;4 el torcimiento de d; para cada entero positivo .
Demuestre que esta sucesioén contiene a 1 si y solo si el resto (residuo) de la division
denpors? —1leslos.

Problema 6. Sea ABC un tridngulo con circunferencia circunscrita 2. Se denota por
Sp y S¢ alos puntos medios de los arcos AC'y AB que no contienen al tercer vértice

del tridngulo, respectivamente. Sea N, el punto medio del arco BAC (el arco BC que
contiene a A). Sea [ el incentro de ABC'. Sea wy, la circunferencia que es tangente a
AB 'y es tangente internamente a 2 en .S}, y, sea w,. la circunferencia que es tangente a
AC'y es tangente internamente a €2 en S.. Demuestre que la recta I N, y la recta que
pasa por las intersecciones de wy, y w,, se intersecan sobre 2.



Soluciones de Olimpiadas
Internacionales

XXXV Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la XXXV Olimpiada
Matematica de la Cuenca del Pacifico.

Solucién del problema 1. (Solucion de Omar Farid Astudillo Marban). Se probara
el enunciado por induccién. Supongamos que existe un acomodo de los n cuadrados
paran = k. Entonces, existe un acomodo con k + 6 cuadrados; para ello, consideremos
la siguiente figura:

k+1

k+4
E+6

k+5
k+3

k+2

donde el niimero en el interior de cada cuadrado representa la longitud de su lado.
Nétese que (k+1)+ (k+4) = (k+2)+(k+3), (k+5)+ (k+4) = (k+6)+ (k+3)
y (k+4) — (k+ 3) = 1, por lo que, en efecto, es posible realizar dicha construccién.
Mis atin, dicho acomodo satisface que cualquier cuadrado toca exactamente otros dos
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cuadrados, por lo que, junto con algiin acomodo de k cuadrados, es posible encontrar
un acomodo con k + 6 cuadrados. Por lo tanto, basta con encontrar un acomodo con
n € {5,6,7,8,9,10} cuadrados, los cuales se muestran a continuacion (la construccién
para el caso n = 6 es como la mostrada en la figura anterior, con k = 0).

2
1
3
4 3
1]
n="7T: 5
7
2
6
7
1
n=3~8: 6 3
2 8
4
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Solucion del problema 2. (Soluciéon de Mateo Ivan Latapi Acosta). Sea n > 2 un
entero tal que p(”n()"zl = n. Supongamos primero que n = ¢ con ¢ nimero primoy «
entero positivo. En este caso, tenemos que p(n) =gy o(n) =1+q+q¢* + -+ + q*
Como ¢ 1 o(n), se sigue que n { o(n), lo cual es un absurdo. Por lo tanto, n tiene al
menos dos divisores primos distintos.

Supongamos que n = pi'p5? ---pp* con p; < pa < --- < pj ndmeros primos y
a1, qa, ..., oy enteros positivos. Es conocido!® que

o(n) = (L+pi+pi+-+p")(L+p2+p3+-+05%) - (Lbpr+pi+- - +pp*).
Observemos que paracada: = 1,2,...,k,

(73
_bi

pi — 1

1 PRNTR i—1 i
(L4pi+-+p" ) + 1 p—

+pit < +pit = pit -

pi— 1

10Ver el articulo “El teorema fundamental de la Aritmética” de Tzaloa No. 1, afio 2013.
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lo cual implica que

P1 o, P2 ar Pk p1 P2 Pk
a_n<p0¢1 p2 k =n- . .
() =177 pp—1 Mope—1 pr—1 pp—1 pp—1
(42)
A continuacién demostraremos el siguiente lema.
Lema. Si ¢ = 2, g2 = 3,...,q;, son los primeros j niimeros primos, con j > 3,
entonces 7 ¢ 7
1 2 j
. . <gq;—1. (43)
-1 g—-1 ¢-1""
Demostracion. La prueba la haremos por inducciénen j. Sij = 3,2-3.2 <4 =5-1,

probando as{ el caso base. Supongamos que, para algin j > 3 se cumple la desigualdad
(43). Entonces

o 42 495 qj+1 qj+1
e u <l (-22).
an—-1 @-1 ¢-1 g—-1 ! gj+1— 1

Pero (g; — 1) (qjﬁil) < gj41— Lsiysolosi(g; —1)(gj+1) < (gj+1 — 1) estoes,

Gir1(q +2) <@y + i1 + 1.

Como g; + 2y g;41 son primos impares con j > 3, tenemos que g; + 2 < g;1, por

1o que (q; +2)(gj+1) < q7, . probando asi el resultado. O
Continuando con la solucién del problema, tenemos que n = p{'p5? - --p;* donde
p1 < p2 < --- < pg son ndmeros primos. Si k > 3, entonces aplicando la desigual-

dad (42) y el Lema obtenemos que

k
P1 P2 p < n(pe — 1),

() pi1—1 p2—1 pp—1

esto es, o(n) < n, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, £ < 3y n = po‘qﬂ

pr—1
con p < ¢ numeros primos. Si ¢ > 3, entonces ﬁ =1+ ﬁ < 2y, por la
desigualdad (42), obtenemos que
on) p q < q ) < 1 ) 2
< . <2 =2|1+— ) =24+ —<3<qg—-1,
n p—1 qgq—1"7— q—1 +q—1 +q—1 1

lo cual es un absurdo. Por lo tanto, p = 2y ¢ = 3, por lo que
(T4+24-+29)1+3+---+3%) =223°(3 — 1) = 221 . 35,

esto es,

a+1 1
(2 N —1) 37 1Y _ gat1 g8
2-1 3—-1 ’
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de donde (29F1 — 1)(3%+! — 1) = 22%2. 38, Como mcd(29F! — 1,2°%2) = 1y
mcd(37,3%+1 — 1) = 1, necesariamente se debe cumplir que 2°+2 = 3°+1 — 1, esto
es, 371 — 292 = 1. Como 3 + 1y a + 2 son enteros positivos, por el teorema de
Catalin'!, 3+1=2ya+2=3,porloquen = pg = 2- 3 = 6 es la tnica solucién.

Solucion del problema 3. (Solucion de Eric Ransom Trevifio). Sean A, By, Cy
y D; los incentros de los tridngulos AW Z, BXW, CYX y DZY, respectivamen-
te. Sean P, ), R y S los puntos de interseccién de AA; con DDy, BB; con CCh,
CCi con DDy y AA; y BB, respectivamente. Tenemos que D D1 es bisectriz de
LADC'y BB es bisectriz de ZABC'. Como ABCD es un paralelogramo, tenemos
que ZD1DC = /ZB1BAy,como DC' || BA, resulta que DD, || BB;. Andlogamen-
te, llegamos a que C'C1 || AA1, lo cual implica que PRQ.S es un paralelogramo.
Como CR || AS, RD || SB, DC || BAy DC = BA, los tridngulos ASBy CRD
son congruentes; méds adn, son homotéticos, de donde se sigue que RS, BD y AC
concurren. Andlogamente, llegamos a que los tridngulos BQC'y DP A son homotéti-
cos y congruentes, asi que PQ), BD y AC concurren, por lo que RS, PQ, BD y AC
concurren.

También tenemos que los tridngulos A, P D1 y C1Q B, son homotéticos y congruentes,
pues A1 D, || B1Cy, PA, || QCy, PDy || @By y A1 Dy = C1 By, lo cual implica que
PQ, A1Cy y D1 B concurren. Andlogamente, tenemos que los tridngulos A1 SBy y
C1RD; son homotéticos y congruentes, por lo que RS, A;Cy y B1 Dy concurren, lle-
gando asi a que PQ, RS, A1C1 y Dy B concurren. Por lo tanto, PQ, RS, BD, AC,
A;Cy y D1 By, concurren en un punto M. Notemos que MA = MC, MA; = MCh,
MB =MDy MB; =MD, pues M es el punto de interseccion de las diagonales de
los paralelogramos ABC Dy A1 B1C1D;. Como ZAMA, = ZCMCy, AM =CM
y A1 M = C1 M, tenemos que los tridngulos AM A; y C M C4 son congruentes, por lo
que AA; = CC;. Andlogamente, obtenemos que BBy = D D1, es decir, el incircu-
lo del tridngulo DZY tiene el mismo radio que el incirculo del tridngulo BXW vy, el

Teorema de Catalin. La tinica soluci6n en enteros positivos de la ecuacion @ — y® = les z = 3,
y=2,a=2yb=3.
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incirculo del tridngulo AW Z tiene el mismo radio que el incirculo del tridngulo C XY .
Supongamos que X B < ZDy sean X', Y’ los puntos en BC'y C'D respectivamente,
tales que X'Y' = WZy X'Y' || WZ (los cuales estdn dados por la reflexién de W Z
sobre M), es decir, W X'Y’Z es un paralelogramo. Tenemos que X'Y” es tangente al
incirculo del tridngulo C XY, pues W Z es tangente al incirculo del tridngulo AW Z
y ambos circulos tienen el mismo radio, por lo que un incirculo es el reflejado de otro
sobre M vy, por consiguiente, X'B = ZD.

Luego, como X'Y” es tangente al incirculo del tridngulo CXY, si CY > CY” enton-
ces XY no es tangente al incirculo del tridngulo C XY, lo que es una contradiccion y,
por lo tanto, C'Y < CY"’. Por otra parte, como X # X'y BX' > BX, WX’ no toca
al incirculo del tridngulo BX . Recordemos que el incirculo del tridngulo DY Z es
reflejado por M del incirculo del tridngulo BXW; como W X'Y'Z es paralelogramo
y W X' no toca al incirculo del tridngulo BX W, entonces ZY” no toca al incirculo del
tridngulo DY Z. Como ZY” no toca al incirculo del tridngulo DY Z, llegamos a que
DY < DY, es decir, CY’' < CY, que es una contradiccién. Por lo tanto, X B > Z D.
De forma andloga, si W’y Z’ son las reflexiones de W'y Z sobre M, concluimos que
X B > ZD es imposible, por lo que XB = ZD. Esdecir, X’ = Xy Y’ =Y, por lo
que WZ || XY.

Por otra parte, como ZD = X B, /B1BX = /D1DZy DD; = BB, se sigue que
los tridngulos B1 X B'y D1 Z D son congruentes, por lo que /B, X B = Z/D1ZD. Pero
X By y ZD; son bisectrices de los tridngulos BXW 'y DY Z respectivamente, llegan-
doasiaque ZWXB = LY ZD, es decir, Y Z || XW, concluyendo asi que WXY Z
es un paralelogramo.

Solucion del problema 4. (Soluciéon de Omar Farid Astudillo Marban). Demostra-
remos primero que f(z) > 2x para todo x > 0. Supongamos, por contradiccion, que
f(y) < 2y para algiin y > 0. Entonces, © = %_—Cf(y) >0y (c+Da+ fy) =z +2y,
por lo que 2cx = 0, que es una contradiccion.

Sea g(z) = f(x) —2x. Como f(x) > 2z para todo x, tenemos que g(z) > 0 para todo
x. Ademds, tenemos que

g((e+Dz+ f(y) = f((c+ Dz + f(y) —2(c+ Dz —2f(y)
= f(z 4 2y) + 2cx — 2(c+ 1)z — 2 (y)
=gz +2y)+2x+2cx —2(c+ Dz + 4y — 2f(y)
=gz +2y) —2(f(y) — 2y)
= g(z + 2y) — 29(y).

Lema. Sean w, y niimeros reales positivos. Si w > 2y, entonces existe m > 0 tal que

g(w) —2g(y) = g(m).

Demostracion. Como g ((¢ + 1)z + f(y)) = g(x+2y) —2¢(y), tomando z = w — 2y,
tenemos que

g((c+1)(w—2y)+ f(y)) = g(w — 2y + 2y) — 2g9(y)

y, tomando m = (¢ + 1)(w — 2y) + f(y), obtenemos el resultado. O
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Por otra parte, como f(y) > 2y y (c+ 1)z > 0, resulta que (¢ + 1) + f(y) > 2y, por
lo que m > 2y. Aplicando el Lema inductivamente, existe una sucesion mi, ma, . .. de
nimeros reales positivos tal que g(my) = g(w) — 2kg(y). Es decir, para todo w > 2y
y cualquier entero positivo n, existe un nimero real z > 0 tal que

9(2) = g(w) — 2ng(y).

Como g(z) > 0, tenemos que g(w) > 2ng(y). En particular, si w = 2y + 2, entonces

9(2y +2) > 2ng(y) (44)

para todo entero positivo n. Si g(y) > 0, entonces, para n suficientemente grande, la
desigualdad (44) no se cumple, por lo que ¢g(y) = 0 para todo niimero real y > 0, esto
es, f(x) = 2x paratodo z > 0. Es claro que f(x) = 2x satisface las condiciones del
problema, por lo que f(z) = 2z es la tinica solucién.

Solucién del problema 5. Tracemos una circunferencia que encierre todos los puntos
de interseccidn entre los segmentos, y extendamos todos los segmentos hasta que to-
quen la circunferencia, y movamos a Tony y a todos sus amigos a la circunferencia.
Etiquetemos a continuacién todos los puntos de interseccién de segmentos con la cir-
cunferencia, de 1 a 2n, en sentido antihorario, empezando por Tony. Probaremos que
los amigos que pueden recibir regalos son aquellos que se encuentran en puntos de
interseccion etiquetados con un niimero par. Para ello se probard el siguiente lema.

Lema. Es posible colorear con dos colores las regiones en el circulo formadas por
las n lineas, de tal forma que dos regiones que estén delimitadas por la misma linea
tengan diferente color.

Demostracion. La demostracion la haremos por induccién en n. Si n = 1, se forman
dos regiones en el circulo, por lo que basta colorear cada una de un color distinto.
Supongamos que es posible hacer dicha coloracién con k — 1 lineas y consideremos un
acomodo de k lineas. Borremos una linea ¢ de las k en este acomodo, obteniendo as{
un acomodo de k — 1 lineas, y coloreemos las regiones formadas por estas k& — 1 lineas
segun la hipétesis de induccién. Tracemos de nuevo la linea ¢, e invirtamos todos los
colores que se encuentren en alguna de las dos regiones en las que £ separa al plano,
obteniendo asi una coloracién de las regiones formadas por las k lineas que satisface
las condiciones del lema. O

Consideremos la linea que empieza en el punto 1 y coloreemos las regiones en rojo y
azul, de tal forma que dos regiones vecinas tengan diferentes colores (como muestra el
lema) y tal que dos regiones que tengan al punto 1 como vértice, sean rojas a la derecha
y azules a la izquierda, desde el punto de vista de Tony. Finalmente, asignemos a cada
regidn roja una orientacion en sentido horario y, a cada regién azul, una orientacién
en sentido antihorario. Por la coloracién, cada frontera de las regiones tiene dos direc-
ciones asignadas, pero estas direcciones son la misma dado que cada frontera separa a
regiones de diferente color.



62 Soluciones de Olimpiadas Internacionales

Veamos ahora que todos los amigos que se encuentran en un vértice con un nimero
par, pueden recibir regalo.

Como cada par de cuerdas se interseca, entonces cada cuerda separa los puntos finales
de cada una de las n — 1 cuerdas restantes. Entonces hay n — 1 vértices en cada lado de
cada cuerda y cada cuerda conecta los vértices £y k+n, con 1 < k < n. Se probara por
induccion un resultado mas fuerte: Sea 1 < k < n, y dirijjamos cada cuerda del vértice
1 haciael vértice 1 +n cuando 1 < ¢ < ky, de ¢+ n a i, en cualquier otro caso; en otras
palabras, los vértices “receptores” son k + 1,k +2,..., k + n. Supongamos ahora que
cada cuerda envia un regalo, desde el vértice opuesto al receptor y que todos los regalos
se mueven bajo las mismas reglas. Entonces, £ — 4 envia un regalo a k 4+ ¢ + 1, con
1 =0,1,...,n — 1 (tomando los indices médulo 2n). En particular, parai = k — 1,
Tony, que se encuentra en el vértice 1, envia un regalo al vértice 2k. Ademds, los n
caminos que toman los regalos no se intersecan. En otras palabras, paratodal < i < n,
si un camino envia el regalo del vértice k — ¢ al vértice k+ ¢+ 1, separando al circulo en
dos regiones, todos los caminos que envian regalo del vértice k — j al vértice k+j + 1,
con j < 1, estdn completamente contenidos en una misma regién, y todos los caminos
que envian regalo del vértice k£ — j al vértice K+ j + 1, con j > 1, estdn completamente
contenidos en otra regién. A continuacién se ilustra un ejemplocon k =3y n = 5.

El resultado es claramente cierto en el caso n = 1. Sea n > 1 y supongamos que el
resultado es cierto para menos de n cuerdas. Removamos la cuerda que conecta los
vértices k y k + n. Por la hipétesis de induccion, después de reetiquetar los vértices,
los regalos irfande k —ta k + i+ 2,con 1 <7 < n — 1si la cuerda no estuviese ahi.
Tracemos de nuevo la cuerda que conecta los vértices k y k& + n. Por la hipdtesis de
induccion, la cuerda interseca los caminos de los regalos de forma tal que el i-ésimo
camino que interseca la cuerdaes aquel queenviak—ien k+i,coni = 1,2,...,n—1.
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k+n k+n
k—n+1 k+n—1

k—3 k+3

k+2
ze

+

k
Caminos sin lacuerda k — k +n Caminos corregidos con la cuerda k — k +n

Entonces, los regalos cubren los siguientes nuevos caminos: el regalo en £ saldra de su
cuerda y tomard un camino hacia k 4+ 1. Luego, para¢ = 1,2,...,n — 1, el regalo de
k — i llegara a la cuerda que conecta k con k + n, se movera hacia la interseccion de
esta cuerda con el camino hacia k£ + ¢ + 1 y llega al vértice k + ¢ + 1, como queriamos.
Notese que los caminos no se intersecan, completando as{ la induccién. Por lo tanto,
todos los amigos que se encuentran en un vértice con nimero par pueden recibir regalo,
es decir, Tony puede enviar regalos a exactamente n de sus 2n — 1 amigos.

Olimpiada Europea Femenil de Matematicas 2023

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la Olimpiada Europea
Femenil de Matemiticas 2023.

Solucion del problema 1. (Solucion de Rosa Victoria Canti Rodriguez). Como
ai, as, . .., 4y son nimeros reales positivos, debe haber un minimo. Sea a. dicho mini-
mo, esto es, a. < a; para cada 1 < ¢ < n. Entonces, por la condicién dada, tenemos
que b, < b; paracadal <7 < n, esto es,

Ae—1 + Ae41 an + a
< )

Qe ai
Qc—1 + Q1 ! + as
= b)
Qe az
Qe—1 F Q1 < @2 + aq

— )

Gc ag

Qc—1 + Qct1 _ Qp—1+ Q1

Gc [£2%

IN
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Luego,

a1(Ge—1 + Get1) < aclan + az),
az(ace—1 + acq1) < aclar + as),
< ac

as3(@e—1 + Geg1) (a2 + aq),

an(@e-1 + act1) < ac(an—1+ai).
Sumando estas desigualdades obtenemos que
(a1 +az+az+- +an)(ac—1+ acr1) < 2ac(ar +az +az + - +an),

donde a; +as +as+---+a, > 0,asique ac—1 + a1 < 2a..

Por otro lado, tenemos que a. < Ge—1 Y @ < dcey1, por lo que 2a, < ae—1 + Get1-

Entonces, 2 = a“*laﬂ Mis ain, como a. es el menor de estos nimeros reales
c

positivos, necesariamente % >1ly % > 1y, como suman 2, esto solo se puede si

Qe = Gc—1 = Qc41-

Como a, = Ac—1 = Qc41, €NtONCES Ae—1 Y Qc+1 también toman el valor minimo

de la lista dada, asi que podemos repetir el argumento para a.—1 Yy G.41, obteniendo

qUe Ge—2 = Qe—1 = Qe = Qey1 = Get2. Vemos que podemos realizar este proceso

suficientes veces hasta llegar a a._(c_1) Y Gcq(n—c), 10 que significa que a; = az =

agz = -+ =0ap—1 = An.

Solucion del problema 2. (Solucion de Andrea Sarahi Cascante Duarte). Sean F la
interseccién de K L con AD, w la circunferencia circunscrita a AK L, A’ 1a intersec-
cién de w con AD, F el pie de altura desde A hacia BC'y H' la interseccién de AF'y
KL.

A
w
B/
L

E

Hl
A/

K
B&— ° '
F
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Como DK y DL son tangentes a w, tenemos que DK = DLy, como D, Ay A’
son colineales, tenemos que ALA’K es un cuadrildtero arménico, de modo que DA
es la A-simediana del tridngulo K AL. Luego, AH' es la mediana de AK L porque
como AH’ pasa por el ortocentro del tridngulo ABC'y AD pasa por el circuncentro
del tridngulo ABC, tenemos que AH' y AD son conjugados isogonales respecto al
angulo Z/BAC. Como H’ es punto medio de KL y KDL es isésceles, tenemos que
KL es perpendiculara DH'.

Ahora, como AD es didmetro, el dngulo ZDBA es recto, de modo que K H' DB es
ciclico. Si B’ es el punto de interseccién de BH' con AC, entonces

/ABB' = /KBH' = KDH' = 90° — ZH'KD = 90° — ZLKD = 90° — /LAK
= 90° — /B'AB,

esto es, BB’ es perpendiculara AC'y, como AF es perpendicular a BC, tenemos que
H’, la interseccién de AF'y BB’, es el ortocentro del tridngulo ABC.

Solucion del problema 3. (Solucion de Rosa Victoria Cantd Rodriguez). Primero
vamos a demostrar que para m = 2¥~1 — 1 sf puede pasar que Alexa no llena el tablero
como se pide con un diccionario D de m palabras diferentes.

Si D contiene a todas las palabras de k letras que empiezan en A excepto AAA... A,
entonces D contiene 2~ — 1 palabras diferentes, pues hay una eleccién para la pri-
mera letra y hay 2 elecciones independientes para cada una de las tltimas k — 1 letras
y solo queda excluir la palabra AAA ... A. Ahora, Alexa no podra llenar el tablero
usando D, pues todas las palabras en este diccionario contienen al menos una By, al
poner una palabra en D en la fila 1, alguna columna C; con j > 1 tendrd que tener una
palabra que empieza en B, pero no hay palabras que empiezan en B en D.

Ahora vamos a demostrar que para m = 2*~!, todo diccionario D con al menos m
palabras diferentes, si permite llenar el tablero. Sea D asi.

Llamemos a dos palabras de D “inversas” si en cada ¢-ésima letra difieren, con 1 <
i < k. Por ejemplo, si k = 3, ABA 'y BAB son inversas. Notemos que si AAA... A
o BBB... B estin en el diccionario, entonces Alexa puede rellenar el tablero con una
sola letra.

Vamos a demostrar que si AAA... Ao BBB...B no estan en el diccionario D, en-
tonces al menos una pareja de inversas lo estd. En efecto, es claro que cada palabra di-
ferente de AAA... Ao BBB...B admite una tnica inversa diferente de AAA... A
o BBB...B, de modo que como hay 2¥ — 2 palabras de donde escoger las palabras
de cada diccionario Dy con al menos 2#~! palabras, entonces hay 2°~1 — 1 parejas de
inversas. Luego, por el principio de las casillas, si etiquetamos 2~ — 1 cajas con las
parejas de inversas diferentesde AAA... Ao BBB... By, sien cada caja etiquetada
colocamos los elementos de D que pertenecen a dicha pareja de inversas, como en D
hay al menos 2*~! elementos, concluimos que D tiene una pareja de inversas.
Demostraremos ahora que con una pareja de palabras inversas P4 y Pp en D, pode-
mos cubrir el tablero de la manera descrita. Renombrando A = 1y B = —1, tenemos
que P4 = Py Pp = —P. Llenamos el tablero de manera que la primera fila y la
primera columna tienen la palabra P que empieza con 1. Después, para cada columna,
si empieza en 1 llenamos la columna con la palabra P; de lo contrario, la llenamos
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con la palabra — P. De esta manera, si llamamos P; a la i-ésima letra de la palabra P
y. T ; es la letra en la casilla (7, j), tenemos que 77 ; = T 1 = P;. Ademads, como
construimos el tablero, tenemos que la columna j comienza en P; (igual a £1) y, por
lo tanto, T ; = P; - P;, pues es la letra ¢ de P multiplicado por el valor de P; que es la
primera letra. Con esto vemos que T; ; = F; - P;, por lo que en la fila 4, que consiste de
Ti1,Ti2,...,T;y, tetnemos que escribimos la palabra P multiplicada por el valor de
la primera letra de la fila que es P;. Luego, las filas del tablero tienen escrito P o —P
y, por lo tanto, el tablero se puede llenar con estas palabras.

Solucién del problema 4. (Soluciéon de Andrea Escalona Contreras). Notemos que
si una sucesiéon de nimeros positivos con la propiedad descrita contiene un par de
nimeros consecutivos sumando mds que 1, entonces para que no se cubra todo el
circulo, Turbo no podra elegir moverse en el mismo sentido al recorrer las distancias
correspondientes a dichos niimeros.
Supongamos que C' > % Entonces existe y > 0 tal que C > % +y> %, de modo que
la sucesién

1 11 11
§+y, 3 §+y, 3 §+y,
cumple que cada término es menor que C'y que cada dos términos consecutivos suman
mds que 1. Asi que por la observacion anterior, Turbo tendrd que alternar los sentidos
de sus movimientos a fin de evitar recorrer todo el circulo. Sin pérdida de generalidad,
Turbo empieza recorriendo el circulo en el sentido de las manecillas del reloj, de modo
que tras los primeros dos pasos el movimiento neto en el sentido de las manecillas del
reloj es % +y— % = yy, similarmente, cuando ha recorrido cuatro pasos, el movimiento
neto en el sentido de las manecillas del reloj es 2y. Como y > 0, tras suficientes pasos,
Turbo habrd recorrido una distancia mayor a 1 en el sentido de las manecillas del reloj.
Asi que no es posible que Turbo asegure lo pedido cuando C' > %
Veamos ahora que si 0 < C' < %, Turbo puede evitar un punto de la circunferencia.
En efecto, dada una sucesion de niimeros positivos con cada término menor que C,
veamos por induccién que hay un punto en la circunferencia al que no llega Turbo. Sea
P el punto inicial y sea () su diametralmente opuesto. Es claro que después de un paso
desde P, en cualquier sentido, no se alcanza el punto ). Supongamos que r > 1y que
después de r — 1 pasos, Turbo estd en el punto w sin haberse arrastrado por @ o llegado
a () hasta ese momento. Entonces, en el siguiente paso, Turbo se mueve en la direccién
del arco mas largo entre w y ), que mide al menos %, de modo que nuevamente no
alcanza el punto Q.

Solucién del problema 5. Primero consideremos la diferencia k — k”. Si k = as + b,
entonces k' = bs + a. Si escribimos a = Is + m con m y [ enteros no negativos y
m < s—1, obtenemos que k¥ = ms+ (b+1) y, porlotanto, k — k" = (a—m)s—1 =
I(s* — 1). Concluimos que

a) k> k" paratodo k > 1.
b) s — 1 divide la diferencia k — k”’.

El hecho b) implica que las sucesiones dy,ds, ds, ...y da2,dy4,dg, . .. son constantes
médulo s? — 1. Mis atin, el hecho a) nos dice que las secuencias son no crecientes y,
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por lo tanto, son eventualmente constantes. En otras palabras, la sucesion dy, d2, ds, . . .
es 2-periédica médulo s2 — 1 (desde el inicio) y es eventualmente 2-periédica.
Supongamos que algin término de la sucesion es igual a 1. El siguiente término serd
iguala 1’ = sy, como la sucesién es 2-periédica médulo s? — 1, concluimos que d; es
iguala 1 0 a s médulo s? — 1, lo cual demuestra la primera implicacién.

Para demostrar la implicacién reciproca, supongamos que d; es congruente a 1 0 s
médulo s2 —1. Ahora vamos a demostrar que una vez que dy , ds, ds, . . . 0 da, dy, dg, . . .
se estabilizan, entonces su valor es menor que s2.
Esto lo podemos ver de la siguiente manera:

¢) Sik =k", entonces k = k" < s2.

Lo anterior ya que si, como antes, escribimos £ = as + by a = ls + m, obtenemos
quek — k" = (a—m)s—1=1(s*>—1)y,como s > 2, debemos tener que | = 0, esto
es,a=m<s—1ly,porlotanto,k =ms+b<(s—1)s+ (s —1) =35> —1.

De esta manera, dado que la sucesién di,ds, ds, ... es constante médulo s> — 1y
estamos suponiendo que d; es 1 o s médulo s? — 1, lo anterior junto con el hecho
¢) implican que la sucesion dy, ds, ds, . . . es eventualmente constante a 1 o s. Como

s’ =1, concluimos que de cualquier manera la sucesién contiene a 1.

Solucién del problema 6. Primero vamos a demostrar que A esté en el eje radical de
wp Y we. Notemos primero que el eje radical de ambas circunferencias es la linea que
pasa por sus puntos de interseccién. Supongamos que las tangentes a 2 por S y S, se
cortan en el punto 7. Se tiene entonces que 7'S, = T'S. y, por lo tanto, T" esta en el
eje radical de wp y w,.. Otra forma de pensarlo es que 7'S}, es el eje radical de wy, y Q0 y,
TS,, es el eje radical de w,. y €2, por lo que T esta en el eje radical de wp, y we.
Denotemos por P, al punto de tangencia de w;, con AB'y, por P,., al punto de tangencia
de w. y AC. Demostraremos que AP, = AP.. Para esto recordamos el siguiente lema
conocido.

Lema. Dadas dos circunferencias wi y wa tangentes internamente en un punto X y
tales que una cuerda AB de w es tangente a wy en Y, entonces si M es el punto

medio del arco AB que no contiene a X, se tiene que X, Y y M son colineales.

Utilizando el lema anterior con €, wyp y la cuerda AB, tenemos que Sy, P, y S, son
colineales. Utilizando el lema con €2, w, y la cuerda AC, tenemos que S, P. y S, son
colineales. De lo anterior concluimos que .Sy, P., P, y S, son colineales. Luego,

JAPP. = /S, AP, + /AS, P, = SABCHLACE o ap 4 sas,P.

2
=/LAP.P,.

Esto demuestra que AP, = AP,, de donde se sigue que A estd en el eje radical de wy,
Y We.

Ahora consideremos el tridngulo ASpS.. Como T es la interseccion de las tangentes
en Sp y S, al circuncirculo del tridngulo AS,S,, tenemos que AT es la simediana de
A en este tridngulo. Sea X el segundo punto de interseccion de la simediana AT con
). Demostraremos que X estd también en la recta I N,.



68 Soluciones de Olimpiadas Internacionales

Observemos que AN, es la bisectriz externa del dngulo en A y, por lo tanto, es paralela
a SpSc. Sea M el punto medio de SpS. y sea Y el segundo punto de interseccion de
AM con Q. Como en ASpS., AXT es la simedianay AMY es la mediana, se sigue
que XY es paralela a S, S... Luego, reflejando en la mediatriz de S;S,, la linea AMY
se refleja en la linea N, M X.

Ahora, consideremos el cuadrildtero AS,IS,. Por el lema del incentro-excentro'2, te-
nemos que SpA = Spl y ScA = S.1, por lo que el cuadrilatero es un trapezoide
simétrico, lo cual implica que la reflexién de la linea AM en SpS.. es la linea I M. Pero
antes vimos que esta también es la linea N, M X. Luego, M, I, N, y X son colineales,
como queriamos.

12Lema del incentro-excentro. Sea ABC un tridngulo con incentro I y A-excentro I4. Sea L el punto

medio del arco BC' (que no contiene a A) sobre el circuncirculo del tridgngulo. Entonces, L es el centro de
una circunferencia que pasapor I, B, [4 y C.
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Definicién 3 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 4 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia=c (modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢"™ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod (b’”—m)) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un nimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 4 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m> - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+0d)" = Z <Z> akpnk,

k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, Son niimeros reales positivos, entonces

Ti+x2+- -+ T
n

2 {/r1xy Ty
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = 2o = -+ = Ty,

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 5 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC' son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 6 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A'B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B" T B'C' T C'A""

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.
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Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y C A, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"
Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA

que pe = Ac-

Teorema 12 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y CN son concurrentes
BL CM AN _

SiyleOSi TC " MA  NB

Teorema 13 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C' Ay AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % - % . J’?,—]; = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 7 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 14 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 15 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 8 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 17 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.

Teorema 18 (Circuncirculo e Incentro). Si Q) es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentroy M es la interseccion de Al con §Q, entonces MI = MB = MC.
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