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Presentacion

Tzaloa!, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matematica Mexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacion que en ella encontrarés,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel basico y
nivel medio superior, que cada afio se preparan para participar en los distintos concur-
sos de matemadticas que se realizan dentro y fuera de nuestro pafs.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacioén de interés para un publico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucién de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matemdticas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemadtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matemaéticas.

Tzaloa, Ao 2023, Numero 4

El principal interés de quienes elaboramos la revista Tzaloa, ha sido y seguird siendo
tener una publicacién verdaderamente ttil, buscando siempre proveer al lector de ma-
terial e informacidn que puede no ser facil encontrar en otros medios. La consistencia
de su publicacién en el contexto nacional, es un ejemplo de la gran generosidad de
muchos profesores y estudiantes que con su trabajo comprometido contribuyen al pro-
yecto. Asi, aprovechamos la ocasién para agradecer y dar una afectuosa despedida a
Violeta Herndndez Palacios, quien se integré a este comité en noviembre de 2020.

Pasando al contenido, destaca el articulo Olimpiadas de matemdticas alrededor del
mundo, de nuestro amigo Jacob Rubio. En él, se ilustra el tipo de problemas que han
aparecido en distintas olimpiadas de matematicas en diversos paises. La mayoria de

1Vocablo nghuatl cuyo significado en Espatiol es aprender.



Presentacion VII

los ejemplos son de concursos nacionales. Esperamos que sea del agrado de todos los
lectores.

De especial interés para todos incluimos los problemas y soluciones del examen final
estatal de la 37 OMM, propuesto por el Comité Organizador. También incluimos los
problemas y soluciones del Concurso Nacional de la 2% Olimpiada Mexicana Feme-
nil de Matematicas, que se llevé a cabo de forma presencial en el mes de junio, as{
como los resultados de las alumnas ganadoras de medalla de oro en cada nivel de la
competencia.

En el &mbito internacional, incluimos los problemas con soluciones de la 64% Olimpia-
da Internacional de Matematicas y de la XXV Olimpiada Matemadtica de Centroamérica
y El Caribe, ambas llevadas a cabo en julio de este afio, asi como los resultados de los
equipos mexicanos que participaron en ambas competencias. También incluimos los
problemas y soluciones de la Competencia Internacional de Mateméticas 2023 (IMC,
por sus siglas en inglés), en el nivel elemental (Primaria), llevada a cabo en forma vir-
tual en el mes de julio, asi como los resultados de los equipos mexicanos en cada nivel
de la competencia.

Como en cada niimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
examenes y demds contenidos han sido escogidos, revisados y preparados especial-
mente pensando en el lector.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemadtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacidon de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemdtica de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovenes con talento matemético ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemdtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
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dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

372 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 37* Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 2004. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2023-2024 y, para el 1° de julio de 2024, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comité
Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 37 Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizard del 5
al 10 de noviembre de 2023, en la ciudad de Durango, Durango. A los primeros lugares
de este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard
durante aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2023
y hasta la fecha de celebracion del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que continden en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XXX VI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los
integrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 65° Olimpiada Interna-
cional de Matematicas (julio de 2024) y a la XXXIX Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (septiembre de 2024).

De entre los concursantes nacidos en 2007 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacion que representard a México en la XX VI Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (2024).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
Meéxico en la XIII Olimpiada Europea Femenil de Mateméticas (EGMO) a celebrarse
en el mes de abril de 2024.



Olimpiadas de matematicas
alrededor del mundo

Por Carlos Jacob Rubio Barrios

Un poco de historia

Se tienen noticias de la existencia de concursos escolares de matemadticas en 1885 en
Bucarest. Pero es la competencia Edtvos, aparecida en Hungria en 1894, la que marca
la pauta y sirve de modelo a otros concursos no solo matematicos, sino de ciencias en
general. En esta competencia se proponian a estudiantes de secundaria tres problemas
para resolver en un tiempo maximo de cuatro horas. La naturaleza de los problemas
propuestos también marcd la pauta para los que vinieron después: se trata de medir la
creatividad de los estudiantes, de desarrollar su autonomia de pensamiento, mas que de
medir sus conocimientos curriculares.

En 1894 aparece también el primer niimero de la revista hingara Kémal (acrénimo,
en hungaro, de Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, lo que podria traducirse
como Revista de fisica y matemadticas para estudiantes de Bachillerato). Su fundador
fue Daniel Arany, y en ella se publican articulos, problemas y soluciones de estudian-
tes de secundaria. Con doscientos afios de existencia, Koémal sigue sirviendo a ambos
colectivos - estudiantes y profesores - y ha jugado un papel esencial en el desarrollo ma-
tematico de un pais pequefio, como es Hungria. Aproximadamente en la misma época,
aparece en Rumania el primer nimero de la revista Gazeta Matematica, que organizaba
un concurso anual dirigido también a estudiantes de secundaria. Este concurso fue el
germen, posteriormente, de la Olimpiada Internacional de Matematicas.

Pero estos no eran hechos aislados. Los tltimos afos del siglo XIX fueron tiempos de
desarrollo de solidarias relaciones internacionales. Nacen entonces distintas sociedades
cientificas nacionales. Los primeros Juegos Olimpicos de la era moderna se celebran
en Grecia en 1896, y el Primer Congreso Internacional de Matemdticos se celebra en
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Zurich en 1897. En 1942 se gesta la Sociedad Matematica Mexicana (SMM) durante el
primer Congreso Nacional de Matematicas, como una asociacion civil de caracter cul-
tural al servicio de la sociedad mexicana. En 1954, Rumania invita a participar en su
Olimpiada a varios paises de su entorno geografico y cultural. Se celebra asf la prime-
ra Olimpiada Internacional de Matemdticas, con siete paises: Alemania Democritica,
Hungria, Checoslovaquia, Unién Soviética, Polonia, Bulgaria y la propia Rumania; tres
de estos paises ya no existen como tales. Desde entonces, se ha celebrado anualmente
en un pais diferente, con la tnica excepcién de 1980, en que Mongolia, pais encargado
de su organizacién, no cumplié su compromiso.

Poco a poco fue abriéndose a pafses ajenos al drea del antiguo bloque del este. Fue
Finlandia el primero de estos en participar, en 1965. No tardarfan mucho en llegar a la
competencia Francia, Reino Unido e Italia, en 1967. Estados Unidos se incorpora con
fuerza en 1975, organizando a su vez la Olimpiada Internacional de Matemadticas en
1981. Nuestro pais, México, participa por primera vez en 1987 y, en ese mismo afio, la
Secretaria de Educacion Piblica (SEP) le otorgé un voto de confianza a la SMM, para
que fuera esta dltima quien organizara, difundiera y realizara la Olimpiada Mexicana de
Matematicas. En ese mismo afio la SMM se compromete con el proyecto y organiza por
primera vez el Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas (OMM).

Los problemas que aparecen en las olimpiadas de matematicas, giran alrededor de te-
mas de matematica elemental: Algebra, Combinatoria, Geometria y Teoria de Nume-
ros. Deben medir intuicién y creatividad mas que conocimientos y técnicas adquiridas,
pero sobre todo, deben constituir un reto para los participantes.

Algunos ejemplos de problemas de concursos nacionales e interna-
cionales

A continuacién, mostramos algunos problemas que han aparecido en olimpiadas de
matematicas en diversos paises. El nivel de la competencia en cada pais es muy variado.
Comenzamos con un problema de la Olimpiada Matemadtica Rusa. Esta olimpiada con-
siste de 4 etapas: escolar, distrital, regional y zonal (representando esta tltima la ronda
final). En cada etapa, los exdmenes se aplican a estudiantes de 9°, 10° y 11° grado.
A partir de la etapa regional, cada examen de cada grado, se lleva a cabo en dos dias
consecutivos. En cada dia, 4 problemas son propuestos a los participantes. El siguiente
problema apareci6 en la etapa final de la XXXIV Olimpiada Matemadtica Rusa, para
alumnos de 10° grado, llevada a cabo en el afio 2008.

Problema 1. (Rusia, 2008). Las columnas de un tablero de n x n se han numerado
con los nimeros del 1 al n. Los nimeros 1,2, ..., n se escribieron en las casillas del
tablero de tal manera que cualesquiera dos niimeros de cada renglén son distintos,
y también cualesquiera dos nimeros de cada columna. Diremos que una casilla del
tablero es buena si el nlimero que estd escrito en ella es mayor que el niimero asignado
a su columna. Determinar todos los valores de n para los cuales es posible tener
un tablero con la propiedad de que cada renglén tiene el mismo nimero de casillas
buenas.
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Solucion. Como la columna 7 tiene n — ¢ casillas buenas, en total tenemos

(n—1)+(n—2)+---+2+1:w

casillas buenas. Si todos los renglones tienen la misma cantidad de casillas buenas, el
nimero total de casillas buenas debe ser multiplo de n, pero @ es multiplo de
n solo si n es impar. Por lo tanto, » no puede ser par. A continuacién se muestra un
arreglo que satisface las condiciones del problema para cualquier entero impar n.

1 2 3 n—1 n
1 n |n—1 3 2
2 1 n 4 3
3 2 1 5 4
n—1[n—2(n-3 1 n
n [n—1{n-2 2 1

O

El siguiente problema aparecio en la IX Olimpiada Matemadtica del Cono Sur, realizada
en Brasil en el afio de 1998. Esta olimpiada es una competencia internacional que
inici6 en el afio de 1989, en la cual participan los paises de la porcién meridional de
América del Sur, representados por equipos de hasta cuatro estudiantes seleccionados
en olimpiadas nacionales y que no hayan cumplido 16 afios de edad al 31 de diciembre
del afio inmediatamente anterior a la celebracién del concurso. Esta olimpiada consiste
de dos exdmenes que se aplican en dos dias consecutivos, con 3 problemas cada uno,
para resolver en un tiempo maximo de 4.5 horas.

Problema 2. (Cono Sur, 1998). En una ciudad se desea establecer un sistema de
transporte con por lo menos una linea (ruta) de autobts, en el cual:

1) cada linea pase exactamente por tres paradas;
2) cada dos lineas distintas tengan exactamente una parada en comun;

3) para cada dos paradas de autobiis distintas haya exactamente una linea que pase
por ambas.

Determinar el nimero de paradas de autobus de la ciudad.

Solucién. Sea p el nimero de paradas de autobus de la ciudad. Entonces, el nimero

de lineas de autobus es (%) = %, ya que hay (’2’) pares diferentes de paradas, y
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cada linea une entre si a tres de estos pares (si las paradas de una linea son A, B, C,
entonces esa lineaunea Ay B, Ay C, By C).

Como todo par de lineas tiene una parada en comun, si fijamos una de las lineas, todas
las demads lineas tienen una parada en comun con la linea fijada y dos paradas que no
pertenecen a la linea fijada. Hay p — 3 paradas que no pertenecen a la linea fijada, y se
requieren (p 53) = (1173)2& lineas para unir todos los pares de paradas que no estidn
en la linea fijada. No hay mds lineas que estas y la fijada inicialmente. Luego, sip > 3,
tenemos la ecuacién w +1= %, esto es, 2p% — 20p + 42 = 0, cuyas
soluciones sonp =7y p = 3.

Si p = 3, tenemos una sola linea, con tres paradas.

Si p = 7, ponemos las paradas en los vértices, los puntos medios de los lados y el centro
de un tridngulo equildtero. Las lineas son: los lados, las alturas y la circunferencia
inscrita. o

El siguiente problema apareci6 en el tercer nivel del Concurso Nacional de 1a XII Olim-
piada Matemadtica Argentina (OMA), celebrada en el afio de 1995. La OMA consta de
3 niveles. El primer nivel es para alumnos de 8 y 9 afios de edad; el segundo nivel es
para alumnos de 10 y 11 afios de edad; el tercer nivel es para alumnos de 12 y 13 afios
de edad. En el concurso nacional de la OMA, los alumnos de cada nivel resuelven dos
examenes en dos dias consecutivos, con tres problemas cada uno para resolver en un
tiempo médximo de 4.5 horas.

Problema 3. (Argentina, 1995). Sean a y b nimeros reales. Si se sabe que la ecua-
cién =2 + \/g(a — 1):c2 — 6ax + b = 0 tiene tres raices reales, demostrar que
|b] < |a+1]3.

Solucién. Sean r, sy t las tres raices reales de la ecuacién. Por las férmulas de Vieta,
tenemos que

r+s+t=+3(1-a),
rt +rs+ts = —6a,
rst = —b.

Elevando al cuadrado la primera relacién de Vieta, obtenemos que
(r+s+t)? =r* 4 s> +t2+2(rs +rt + st) = 3(1 — a)?.
Sustituyendo la segunda relacién de Vieta en la relacidn anterior, obtenemos que
r? 4+ 5% +t2 —12a = 3(1 — 2a + a?),
esto es, ﬁ = (a+1)%

Ahora, aplicando la desigualdad MA-MG a los niimeros reales no negativos 72, s
y usando la tercera relaciéon de Vieta, tenemos que

2 42
,

P48+t :
- > 26242 = 3 )2 = Vb2,
3 > Vris / (rst)
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esto es, (a 4 1)2 > v/b2. Tomando raiz cuadrada, obtenemos que |a + 1| > ¢/[b] y,
por lo tanto, |a + 1|2 > |b]. O

El siguiente problema apareci6 en la primera ronda del Concurso Nacional de la Olim-
piada Matematica Hingara para alumnos de 17 y 18 afios, celebrada en el afio de 1987.
El concurso de matemadticas moderno mds antiguo en el mundo, es el Concurso de
Matematicas Kiirschdk, creado en 1894 en Hungria, pero conocido como Concurso de
Matematicas E6tvos hasta 1938. En este concurso podian participar estudiantes hasta
primer afo de universidad y consistia de un examen con 3 problemas. Otro concurso
importante es el Concurso Nacional de Matematicas para Escuelas Secundarias, cono-
cido como MO Hingaro, para estudiantes de 17 y 18 afios. Esta competencia fue creada
en 1923y se divide en 3 rondas. También hay un concurso equivalente para estudiantes
mds jévenes (de 15 y 16 afios), llamado Concurso de Matematicas Daniel Arany, cuya
ronda final consta de un examen con 8 problemas.

Problema 4. (Hungria, 1987). Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos. Hallar el valor
minimo de la funcién f definida por

f@)=+va?+22+4/(b—x)%+ 2,

paratodo 0 < x < .

Solucién. Observemos que v/ a? + 22 se puede pensar como la longitud de la hipotenu-
sa de un tridngulo rectdngulo de catetos a y =, mientras que /(b — )2 + ¢2 se puede
pensar como la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo de catetos b — z 'y
c. Coloquemos ambos tridngulos rectdngulos de tal manera que se apoyen a lo largo de
una linea comtn AB de longitud b, como se muestra en la figura.

D

A T P b—zx B

La funcién f(x) representa entonces la longitud de una linea poligonal de C' a D que
rebota en un punto P de AB. Demostraremos que la posicién de P sobre AB que
minimiza la longitud de la linea C P D, es el punto de interseccién de AB con la linea
CD’ donde D’ es la reflexion del punto D respecto a AB.

En efecto, sea () cualquier otro punto distinto de P sobre AB. Como AB es la media-
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triz de DD’, tenemos que PD = PD'y QD = QD’. Luego, tenemos que

|CPD|=CP+PD=CP+PD =CD,
ICQD| =CQ+ QD =CQ+QD' >CD' =|CPD],

donde la desigualdad se sostiene por la desigualdad del tridngulo en CQD’.

D
C
C
a
A P Q B
C
Dl

Por lo tanto, si CR se traza perpendicular a DD’, tenemos que BR = a y, por el
teorema de Pitdgoras en el tridngulo C RD’, concluimos que la linea mds corta CPD
tiene longitud igual a CD’ = /b% + (a + ¢)?.

D
C b R
a a
A P B
C

hy

O

El siguiente problema aparecié en la ronda final de la olimpiada de matemadticas de
Japén en el afio 2009. La olimpiada de matemdticas de Japon consiste de dos rondas.
La primera ronda es un examen formado por 12 problemas de solo respuesta para
resolver en un tiempo maximo de 3 horas. Los participantes que pasan a la siguiente
ronda, la ronda final, presentan un examen formado por 5 problemas para resolver en
un tiempo maximo de 4 horas, de donde se selecciona a la preseleccién nacional.
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Problema 5. (Japon, 2009). Determinar todos los enteros positivos n tales que 8" +n
sea divisible entre 2" + n.
Solucién. Si 2" + n divide a 8" + n, entonces

a) 2" +ndividea (2" +n)? = 8" + 3 - 4"n + 3 - 202 + 1.
b) 2" + n divide a —3n(2" +n)? = =3 -4"n — 62" - n? — 3n3.
¢) 2" + n divide a 3n%(2" +n) = 3 - 2"n? + 3n3.

Luego, 2" +n divide a la suma de las tres expresiones anteriores, esto es, 2" +n divide
a 8" + n3. Luego, 2" + n divide a 8" +n3 — (8" +n) = n> —n.

Es fécil ver que si n > 9, entonces 2" +n > n® —n > 0, por lo que 2" + n no divide
a8"+nsin>09.

Por lo tanto, n < 9y se puede verificar que los valores de n que satisfacen la condicion,
sonl,2,4y6. O

El siguiente problema, apareci6 en la etapa final de la XXXIV Olimpiada Matematica
Rusa, para alumnos de 10° grado, llevada a cabo en el afio 2008.

Problema 6. (Rusia, 2008). Una circunferencia con centro O es tangente a los lados
de un dngulo BAC en los puntos B y C'. Sea () un punto en el interior del dngulo
/ZBAC,y sea P un punto en el segmento AQ tal que AQ y OP son perpendiculares.
La recta OP interseca a los circuncirculos de los tridngulos BPQ y C'PQ, en los
puntos M 'y N (M # Py N # P), respectivamente. Demostrar que OM = ON.

Solucién. Sean D y E los puntos de inteseccién de AB 'y AC con los circuncirculos de
BPQy CPQ, respectivamente, con D # By E # C. Sea F el punto de interseccién
de AO con ED.
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Por el teorema de Miquelz, tenemos que ABPC' es ciclico. Ademés, ABC' es un
triangulo isésceles, por lo que LZABC = LACB = /BPA = ZCPA. Pero tam-
bién DQPB y ECPQ son ciclicos, de manera que Z/CEQ = L/CPA = /BPA =
/BDQ Yy, el tridngulo ADF, es isésceles.

Por otro lado, tenemos que M Q) y N son los didmetros de las circunferencias por
BPQ y CPQ respectivamente (ya que ZM PQ = ZN PQ = 90°), luego, ZM D@ =
/ZNEQ. Como AO es bisectriz del dangulo ZBAC' y ADE es isosceles, AF es per-
pendicular a ED y F es el punto medio de este segmento. Asi, MD || OF || NE'y,
por el teorema de Tales, % = % =1,estoes, OM = ON. O
El siguiente problema apareci6 en la tercera ronda del Concurso Nacional de la 38%
Olimpiada Matematica Bulgara, celebrada en el afio de 1989. Las competencias de
matematicas en Bulgaria, se han realizado desde 1950, salvo 1958 y 1959. La com-
petencia consiste de cuatro rondas desde 1962, afio en que se agregé la cuarta ronda
al concurso nacional. La tercera y la cuarta rondas, consisten de dos exdmenes con 3
problemas cada uno, los cuales se aplican en dos dias consecutivos para resolver en un
tiempo maximo de 4.5 horas cada uno.

Problema 7. (Bulgaria, 1989). Sean p y ¢ nimeros primos (positivos) tales que

VP2 + Tpg + @2 + \/p? + 1dpg + ¢2

es un entero. Demostrar que p = q.

Solucién. Si v/p2 + Tpq + ¢ + \/p? + 14pq + ¢ = k, un entero, entonces

Vp?+14pg + ¢* = k — /p? + Tpg + ¢°.

Elevando al cuadrado, obtenemos que

PP+ lpg + ¢° = k* = 2k/p? + Tpg + > + p* + Tpg + ¢,
lo cual implica que 1/p? + Tpq + ¢2 es un ndmero racional y, en consecuencia, tam-

bién es racional el nimero \/p? + 14pq + ¢2.

Lema. Si la raiz cuadrada de un nimero entero es un nimero racional, entonces tal
ndmero racional es un entero.

Demostracién. Sea m un nimero entero y supongamos que y/m = ¢ donde a 'y b son
primos relativos. Entonces, mb? = a2, lo cual implica que b | a ya que a y b son primos
relativos. Luego, la tinica opcién es b = 1y, por lo tanto, v/m = a. o

Por el lema, los niimeros p? +7pq+q? y p*>+14pg+q? son ambos cuadrados perfectos.
Ahora, p? +7pq+q? claramente es mayor que (p+q)2. Luego, existe un entero positivo
rtal que p? + Tpg + ¢> = (p + ¢ +1)?, esto es,

p° +Tpg+ ¢° = p* + ¢* + 1% + 2pg + 2pr + 2qr

2Teorema de Miquel. En un tridngulo ABC, sean D, E'y F puntos en los lados BC', CAy AB, res-
pectivamente. Si los circuncirculos de los tridngulos BDF'y C'E D se cortan en P, entonces el cuadrildtero
AF PE es ciclico.




C. J. Rubio Barrios, Tzaloa No. 4, 2023 9

y, de aqui, tenemos que 5pg = r(r + 2p + 2q). Esta relacién implica que | 5pq,
por lo que los valores posibles de r son: 1, 5, p, ¢, 5p, 5¢, pq y bpg, yaque 5, py ¢
son numeros primos. Es facil ver que r no puede ser 5p, 5¢q, pq 0 5pq. Por ejemplo, si
r = 5p, entonces ¢ = 7p + 24, lo cual claramente es imposible. De manera anédloga se
pueden descartar los otros tres casos.
Ademads, si 7 = 1 tenemos que Hpg = 1 + 2p + 2q, esto es, pqg + 2pq + 2pq =
1+ 2p + 2g, lo cual es imposible ya que cada término del lado izquierdo es mayor que
el correspondiente término del lado derecho.
Sir = p, entonces 5q = p + 2p + 2q, esto es, 3p = 3q y, de aqui, p = q.
Sir = g, entonces bp = q + 2p + 2q, esto es, 3p = 3q y, de aqui, p = q.
Sir = 5, entonces pq = 5 + 2p + 2q, de donde obtenemos que

_5+2q 9

2 .
q—2 +q—2

Al ser p un nimero primo positivo, p — 2 > 0y, por consiguiente, ¢ — 2 debe ser
positivo y divisor de 9. Luego, los valores posiblesde g — 2 son: 1,3y 9.

= Sig—2=1,entonces ¢ = 3y p = 11, pero p? + 14pq + ¢*> = 592 no es un
cuadrado.

= Sig—2 =09, entonces ¢ = 11y p = 3, pero p? + 14pq + ¢*> = 592 no es un
cuadrado.

- Siq—2:3,ent0ncesq:5,p:5yp2+14pq_|_q2:202_

En cualquier caso, concluimos que p = q. O

El siguiente problema es de la ronda final del Concurso Nacional de la Olimpiada de
Matematicas de China de 1978. En 1978, China instituy6 las olimpiadas provincial
y nacional de matemadticas. En cada provincia de China, se aplicaron dos rondas a
los estudiantes de las escuelas secundarias: la ronda provincial y la ronda final. Los
puntajes mads altos fueron invitados a participar en la primera ronda de la olimpiada
nacional de matematicas y, subsecuentemente, los puntajes mds altos de la primera
ronda, fueron invitados a participar en la ronda final de la competencia nacional, llevada
a cabo en mayo de 1978. El examen de la primera ronda del concurso nacional de 1978
estuvo formado por 10 problemas, mientras que el examen de la ronda final estuvo
integrado por 6 problemas.

Problema 8. (China, 1978). Sea ABC'D un cuadrildtero convexo y sean F, F, Gy
H, los puntos medios de los lados AB, BC, CD y DA, respectivamente. Demostrar
que

Area(ABCD) < EG - HF < %(AB +CD)-=(AD + BO).

DN | =

Solucién. Observemos que HE || BD || GF y EF | HG, lo cual implica que
EFGH es un paralelogramo. En lo que sigue, denotaremos por (XY Z .. .) al drea de
lafigura XY Z...
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Observemos que

(ABCD) = (EFGH) + (AEH) + (DGH) + (CGF) + (BEF).

Como )
(AEH) + (CGF) = i[(ABD) +(CBD)| = {(ABCD)
y
(DGH) + (BFE) = %[(DCA) + (BCA)] = E(ABOD),
tenemos que (ABCD) = (EFGH) + $(ABCD), esto es,
%(ABCD) — (EFGH). (1)

Por otro lado, como EF'GH es un paralelogramo, tenemos que
1
(FFGH) < §EG -HF. 2)

De (1) y (2), obtenemos que (ABCD) < EG - HF. Esto muestra la primera desigual-
dad.

Para demostrar la segunda desigualdad, sea M el punto medio de BD. Tenemos que

AB = 2HM y DC = 2MF. Luego, por la desigualdad del tridngulo en HM F,
obtenemos que

%(AB+DO):HM+MF2HF. 3
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De manera andloga, si IV es el punto medio de AC, entonces BC = 2EN y AD =
2NG. Luego, por la desigualdad del tridngulo en E NG, obtenemos que

1
5(AD + BC) = NG + EN > EG. “4)

Por lo tanto, de (3) y (4), concluimos que EG-HF < 1(AB+DC)-$(AD+BC). O

El siguiente problema apareci6 en el Concurso Nacional de la Olimpiada Matemdtica
Canadiense (CMO, por sus siglas en inglés) del afio 1991. La Olimpiada Matemadtica
Canadiense es la competencia de resolucion de problemas matematicos mds importan-
te de Canadd. A diferencia de la mayoria de los paises donde la competencia nacional
consiste de dos exdmenes para resolver en dos dias consecutivos, el concurso nacio-
nal de la CMO consta de un solo examen de 5 problemas para resolver en un tiempo
maximo de 3 horas. De 1969 a 1972, el examen del concurso nacional de la CMO es-
taba formado por diez problemas. En los afios setentas, la cantidad de problemas del
examen cambid varias veces hasta estabilizarse finalmente a cinco problemas en 1979.

Problema 9. (Canada, 1991). Demostrar que la ecuacién

2
2’y =27

tiene una infinidad de soluciones en enteros distintos de cero (, y, 2).

Solucion. Supongamos que (z,y, z) es una solucién de la ecuacién. Sea k un entero
y sea m = mcm(2,5,3) = 30. Multiplicando la ecuacién por k™, obtenemos que
k3022 + k3095 = k3023, que es equivalente a

(K'%2)? + (K9)° = (k1°2)°,

lo que significa que la terna (k*z, k%y, k192) también es solucién de la ecuacién.
Luego, basta determinar una solucién particular de la ecuacion, para tener una infinidad
de soluciones. Es fdcil ver que la terna (3, —1, 2) es una solucién, con lo que se sigue
el resultado.

Solucién alternativa. Supongamos que 22 = y° = u!?, estoes, z = u® y y = u?.
En este caso, la ecuacién se reduce a la ecuacién 222 = z3. Si x = 21, entonces
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222 = 221 1o cual implica que 2t + 1 debe ser miltiplo de 3 para que 22*! sea un
cubo. Es claro que t = 3k + 1 satisface que 22!*1 es un cubo para cualquier entero &,

pues
22t+1 — 26/€+3 — (22/64‘1)3'

Tenemos entonces que 22> = 22! = y°. Basta hacer que ¢ sea multiplo de 5, esto es,
t =3k +1=0 (mod 5). Es suficiente tomar £ = 3 (mod 5), esto es, kK = 5a + 3 con
a un entero. Luego, x = 2t = 23k+1 = 215a+10 y o5 — 2,2 — 930a+20 15 cyal implica
que

22 + P = 25 = 2(2%00+20) = 930a+21 _ (910a+7)3,

de donde tenemos una infinidad de soluciones (z,y,z) = (215210 26a+4 910a+7)
con a entero no negativo. O

El siguiente problema apareci6 en el Concurso Nacional de la 39* Olimpiada Irani de
Matematicas. En Irdn, el concurso nacional consiste de cuatro rondas. La primera es un
examen de opcién miltiple y de respuestas cortas para un tiempo maximo de 2 horas.
La segunda ronda consiste de dos exdmenes que se aplican en dos dias consecutivos,
cada uno formado por 3 problemas para resolver en un miximo de 4.5 horas. La ter-
cera ronda consiste de cuatro exdmenes separados, cada uno formado por 3 problemas
para resolver en un méaximo de 4.5 horas, de donde surge la preseleccién nacional. El
problema que presentamos a continuacion, es del dltimo examen de la tercera ronda.

Problema 10. (Iran, 2021). ;Es posible asignar los nimeros enteros del 1 al 8 a los
vértices de un cubo de tal manera que el nimero asignado a cada vértice divida a la
suma de los niimeros asignados a los vértices vecinos? (Dos vértices son vecinos si
estdn unidos por una arista).

Solucién. La respuesta es no. Supongamos que si es posible y sea NN; el conjunto de
los nimeros asignados a los vértices adyacentes al vértice con el nimero ¢, para cada
1 <7 < 8. Por hipétesis, tenemos que la suma de los elementos de N; es divisible por
1. Como la suma de cualesquiera tres nimeros menores que 8 es a lo mas 74+6+5 = 18,
la suma de los elementos de Ng es 8 o 16. Verificando los casos distintos, es facil ver
que Ng es alguno de {3,6,7}, {4,5,7}, {5,2,1} 0 {4,3,1}.

a) Si Ng = {3,6,7},sea Ny = {x,y,8}. Es claro que Ng y Ng no tienen elementos
en comun. Por otro lado, tenemos que 6 dividleax +y +8y 11 =14+248 <
r+y+8<17=4+5+4 8, locual implica que x + y = 4y, por consiguiente,
{z,y} = {1, 3}, lo que contradice que Ng y N3 son disjuntos.

b) Elcaso Ng = {4,5, 7} es andlogo al caso anterior. Basta considerar N7 en lugar de
Ng.

c) Si Ng ={1,3,4},sean z, y, z, t, los niimeros de los otros vértices como se muestra
en la figura. Tenemos que {z,y, z,t} = {2,5,6,7}. Como t divide a x + y + z, se
sigue que ¢ divide también a ¢t + = + y + 2z = 20, lo cual implicaque { =20t = 5.
Sit = 2, entonces z dividea4d + 3+t = 9, por lo que z es 1 0 3, lo cual no es
posible.
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Sit = b, entonces y divideal +3 4+ ¢ = 9, por lo que y es 1 o 3, lo cual no es
posible.

© 0,

d) Si Ng = {5,2,1}, sean x, y, z, ¢ los otros vértices del cubo como se muestra en la
figura. En este caso {z,y, z,t} = {3,4,6,7}. Por un argumento andlogo al caso
anterior, concluimos que ¢ divide a 3 +4 4 6 + 7 = 20, por lo que ¢ = 4. Por otro
lado, tenemos que z divide a 1 4+ 5 + ¢ = 10, lo cual es imposible.

(@)

(=)

(O—©)
& ®

Por lo tanto, en cada caso los niimeros no pueden ser asignados a los vértices del
cubo. (|

El siguiente problema aparecié en el Concurso Nacional de la Olimpiada de Matemati-
cas de Estados Unidos, llevada a cabo en 1991. Desde 1972, con el fin de prepararse
para la Olimpiada Internacional de Matematicas, Estados Unidos organizé la Olimpia-
da Estadounidense de Matemadticas (USAMO, por sus siglas en inglés). Antes de esto,
desde 1950, Estados Unidos organizaba el Examen de Matemdticas para Educacién
Secundaria (AHSME, por sus siglas en inglés). Sin embargo, debido a la discrepancia
en el nivel de dificultad entre los dos concursos (el AHSME y el USAMO), a partir de
1983 se introdujo un nivel intermedio de competencia, el Examen de Matematicas de
Invitacién (AIME, por sus siglas en inglés). Los alumnos que participan en el concurso
nacional, son seleccionados con el AHSME y el AIME. Hasta el afio 1995, el examen
del concurso nacional de Estados Unidos (USAMO), estaba formado por 5 problemas
para resolver en un tiempo maximo de 3.5 horas. Sin embargo, a partir de 1996, el
concursos nacional consiste de dos exdmenes para contestar en dos dias consecutivos
en un tiempo maximo de 4.5 horas cada uno.
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Problema 11. (Estados Unidos, 1991). Sea ABC' un tridngulo en el cual el angulo
en A es el doble del dangulo en B y el dngulo en C' es obtuso. Determinar el perimetro
minimo de tal tridngulo si las longitudes de sus lados son nimeros enteros.

Solucion. Si ZABC = z, entonces ZBAC = 2z y, como ZAC B es obtuso, tenemos
que ZBAC + ZABC = 3z < 90°, lo cual implica que = < 30°.
Sea AD la bisectriz del angulo ZABC'y sea DFE la perpendicular a AB. Entonces,

&0 =% dondeb= ACyc= AB.

Como ADB es un triangulo isésceles, se sigue que E es el punto medio de AB 'y, por

lo tanto, EB = DB cosx = g, estoes, DB = QC%I Luego,
CD—a—DB—a— c :2acosx—c
2cosx 2cosT

donde a = BC. Esto implica que

CD % 2acosz—c b
DB = c c’

2cosx

esto es, 2acosxz —c = by, de aqui, cosz = %.
b estoes, bsen 2z = asen, que

a
Abhora, por la ley de senos tenemos que =2
sen 21 _senx
es equivalente a 2bsen z cos x = a sen x. Simplificando, obtenemos que cos z = 5.
Por lo tanto, tenemos que

b+c «a
COST = =
T T T
lo cual implica que a? = b(b + ¢). Se sigue que b | a® y que ¢ = “23172

Aplicando ahora la desigualdad del tridngulo, tenemos que a + b > ¢, lo cual implica
que
a?—bv*  (a+b)(a—10) >c(a—b)

CcC = =

b b b
Simplificando esta desigualdad, obtenemos que a < 2b.
Por otro lado, como x < 30°, tenemos que 5z = cosx > cos30° = ‘/_ , de donde
resulta que a > bV/3.
En conclusidn, tenemos que b3 < a < 20.
Como b | a?, cada divisor primo de b también es un divisor primo de a. Luego, si b
es producto de primos distintos, esto es, b = pip2---prconp; < pa < --- < py
nimeros primos, entonces cada p; divide a a y, por consiguiente, b | a, esto es, a = bk
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para algin entero positivo k. Luego, b3 < bk < 2b, estoes, V3 < k < 2, lo que
es una contradiccion. Por lo tanto, b debe ser divisible por un cuadrado y debe ser
elemento del conjunto {1,4,8,9,12,16, 18, 20, 24, 25,27,28, .. .}.

Observemos que si b es par, entonces a también es par ya que b | a?.

= Sib =1, entonces V3 < a < 2, lo cual no es posible.
= Sib = 4, entonces 4v/3 < a < 8, lo cual implica que a = 7, que no es posible.

= Si b = 8, entonces 8/3 < a < 16, lo cual implica que a = 14 (ya que a no
puede ser impar si b es par). Sin embargo, b = 8 no divide a a? = 142,

= Sib =9, entonces 9v/3 < a < 18, lo cual implica que a = 16 0 a = 17, pero
b = 9 no divide a 162 ni a 172.

= Sib =12, entonces 12v/3 < a < 24, lo cual implica que a = 22, pero b = 12
no divide a a? = 222.

= Sib = 16, entonces 16+/3 < a < 32, lo cual implica que a = 28 o 30. Es claro
que 16 no divide a 302 pero 16 si divide a 282. Por lo tanto, b = 16, a = 28 y
282 = a? = b(b + ¢) = 16(16 + c). Entonces, tenemos que 72 = 16 + c, esto
es,c="72—16 = 33.

Para concluir que el perimetro minimo es a+b+c = 28416433 = 77, falta demostrar
que si b > 16, entonces el perimetro siempre es mayor o igual que 77. En efecto, si
b > 16, entonces b > 18y 18v/3 < a, lo cual implica que a > 32. Como el dngulo en
C es obtuso, necesariamente ¢ debe ser mayor que a, por lo que ¢ > 33. De aqui que
a+b+c>184+324+33=83>77. O

Los siguientes dos problemas son de la 15% Olimpiada Rioplatense. La Olimpiada
Matematica Rioplatense nacié como un encuentro fraterno entre los ganadores de las
Olimpiadas Matematicas de Argentina y Uruguay, con tres niveles. El primer nivel es
para alumnos de 8 y 9 afios; el segundo nivel es para alumnos de 10y 11 afios; el tercer
nivel es para alumnos de 12 afios. Cada nivel consiste de dos exdmenes en dos dias
consecutivos, cada uno formado por 3 problemas para resolver en un tiempo miximo
de 4.5 horas. En México, los ganadores del Concurso de Primavera, han participado en
esta competencia desde 1997.

Problema 12. (Rioplatense, Nivel 2, 2006). Carlitos escribi6 todos los subconjuntos
del conjunto {1,2,...,2009} en los que la diferencia entre la cantidad de nimeros
pares y de niimeros impares es multiplo de 3. ;Cudntos subconjuntos escribié Carli-
tos?

Solucion. Sean > 1 un entero. Denotamos A,,, B,, y C,, alas familias de subconjuntos
de {1,2,...,n} para las cuales la diferencia entre la cantidad de nimeros pares e
impares es congruente con 0, 1 y 2 médulo 3, respectivamente.

Sean a,, = |Ay|, bn, = |Bn|y ¢ = |Cy|. Entonces, a,, + b, + ¢, = 2™, la cantidad
total de subconjuntos de {1,2,...,n}.

Para X C {1,2,...,n}, escribimos p(X), ¢(X) para indicar el nimero de elementos
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pares e impares de X, respectivamente.

Demostraremos que a,41 = ap—1 + on—1 para todo entero n > 2. Para ello, sea
X eA,—1,X Cc{1,2,...,n—1}.Entonces, p(X) = i(X) (mod 3). Comonyn-+1
son de distinta paridad, la congruencia anterior se preserva si le agregamos a X estos
dos nimeros (obteniendo el conjunto X U{n,n+ 1}) o no agregamos ninguno de ellos
(obteniendo el mismo conjunto X).

Si le agregamos a X alguno de los elementos de {n,n + 1}, es decir,n o n + 1, no se
preserva la congruencia p(X) = i(X) (mod 3).

Sea ahora X € B,,_1, es decir, p(X) = i(X) + 1 (mod 3) y supongamos que que-
remos agregarle algunos elementos de {n,n + 1} de modo que el subconjunto X’ de
{1,2,...,n + 1} que se obtenga satisfaga p(X') = ¢(X’) (mod 3). La dnica manera
de lograr esto es agregarle a X el unico de los nimeros n o n + 1 que es impar.

Del mismo modo, si X € C),_1, se tiene que p(X) = i(X) + 2 (mod 3). La tnica
manera de obtener un subconjunto X’ de {1,2,...,n 4+ 1} que satisfaga p(X') =
i(X’) (mod 3) es agregarle a X el dnico de los nimeros n o n + 1 que es par.

En resumen, cada X € A,,_; genera dos conjuntos en A,,y1; cada X en B,,_; genera
un conjunto en A,, 41, y lo mismo ocurre para cada X en C;,_;. Luego:

Up41 = 201 +bp_1+Cro1 = ap_1 + (an—l +bp_1 + Cn—l) =ap-1+ 27171'

Aplicando esta férmula paracada k = 1,2, 3, .. ., tenemos:

opsn = 22 N gy = 22Ky 92k g o 92kl 92k=3 oy g,
y

op = 2252 fapp o = 22K 2402k 92k2 92kt 92

Finalmente, a; = 1 (ya que los subconjuntos de {1} son @ y {1} y s6lo el primero
satisface p(X) = i(X) (mod 3)) y az = 2 (ya que los subconjuntos de {1,2} son 0,
{1}, {2}, {1, 2}, y s6lo el primero y el dltimo satisfacen p(X) = i(X) (mod 3)). Por
lo tanto:

22/€+1 1
a2k+1 =92k=1 4 92k=3 4 4194 1= — +
y
2%k 42
Qg = 222 4 92k—4 L 92 9 3+ '

En particular, para n = 2009 = 2(1004) + 1 obtenemos la respuesta al problema:

22009 +1

2009 = 3
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Problema 13. (Rioplatense, Nivel 3, 2006). a) Demostrar que para cada entero
k > 3, existe un entero positivo n que se puede escribir como suma de exactamente
k divisores positivos de n distintos entre si.
b) Supongamos que n se puede escribir como suma de exactamente k divisores posi-
tivos de n distintos entre si, para algtin entero k¥ > 3. Si p es el menor divisor primo
de n, demostrar que

1 1 1

-4+ —4+ -+ —— > 1.
p p+1 p+k—1"

Solucién. a) La prueba la haremos por induccién en k. Si k = 3, el nimero 6 = 1+2+3
cumple la condicién. Supongamos que para algin k£ > 3, existe un entero positivo n tal
quen = nj+ng—+---+ng donde ny, ng, ..., ng son divisores positivos de n distintos
entre si. Claramente cada uno de tales divisores positivos es menor que n.
Consideremos el nimero 2n. Demostraremos que este nimero se puede escribir como
suma de exactamente k + 1 divisores positivos de 2n distintos entre si. En efecto,
2n = n 4+ n y por la hipétesis de induccidn, tenemos que

2n=(n1+ns+---+ng)+n,

donde n1,no, ..., ng son divisores positivos de n distintos entre si y menores que n.

Por lo tanto, los k41 nimeros ny, no, . . . , ng, n, son divisores positivos de 2n distintos

entre si, lo que completa la induccién.

Segunda forma de resolver a). Sean = d; +da + --- +di donde 1 < dy < do <
- < dj, son divisores de n y k£ > 3. Consideremos el nimero 6n. Este nimero se

puede escribir como 6n = 6d; + 6ds + - - - 4+ 6dg, y como 6 = 1 + 2 4 3, obtenemos

la siguiente representacion de 6n con k + 2 sumandos.

6n = dy + 2dy + 3dy + 6ds + - - - + 6dy.

Es claro que di < 2d; < 3d; < 6dy < --- < 6dg, y que todos estos nimeros son
divisores de 6n. Por lo tanto, si hay un n que admite una representacién paraun k > 3,
entonces 6n admite una representacion para k + 2.

Ahora es suficiente hallar valores apropiados de n para k = 3y kK = 4. En ambos casos
sirven = 12,pues 12 =24+44+6=1+2+3+6y1,2, 3,4,6dividena 12.
Tercera forma de resolver a). Paraun k > 3 dado, consideremos el enteron = 3- 2k=2,
Esclaroqued; = 1,ds = 2,d3 =3,dy =3-2,...,dy, =3 - 2k=3 son k divisores
distintos de n. Ademas,

di+do+-+dp =1+2+3(1+2+---+2F3)=343(2"2-1)=3.2"2=n,

b) Nuevamente, sean = dy +do + --- + dg,con 1 < di < dy < --- < dj, divisores
de n. Escribimos n = d;x; parai = 1,2, ..., k. Todos los x; son divisores de n, y son
todos distintos, porque los d; lo son: 1 > x5 > - -+ > x. Notemos que xx > 1, pues
dy, < n.Luego, z; > p, porque p es el menor divisor primo de n. Entonces,

Tp—1 2T +12p+ 1l 0> 1 +12p+2,.. ., 21 222+12>2p+k—1.
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Entonces dﬂi =z, >p+k—tparat = 1,2,... k, estoes, d; < #para
1=1,2,...,kYy, por lo tanto,
n n n
n=d +da+ - +di < + +oee =
! 2 k_p—i—k—l p+k—2 D
Dividiendo entre n se sigue el resultado. O

El siguiente problema apareci6 en la etapa final de la XXXVI Olimpiada Matemdtica
Rusa, para alumnos de 9° grado, llevada a cabo en el afio 2010.

Problema 14. (Rusia, 2010). En un tridngulo acutingulo ABC, la mediana AM es
mayor que el lado AB. Demostrar que el tridngulo ABC' se puede cortar en tres
partes con las cuales se puede construir un rombo.

Solucién. Sea N el punto medio de AC. Cortando el tridngulo ABC por M N y ro-
tando el tridngulo CM N sobre N hasta que el vértice C' coincida con A, se obtiene un
paralelogramo como se muestra en la siguiente figura.

C

N
M’ M
A B

A B

Si la altura desde C' es menor o igual que el doble de AB, dado que AM > AB,
la circunferencia con centro en M y radio MM’ = AB corta al segmento AB en al
menos un punto. Sea D uno de dichos puntos. Haciendo un corte a lo largo de M D
y trasladando el tridngulo BM D de manera que M B coincida con M’ A, se forma un
rombo, yaque MD = MM’ = AB.

M M’ M
, o ﬂ
!
D B D A D

Afirmamos que AM > MB = B—zc. En efecto, consideremos la circunferencia I'
con centro en M y radio M B. Puesto que el tridngulo ABC' es acutdngulo y BC es
un didmetro de I', A debe ser un punto exterior a la circunferencia, de lo contrario
A estarfa sobre o en el interior de T y, el dngulo en A, seria de 90° o mayor de 90°,
respectivamente, lo que contradice que el tridngulo ABC' es acutdngulo. Luego, AM

es mayor que el radiode I', esto es, AM > M B.

Ml

A
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Si la altura desde C, h¢, es mayor que el doble de AB, tenemos que
1
AM' = MB > §hc > AB > hy,

donde h 4 es la altura desde A. Por lo tanto, la circunferencia con centro en A y radio
AM’ corta al segmento M B en un punto, digamos E. Podemos hacer entonces un
corte a lo largo de AFE para formar un rombo de manera anéloga al caso anterior.

El

M/

Ml

O

Concluimos este escrito con un problema muy dificil que aparecié en el Concurso
Nacional de la Olimpiada Matemadtica Koreana en el afio 2012.

Problema 15. (Korea, 2012). Si a1, as, . . ., a19, €s una permutacion de los nimeros
1,2,...,10, hallar el valor mdximo de la suma
10
Z (nzan — nai) . 5)
n=1

Solucién. Demostraremos que el maximo es 336, el cual se alcanza con las permuta-
ciones

(10,9,8,1,2,3,4,5,6,7) y (10,9,1,2,3,4,5,6,7,8).

Diremos que hay un “pico hacia arriba” en k si ap—1 < ax y ar > ag41; el “pico hacia
abajo” se define de forma andloga. Al decir “pico” nos referimos ya sea a un pico hacia
arriba o un pico hacia abajo. Consideremos una permutacion (a, ..., ag) tal que el
valor de la suma (5), que denotaremos por .S, sea el maximo posible.

Entonces, al considerar la permutacién que se obtiene de intercambiar cualesquiera dos
elementos de {a; }, digamos a,, y a,, (con n > m), el nuevo valor de S (digamos S’)
deberia de permanecer igual o reducirse, esto es, S — S’ > 0. Luego,

[(n2an - nai) + (mzam - mafn)] - [(nzam - na,zn) + (m2an - mai)} >0,

lo cual se puede expresar como

n*(an — am) —n (a; —a2,) —m* (an — am) + m (a —a2,) > 0.
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Factorizando, obtenemos que (n—m) (an, — am) [(n +m) — (an + am)] > 0y, como
n > m, concluimos que

(an - am) [(n + m) - (an + am)] > 0. (6)

Si la sucesién no tiene picos, entonces la sucesién es (1,2,...,10) o0 (10,9,...,2,1)
y, para estas, el valor de la suma es 0, el cual no es el maximo. Por lo tanto, la sucesion
tiene picos.

Si hay un pico hacia arriba en k, usando (6) es facil ver que ay + ap—1 < 2k —1y
ag+ag+1 > 2k+1.Comoag > ax—1+1yar > agr1+1,sesiguequeag—1 < k—1
yar > k+1.

Si el pico que estd mds a la izquierda (el pico en m, con m lo menor posible) estd en k
y es hacia arriba, entonces a;_1 < k — 2. Por otro lado, como a; < as < --- < ag—1,
tenemos que a;_1 > k — 1, lo que es una contradiccién. Esto implica que el pico que
estd mds a la izquierda debe ser un pico hacia abajo.

Seam; € {1,...,10} tal que a,,, = 10. Es claro que m; > 1. Si m; > 1, entonces
10+a; > m +1y 10 = a,,, > a;. Usando la desigualdad (6), se obtiene que
necesariamente 10 + a; = m; + 1, de donde se tiene que m; = 10y a; = 1. Esto
significa que se pueden intercambiar los valores de a; y ajg sin modificar el valor de
la suma .S, por lo que se puede asumir que a; = 10.

Ahora, demostraremos que el pico que estd mds a la derecha debe ser hacia abajo. Con
el fin de llegar a una contradiccién, supongamos que es hacia arriba y que se da en k.
Luego, ax—1 < k —2yar >k + 1. Mas ain, hay 10 — k£ nimeros después de él que
son menores que ay y ¢x—1 < Gk, por lo que hay al menos 11 — k£ nimeros menores
que ag, esto es, ar > 12—k.Como a;, < 9 (pues a; = 10), se sigue que k+1 < 9, por
loque k < 8.Siag # 9,seams € {3,...,10} tal que a,,,, = 9 (donde mo < 8 pues 9
debe estar en un pico). Como as > 1, tenemos que 9+ az > (m2 +1) +1 = ma + 2.
Es claro que as < 9. De la desigualdad (6), obtenemos que 9 + ao = mo + 2, esto es,
mg = 8y az = 1. Como la igualdad se da en (6), se pueden cambiar los nimeros as y
Gm, de tal manera que as = 9. Asi, en cualquier caso, podemos asumir que az = 9.
De lo anterior, a;, < 8, por lo que k < 7. Ademds, 2ay, > (12 — k) + (k+1), de donde
se sigue que ay, > 7. También, 8 > a; > 12—k, porlo que k > 4. Ademds, si ay, = 7,
entonces 7 > 12 — ky 7 > k + 1, lo cual implica que 5 < k < 6. Ahora, se trabajan
los cuatro posibles valores de k.

a) Sik = 4, entonces a4 # 7, por lo que ay = 8. Es claro que as < ay =8y ag > 1.
Como az + a4 > 8 +1 > 7, la desigualdad (6) no se cumple paran =4y m = 3,
lo cual genera una contradiccion.

b) Supongamos que k = 5. Si a5 = 7, necesariamente a3 = 8 (pues no hay un
elemento mds grande que as después de él y as < as). Usando (6) paran = 5y
m = 4, obtenemos que ay < 2. Ademds, ag = 6 (pues es mds grande a4 y todos
los que siguen de ag). Dado que a4 < 2, concluimos que a7 = 5. Pero tomando
n =7y m = 6 en (6), obtenemos una contradiccién. Luego, a; = 8. Considerando
n =95y m = 4 en (6), obtenemos que a4 < 1y, porlo tanto,ay = 1.Sin =4y
m = 3, entonces a3 > 6. Se sigue que los nimeros ag y ajg son los mds chicos de
los nimeros que todavia no se sabe su valor y ag > a9 > 2, porlo que ag = 3y
a19 = 2. Tomando n = 10 y m = 9 en (6) obtenemos una contradiccion.
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¢) Supongamos que k = 6. Si ag = 7, necesariamente a3 = 8 0 ag = 8. En el
segundo caso, usando (6) paran = 4 y m = 3, obtenemos que az < —1, lo cual
es imposible; mientras que en el primer caso, usando (6) conn = 6y m € {4,5},
obtenemos que a4 < 3y as < 4. Esto significa que ay = 6, pero por (6) se tiene
que los valores de ag y a7 se pueden intercambiar sin alterar el valor de la suma,
lo que implica que a7y = 7 que, de acuerdo a una observacién hecha anteriormente,
es imposible. Luego, ag = 8. De (6) conn = 6y m € {3,4,5}, obtenemos que
a3 < 1,a4 <2yas <3,porloqueas =1,a4 =2yas =3.Asi,a10 =4y
ag = b pero, tomando n = 10 y m = 9 en (6), obtenemos una contradiccion.

d) Si £ = 7, entonces a; = 8. Tomandon = 8y m = i¢en (6)con3 < i < 6,
tenemos que a; < 7 — 1. Esto significa que ag = 7. Pero esto también implica que,
al cambiar los valores de ag y a7, no se altera la suma. Esto es, el pico que esté
mas a la derecha, ahora estd en la posiciéon £k = 8 y ag = 8§, lo cual genera una
contradiccién a los posibles casos.

De los casos anteriores se concluye que el dltimo pico debe ser hacia abajo.

Sean kq, ko € {1,2,...,10} tales que k2 > k; y hay picos hacia abajo en ellos dos.
Usando (6) en las parejas (n,m) € {(k1,k1—1), (k1+1, k1), (k2, ka—1), (ka+1, k2)}
y usando las desigualdades que se obtienen convenientemente, se puede ver que ay, <
k1y ag, < ko.Siak, < ag,,entonces ay, < ko y, tomandon = ko y m = ky en (6),
se llega a una contradiccién. Luego, concluimos que ax, < ag,. Con un razonamiento
similar al hecho anteriormente, se puede probar que si hay picos hacia arriba en m; y
en my de tal manera que msg > My, €NLONCES Ay > Aoy -

Ahora, como entre cada par de picos hacia abajo debe haber un pico hacia arriba y,
entre cada par de picos hacia arriba, debe haber un pico hacia abajo, puede haber 1, 2,
3 0 4 picos hacia abajo con 0, 1, 2 y 3 picos hacia arriba, respectivamente. Se trabajan
los cuatro casos.

a) Supongamos que solo hay un pico hacia abajo. Se tiene que no hay picos hacia

arriba. Sea m; el lugar donde se tiene el pico hacia abajo. Entonces, a.,, = 1. Si
my = 2, se sigue que a; = i — 1 parai € {2,...,10}, pero esta permutacién no
da el valor mdximo de S (es igual a 240), por lo que m; > 3. Si as # 9, se tiene
que ajp = 9y a2 = 20 az > 3. En el segundo caso, se pueden intercambiar los
valores de ag y ajg y el valor de S se quedard igual o aumentard, mientras que en
el primero se tiene la sucesién (10,2,1,3,4,5,6,7,8,9), la cual no da el médximo
valor de S (es igual a 238). Se sigue que se puede asumir as = 9.
Si m; = 3, obtenemos una de las soluciones descritas al principio, por lo que
podemos suponer que m; > 4. Paran = m; y m = m; — 1 en (6), obtenemos
que Gy —1 2> 2mg — 2,y oMo Ay, —1 < 9 (pues a; = 10), se sigue que m; < 5.
Si m; = 5, entonces ag > 8, por lo que ag > 9y az > 10, lo cual no es posible
pues a; = 10. Por lo tanto, m; = 4y ag > 6. Si ajp = 8, entonces ajg > az y
aio +az > 8+ 6 = 14 > 13, por lo que la desigualdad (6) no se cumple para
n = 10y m = 3. De aqui, concluimos que a3 = 8y, por consiguiente, ag = 6y
aip = 7, obteniendo asf la otra solucién mencionada al principio.

b) Supongamos que hay dos picos hacia abajo. Por consiguiente, hay un pico hacia
arriba que estd entre los dos picos hacia abajo. Sean m; y ms los lugares donde
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estdn los picos hacia abajo y k; el lugar donde esta el pico hacia arriba, con m; <
k1 < mg. Primero, observemos que ay, 7# 9 pues, de no ser asf, se sabe que k1 < 8
yaz > 1,porloque ay, + a2 > 9+1=10 > k; + 2, por lo que los valores de ay,
y a9 se pueden intercambiar, generando una contradiccion. Asi, as =90 ajg = 9.
Usando el andlisis hecho en el caso anterior, podemos ver que mj < 5y G, —1 >
2my — 2. Sim; = 5, entonces a4 > 8, por lo que ay > 10, lo cual es imposible. Si
my = 4, se sigue que a3z > 6. En caso de que a9 = 9, obtenemos que a9 + a3z >
9+ 6 = 15 > 13, contradiciendo la desigualdad (6). Luego, a2 = 9. Con un
razonamiento similar, podemos ver que ax, # 8y aig # 8, por lo que ag = 8.
Tomando n = ma y m = k; en (6), tenemos que k1 + ma < ak, + Gm,. Como
ag, <TY am, < mg— 1, sesigue que k1 < 6. En caso de que k1 = 6, la igualdad
se da y entonces a,,, = mga — 1, por lo que 10 deberia estar después de a,y,, lo
cual no es posible pues a; = 10. Luego k; = 5y, por lo tanto, ai, > 6. En caso de
que ax, = 6, se pueden intercambiar los valores de ax, y an,,,lo que generard mds
picos y caerd en algtin otro caso. Si a, = 7, entonces a,,, + 7 > ma + 5, esto es,
G, > Mo — 2. Claramente a,,, 7# mo — 1 (por un argumento dado anteriormente),
por lo que a,,, = ma — 2. Ademas, a,, es el menor nimero mds grande que a,, ,
por lo que a,,, = 2y, por lo tanto, my = 4, lo cual claramente es una contradiccion.
Concluimos que m; < 3.

Simy = 3, se sigue que ag > 4. Un razonamiento similar al hecho anteriormente
implica que az = 9. Sea ¢ tal que a; = 8. Tomandon =ty m = 3 en (6),
obtenemos que ¢ > 6. Por otro lado, ay, < 8yar, > k+ 1, porloque k; < 7.
Esto significa que t € {6,7,10}. Sit = 6,de (6) conn = 6 y m € {4,5},
obtenemos que a4 < 2y as < 3, por lo que ay = 4y as = 5. Esto significa que
a7 =4,as = 5,a9 = 6y ajg = 7, pero esta sucesion no alcanza el maximo valor
de S (es igual a 316), asi que este caso no es posible. Si¢t = 7, tomandon = 7y
m = 6 en (6) llegamos a que ag < 5, por lo que a;g = 7y ag = 6. Pero, tomando
n =9y m = 7 en (6) obtenemos una contradiccién. Asi, necesariamente ¢t = 10.
Sea w tal que a,, = 7. Tomandon = wy m = 3 en (6), obtenemos que w > 5.
Mis atn, si w = b, se pueden intercambiar los valores de a5 y as, lo cual no es
posible. Entonces, w > 6. Ademds, si ag # 7, entonces ar, = 7y, por lo tanto,
k1 < 7 —1 = 6. Esto significa que ag = 7 0 ag = 7. En el primer caso, tomando
n = 6y m = 5 en (6), obtenemos que a5 < 4, por lo que ag = 6, pero tomando
n = 9y m = 6 en (6) llegamos a una contradiccién. Se sigue que ag = 7. Un
andlisis similar llevard a que ag = 6. Como ay, > k1 + 1y ax, < 5, tenemos que
k1 < 4y,porlotanto, ky = 4y ay = 5. Esto implicaque as = 2, a6 = 3y a7 = 4.
Pero esta sucesion no alcanza el mdximo valor de .S (es igual a 320), por lo que este
caso tampoco es posible.

Ahora, supongamos que m; = 2. Esto significa que a9 = 9. Sea ¢ tal que a; = 8.
Es claro que ¢t < 10, por lo que de (6) obtenemos que ajg + a; < t + 10, esto es,
t > 7.5it = 7, sea u tal que a,, = 7. Es claro que v > 7 (pues, si u < 7, no
se cumplirfa la desigualdad (6) paran = 7y m = u). Si u = 8, entonces a7 y
ag pueden intercambiar sus valores y se llegaria al caso ¢ = 8 (el cual se analizard
después). Entonces u = 9y, con el fin de que se cumpla la desigualdad (6), debe
suceder que ag = 6 (ya que, si a,, = 6 con w < 6, no se cumple (6) paran =Ty
m = w). Asi, a3 = 2, a4 = 3, a5 =4y ag = 5, lo que implica que los nimeros ag
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d)

y ay se pueden intercambiar, por lo que 8 estarfa en la posicién niimero 6, y esto es
imposible. Parael caso ¢t = 8, por argumentos similares a los dados anteriormente se
obtiene que ag = 7'y, tomandon = 9y m = 8 en (6), se llega a una contradiccion.
Por lo tanto, ¢ = 9 y ag = 8. Con un razonamiento similar se puede probar que
ag = 7,a7 = 6,...,a3 = 2, lo cual es una contradiccién al hecho de que debe
haber un pico hacia arriba.

Supongamos que hay tres picos hacia abajo. Entonces hay dos picos hacia arriba,
uno entre cada par de picos hacia abajo consecutivos. Sean m; < mg < mgs los
lugares donde estdn los picos hacia abajo y k1 < ko los lugares donde estan los
picos hacia arriba. Tenemos que m; < k1 < mg < k2 < ms. Como m; > 2,
Gm, > 1y ag, <9, obtenemos que kg > 5, mg > 6, ag, < 8Y amy > 5.

Como ay, > k2 + 1 por ser pico hacia arriba, entonces ko < 7. Si kg = 7, se
tiene que a7y = 8y, usando (6) con n = m3g y m = 7, llegamos a que a,,, >
ms — 1. Por otro lado, como en m3 tenemos el dltimo pico hacia abajo, debe haber
al menos 10 — mg3 4 1 ndmeros mds grandes que a,,,, (todos los que siguen de a,,,
Y Gmg—1)- Esto implica que 10 — a,,, > 11 —ms, es decir, a,,, < m3 — 1y, porlo
tanto, a,,, = m3 — 1. Luego, los nimeros a,,, y ax, pueden intercambiar su valor,
logrando asf que haya un pico hacia arriba en mgz > 8, lo cual es una contradiccion.
Si k9 = 6, un razonamiento similar lleva a la misma conclusién anterior si ag = 7,
por lo que ag = 8. Como ax, + @, > ka2 + mg, entonces a,,, > ms — 2. Por la
observacion hecha en el parrafo anterior se sigue que m3 — 2 < a,, < m3 — L.
Si am, = m3 — 2, la desigualdad (6) se vuelve igualdad con n = m3 y m = 6,
lo que implica que los valores de ag y a,,, se pueden intercambiar, generando una
contradiccidn, pues el dltimo pico hacia arriba no puede ser después de ky = 6.
Queda que a,,, = m3 — 1, por lo que 10 — a,,, = 11 — ms3, estoes, ap,,—1 y los
nimeros que estdn después de a,,, son precisamente los 10 — a,,, nimeros mds
grandes que a,y,,, lo cual es imposible pues a; = 10.

Por ultimo, si ka = 5, tenemos que m; = 2, k1 = 3y mo = 4. Ademds, 6 <
ak, < 8.Enlos casos a5 = 6y a5 = 7, llegamos a conclusiones similares a las que
se obtuvieron anteriormente, por lo que as = 8. Ademads, como as es el elemento
mds pequeiio de todos, obtenemos que as = 1. Tomandon = 5y m = 2 en (6),
llegamos a una contradiccion. Por lo tanto, este caso no es posible.

Finalmente, supongamos que hay cuatro picos hacia abajo. Luego, hay tres picos
hacia arriba, uno entre cada par de picos hacia abajo consecutivos. Sean m; <
ma < m3 < my los lugares donde estdn los picos hacia abajoy k1 < ko < k3 los
lugares donde estdn los picos hacia arriba. Tenemos que m; < k; < mg < kg <
mg < kg < mgq. Comomy > 2yag, <9,sesiguequear, < 7yks > 7,pero
al ser ay, un pico hacia arriba, obtenemos que ar, > k3 + 1 > 8, lo cual es una
contradiccion.
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Problemas de Olimpiadas Nacionales de Matematicas

A continuacidn, dejamos una lista de 25 problemas que han aparecido en los Concursos
Nacionales de las Olimpiadas de Matematicas alrededor del mundo.

1) (China, 1978) Demostrar que para cualesquiera enteros n > 1y k > 2, el nimero
n(n — 1)*=! se puede escribir como suma de n enteros pares consecutivos.

2) (China, 1978) a) Determinar el drea minima de un tridngulo equildtero inscrito en
un cuadrado de lado 1.

b) Determinar el drea mdxima de un tridngulo equildtero inscrito en un cuadrado de
lado 1.

3) (Jap6n, 1994) En un tridngulo ABC sea M el punto medio de BC'. Si ZM AC =
15°, calcular el mayor valor posible del angulo ZABC.

4) (China, 1998) Determina todos los enteros positivos n > 3, tales que 22°%0 sea

divisible por
14 n + n n n
1 2 3)

5) (Irdn, 1998) Sean a y b enteros positivos tales que

b 2a-0

p:Z 2a+b

es un nimero primo. Determinar el valor mayor posible de p.

6) (Rumania, 1998) El volumen de un paralelepipedo es 216 cm?® y su 4rea es 216 cm?.
Demostrar que el paralelepipedo es un cubo.

7) (Polonia, 1999) Sea D un punto en el lado BC' de un tridngulo ABC tal que AD >
BC. Un punto E en el lado AC satisface que

AE __BD
EC  AD - BC’
Demostrar que AD > BE.

8) (Taiwdn, 1999) Determinar todas las soluciones en enteros positivos (z, y, z) de la
ecuacién (z + 1) +1 = (x +2)*TL

9) (Turquia, 1999) Sea ABC un tridngulo is6sceles con AB = AC. Sea D un punto
en el segmento BC tal que BC' = 2DC'y sea P un punto en AD tal que ZBAC =
ZBPD. Demostrar que ZBAC =2/DPC.

10) (Uruguay, 2002) Un entero de 10 digitos se llama negriazul si los diez digitos son
distintos, no empieza con cero y es divisible entre 99999. Calcular la cantidad de
nimeros negriazules.
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11) (Grecia, 2002) Sea ABC un tridngulo tal que ZC' > 10°y /B = ZC+10°. Sean £
y D puntos en los segmentos AB y AC, respectivamente, tales que ZACE = 10°
y ZABD = 15°. Las circunferencias circunscritas de los tridngulos ABD y AEC
se cortan en A y en Z. Demostrar que /ZBA > /ZCA.

12) (Reino Unido, 2002) Se consideran 12 puntos sobre una circunferencia. Con extre-
mos en dichos puntos se forman 6 segmentos que no tengan puntos en comun. ;De
cudntas formas puede hacerse esto?

13) (China, 2007) a) Demostrar que si 2n — 1 es un nimero primo, entonces para cua-

lesquiera n enteros positivos distintos a1, as, . . ., an, existen 4,5 € {1,2,...,n}
tales que
a; + a;
v 7 > — 1.
mcd(ai, CLj)
b) Demostrar que si 2n — 1 es un nimero compuesto, entonces existen n enteros
positivos distintos a1, as, . . . , a, tales que para cualesquierai,j € {1,2,...,n}
a; + a;
— 7 <on—1.
mcd(ai, aj)

14) (China, 2008) Hallar todas las ternas (p, ¢,n) tales que ¢" "2 = 3""2 (mod p") y
p" T2 = 3"*2 (mod ¢"), donde p, ¢ son nimeros primos impares positivos y n > 1
€s un entero.

15) (Argentina, 2010) Los enteros positivos a, b y ¢ son menores que 99 y satisfacen la
ecuacién a? + b2 = c? + 992. Determinar el valor mdximo y el valor minimo de
a+b+ec.

16) (Italia, 2011) En un cuadrilatero convexo ABC'D, sea P el punto de interseccién de
las bisectrices externas de los dngulos ZDAC'y £ D BC'. Demostrar que ZAPD =
ZBPCsiysolosi AD + AC = BC + BD.

17) (Grecia, 2012) Hallar todos los polinomios no cero p(x) y g(x) con coeficientes
reales y de grado minimo, tales que p(z?) + ¢(z) = p(z) + 2°q(x) para todo
ndmero real x.

18) (Israel, 2013) Determinar la cantidad de enteros positivos n que satisfacen las tres
condiciones siguientes:
= n < 109,
= 7 es miltiplo de 7.
= 7 no contiene a ninguno de los digitos 2, 3,4,5,6,7, 8.

19) (Hong Kong, 2013) Sean a, by ¢ niimeros reales positivos tales que ab+bc+ca = 1.
Demostrar que

V3
b

y determinar cudndo se da la igualdad.

V3

c

4

3 1
7+6\/§b+4 +6V3c+ " +6\/§a§%
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20) (Bulgaria, 2014) Determinar todas las funciones f : QT — R™ tales que f(zy) =
f@+y)(f(z) + f(y)) paratodo z,y € QF.

21) (Lituania, 2015) Un entero positivo n es extrario, si el nlimero n*+2014 es divisible
por n? + 2014 y el ndmero n* + 2015 es divisible por n? + 2015.

a) Determinar al menos 3 nimeros extrafios.
b) Determinar todos los niimeros extrafios.

22) (Argentina, 2016) Determinar los dngulos de un cuadrildtero convexo ABC'D tal
que ZABD =29°, ZADB = 41°, ZACB = 82°y ZACD = 58°.

23) (Alemania, 2017) Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico. El punto P es elegido sobre
la linea AB de tal manera que la circunferencia que pasa por C, D y P, toca a
la linea AB. De manera andloga, el punto @ es elegido sobre la linea C'D de tal
manera que la circunferencia que pasa por A, B 'y ) toca a la linea C'D. Demostrar
que la distancia entre P y la linea C'D es igual a la distancia entre ) y la linea AB.

24) (Rusia, 2019) Determinar el menor entero positivo n para el cual existen nlimeros
enteros aj, as, . . ., an, tales que el trinomio cuadratico

22 —2(ay +ag+ - +an)?zr+ (af Faj+ - Fad+1)
tiene al menos una raiz entera.

25) (Japdn, 2020) Determinar todas las parejas de enteros positivos (m,n) tales que
n’+1 y v2"~1 + m 4+ 4 sean ambos niimeros enteros.

2m
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Problemas de practica

A continuacién presentamos 15 problemas de practica seleccionados especialmente pa-
ra este cuarto y ultimo nimero del afio 2023. Aprovechamos para invitarte a que contri-
buyas a enriquecer esta seccion de la revista. Estamos seguros que conoces problemas
interesantes que quieres compartir y por eso ponemos a tu disposicion la direccién
revistaomm@gmail.com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Reduce la siguiente fraccion a su forma mds simple

3—-V5
V2+T-3V5

Problema 2. Considera un circulo I' y sean A y B puntos arbitrarios en el interior de
I'. Construye un circulo que pase por Ay By que sea tangente a I'.

Problema 3. Demuestra que para cada entero positivo p y cualquier entero s > 1,
existen p enteros impares consecutivos cuya suma es igual a p® y determina el primero
de estos nimeros.

Problema 4. De los 9! nimeros que se pueden formar permutando los digitos 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, (cudntos nimeros hay entre 678000000 y 8590000007

Problema 5. Determina todas las funciones f : R — R tales que

3f(x) +2=2f(lz]) +2f({=}) + 5z
para todo nimero real z.

(Nota: |z | denota el mayor entero que es menor o igual que z y, {x} = = — |z], es la parte
fraccionaria de x).

Problema 6. Demuestraque 1-3-5---(2n — 1) < 2n™~1, para todo entero n > 1.
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Problema 7. Sea n un entero libre de cuadrados tal que n = 72 + s? = t? + 2, donde
7, S, t y u son enteros positivos. Demuestra que 2n(n + ¢ + su) es un cuadrado si y
solosir=tys=u.

Problema 8. Determina la mayor constante k tal que

kabe
< b)? b+ 4c)?
<@ (a0

para cualesquiera nimeros reales positivos a, by c.

Problema 9. Determina el menor entero positivo a tal que el ndmero 113"*! + g - 57
sea miltiplo de 13 y el ndmero 232"+ + 27+2 sea mdltiplo de 31, para todo entero
positivo n.

Problema 10. Sea ABC' D E'F'G un heptagono regular de lados de longitud 1. Demues-

tra que

EE S
AC ' AD

Problema 11. Sea .S un subconjunto no vacio de nimeros racionales que satisface las
siguientes propiedades:

i) Onoestaen S.

ii) Para cada s; y so elementos de .S, i—; también es un elemento de S.

iii) Existe un ndmero racional ¢ # 0 que no estd en .S con la siguiente propiedad:
cada nimero racional distinto de cero que no estd en S, es de la forma ¢s para algiin
elemento s del conjunto S.

Demuestra que si « estd en S, entonces existen elementos y, z en S tales que x = y+z.

Problema 12. Considera 5 puntos en el plano con la siguiente propiedad: entre cuales-
quiera 4 de ellos, hay 3 que son los vértices de un tridngulo equilétero.

a) Demuestra que 4 de los 5 puntos son los vértices de un rombo con un dngulo de
60°.

b) Determina el nimero de tridngulos equildteros que tienen sus vértices entre los 5
puntos dados.

Problema 13. Para cada entero positivo n, considera los nimeros racionales

1
AR Cra e

1
3t i e T T mEa

n
D t b < .
emuestra que ab < T
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Problema 14. Para cada entero n > 3, demuestra que existe un cubo que puede escri-
birse como suma de n cubos de enteros positivos.

Problema 15. Demuestra que las raices ctibicas de tres niimeros primos distintos, no
pueden ser términos (no ncecesariamente consecutivos) de una progresion aritmética.



Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontrards las soluciones a los 15 problemas de préctica elegidos para
este namero de la revista. Antes de consultar estas soluciones, te recomendamos hacer
tu propia solucién a cada problema o, al menos, haberle dedicado un tiempo conside-
rable a cada uno de ellos.

Es muy comiin en matemdticas que un problema tenga mds de una solucién. Las solu-
ciones que presentamos no necesariamente son las mejores o las Gnicas. Aunque hayas
resuelto un problema y estés muy seguro de que tu solucién es correcta, te invitamos
a consultar estas soluciones y discutirlas con tus compaiieros. Si logras encontrar una
solucién diferente a las que aqui presentamos o tienes dudas de tus soluciones, te invi-
tamos a compartirlas con nosotros a la direccién revistaomm@gmail . com.

Solucién del problema 1. Racionalizando la fraccién, obtenemos que

V3-v6 V3 -6 V2 —T7-3V5
V2T 35 V2+T-3v5 f—\/ﬁ
V206 -V5) — /(3 - V5)(7T - 3V5)
2 — (7—35)
V6 -2V5-1/36-16V5
3v5 -5
\/6—2\/_—2\/9 4[
3v5—5

Observemos ahora que 6 — 2v/5 = (v/5 — 1)y 9 — 4/5 = (v/5 — 2)%.
Entonces,

3-v6  V5-1-2(v6-2) 3-+5
VieVisvs  as-5 35
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Finalmente, racionalizando esta ultima fraccién, obtenemos que

3-v6 _3-V5 3V5+5 45 VB
3v6—-5 3v5—-5 3545 20 5

Por lo tanto, la fraccién original es igual a %

Solucién del problema 2. Supongamos que el circulo deseado es tangente a I'en 1" y
que la tangente comun en 7" interseca a la cuerda XY, por A y B, en el punto exterior
P, como se muestra en la figura.

Por potencia del punto P, tenemos que PT? = PX - PY = PA - PB, lo cual implica

que % = %. Restando 1 de cada lado, obtenemos que

PX—-PA PB-PY
PA PY

XA _ BY : XA _ AP
esto es, AP — VP> que es equlValente a YB — PY-

Entonces, el punto P puede encontrarse sobre la prolongacién de XY como el punto
que divide a AY” externamente en la razén conocida X A : Y B. Una vez localizado este
punto P, dibujamos la tangente a I" desde P para determinar el punto 7y, finalmente,
trazamos el circulo a través de A, By T.

Solucion del problema 3. Sean p un entero positivo y s > 1 un entero. Dividiremos la
prueba en dos casos, dependiendo de la paridad del nimero p.
a) Si p = 2n + 1, entonces debemos resolver la siguiente ecuacién para a:

(a=2n)+-+(a—4)+(@—-2)+a+(a+2)+(a+4)+---+ (a+2n) =p°

estoes, (2n + 1)a = p*. Como 2n + 1 = p, obtenemos que a = p*~ 1, el cual es un
entero impar y comenzamos en el nimero

a=2n=p" ' —(p-1)=p'—p+1.
b) Si p = 2n, la ecuacién a resolver para a es

(a=2n)+--+(a—4)+(a—-2)+a+(a+2)+(a+4)+ -+ (a+2n—-2) =p°,
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esto es, 2an—2n = p*. Como p = 2n, tenemos que p(a—1) = p*, de donde obtenemos
que a = p*~! + 1, el cual es un entero impar y comenzamos de nuevo en el nimero

1

a—2n=a—-p=p°  —p+1.

Solucién del problema 4. Los digitos iniciales de los enteros que queremos contar,
los podemos clasificar en 16 tipos, en cada uno de los cuales, los digitos restantes se
pueden colocar en cualquier orden.

678 ..., dando 6! formas de colocar los restantes 6 digitos,
679..., dando 6! formas de colocar los restantes 6 digitos,
68..., dando 7! formas de colocar los restantes 6 digitos,
69..., dando 7! formas de colocar los restantes 6 digitos,
7..., dando 8! formas de colocar los restantes 6 digitos,
81..., dando 7! formas de colocar los restantes 6 digitos,
82..., dando 7! formas de colocar los restantes 6 digitos,
83..., dando 7! formas de colocar los restantes 6 digitos,
84..., dando 7! formas de colocar los restantes 6 digitos,
851..., dando 6! formas de colocar los restantes 6 digitos,
852..., dando 6! formas de colocar los restantes 6 digitos,
853..., dando 6! formas de colocar los restantes 6 digitos,
854..., dando 6! formas de colocar los restantes 6 digitos,
Ningtin entero puede comenzar en 855 ya que solo hay un 5,
856.. ., dando 6! formas de colocar los restantes 6 digitos,
857..., dando 6! formas de colocar los restantes 6 digitos.

Por lo tanto, el nimero de tales enteros es

8:-6!4+6-74+ 8! =06!(8+42+ 56) = 720 - 106 = 76320.

Solucién del problema 5. Observemos primero que f(0) = 2. Ademds, es fécil ver

que | |z]] = |z], {|lz]} =0, |[{z}] =0y {{z}} = {z}, para todo niimero real z.
Sustituyendo en la ecuacién funcional |z | por x, obtenemos que

3f(Le]) +2 =2f([l=]]) + 2f({[=]}) + 5=],

esto es,

f(lz]) = 5lz] +2. @)

Sustituyendo ahora x por {z} en la ecuacién funcional, obtenemos que

3f({x}) +2 =2f({x}]) + 2f ({{z}}) + 5{=},

esto es,

f{z}) = 5{z} +2. (®)
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Sustituyendo ahora las relaciones (7) y (8) en la ecuacién funcional, obtenemos que
3f(x)+2=205]z] +2)+2(5{z} + 2) + bz,

esto es, 3f(x) = 10(|z] + {z}) + 5z + 6. Como |z| + {z} = =z, concluimos que
f(z) =5z + 2.

Solucién del problema 6. La demostracién la haremos por induccién en n. Observe-
mos que paran = 1,2y 3, tenemos que 1 < 2,3 < 4y 15 < 18, respectivamente.
Supongamos que el resultado es cierto para algtin entero n > 3. Entonces,

1-3:5---2n+1)=1-3-5---(2n—1)- (2n+1) < 2(2n+ )n""1.  (9)
Ahora, tenemos que si n > 3, entonces 10n > 27y 64n > 54n + 27, lo cual implica
que (64/27)n > 2n + 1y, por consiguiente,
1\° 1\"
2n+l<n|l+-) <nll4+—-]) ,
3 n

ya que la sucesion {(1 + %)n}, n=1,2,3,..., escreciente.
Por lo tanto,

n—1 n 1 717 n
2n+1)n""" <n (1—!—5) =(n+1)" (10)

Finalmente, de (9) y (10), obtenemosque 1-3-5--- (2n+1) < 2(n+1)", completando
la induccion.

Solucién del problema 7. Sea m = 2n(n + rt + su). Esclaroque sir =ty s = u,
entonces m = (2n)? es un cuadrado.
Supongamos ahora que m es un cuadrado. Notemos primero que

m > 2n?. (11)
Ademds, como n = r2 + s2 = 2 + 42, tenemos que
m=n[dn—(r—t)*—(s—u)?]. (12)
Como n es libre de cuadrados, m es un cuadrado si y solo si
dn — (r—t)* — (s —u)? = k*n (13)

para algiin entero positivo k.
De (12) y (13), obtenemos que m = k*n? y, junto con (11), concluimos que & > 1.
Ahora, la relacién (13) la podemos reescribir como

n(4—k*) = (r—1t)>+ (s —u)’

Como el lado derecho de esta igualdad es no negativo y n > 0, necesariamente debe-
mos tener que 4 — k2 > 0, esto es, k2 < 4. Como k > 1, la tnica posibilidad es k& = 2.
Por lo tanto, (r — t)? + (s — u)? = 0, lo cual implicaque r =ty s = u.
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Solucién del problema 8. Por la desigualdad MA-MG, tenemos que

(a+b)?+ (a+b+4c)* = (a +b)* + (a + 2c + b+ 2¢)?
> (2Vab)? + (2v/2ac + 2v/2bc)?
= dab + 8ac + 8bc + 16¢Vab.

Esto implica que

2 2
(a+0) +;Zc+b+4c) (a+bto

< 4ab + 8ac + 8be + 16¢vab

abc
4 8 8 16
—(E+z+a+\/—a_b)(a+b+c)
1 1 1 1 1 b b
= (2 teta T gt \/_)( + = +2+2+c)

1 s/ a2b2c
> 5 - 15 -7 -
= <5 2a2b20> <5 24 )

donde la dltima desigualdad se sigue por la desigualdad MA-MG.
Por lo tanto, la mayor constante k£ es 100. Para £ = 100, la igualdad se sostiene si y
solosia =b=2c > 0.

(a+b+c)

Solucion del problema 9. Sea n un entero positivo. Como 11 = —2 (mod 13) y
(—2)? = —8 =5 (mod 13), tenemos que

0=113"" 4+ 4.5"=-2.5" 4 a-5" = (=2 4+ a)5" (mod 13),

lo cual implica que @ = 2 (mod 13), ya que 5 y 13 son primos relativos.
Por otro lado, como 23 = —8 (mod 31) y (—8)? = 64 = 2 (mod 31), tenemos que

0 =232t ponte = _g.9" 4 2" = (8 4 2%)2™ (mod 31),

de donde se sigue que 2% = 8 (mod 31), ya que 2" y 31 son primos relativos. Como
5 es el menor entero positivo que es solucién de la congruencia 2* = 1 (mod 31),
concluimos que a = 5k + 3 para algin entero no negativo k.

Entonces, tenemos que 5k + 3 = 2 (mod 13), esto es, 5k = —1 = 25 (mod 13) y
por consiguiente, k = 5 (mod 13), ya que 5 y 13 son primos relativos. Por lo tanto, el
menor entero positivo a se obtiene con k = 5, esto es, a = 5(5) + 3 = 28.

Solucién del problema 10. Reflejemos el heptdgono respecto de AG para obtener el
heptdgono AB'C'D'E'F'G.
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Como 4(180° 3(180°
LGAC + LGAD' = ( - )—l- ( - ) = 180°,
los puntos C, A'y D’ son colineales.
Ademads, tenemos que
180°

/GCA=/GD'A= =/LCAB = ZACB.

Por lo tanto, los tridngulos GC D’ y BAC son semejantes, lo cual implica que

AC CD" AC+AD" AC+H+ AD
AB  CG AD ~ AD
Como AB = 1, la igualdad anterior se simplifica a

1 1 AC+AD 1

AC TAD T AC-AD ~AB "

como queriamos.

Solucién del problema 11. Para cada s € S, tenemos que 1 = £ € S. Demostraremos
que x? € S para cada nimero racional z # 0.

)Siz €S, 1esS, porloquex/(l/z) =% € S.

i) Siz ¢ 5, % ¢ S, asi que por iii), existe ¢ tal que z/q € Sy, por consiguiente,
(1/2)/a = 1/(xq) € S. Luego, (x/q)/(1/xq) = 2> € S.

Ahora, sea ¢ cualquier elemento de S. Como 25/9 € Sy 25/16 € S, tenemos que
t/(25/9) = (9t)/25y t/(25/16) = (16t/25) son elementos de S.

Luego, t = (9t)/25+ (16t)/25, con (9t) /25 y (16t) /25 elementos de S, que es lo que
se queria demostrar.

Solucién del problema 12. a) Sean A, B, C, Dy E los cinco puntos. Por la condicién
del problema, hay 3 puntos, digamos A, B y C, que forman un tridngulo equilétero. Si
ninguno de los puntos D y E es vértice de un tridngulo equildtero junto con los vértices
Ay B,ByC,o0Cy A, entonces de los tres conjuntos de 4 puntos: {D, E, A, B},
{D,E,B,C} y {D,E,C, A}, dos de los tres tridngulos DEA, DEB, DEC, son
equildteros. Sin pérdida de generalidad, supongamos que los tridngulos DEAy DEB
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son equilateros. Entonces, los puntos A, D, B 'y E son los vértices de un rombo con
un angulo de 60°.

Por otro lado, si alguno entre D y E, digamos D, es el tercer vértice de un tridngulo
equildtero con Ay B, entonces ADBC' es un rombo con un angulo de 60°.

b) Renombrando los vértices, si es necesario, podemos suponer que ADBC es un
rombo con ZADB = 60° = ZACB. Observemos que el tridngulo ABE no puede
ser equildtero, ya que tendriamos £ = C' o F = D. Consideremos los cuatro puntos
B, C, Dy E. Como el tridzngulo C' DB no es equildtero, debemos tener que alguno de
los tridngulos BDE, BCE o CDE es equilatero. En los primeros dos casos, podemos
asumir que el tridngulo BDE' es equildtero (renombrando los vértices).

A D

C B E
Luego, no hay ningun trigngulo equildtero con vértices en el conjunto {A, C, D, E'}.

Entonces, concluimos que el tridngulo CDFE es equildtero y obtenemos la siguiente
configuracién después de renombrar si es necesario.

A

E

Por inspeccion, podemos ver que hay 3 tridngulos equildteros: ABC, ABD y CDE.
También es claro que tal configuracion satisface las condiciones del problema.

Solucién del problema 13. Observemos que

1 1 1 1 1 2n
a+b=——+-—+—F+— -+

- 1.
1.2 2.3 3.4 45 mnt 1) 204l

Como a > %, sesiguequeb <1—a < %.Luego,tenemosquea—% > Oyb—% < 0.
Esto implica que

esto es,
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b 1
de donde, obtenemos que ab < i - — "

- 7277,—1
2 4 2n+1

1
4 8n—+4’

Solucién del problema 14. La prueba la haremos por induccion en 7.

Si n = 3, tenemos que 3% + 43 + 53 = 63.

Si n = 4, tenemos que 53 + 73 + 93 + 103 = 133,

Supongamos que el resultado es cierto para un entero n > 3, esto es, supongamos que
existen enteros positivos z; < xo < --- < z, < y, tales que

a4 ol =0
Usando la relacién 63 = 33 + 43 + 53, obtenemos que

(69)° = (620)" + -+ + (622)" + (621)°
= (62,) + -+ + (622)% + (521)* + (4z1)* + (321)?,

lo que prueba que el resultado es cierto para n + 2.
Por lo tanto, para todo entero n > 3, el resultado es verdadero.

Soluciéon del problema 15. Sean p, ¢ y r, nimeros primos distintos y, supongamos,
que /p = a, /g = a+mdy {/r = a+ nd, donde m y n son enteros distintos. Es

claro que
Vi P _m
i—vp

de donde obtenemos que,

(m~/r — n{”/&)g = (m —n)>p.

Desarrollando, agrupando términos y usando que m</r — n.y/q = (m — n) {/p, obte-
nemos que

m3r —ndq — (m — n)>p = 3mn(m — n) ¥pqr,
lo que es una contradiccion, ya que el lado izquierdo de esta igualdad es un nimero
entero, mientras que el lado derecho no es entero.
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Problemas de Entrenamiento.
Ano 2023 No. 4.

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este cuarto y ulti-
mo ndmero del afio 2023. Te recordamos que las soluciones de los problemas en esta
seccidn no las publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que los resuelvas
y nos envies tus soluciones. Las soluciones de los problemas de esta seccién se esco-
gerdn de entre las participaciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo
el pafs.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccion:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo. jTe invitamos a intentarlo!

Problema 1. Sean z, y, z, nimeros reales no negativos. Demuestra que

e(Vy+V2) +y(Vz +Va) + 2(Vo +y) < 24/3(23 + 33 + 28).

Problema 2. Determina todos los enteros positivos n tales que 6™ puede ser escrito
como suma de cubos de tres enteros positivos consecutivos.

Problema 3. Determina todas las funciones f : R — R tales que

S+ 57(@2) — f@)f2) 2 §

para todos los nimeros reales z, y, 2.
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Problema 4. Sean a, b, ¢ y d, enteros positivos tales que a < b < ¢ < dy ad = be.
Demuestra que 2a 4 v/a +Vd < b+ c+ 1.

Problema 5. Sea k& > 1 un entero impar. Para cada entero positivo n, sea f(n) el mayor
entero no negativo tal que 2/(") divide a k™ — 1. Determina una férmula para f (n) en
términos de k y n.

Problema 6. Sean z, y, z nimeros reales positivos tales que x > y > z. Demuestra
que
2y
z

> 2?4+ y? + 22

2 2
Yz zw
+ —

x

+ 2=
Y

Problema 7. Sea ABC un tridngulo rectdngulo con dngulo recto en A. Sean A’ el punto
medio de la hipotenusa y M el punto medio de la altura AD, con D en BC. Si P es la
interseccionde BM y AA’, demuestra que tan ZPCB = (sen ZACB)(cos ZACB).

Problema 8. Determina todas las ternas de niimeros primos (p, g, ') tales que p? + p”
sea un cuadrado.

Problema 9. Sea ABC' un tridngulo con incentro I, tal que AB # AC. Sean BB’ (con
B’ en AC)y CC’ (con C’ en AB), las bisectrices de los dangulos ZABC'y ZACB,

respectivamente. Demuestra que

1< BI n CI <3
BB CcC' 2

Problema 10. a) Divide un tridngulo equildtero en 3 poligonos que sean semejantes
entre si pero que no sean congruentes entre si.

b) Divide un cuadrado en 3 poligonos que sean semejantes entre si pero que no sean
congruentes entre si.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2023 No. 1.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa No. 1, aflo 2023. En esta ocasién, agradecemos a Titu Zvonaru,
de Comadnesti, Rumania, por haber enviado sus soluciones a los problemas 1, 3,6y 7.
Aprovechamos para invitar a todos los lectores, a enviar sus soluciones para que puedan
salir publicadas en los nlimeros posteriores de la revista. Recuerda que en el siguiente
nimero aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en
Tzaloa No. 2, afio 2023, por lo que atn tienes tiempo de mandar las tuyas.
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Problema 1. Sea {z1, 22, ..., z, } un conjunto de enteros positivos tal que la suma de
cualesquiera tres elementos distintos, es un nimero primo. Determina el maximo valor
posible de n.

Solucién de Titu Zvonaru. Sea A = {z1,22,...,2,} y sean

Ag={z € A|z=0 (mod 3)},
A ={zcA|lxz=1(mod3)},
Ay ={z € A|z =2 (mod 3)}.

Si|Ag| > 1,]|A1] > 1y |Az]| > 1, tomando a € Ap, b € Ay y ¢ € As, tenemos que la
suma a + b + c es divisible por 3 que ademads es mayor o igual que 1 + 2 + 3y, por lo
tanto, no es primo.

Si existe 1 < ¢ < 3 tal que |A;| > 3, entonces tomando a, b, ¢ en A;, tenemos que
a + b+ ces divisible por 3 y mayor que 3.

En conclusion, n es a lo més 4 y es facil verificar que el conjunto A = {3,9,11,17}
satisface la condiciéon: 3 + 9 + 11 = 23,3+ 9+ 17 = 29,3 + 11 + 17 = 31,
9+ 11417 =37.

Problema 2. Una cuadricula de (2m — 1) x (2n — 1), conm > 4y n > 4, se cubre
con piezas de las siguientes formas:

Enlin e

donde cada cuadrito es de 1 x 1. Las piezas pueden ser rotadas y reflejadas, siempre y
cuando sus aristas sean paralelas a las de la cuadricula. Si las piezas deben cubrir toda
el drea de la cuadricula sin traslaparse, ;cudl es el minimo nimero de piezas necesarias
para lograr esto?

Solucién. Primero, veamos que se requieren al menos mn piezas. Para ello, etiquete-
mos cada cuadrado con la pareja (i,5),con1 < i < 2m—1y1 < j < 2n—1.
Ademds, pintemos el cuadrado (i, j) de azul cuando ¢ y j sean ambos impares.

1 3 2m —1




Problemas de Entrenamiento 41

Observemos que hay mn cuadritos azules, pero cada pieza alcanza a cubrir a lo mds
un cuadrito, asi que se requieren al menos mn piezas.

Veamos ahora que en efecto es posible cubrir cualquier cuadricula con mn piezas. Para
ello, separemos la cuadricula en un cuadrado de 7x 7, n —4 rectdngulos de (2m—1) x 2
y m — 4 rectdngulos de 2 X 7, como se muestra a continuacion.

2n —1

2m — 1

Notemos que, para k > 3, se puede cubrir cualquier rectdngulo de 2 x (2k — 1) con
k piezas usando dos del primer tipo y £ — 2 del segundo tipo, como se muestra a

continuacion.

2k -1

Cubriendo los rectdngulos de 2x 7 y los de (2m—1) x 2 de esta manera, se tiene cubierta
toda la cuadricula, excepto por el cuadradode 7x 7, con 4(m—4)+m(n—4) = mn—16
piezas, por lo que basta cubrir un cuadrado de 7 x 7 con 16 piezas. A continuacién se
muestra una forma de cubrir el cuadrado con 16 piezas, completando la solucién.

Problema 3. Determina todos los enteros positivos a, b, ¢, d y n tales que

a® + b’ + ¢ +d* =n".
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Solucion de Titu Zvonaru. Observemos primero que si > 0y m es un entero tal
que m > 2, entonces desarrollando el binomio de Newton, tenemos que

(z+1)™ > 2™ +ma™ !,
Luego, aplicando la desigualdad anterior con n > 3, obtenemos que
n* =n-n""1>3mn-1+1)""1>3n-1)""14+3(n-1)(n-1)""2=6(n—1)"""

Observemos ahora que cada uno de a, b, cy d es menor que n. En efecto, si a > n,
entonces a® > n® > n", lo cual implica que a® + Ptec+d>n"+1+14+1>n",
que es una contradiccién. Por lo tanto, a,b,c y d son menores que n y, como son
enteros, cada uno es menor o igual que n — 1. Esto implica que

n"=a4+ 0" +cf+d<4n—-1)""t<6(n—1)""1 <n",

lo que es una contradiccion. Esto muestra que la ecuacién no tiene soluciones si n > 3.
Ademis, es claro que n no puede ser igual a 1, ya que a, b, c y d son enteros mayores
o iguales que 1. Entonces, la tinica opcidn es n = 2, dando la tnica solucién a = b =
c=d=1.

Problema 4. Sean a # 0y b # —1 ntimeros reales. Si el polinomio 2% — ax? + bz — a
tiene tres raices reales positivas, determina el valor minimo del cociente

2a°® — 3ab + 3a
b+1 '

3

Solucién. Sean r1, 9 y 73 las raices del polinomio x> — az?+ bz — a. Por las férmulas

de Vieta, tenemos que

a =1Tirars, (14)
a=1r1+1re+73, (15)
b=riro +1rir3 + 1ror3. (16)

Como 11, 72 y 73 son positivos, también a y b son positivos. Por la desigualdad media
aritmética - media geométrica, tenemos que

T1—|—T2—|—T3

Ya = s < A2 = 2

esto es, 3/a < a, de donde se sigue que a > 3v/3, pues a > 0.
Ahora, por la desigualdad media aritmética - media cuadrética, tenemos que

T%—FT%—{-T% > L+ T2+ T3 _a
3 - 3 3’

esto es,
2

a
r$+r§+r§z? (17)
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De (15), (16) y (17) se sigue que:

2
a
a® = (ry +ro+1e)? =13 + 13+ 15+ 2(r1ry + 1173 4+ ror3) > Y + 2b,

por lo que a? > 3b. Més atin, a? +3 > 3(b+ 1).

3 2 2
Por otra parte, tenemos que 2“_&# =2a (“b:f) — 3a. Como % :13 > 3, obtene-

3 .
mos que 2"’&# > 6a — 3a = 3a > 9+/3. Finalmente, observemos que esta cota

se alcanza con a = 3v/3y b = 9, de donde 2% — az? + bx — a = (z — /3)? (esto es,

.. s, 3_
sus tres raices son reales positivas), por lo que el valor minimo de 2“&# es 9v/3.

Problema 5. Sea Z[z] el conjunto de polinomios en la variable x con coeficientes
enteros. Encuentra todas las funciones f : Z[x] — 7 tales que, para cada polinomio

p(z),
D fp(x) +1) = f(p(x)) + 1y,

2) si f(p(x)) # 0, entonces f(p(z)) divide a f(p(z)gq(z)) para todo polinomio g(z).

Solucién. Demostraremos primero que f(p(x) +n) = f(p(z)) + n para todo p(z) €
Z|z] y para todo entero n.

Procediendo por induccién, el caso base n = 1 se cumple por hipétesis. Supongamos
que f(p(z) + k) = f(p(x)) + k para algin k > 1. Como p(z) + k € Z[x], entonces,
por la condicién 1), tenemos que

fp(x) + (k+1)) = f((p(x) + k) + 1) = fp(z) + k) + 1.

Pero, por hipétesis de induccion, f(p(z) + k) = f(p(z)) + k, por lo que f(p(x) +
(k+1)) = f(p(x)) + k + 1, probando asi que f(p(z) +n) = f(p(x)) + n para todo
entero n > 0. Luego, para todo nimero natural n, nétese que, como p(z) — n € Z[z],
entonces f(p(z) —n) +n = f(p(x) —n+n) = f(p(z)), de donde se sigue que
f(p(x) —n) = f(p(x)) — n, probando asi que f(p(x) + n) = f(p(x)) + n para todo
entero n.

Seaa = f(x). Nétese que f no es una funcién constante, pues f(z + 1) = a + 1. Sea
b un entero diferente de a y sea p(z) € Z[x]. Como b es raiz de p(z) — p(b), entonces
p(z) — p(b) = (z — b)q(x) para algin ¢(x) € Z[z]. Mds adn, como p(a) — p(b) =
(a—b)q(a), entonces a—b | p(a)—p(b). Por otra parte, como f(z—b) # 0 (puesa # b),
por la condicién 2) tenemos que f(x — b) divide a f((x — b)q(z)) = f(p(z) — p(b)),
de donde se sigue que a — b | f(p(z)) — p(b). Como a — b divide a f(p(x)) — p(b) y
ap(a) — p(b), también divide a su diferencia, por lo que a — b | f(p(z)) — p(a) para
todo entero positivo b diferente de a, esto es, f(p(x)) — p(a) tiene una infinidad de
divisores, llegando asi a que f(p(x)) — p(a) = 0, por lo que las dnicas funciones que
satisfacen las condiciones del problema son las de la forma f(p(x)) = p(a), es decir,
la valuacién en = a entero.



44 Problemas de Entrenamiento

Problema 6. Sean ABC un tridngulo y M un punto en su interior tal que ZM AB =
10°, LM BA = 20°, ZMAC = 40° y ZMCA = 30°. Demuestra que el tridngulo
ABC es is6sceles.

Solucién de Titu Zvonaru. Sea o« = /M BC. Observemos que ZAMC = 110°
y ZAMB = 150°. Entonces, /BMC = 360° — (LAMC + ZAMB) = 100° y
ZMCB =180° - ZBMC — a = 80° — a.

Aplicando la forma trigonométrica del teorema de Ceva, obtenemos que
(sen 10°)(sen a)(sen 30°) = (sen40°)(sen 20°) sen(80° — «),

esto es,
(sen 10°)(sen o) = 2(sen 40°)(sen 20°) cos(a + 10°),
yaque sen30° = £ y senz = cos(90° — z).
Usando ahora la identidad trigonométrica 2 sen(25%) sen(£f%) = cosy — cosz, ob-
tenemos que
(sen10°)(sen o) = (cos20° — cos 60°) cos(a + 10°).

Multiplicando por 2 la igualdad anterior y usando que cos60° = %, obtenemos la
igualdad equivalente
2(sen 10°)(sen a) = 2(cos 20°) cos(a 4+ 10°) — 2(cos 60°) cos(a + 10°)
= 2(c0s20°) cos(a + 10°) — cos(a + 10°).

Usando ahora la identidad trigonométrica 2 cos(££%) cos(25%) = cosz + cosy, el

lado derecho de la igualdad anterior la podemos reescribir en la forma
cos(a + 30°) + cos(a — 10°) — cos(a + 10°)

y, usando las identidades para cos(x +y) y cos(z — y), el lado izquierdo de la igualdad
anterior, la podemos reescribir como cos(a — 10°) — cos(a + 10°).
Por lo tanto, tenemos que

cos(a — 10°) — cos(a + 10°) = cos(a + 30°) + cos(a — 10°) — cos(a + 10°),
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esto es, cos(a+30°) = 0. De aqui, se sigue que a« = 60° y, por consiguiente, /ZBC'A =
20° 4 30° = 10° +40° = LB AC, lo que significa que el tridngulo ABC es is6sceles.

Solucién alternativa de Titu Zvonaru. Sea O el circuncentro del tridngulo AMC.
Tenemos que ZAOM = 2/MCA = 60°y LCOM = 2/MAC = 80°. Luego,
LOAC = ZOCA = 20°, de donde LM AO = 40° 4 20° = 60°. Por lo tanto, el
tridngulo AM O es equildtero.

Ahora, como ZAM B = 150°, obtenemos que ZOM B = 360° — 60° — 150° = 150°.
Esto significa que los tridngulos AM B 'y OM B son congruentes por el criterio LAL,
por lo que ZMOB = 10°.

Ahora, ZAOB = ZAOM + ZMOB = 60° + 10° = 70°. En el tridngulo isésceles
OAC, OB es bisectriz del angulo ZAOC. Esto implica que OB es la mediatriz de AC
y, por lo tanto, el tridngulo ABC' es is6sceles con BA = BC.

Problema 7. Determina todas las funciones f : R — R tales que para cualesquiera
nimeros reales x, y,

1f(z) = fy)| < (z—y)*

Solucién de Titu Zvonaru. Sean = un nimero real y n un entero positivo. Observemos
que la diferencia f(x) — f(0), la podemos escribir en la forma

125041 ()5 (2o (5) s (2 oros (522,
Entonces, aplicando la desigualdad del tridngulo, obtenemos que
) - ()

- sor< 1 (2) 11+ 1 (2) 1)
+---+’f(x)—f(w)"

n
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Usando la hipétesis del problema, cada una de las diferencias que estan en los valores
absolutos es menor o igual que (%)2, por lo que

2

0< 1) - FO <n () =2

n n

Como esta desigualdad se cumple para todo entero n > 1, necesariamente debemos
tener que f(z) — f(0) = 0, esto es, f(z) = f(0), lo que significa que f es constante.

Problema 8. Sean A un nimero real no negativo y n un entero positivo, tales que
L)\nJrlJ7 L/\nJrQJ7 . L/\4nJv

son cuadrados perfectos. Demuestra que | A] es un cuadrado perfecto.
(Nota: | 2| denota el mayor entero que es menor o igual que z).

Solucién. Comenzaremos demostrando el siguiente lema.

Lema. Si p es un ndmero real no negativo tal que | x| es cuadrado perfecto, entonces

Demostracion. Como |pu| < p < |p] + 1y p > 0, tenemos que
[u)? < p® < (lu) +1)%
También tenemos que

L] < p? < [W?)+ 1

Demostraremos que |1 |? < |u?]. Supongamos, por contradiccion, que |p? | < [u]?.

Entonces, |12 ] < |p]? — 1 (pues |12 y [14]? son enteros) y, por consiguiente,
T+ (2] < |p)? <@ < [W?]+1,

lo que es un absurdo. Por lo tanto, | x|? < |p?].
Por otro lado, como [ 12| < pu? y0 < pu < |p] + 1, tenemos que

(2] < p® < ([p) +1)%
En conclusién, tenemos que
lu)? < 2] < ([u) +1)%

Como | 12| es un cuadrado (por hipétesis) y | 1|2, (| 1] +1)? son cuadrados de enteros
consecutivos, necesariamente | |2 = | u?], que es lo que querfamos probar. O

Demostraremos el problema por induccidn fuerte en n. Para el caso n = 1, supongamos
que [A?], |[A3] y | \*] son cuadrados perfectos. Por dos aplicaciones del lema anterior,
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obtenemos que [\2] = |A|?y [\*| = | \2]? = |A\|*. Expandiendo la tltima igualdad,
usando que A = |A] + {A}, con 0 < {A} < 1 la parte fraccional, tenemos que

LA+ 4LAP{AY + 62 + 4 + (] = [
lo cual implica que
AP H6N D AN D+ {0 < L

Si |A] = 0, terminamos. En caso contrario, comparando término a término, obtenemos
que
I 3NN+ AP 0 < 1,

por lo que
(X% = [[AJ B3I} + 3[R + {AF?] = [A)%

Por ser esto un cuadrado perfecto, también ha de serlo | \].
Supongamos cierto el resultado para algin enteron > 1y que

L/\nJera L)\n+3J, . L)\4n+4J

son cuadrados.

Dado que [ A?"F2 |, | \37F3 | y | \4"+4] son cuadrados perfectos, la hipétesis de induc-
cién implica que | A" | también lo es. En particular, | A" 1], [A"T2] ... [\*"] son
cuadrados perfectos y, por la hipétesis de induccidn, | A| también lo es.

Problema 9. Pinocho y Gepetto toman turnos quitando piedras de un montén de n,
empezando por Pinocho. El juego tiene las siguientes reglas:

a) Si queda una sola piedra, el jugador en turno puede quitarla.

b) Si queda mas de una piedra, el jugador en turno solo puede quitar a lo mas la mitad
de las piedras del montén.

c) A partir del segundo turno, si el jugador anterior quité k piedras, el jugador en turno
debe quitar un nimero de piedras primo relativo con k.

Gana quien quite la tltima piedra. Determina el mayor valor de n < 50 tal que Gepetto
tiene estrategia ganadora.

Solucién. Diremos que un nimero n es “ganador” si, al empezar el juego con es-
te nimero de piedras, Pinocho tiene estrategia ganadora. Reciprocamente, un nimero
que no es ganador se llama “perdedor”. Queremos encontrar el mayor entero n < 50
perdedor.

Si n es perdedor y un jugador puede dejar n piedras tras su turno, entonces este jugador
puede garantizar la victoria. La razén de esto es que el siguiente jugador tendrd un sub-
conjunto de las jugadas que tendria de empezar con esta cantidad de piedras, las cuales
no son suficientes para garantizar la victoria. En particular, si n es perdedor, entonces
los nimeros n + 1,n + 2, ..., 2n son todos ganadores.



48 Problemas de Entrenamiento

Ademds, si n es perdedor y n + 1 es primo, entonces 2n + 1 también es perdedor, pues
no importa qué cantidad k de piedras quite Pinocho, Gepetto puede quitar (n + 1) — k
piedras y dejar a Pinocho con n.

El nimero 1 es ganador, por lo que el 2 es perdedor. Como 2 + 1 es primo, entonces 5
también es perdedor. A continuacién, haremos un andlisis de casos para demostrar que
el nimero 12 es perdedor.

Empezando con 12 piedras, si Pinocho quita & > 2 piedras, Gepetto puede quitar 7 — k
y dejarlo con 5, una cantidad perdedora. Si Pinocho quita una piedra, Gepetto puede
responder quitando 4, dejando 7. Pinocho solo podra quitar 1 piedra o 3.

= En el primer caso, Gepetto responde quitando 2 piedras, dejando 4. Pinocho
tendrd que quitar 1 y Gepetto podra quitar otra, dejando 2 piedras, una cantidad
perdedora.

= En el segundo caso, Gepetto responde quitando 2 piedras, dejando 2, una canti-
dad perdedora.

Como 12 + 1 es primo, se sigue que el 25 es perdedor, mientras que los nimeros del
26 al 50 son ganadores, dindonos una respuesta de 25.

Problema 10. Determina todas las parejas de enteros positivos (a, b) tales que

a® 4+ b3 = a® + 42ab + V.

Solucién. Sea d el méximo comtuin divisor de a y b, esto es, a = dz, b = dy con z,y
primos relativos. Cancelando d? de ambos lados y factorizando la suma de cubos, la
ecuacion se convierte en

d(z + y)(2? — 2y + y?) = 2 + 422y + >
Como z + y divide al lado derecho, entonces
z+y| (22 + 422y + ) — (z +y)* = 40zy.

Como z,y son primos relativos, entonces x + y no comparte factores ni con z ni con
y, asf que = + y | 40. Ademds, como z2 — xy + y? divide al lado derecho, entonces

z? — zy + 1> | (172 + 42xy + y2) - (:c2 —xy+ y2) = 43xy.

De nuevo como z, i son primos relativos, z? — xy + y? no comparte factores ni con
ni con y, asi que 2% — xy + y? | 43.

Como 22 —zy+1y? = (z—y)?+xy es un entero positivo y 43 es primo, necesariamente
ha de ser igual a 1 o a 43. Solo puede ser igual a 1 cuando xy = 1, lo cual implica que
x = 1, y = 1. Sustituyendo en la ecuacién inicial, obtenemos d = 22, de donde
(a,b) = (22,22) es una solucién.

Supongamos entonces que x2 — zy + y? = 43. Como esto es igual a (z + y)? — 3zy,
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tenemos que x + y > 7, pues de otra forma el valor seria a lo mds 36. Ademads, por la
desigualdad MA-MG,

x+y)2: (z+y)*

xz—xy+y2:(x+y)2—3xy2(I+y)2—3( 5 1

Por lo tanto,  + y < 13. Como = + y | 40, esto deja solo los casos z +y = 8y
z+y = 10.

En el primer caso, obtenemos z? — (8 — x) + (8 — z)? = 43. Resolviendo la cuadrati-
ca obtenemos que * = 1 o x = 7. Despejando para b y luego para d, obtenemos las
soluciones (a,b) = (1,7) y (a,b) = (7,1).

En el segundo caso, obtenemos 22 — z(10 — z) + (10 — z)? = 43. Esta ecuacién
cuadrdtica no tiene soluciones enteras, por lo que ya hemos encontrado todas las solu-
ciones.



Examen Final Estatal de la 372
OMM

A continuacién presentamos los problemas y soluciones del examen final estatal de la
37% OMM propuesto por el Comité Organizador.

Primer dia

Problema 1. Probar que los niimeros enteros del 1 al 19 se pueden separar en tres
conjuntos de tal manera que en ninguno de los tres conjuntos haya 3 elementos cuya
suma sea multiplo de 4, pero que esto no se puede hacer con los nimeros del 1 al 20.

Problema 2. En el tridngulo rectingulo ABC' (con dngulo recto en A), el circulo ins-

crito toca al lado AB en Py al lado AC en Q. Si % = %, (cudnto vale %?

C

P B

Problema 3. Hay 10 casitas numeradas del 0 al 10 en forma circular alrededor de un
lago. En cada casita vive una rana exactamente. La rana Mariana vive en la casa 0.
Quiere visitar a todas sus amigas, una vez a cada una y, finalmente, regresar a su casa.
Para pasar de una casa a otra debe ir, ya sea a la casa que estd al lado (en cualquier
sentido) o a la casa opuesta, es decir, a la casa a 5 casas de distancia. Por ejemplo, si
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estd en la casa 3, puede ir a cualquiera de las tres casas 4, 2 u 8 que no haya visitado
todavia (y solo a ellas). ;Cudntos recorridos distintos puede hacer?

Segundo dia

Problema 4. Encontrar todas las soluciones (p, ¢, ) de la ecuacién
13p + 7rq + q = 4pq,

si p, ¢ y r deben ser nimeros primos (positivos).

Problema 5. En la figura se muestra un hexagono ABC DEF con sus vértices en un
circulo. Se sabe ademds que AB y ED son paralelas y también son paralelas AF'y
CD. Probar que F'E y BC son paralelas.

A B

Problema 6. El cuadrado de 4 x 4 que se muestra abajo a la izquierda se debe partir en
8 rectdngulos. Los rectdngulos deben tener sus lados sobre las lineas de la cuadricula'y
ademds sus lados verticales deben tener medida 1. Las dos figuras a la derecha muestran
dos posibilidades. ;Cudntas posibilidades hay en total?
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Soluciones del Examen Final Estatal de la 372 OMM

Problema 1. En la divisién por 4, entre los nimeros del 1 al 19 hay cuatro que dejan
residuo 0 y hay cinco que dejan cada uno de los residuos 1, 2 y 3. Podemos poner todos
los que dejan residuo 2 en un conjunto: {2, 6, 10, 14, 18}, poner dos de los niimeros que
dejan residuo 0 junto con los que dejan residuo 1 en otro conjunto: {4,8,1,5,9,13,17}
y, los otros dos niimeros que dejan residuo 0 los ponemos junto con los que dejan
residuo 3 en un tercer conjunto: {12,16,3,7,11,15,19}.

Ahora, supongamos que si se pueden separar los nimeros del 1 al 20 en tres conjuntos
de tal manera que en ninguno de los tres conjuntos haya 3 elementos cuya suma sea
multiplo de 4 y consideremos una tal separacion. En la division por 4, entre los nimeros
del 1 al 20 hay cinco que dejan cada uno uno de los residuos 0, 1, 2 y 3. Ninguno
de los conjuntos puede tener 3 nimeros con residuo 0, de manera que cada uno de
los conjuntos tiene al menos un elemento con residuo 0. Por otro lado, alguno de los
conjuntos debe tener dos elementos con residuo 2; esos dos elementos junto con uno
de residuo 0 del mismo conjunto suman un miltiplo de 4, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, no existe tal separacion.

Problema 2. Sea R el punto de tangencia de BC con el circulo inscrito. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que AP = 1. Entonces, PB = 2. Tenemos que AP = PQ,
BP = BRy (CQ = CR. Six = C(Q, entonces por el teorema de Pitdgoras, tenemos
que (1+2)?+(1+2)? = (z+2)?, estoes, 2% + 22+ 1+ 9 = 22 + 4z + 4, de donde
2z =6y, porlotanto,z =3y A9 _ 1

Q¢ =3
C
X
T
R
2
1

Problema 3. Supongamos que las casas estdn en los vértices de un poligono regular
de 10 lados. Llamemos aristas a cada una de las lineas que unen un vértice con otro
al que puede pasar directamente, es decir, a los lados del poligono y a las diagonales
que van de un vértice al vértice opuesto. En cada vértice hay 3 aristas, de las cuales
un camino usa exactamente 2. Fijémonos en las posibilidades de eleccién de las dos
aristas que se usan a partir de la casa de Mariana (sin considerar el sentido). Tenemos,
esencialmente, dos posibilidades: la primera es que se usen los que unen 0 con los dos
lados del poligono y, la otra posibilidad, es que se use la arista que une 0 con 5 vy,
supongamos, 0 con 1 (el caso de 0 con 5 y 0 con 9 serd andlogo).

Caso A. Si se usan los caminos que unen 0 con 1 y con 9, entonces la arista de 0 a 5 no
se usa, de manera que deben usarse las aristas que unen 5 con 4 y con 6.
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Otra vez aqui hay dos posibilidades, segtin si se usa la arista que une 1 con 6 o la arista
que une 1 con 2.

Caso Al. Si se usa la arista que une 1 con 6, entonces no se usa la arista entre 1 y 2, ni
tampoco la que une 6 con 7, asi que se usa la diagonal entre 2 y 7, y también la arista
entre 7'y 8y, la arista entre 2 y 3. Ademds, notamos que si se usara la diagonal entre 4
y 9, el recorrido se cerraria antes de visitar todas las casas (pues serfa0 —1 —6 — 5 —
4 — 9 — 0 o en el otro sentido). Las aristas usadas se muestran en la siguiente figura.

Caso A2. Cuando se usa la arista entre 1 y 2. Como no se usa la diagonal entre 1 y 6, se
deben usar las aristas entre 6 y sus dos vecinos. Aqui tenemos dos posibilidades, que
se use la diagonal entre 2 y 7 0 que no. La ramificacién en este caso se muestra en la

figura.
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Caso B. Se usa la diagonal entre 0 y 5 y, supongamos, la arista entre 0 y 1. Nuevamente
aqui tenemos dos posibilidades para la otra arista de 5: que sea la que va a 4 o la que
vaa6.

Caso B1. Se usa la arista entre 5 y 4. Como antes, completamos el camino y queda
como se ve en la figura.

o

Caso B2. Se usa la arista entre 5 y 6. Entonces, 4 estd unido con 3 y con 9, 5 estd unido
con 6y, 9 estd unido con 8. La ramificacién es como se muestra en la figura de abajo,
notando la imposibilidad de que se use la arista entre 2 y 7 (pues el camino se cerraria
antes de recorrer todas las casas).

En total, el nimero de caminos en forma de rehilete son4:0—1—-6—-7—-2—-3 -8 —
9-4-5-0,0-9-4—-3—-8—-7—2—-1—6—5—0y susinversos. El nlimero de
caminos en forma de abanico es 10; se pueden contar viendo cudles de las aristas entre
dos casas vecinas no se usan y considerando que hay 2 sentidos (los no usados pueden
ser0—1,1—-2,2—3,3 —4y4 —5). Hay 2 caminos que no usan diagonales.

Por lo tanto, el total de recorridos es 4 + 10 + 2 = 16.

Problema 4. La ecuacién se puede reescribir como 13p = ¢(4p — 7r — 1), lo que
implica que ¢ divide a 13p. Como ¢ es primo, o bien ¢ divide a 13 y, por consiguiente,
q = 13, o bien, ¢ divide a p y, por consiguiente, ¢ = p.
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Si ¢ = 13, laecuacién se simplificaap = 4p—Tr—1, que es equivalentea 3p = 7r+1.
Si r es impar, entonces 3p es par y, por lo tanto, p = 2, ya que el tinico primo par es 2.
Luego, tenemos que 6 = 7r + 1, de donde 7r = 5, lo cual no es posible. Por lo tanto,
T s par, esto es, 7 = 2y, tenemos que, 3p = 15, de donde p = 5. Por lo tanto, en este
caso, tenemos la solucién (p, q,r) = (5, 13, 2).

Si p = g, entonces la ecuacion se simplifica a 13 = 4p — 7r — 1, que es equivalente
a7r = 4p — 14. Como 4p — 14 es par, necesariamente r es par y, como es primo, la
unica opcién es 7 = 2. Entonces, tenemos que 28 = 4p, de donde p = 7. Por lo tanto,
en este caso, tenemos la solucién (p, ¢, ) = (7,7,2).

Problema 5. Tracemos las diagonales AD, BE y C'F. Observemos que Z/BED =
/BAD = ZADE. La primera igualdad es porque abarcan el mismo arco en el circulo
y, la segunda, es por ser dngulos internos entre paralelas. Sea a el valor comtn de estos
angulos.

De manera andloga tenemos que ZADC = LAFC = ZFCD. Sea b el valor comtin
de estos dngulos. Sean ¢ = ZCFE y d = ZFEB. Por abarcar el mismo arco, tam-
bién tenemos que d = ZF'C B. Ahora, en el cuadrilitero ciclico CDEF, los angulos
opuestos internos suman 180°, asi que tenemos a + b+ c = 180° =a +d + by, por
consiguiente, ¢ = d. Luego, C'F' es una transversal entre las rectas F'/E'y BC'y, como
los d4ngulos internos son iguales, se sigue que son paralelas.

Como AB'y ED son paralelas, tenemos que ZABE = /BED, esto es,
AF + FE = BC + CD. (18)
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Andlogamente, como AF'y C'D son paralelas, tenemos que ZADC = ZF AD, lo cual
implica que

AB+ BC =FE + ED. (19)

Sumamos las relaciones (18) y (19), obtenemos que
AF + FE+ AB+BC =BC +CD + FE + ED,

de donde se sigue que

FA+ AB=CD+ DE.
Esto implica que ZFCE = ZEFC'y, por lo tanto, BC'y F'E son paralelas.
Problema 6. Trabajemos primero por franjas horizontales (hay 4). En cada una puede
haber entre 1 y 4 rectdngulos. Solo hay una forma en que sean 4 rectdngulos y también
solo hay una forma en que sea un solo rectdngulo. Sin embargo, hay 3 formas en que
la franja horizontal quede partida en 2 rectdngulos (escogiendo la linea vertical que los
separa) y también 3 formas en que la franja se parta en 3 rectangulos (escogiendo las 2
lineas verticales que los separan).

Como hay 4 franjas horizontales, debemos ver las posibilidades de sumar 8 con 4
numeros entre 1 y 4. Las posibilidades son:

4424141, 34+3+14+1,34+2+2+1,24+2+2+2.

En la primera forma hay que escoger la franja en la que aparecen 4 rectdngulos (puede
escogerse de 4 formas) y luego la franja que determina 2 rectangulos (se puede escoger
de 3 formas). Combinando esto, tenemos que las posibilidades en este caso son

4-3-3=36.

Hacemos lo mismo para la segunda forma: Hay (3) = 6 formas de elegir las 2 franjas

que quedan partidas en 3 rectdngulos, y en cada una de ellas hay 3 formas de escoger
cOmo se parten. Asi, en este caso las posibilidades son

6-3-3 =54

Anélogamente, para la tercera forma las posibilidades son

4-<g>~3~3-3_324.

Para la cuarta forma, las posibilidades son
3-3-3-3 =281
Ahora sumamos todos los casos para obtener la respuesta del problema:

36 + 54 + 324 4 81 = 495.



22 Olimpiada Mexicana
Femenil de Matematicas
Concurso Nacional

La Comisién de Igualdad, Diversidad y Prevencién de la Violencia de la Olimpiada
Mexicana de Matemadticas en conjunto con el Comité Organizador de la Olimpiada
Mexicana de Matemadticas, organizaron el Segundo Concurso Nacional Femenil de la
Olimpiada Mexicana de Matematicas, el cual se realiz6 del 8 al 15 de junio de 2023,
teniendo como sedes: Oaxtepec del 8 al 11 de junio, y la Ciudad de México, del 12 al
15 de junio.

Los exdmenes se llevaron a cabo los dias 9, 10y 11 de junio. Se aplicaron dos exdmenes
individuales y un examen por equipos. La competencia se dividié en dos niveles:

= Nivel I: Tercero de secundaria y primer afio de bachillerato.

= Nivel II: Ultimos dos afios de bachillerato.

Participaron 30 estados de la Repiiblica Mexicana, con un total de 162 concursantes,
30 lideres y 34 tutores. Para el examen por equipos, participaron 49 equipos, de los
cuales 45 equipos estuvieron conformados por 3 integrantes y 4 equipos estuvieron
conformados por 2 integrantes, todos en niveles diferentes.

Cabe destacar la participacién mayoritaria de mujeres en las labores académicas de es-
ta olimpiada. Por ejemplo, de las 29 personas que integraron el tribunal de evaluacion,
todas fueron mujeres que se relacionan con las matematicas en sus estudios o su pro-
fesion. En la elaboracion de los exdmenes colaboraron 8 académicas provenientes de
distintas regiones del pais. De los 30 lideres, 17 fueron mujeres, mientras que de los 34
tutores, 19 fueron mujeres.

Esta olimpiada surge como un esfuerzo temporal que ayude al balance de género dentro
de la Olimpiada Mexicana de Matemadticas (OMM) y que deje de realizarse una vez que
se logre este objetivo.

A continuacidn listamos los nombres de las alumnas ganadoras de medalla de oro en
la prueba individual en ambos niveles de la competencia. Las ganadoras de medalla de



58 Concurso Nacional, 22 OMFM

oro en el Nivel I, integran la preseleccion nacional para la Olimpiada Femenil Paname-
ricana de Matemadticas (PAGMO, por sus siglas en inglés).

Nivel I
Nombre Estado
Andrea Sarahi Cascante Duarte Morelos
Angela Maria Flores Ruiz Sinaloa
Perla Vivian Cabrera Contreras San Luis Potos{
Catherine Gonzilez Diaz Guerrero
Eunice Delgado Vazquez Chihuahua
Camila Campos Judrez Sinaloa
Sofia Constanza Santisteban Davila | Quintana Roo
Alejandra Munoz Espin Morelos

Nivel IT
Nombre Estado
Isabela Loredo Carbajal Tamaulipas
Brenda Camila Trejo Rodriguez | Morelos
Ana Camila Cuevas Gonzélez Tamaulipas
Natalia Malpica Blackaller Ciudad de México
Maria Fernanda Lépez Tuyub Yucatdn
Valeria Yhelenna Oviedo Valle | Morelos
Claudia Iztel Pérez Lara Hidalgo
Aylin Ximena Ocampo Vera Guerrero

En la prueba por equipos, hubieron dos equipos ganadores de medalla de oro. Un equi-
po del Estado de Morelos, el cual estuvo integrado por Alejandra Mufoz Espin, Valeria
Yhelena Oviedo Valle y Ashley Morales Baltazar. El otro equipo ganador de medalla
de oro fue del Estado de Sinaloa, el cual estuvo integrado por Angela Marfa Flores
Ruiz y Maria Fernanda Montoya Lépez.

Al valorar el desempefio general por estados, el primer lugar lo obtuvo el Estado de
Morelos, el segundo lugar lo obtuvo la Ciudad de México y el tercer lugar el Estado de
Sinaloa.

A continuacion presentamos los problemas y soluciones del Concurso Nacional de la
2% Olimpiada Mexicana Femenil de Matemadticas. La prueba individual en cada nivel
consta de dos exdmenes con 3 problemas cada uno, para resolver en dos sesiones de 4.5
horas cada una. El examen por equipos consta también de 3 problemas para resolver
en un maximo de 4.5 horas.
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Prueba Individual

Primer dia

Problema 1. (Nivel I) Gabriela encontré una enciclopedia de 2023 paginas, numeradas
del 1 al 2023. Not6 que las paginas cuyo nimero estd formado tunicamente por digitos
pares tienen una marca azul. También noté que cada tres pdginas hay una marca roja,
y que la primera marca roja estd en la pagina 2. ;Cudntas pdginas de la enciclopedia
estdn marcadas con ambos colores?

Solucién. Para que las numeraciones de las paginas cumplan con la regla de la marca-
cién azul, deben estar conformados tinicamente por los digitos 0, 2, 4, 6, 8. Analizando
las paginas marcadas con color rojo, 2,5,8,11,14, ..., notamos que corresponden a
los nimeros de pagina justo antes de un multiplo de 3. Por el criterio de divisibilidad
del 3, la suma de las cifras de los nimeros que buscamos es un niimero justo antes de
un miultiplo de 3 y, ademas, es par, pues son niimeros formados tinicamente por digitos
pares.

Continuamos nuestra biisqueda dividiendo en casos:

a) El digito de las unidades de millar es 0. Por mucho podemos obtener una suma
igual a 24 (con la pagina 888). Para encontrar las paginas con ambas marcaciones,
consideramos entonces aquellas que tienen solamente digitos pares, donde la suma
de sus cifras sea 2, 8, 14 o 20, una unidad antes de los multiplos de 3 impares
menores que 24. Las combinaciones de posibles valores son:

2=2+40+0,
8=8+4+0+0=44+440=44+2+2=6+2+0,

14=8+6+0=8+4+2=6+6+2=6+4+4,

20=8+8+4=8+6+6.

Debemos contar los acomodos que se forman con cada terna. Tenemos que los
conjuntos que se forman con dos digitos iguales y uno diferente, tienen 3 acomodos
diferentes y, en los que los 3 digitos son diferentes, tienen 6. Entonces, la cuenta
queda de la siguiente manera:

2,0,0 — 002, 020, 200,
8,0,0 — 008, 080, 800,
4,4,0 — 044,404, 440,
4,2,2 — 224,242,422,
6,2,0 — 026,062, 206, 260, 602, 620,
8,6,0 — 068,086, 608, 680, 806, 860,
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8,4,2 — 248,284, 428, 482, 824, 842,
6,6,2 — 266,626, 662,
6,4,4 — 446,464, 644,
8,8, 4 — 488,848, 884,
8,6,6 — 668, 636, 866.

b) El digito de las unidades de millar es 2. Es facil notar que la numeracién de la
pagina debe comenzar por 200 o 202 y, que debe agregarse un cuarto digito al final.
Notamos que los tinicos nimeros que cumplen con lo requerido son los nimeros de
paginas 2000 y 2006.

Sumando todas las cuentas de nimeros que encontramos obtenemos
343+3+34+6+64+6+3+3+3+3+2=44

pdginas con marca azul y roja.

Segunda solucién. Pensemos en que para armar nuestros nimeros es necesario elegir
sus digitos de entre el siguiente conjunto {0, 2,4, 6, 8}, pero ademds el nimero final
debe tener residuo 2 cuando se le divide entre 3, es decir, debe ser congruente con 2
mdbdulo 3. Podemos lograrlo haciendo que la suma de las congruencias de las cifras uti-
lizadas para formar el niimero sea congruente con 2 médulo 3. Escribamos el conjunto
de los digitos elegibles de acuerdo con sus congruencias médulo 3.

0,2,4,6,8 — {0,2,1,0,2}.

De una cifra. Hay dos paginas marcadas con rojo y azul, las paginas 2y 8.

De dos cifras. Si el digito de las unidades es 0 o 6 tenemos dos opciones para completar
(2u 8); sies2u 8 setiene una opcién para completar (6); si es 4 se tiene una sola opcién
para completar (4). Por lo tanto, hay 7 ndmeros: 20, 80, 26, 86,62, 68, 44.

De tres cifras. Tenemos tres casos: tomar cero, uno o dos digitos congruentes con 2
modulo 3.

= Hay cero niimeros congruentes con 2 médulo 3. Solamente puede conseguirse si
se toman dos nimeros congruentes con 1 médulo 3 y un niimero congruente con
0 médulo 3, para lo cual hay tres acomodos posibles: 011,101, 110. Solo el 4 es
congruente con 1 y la cifra congruente con 0 puede elegirse de dos formas (0 o
6). Tenemos seis niimeros, pero 0 no puede ir al inicio. Por lo que quedan cinco
nimeros: 440, 404, 644, 464, 446.

= Hay un nimero congruente con 2 médulo 3. Solamente puede conseguirse to-
mando dos niimeros congruentes con 0 médulo 3, ademds del congruente con
2 médulo 3, para lo cual hay tres acomodos posibles: 002, 020, 200. Hay dos
maneras de elegir un nimero congruente con 2 (2 u 8) y dos formas de ele-
gir ndmeros congruentes con 0 (0 o 6). Elegir el primer niimero puede hacer-
se de tres maneras (2, 6 u 8). Si el primer nimero es 6, hay cuatro formas
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de elegir a los dos nimeros que faltan y hay dos formas de elegir cémo or-
ganizar a cada uno: 602, 620, 608, 680, 662, 626, 668, 686. Si el primer nimero
es 2 u 8, solo hay cuatro combinaciones posibles para los otros dos nimeros:
200, 206, 260, 266, 800, 806, 860, 866.

Desde otro punto de vista, hay 2 - 2 - 2 - 3 = 24 niimeros posibles, pero en ocho
de ellos el 0 aparece al inicio, quedando asi los 16 que se encontraron.

= Hay dos niimeros congruentes con 2 médulo 3. Esto solo puede conseguirse
agregando un nimero congruente con 1 médulo 3, para lo cual hay tres acomodos
posibles: 122,212, 221. Como solo el 4 es congruente con 1, entonces solo es
necesario considerar que los congruentes con 2 pueden elegirse de dos formas (2
0 8). Lo cualnosda4-3 = 12 nlimeros: 422, 428, 482, 488, 242, 248, 842, 848,
224, 284, 824, 884.

Ahora solamente falta considerar a los nimeros entre 2000 y 2023 que cumplen las
condiciones, dado que los niimeros entre 1000 y 1999 siempre tienen al menos un
digito impar. Vemos que solamente cumplen las condiciones 2000 y 2006. En total,
tenemos 2 4+ 7 + 5 + 16 + 12 + 2 = 44 péginas marcadas con ambos colores.

Problema 2. (Niveles I y II) Matilda dibuja 12 cuadrilateros. El primer cuadrildtero
que dibuja es un rectangulo de lados enteros y 7 veces mds ancho que alto. Cada vez
que termina de dibujar un cuadrildtero, une los puntos medios de cada pareja de lados
consecutivos con segmentos de recta para asi obtener el siguiente cuadrildtero. Se sabe
que el dltimo cuadrildtero que dibuja Matilda es el primero en tener drea menor que 1.
(Cudl es el drea mdxima posible del primer cuadrildtero?

Nota: La figura anterior muestra los primeros dos cuadrildteros que dibuja Matilda.

Solucion. Denotemos por Area(C) al drea del cuadrilatero C'y, por C1,Cs, ..., C12,
alos 12 cuadriléteros en el orden en que los dibuja Matilda.

a) Primero veamos que al tomar los puntos medios de los lados, el drea del cuadrildtero
C; es siempre la mitad del drea del cuadrilatero C;_1, esto es,

. A i
Area(C;) = %.

Sean A, B, C'y D los vértices del cuadrilatero C;_; y, sean E, F, G 'y H, los puntos
medios de los lados AB, BC, CD y DA, respectivamente. Entonces, F, F, Gy H
son los vértices del cuadrilatero C;. Sea O la interseccion de las diagonales BD y
AC.

Como H es punto medio de AD y E es punto medio de AB, los segmentos HE'y
DB son paralelos. Ademds, la altura desde A a H E' es igual a la distancia (perpen-
dicular) entre HE'y D B. Luego, Area(AHE) = Area(OHE).
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Andlogamente, obtenemos que
Area(BEF) = Area(OEF),
Area(CFG) = Area(OFG),
Area(DGH) = Area(OGH).

Por lo tanto, el drea del cuadrilatero EF G H es la mitad del darea del cuadrildtero
ABCD.

b) Utilizando lo anterior repetidamentey el hecho de que Area(Cl) = 7n2 obtenemos
que Area(C1o) = Ar%@ = 211 <1y Area(Cyy) = ArL(Ocl) 1 2> 1. Luego,

1024 210 211 2048
122 < — =" <n?< - ="—<18%
< —snt< = — < 8
Es decir, los valores posibles de n son 13,14,15,16y 17.

Por lo tanto, el 4rea mdxima posible del primer cuadrilétero es 7 - 172 = 2023.

Segunda solucion. Los cuadrildteros de Matilda se alternan entre rectdngulos y rom-
bos. Veamos que en cada paso, se reduce el area del cuadridtero a la mitad. Para esto
es suficiente demostrar que si ¢ es impar y R es el drea del rectangulo C;, entonces el
rombo (1 tiene drea % y el rectangulo C; o tiene drea %

Dividiendo los lados del rectangulo C;, podemos dividir a C; en 16 rectangulos con-
gruentes (como se muestra en la siguiente figura) y, por lo tanto, de drea 15 cada uno.

Como utilizamos puntos medios para obtener los siguientes cuadrildteros, los vértices
del rombo C; 1, y del rectangulo C; o coinciden con vértices de estos 16 rectangulos.
Los lados del rombo C}; ; dividen 8 de estos rectangulos a la mitad, creando tridngulos
de area ﬁ El rombo Ci+1 queda dividido en 8 tridngulos de area 35 cada uno y 4
rectangulos de drea 15 cada uno. Por lo tanto,

R R

Area(CiH) =8- @ +4- 6

3

»blbo
|
SR
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C;
R/16
Civ2
R/32 o
El rectangulo C; 2 queda dividido en 4 rectangulos de area % cada uno. Por lo tanto,

p R R

Area(Ciy2) =4 — = —.

rea(Cis2) 16 4

El resto de esta solucién es igual a la segunda parte de la primera solucién.

Problema 3. (Niveles I y IT) Un pais llamado Maxico tiene dos islas, la isla Mayor y la
isla Menor. La isla Mayor esta compuesta por k£ > 3 estados, con exactamente n > 3
ciudades cada uno, de manera que tiene kn ciudades en total. La isla Menor tiene solo
un estado, el cual tiene 31 ciudades. Dos aerolineas de alto renombre, Aeropapantla y
Aerocenzontle, ofrecen vuelos alrededor de Maxico. Aeropapantla ofrece vuelos direc-
tos desde cualquier ciudad hasta cualquier otra ciudad de México. Aerocenzontle s6lo
ofrece vuelos directos desde cualquier ciudad de la isla Mayor hasta cualquier otra ciu-
dad de la isla Mayor.

Cada aerolinea calcula qué porcentaje de sus propios vuelos directos conectan dos ciu-
dades que se encuentran en el mismo estado. Asi, se calcularon dos porcentajes en
total, uno por cada aerolinea. Si sabemos que ambas aerolineas obtuvieron el mismo
porcentaje, ;cudl es el menor nimero de ciudades que puede haber en la isla Mayor?

Solucién. Aeropapantla ofrece un total de (kn + 31)(kn + 30) vuelos directos, de los
cuales kn(n — 1) 4+ 31 - 30 son entre ciudades del mismo estado. Aerocenzontle ofrece
un total de kn(kn — 1) vuelos directos, de los cuales kn(n — 1) son entre ciudades
del mismo estado. Como sabemos que los porcentajes de vuelos directos que conectan
ciudades del mismo estado son iguales para las dos aerolineas, tenemos que

kn(n—1)+31-30  kn(n-—1)
(kn +30)(kn130)  Fn(kn—1)’

esto es,
kn(kn — 1) (lm(n —1)+31- 30) = kn(n — 1)(kn + 31)(kn + 30).
Sea N = nk el numero de ciudades en la isla Mayor. Entonces,
(N-1)(N(n—1)431-30)=(n—1)(N + 31)(N + 30).
Expandiendo y agrupando por potencias de N, obtenemos que

N2(n—1)+ N(930 —n+1) — 930 = N2(n — 1) + 61N(n — 1) + 930(n — 1),
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de donde, N (992 — 62n) = 930n.

Sustityuendo N = kn y dividiendo por 62, tenemos que k(16 — n) = 15, lo cual
implica que % es un divisor positivo de 15. Como £ > 3, hay dos opciones: k = 5 o
k =15.Sik = b5,entoncesn = 13y N = 65.Si k = 15, entoncesn = 15y N = 225.
Por lo tanto, el menor nimero de ciudades que puede haber en la isla Mayor es 65.

Problema 4. (Nivel II) Se tiene una funcién g tal que para todo entero n:

1 sin>1,

g(n) =
0 sin<0.

También se tiene una funcién f que cumple lo siguiente para todos los enteros n > 0
ym >0: f(0,m) =0y

fn+1,m) = (1= g(m) + g(m) - gm =1 = fn,m))) (1+ f(n,m) ).

Encuentra todas las posibles funciones f que cumplen estas condiciones. Es decir,
encuentra todas las asignaciones f(m,n) que cumplen las propiedades de arriba para
todos los enteros n > 0y m > 0.

Solucion. Demostraremos que la funcién f satisface f(n,0) = n cuandom = 0y es
la funcién residuo cuando m > 0, esto es, es la funcién que nos da el residuo de dividir
el primer argumento por el segundo.

Primero demostraremos que f(n,0) = n para todo entero n > 0.

Por la definicion de f, tenemos que

a) £(0,0)=0.

b) f(n + 170) = [1 —g(O) +g(0) 'g(_l - f(n,O))] [1 +f(n50)] =1+ f(n,O),
para todo n > 0.

Por lo tanto, por induccién podemos ver que f(n + 1,0) = 1 4+ n, si f(n,0) = n.
Ahora demostraremos que f(n,1) = 0 para todo entero n > 0. Comenzando con
f(0,1) = 0y notando que, si f(n,1) = 0, entonces por induccién obtenemos que

fin+1,1) =1 —g(1) +9(1) - g(=f(n, )] - 1+ f(n,1)]
(=f(n, 1)) - [1 + f(n,1)]
(

Por iltimo, demostraremos que f(n,m) = r, donde 0 < r < m — 1 cumple que m
divide a n — r, para todo n > 0 entero y m > 2 entero.

Como g(m) = 1, param > 2, tenemos que la expresién f(n + 1, m) se simplifica de
la siguiente manera:

o+ 1m) = g(m — 1= f(n,m)) - [L+ f(n.m)].



Concurso Nacional, 22 OMFM 65

Entonces,

f(O,m):O,
f(m) =g(m —1—=f(0,m))-[1+ f(0,m)] = g(m—1) =1,
f(2,m)=g(m—1—f(1,m))-[1+ f(1,m)] =

fm=1,m)=g(1)- 1+ f(m—=2,m)]=1-[1+m—-2]=m—1,
fm,m)=g0)- 1+ f(m—-1,m)]=0-[1+m—1] =

Como la condicién de f que da el valor de f(n + 1,m) es una férmula recursiva que
solo depende de f(n,m), podemos argumentar que se ha formado un ciclo de tamafio
m. Esto ocurre, por ejemplo, de la siguiente manera

fn+Ekm,m)= f(n,m) = fn+14+km,m)=f(n+1,m).

Concluimos entonces que f(r + km,m) = f(r,m) paratodo 0 < r < m — 1y, por lo
tanto, f es la funcién residuo siempre que m > 0.

Segunda solucién. Demostraremos que la funcién f estd definida por

n sim =0,

f(n,m) =

r sim >0,

donde 7 es el residuo de dividir n entre m.

Formalmente, r es definido utilizando el algoritmo de la divisioén: existen enteros uni-
cosgyrtalesquen =mqg+7ry0 <7 < m.Nota: Es comiin escribir 7 = n méd m.
La demostracién es por induccion sobre n (para todo m > 0). La base de induccién
es equivalente a la condicién f(0,m) = 0 dada en el problema, pues f(0,0) = 0y el
residuo de dividir 0 entre cualquier m > 0 es 0. Para el paso inductivo, supongamos
que el resultado es cierto para alguna n > 0 y escribimos n = mq + r para enteros q y
0<r<m.

= Sim = 0 entonces
f(n+1,0) = [1—g(0)+g(0)g(—=1—f(n,0))]-[1+f(n,0)] = 1+ f(n,0) = n+1.
= Sim > 0, entonces

fn+1,m)=[1-g(m)+g(m)g(m —1- f(n,m)]-[1+ f(n,m)]
0 sir=m —1,
=gm—-1-7r)-(r+1)=
r+1 si0<r<m-—2.

Lo que obtuvimos arriba es igual al residuo de dividir n + 1 entre m pues
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= el residuo de dividir n+1 entre mes 0 si r = m—1, porque n+1 = m(g+1)+0;

» elresiduode dividirn+1lentremes0 < r+1 < msiempreque 0 < r < m—2,
porquen + 1 =mqg+ (r+1).

Esto concluye la demostracion.
Segundo dia

Problema 5. (Nivel I) Mia tiene 2 palitos verdes de 3 cm cada uno, 2 palitos azules
de 4 cm cada uno y 2 palitos rojos de 5 cm cada uno. Mia quiere formar un tridngulo
utilizando los 6 palitos como su perimetro, todos a la vez y sin encimarlos, doblarlos o
romperlos. ;Cudntos tridngulos no congruentes puede formar?

Nota: Dos tridngulos son congruentes si sus lados correspondientes tienen las mismas
medidas. No importa el orden en que los palitos se usen para formar los lados, solo la
medida de los lados formados.

Solucién. Se pueden formar 10 tridngulos no congruentes. Sea 7" uno de los tridngulos
y supongamos que tiene lados de longitudes a, by ¢, tales que 3 < a < b < c. El
perimetrode T'esa+b+c=3+3+4+4+ 5+ 5 = 24. También sabemos que los
lados satisfacen la desigualdad del tridngulo, a + b > ¢, por lo que el lado més largo
satisface 8 = 24 < ¢ < 2 = 12. Como los lados tienen longitudes enteras, se sigue
que ¢ € {8,9, 10 11}

Las ternas de enteros (a, b, ¢) que satisfacen todas estas condiciones son:

(8,8,8),(6,9,9),(7,8,9), (4,10,10), (5,9, 10), (6,8,10), (7,7,10), (3, 10, 11),

(4,9,11),(5,8,11), (6,7, 11).

Todas son realizables como tridngulos usando los 6 palitos excepto la terna (6,7,11),
pues el lado de longitud 6 necesita utilizar los dos palitos verdes pero entonces el lado
de longitud 7 ya no se puede formar. Las otras 10 ternas se realizan asi:

@88) (3+5,3+5,44+4),  (6,9,9)=(3+3,4+5,4+5),

(7,8,9) = (3+4,34+5,4+5),  (4,10,10) = (4,3+4+4,5+5),
@91@ (5,4+5,3+34+4),  (6,810)=(3+3,4+4,5+5),
(7,7,10) = (3+4,3+4,5+5),  (3,10,11) = (3,54 5,3+ 4+ 4),
(4,9,11) = (4,44+5,3+3+5),  (5,8,11)=(5,3+5,3+4+4).

Segunda solucion. Como en la primera solucion, tenemos que el perimetro del tridngu-
lo es 24, lo cual implica que cada lado tiene longitu a lo més 11. Luego, cada lado utiliza
a lo mas 3 palitos y, por lo que tenemos dos posibilidades.

a) Los tres lados ulilizan un nimero diferente de palitos: 1, 2,y 3.

b) Cada lado utiliza 2 palitos.



Concurso Nacional, 22 OMFM 67

a) El lado formado por los 3 palitos solo puede ser de longitud 10 = 3 +3 4+ 4y
11 =34+ 3 4+ 5 = 3 4 4 + 4. Esto genera las ternas

(3+3+4,4+5,5) = (10,9,5),
(3+3+4,5+5,4) = (10,10,4),
(3+3+5,4+5,4) = (11,9,4),
(3+3+5,4+4,5)=(3+4+4,3+5,5)=(11,8,5)
(3+4+4,5+5,3) = (10,10,3).

Estas 5 ternas cumplen la desigualdad del tridngulo, por lo que generan 5 triangulos
no congruentes.

b) Las ternas que podemos formar que corresponden a tridngulos con 2 palitos por
lado son:

(5+5,4+4,3+3) = (10,8,6),
(5+5,4+3,443) = (10,7,7),
(5+4,5+4,343) = (9,9,6),
(5+3,5+3,444) = (8,8,8),
(5+4,5+3,443) = (9,8,7).

Estas 5 ternas cumplen la desigualdad del tridngulo, por lo que generan 5 tridngulos
no congruentes.

Por lo tanto, en total hay 10 tridngulos no congruentes.

Tercera soluciéon. Podemos dibujar un diagrama de posibilidades, generado por las
formas de colocar a los palitos rojos. Como las ternas satisfacen la desigualdad del
tridngulo, no puede haber dos lados de longitud 5 cada uno. Mds aun, si 2 palitos rojos
son parte del mismo lado, entonces ya no hay mds palitos en ese lado. Los lados que se
pueden formar utilizando al menos un palito rojo son: 5+5 = 10,5,54+4 = 9,543 =8
y 5+ 3+ 3 = 11. Las 10 ternas que generan tridngulos no congruentes se muestran a
continuacién, donde utilizamos 55, 5, 54, 53 y 533 para denotar estos lados.

55 5,54 5,53 5,533 54,64 54,563 54,533 53,53

X | | = | | | | |

4433 43,43 4334 4433 433 443 44 33 43 4 44

Problema 6. (Niveles I y II) Alka encuentra escrito en un pizarrén un nimero n que
termina en 5. Realiza una secuencia de operaciones con el nimero en el pizarrén. En
cada paso, decide realizar una de las dos operaciones siguientes:

1) Borrar el niimero escrito m y escribir su cubo m?.

2) Borrar el nimero escrito m y escribir el producto 2023m.
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Alka realiza cada operacién un nimero par de veces en algin orden al menos una
vez, y obtiene finalmente el nimero . Si la cifra de las decenas de r es un niimero
impar, encuentra todos los valores posibles que la cifra de las decenas de n® pudo
haber tenido.

Solucién. Empezamos por demostrar que si m termina en 5, entonces m?> y 2023m
ambos terminan en 5. En efecto, supongamos que m es un nimero que termina en 5,
esto es, m = 10k + 5 para algin entero k. Mds atn, la paridad de la cifra de las decenas
de m es precisamente la paridad de k. Demostraremos que la paridad de la cifra de las
decenas se mantiene al realizar la operacién 1) y cambia al realizar la operacién 2).

a) Aplicando la operacién 1) a m tenemos que

(10k + 5) = 1000k + 3 - 100k? - 5 + 3 - 10k - 25 + 125
= 100(10k® + 15k% 4 7k + 1) + 10(5k + 2) + 5.

Entonces, la cifra de las decenas de m? es 5k + 2 (mod 10), el cual es igual a 2
(par) si k es par e igual a 7 (impar) si k es impar.

b) Aplicando la operacion 2) a m tenemos que

2023(10k + 5) = 20230k + 10115 = 100(202k + 101) + 10(3k + 1) + 5.

Entonces, la cifra de las decenas de 2023m es 3k + 1 (mod 10), el cual es igual a
1,7,3,905 (impar) si k es par y termina en 0, 2,4, 6 u 8 respectivamente, e igual a
4,0,6,2u 8 (par) si k es impar y terminaen 1,3,5,7 o 9 respectivamente.

Como Alka realizé cada operacién un nimero par de veces, la paridad de la cifra de
las decenas fue cambiada un par de veces, volviendo a la paridad de la cifra de las
decenas del nimero que Alka encontrd escrito inicialmente en el pizarrén. Luego, tanto
el ndmero resultante como n, tienen como cifra de las decenas a un niimero impar.
Habiamos visto anteriormente que la cifra de las decenas de n> es igual a 7 si n termina
en 5 y su cifra de las decenas es impar. Por lo tanto, concluimos que la cifra de las
decenas de n3 es 7.

Problema 7. (Niveles I y II) Supongamos que a y b son niimeros reales tales que
0<a<b<1. Sean

1 1 1 1 1 1
r= — — 5 = _—— z = _
Vb Vb+a Y —a e Y Vb—a Vb
Muestra que x, y y z quedan siempre ordenados de menor a mayor de la misma manera,
independientemente de la eleccién de a y b. Encuentra dicho orden entre x, y y z.

Solucion. Demostraremos que z < z < y. Para esto, es suficiente demostrar que < z
yque z < y.
Por la desigualdad MA-MG, tenemos que

1 1 1 1
- + > .
2(\/b+a \/b—a) T Vb2 —a?
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Por otro lado, como b? — a? < b2, resulta que ﬁ > 1y, por consiguiente,

bt

|

gl\?
Sl-

Por lo tanto,

Para demostrar que z < y, tenemos que 0 < 1 —vVb <1 —+vb—ayb>b—a > 0.
Por lo tanto,

1-vb 1-vb—a
< )
b b—a
que es equivalente a
1 1 < 1 1
b \/5 b—a Vb — a'
Reacomodando los términos, obtenemos que
1 1 1 1

z

Jo—a Vb b—a b 7

Otra forma de demostrar que z < y. Como 0 < a < b < 1, resulta que vb —a <

Vb < 1,locualimplicaqueﬁ > 1yﬁ > 1.Luego,\/ﬁ+ﬁ > 2> 1y, por

lo tanto,

1 1 < ( 1 1 ) ( 1 n 1 ) 1 1

z = _—— _— _— = —_—_ = .

b—a vb \vh-a o/ \Vi-—a V&) b-a b VY
Problema 8. (Nivel II) Se tienen 9 palitos de madera: 3 azules de longitud a cada uno,
3 rojos de longitud r cada uno y 3 verdes de longitud v cada uno, tales que es posible
formar un tridngulo 7' con palitos de colores todos distintos. Dana puede formar dos
arreglos, comenzando con 7'y utilizando los otros seis palitos para prolongar los lados
de T, como se muestra en la figura. De esta manera, se pueden formar dos hexdgonos

cuyos vértices son los extremos de dichos seis palitos. Demuestra que ambos hexdgo-
nos tienen la misma 4rea.
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Nota: La figura de arriba solo indica la configuracién que forma Dana, no el tamafio
exacto de los palitos. Se podrian formar mas arreglos distintos con los palitos, pero solo
consideramos los dos que muestra la figura.

Solucién. Sea ¢ el drea del tridngulo 7. Mostraremos que el drea de ambos hexdgonos
es

h:t((a+r+v)(a2+r2+v2) +4).

abc
Para determinar / usaremos la siguiente observacién: Supongamos que los puntos
A, B, D son colineales y los puntos A, C, E son colineales, de tal forma que ZBAC'y
ZFEAD son exactmanente el mismo o son opuestos por el vértice A.

Entonces, los tridngulos ABC'y ADFE satisfacen que

Area(ABC)  3sen(ZBAC)(AB - AC) _AB-AC

Area(ADE)  isen(/EAD)(AD-AE) AD-AE’

Si el tridngulo ADE es el formado por los tres palitos diferentes, entonces

AD-AE)

Area(ADE) =1 <m

Utilizamos esta observacién con los pares de tridngulos opuestos por cada vértice del

tridngulo 7" del centro. Por ejemplo, el drea de la regiéon sombreada de la siguiente
rv+(r+a)(v+a) a4 (r4v)?

figuraesigualat- >

el segundo hexdgono.

Haciendo esto para cada vértice de 7' y sumando, contamos el drea de T tres veces,
y todas las otras regiones de los hexdgonos exactamente una vez. Por esto mismo,
restamos ¢ dos veces a nuestra suma para obtener el area total de cada hexdgono. De
este modo, para el primer hexdgono el drea se calcula como

en el primer hexdgono y, es igual a ¢ - ,en

t<rv+(r+a)(v+a)+va+(v+r)(a+r) +ar+(a+v)(r—|—v) _2)

rv va ar

:t<3a7’v—|—(a2+7’2—|—v2)(a—|—r+v) +1) :t((az—i—rz—i—vz)(a—l—r—i—v) +4>'
arv arv
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y, para el segundo hexdgono, el 4rea es

t<a2+(r+v)2 +r2+(v+a)2+v2+(a+r)2 _2)
U va ar

2.2, .2 2, .2, ,2
:t<(a +r¢ 4o )(a+r+v)+3arv+1):t((a +7rt 4o )(a+r+v)+4).

arv arv

Por lo tanto, el drea de ambos hexdgonos es

2, .2 2
h:t<(a +ri+v)(a+r+v) +4)'
arv

Segunda solucién. Dividamos cada uno de los hexagonos en cuatro regiones como se
muestra en la figura, donde una de ellas es el tridngulo 7.

Para calcular el drea de cada regién, utilizaremos la siguiente observacién: Si dos
tridngulos comparten una altura, entonces la razon de sus dreas es igual a la razon
de sus bases correspondientes. Por ejemplo, como los tridngulo ABC'y ACD en la
siguiente figura comparten la altura vertical de longitud h, tenemos que

Area(ABC) BC-h/2 BC

Z

Area(ACD) CD-h/2  CD’
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B C D

Empecemos con una de las regiones del primer hexdgono mostrada en la siguiente
figura junto con el tridngulo T (izquierda). La region estd subdividida en 3 subregiones
de 4reas m, p y ¢. Como en la primera solucidn, ¢ denota el area del tridngulo 7.

Emonces’%:%’L;:%y#:%porloquep:%y
a v v v (r+v+a)
m+p+q=p-—+p+p-—+t-—=t+t-———=.

v r r arv

arv

2
De forma simétrica, las otras dos regiones tienen dreas iguales a t + ¢ (M) y

t+t (W) . Junto con el tridngulo 7', el 4rea total del primer hexdgono es igual
a

v2(r+v+a) N r(r+v+a) N a2(7°+v+a))
arv arv arv

h1=4t—|—t(

(az—l—rz—l—vz)(a—l-r—l—v)).

:t<4+
arv

Abhora, nos fijamos en una regién del segundo hexdgono junto con el tridngulo 7'y la
subdividimos en 3 regiones de dreas z, y y z, como se muestra en la figura anterior

(derecha). En este caso tenemos que % =r,4=1Ty yit = Z,porloquey = % y
T a a r2 T a 3 4+ r2v 4+ a?v
r4+y+z=y —+yty —+t-— =t —+t-—Ft4+t-— =t4+t- — .
v r r av a r arv

v3 +'U2a+7‘2a )

De forma simétrica, las otras dos regiones tienen dreas iguales a ¢t + ¢ ( —

yt+t (%) Junto con el tridngulo T', el area total del segundo hexdgono es
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igual a

7’3+7’20+a2v i v3+v2a—|—1"2a i v3+v2a—|—1"2a)

ho =4t +t (
arv arv arv

(a® +r? +112)(a—|—7°+v))
arv '

=t(at

Concluimos, notando que h; = ho, esto es, los dos hexdgonos tienen la misma area.

Prueba por Equipos, Niveles I y 1T

Problema 1. Sea ABC un tridngulo isésceles con AB = AC'y, sean D y E, puntos
sobre los segmentos AB y BC, respectivamente, tales que las rectas DE y AC son
paralelas. Se considera el punto F' sobre la prolongacién de D E de maneraque CADF
sea un paralelogramo. Si O es el circuncentro del tridngulo BDE, demuestra que los
puntos O, F, Ay D estdn sobre una misma circunferencia.

Solucién. Primero notemos que el tridngulo EF'C' es semejante al tridngulo BAC'y,
por lo tanto, es isdsceles, lo cual podemos ver por el criterio AA. Entonces, utilizando
el paralelogramo C ADF'y este tridngulo isdsceles tenemos que DA = CF = EF.

Como O es el circuncentro del tridngulo BD E, tenemos que OD = OFE. También, por
ser O circuncentro del tridngulo isésceles BDE, tenemos que ZODB = ZODE, lo
cual es igual a ZOED. Por lo tanto, por ser angulos suplementarios correspondientes,
tenemos que ZODA = ZOEF. Por el criterio LAL y las tres observaciones ante-
riores, tenemos que los tridngulos ODA y OEF' son semejantes. Luego, los angulos
correspondiente ZDAO y ZEFO = ZDFO son iguales. Por lo tanto, por dngulos
inscritos, concluimos que OD AF es un cuadrildtero ciclico.

Segunda solucién. Como CADF es un paralelogramo y el tridngulo ABC es isGsce-
les, tenemos que los tridngulos BDE' y EFC son isésceles con ED = DBy FE =
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FC = DA. Esto implica que AD - AB = FFE - F'D, esto es, las potencias de los
puntos A y F con respecto al circuncirculo del tridngulo BDFE son iguales y, por lo
tanto, AO = FO. Luego, por el criterio LLL, los tridngulos ODA y OEF son seme-
jantes, de donde se sigue que ZDAO = ZEFO y, por consiguiente, ODAF es un
cuadrilatero ciclico.

Problema 2. En la ciudad de Las Cobayas las casas estan distribuidas formando un
arreglo rectangular de 3 filas y n > 2 columnas, como ilustra la figura. Mich planea
mudarse ahi y quiere recorrer la ciudad para visitar algunas de las casas, de modo que
visite al menos una casa de cada columna y no visite una misma casa mds de una
vez. En su recorrido, Mich puede moverse entre casas adyacentes; es decir, después
de visitar una casa, puede continuar su recorrido visitando alguna de las casas vecinas
al norte, sur, este u oeste, que son maximo cuatro. La figura ejemplifica una posicién
de Mich (circulo) y las casas hacia las cuales puede moverse (tridngulos). Sea f(n) la
cantidad de formas en que Mich puede hacer su recorrido iniciando en una casa de la
primera columna y terminando en una casa de la dltima columna. Demuestra que f(n)
es impar.

Norte

RSN
oeste [QHA] [ ] [ ][] Bste
Al L] [0

n

Sur

Solucién. Utilizando la simetria de la ciudad, podemos asignar a cada camino, el ca-
mino que resulta al reflejar por la fila de en medio. Es decir, los pasos se reflejan de la
siguiente manera:

= Ir de la fila de arriba a la de en medio se ve reflejado como ir de la fila de abajo
ala de en medio y viceversa.

= Ir de la fila de en medio a la de arriba se ve reflejado como ir de la fila de en
medio a la de abajo y viceversa.

= Moverse horizontalmente en la fila de arriba se ve como el mismo movimiento
pero en la fila de abajo y viceversa.

= Moverse horizontalmente en la fila de en medio se ve igual reflejado.

Esto da una biyeccién del conjunto de caminos a si mismo, donde el reflejado del
reflejado da el camino original, por lo que la paridad de la cantidad de caminos, es la
cantidad de caminos que son puntos fijos, es decir que son su mismo reflejado. Para ser
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su mismo reflejado, el camino debe iniciar en la fila de en medio (de lo contrario tiene
distinto punto de inicio que su reflejado) y a partir de ahf solo puede ir hacia la derecha,
ya que la primera vez que vaya hacia arriba este movimiento se reflejaria hacia abajo
(siendo distinto) y vivecersa. Como hay exactamente un camino que cumple esto, que
es ir desde la casa de en medio en la primera columna hacia la derecha hasta la dltima
columna y ahi terminar, entonces la paridad es 1, que es impar.

Segunda solucion. Usaremos induccién. Sea P(k) el hecho de que f(n) y la cantidad
de caminos que inician en la fila de en medio y cuyos primeros k movimientos son ir a
la derecha tienen la misma paridad. Primero probamos P(0).

Consideramos un camino que cumple las condiciones y lo reflejamos como en la pri-
mera solucién. Si el camino original inicia en la esquina superior izquierda, el reflejado
inicia en la esquina inferior izquierda. De esta manera obtenemos una biyeccion entre
los caminos que inician en la esquina superior izquierda y los caminos que inician en
la esquina inferior izquierda, por lo que la paridad de f(n) es igual a la paridad de la
cantidad de caminos que inician en la fila de en medio. Asi, P(0) queda demostrado.
Ahora, demostraremos que P (k) implica P(k + 1) siempre que k < n — 2. Asumimos
que la paridad f(n) es la del nimero de caminos que inician en la fila de en medio y
cuyos primeros £ movimientos son a la derecha. Consideremos uno de dichos caminos
y el momento en el que se han realizado los primeros £ < n — 2 pasos. Hay 3 posibili-
dades para el siguiente: ir a la derecha, hacia arriba, o hacia abajo.

Si se va hacia arriba, sigue ir a la derecha y lo que queda es el andlogo a un camino que
inicia en la esquina superior izquierda de un rectingulo con n — k + 1 columnas, pues
no se puede regresar a columnas anteriores y ya se pasé por dos casillas de la columna
k-ésima (de izquierda a derecha). Regresar a dicha columna implica pasar por la tnica
casilla restante y ya no seria posible llegar a la n-ésima columna sin pasar dos veces
por una misma casa.

Si se va hacia abajo, el paso siguiente es a la derecha y el resto del camino es andlo-
g0 a uno que inicia en la esquina superior izquierda en un rectangulo con n — k + 1
columnas. Como estamos contando la misma cantidad de caminos que cuando se va
arriba primero (por reflexiéon, nuevamente), la suma de lo que contamos en estos dos
primeros casos es par. Por lo tanto f(n), la cantidad de caminos que comienzan en el
centro y con k movimientos a la derecha y la cantidad de caminos que comienzan en el
centro y con k + 1 movimientos a la derecha, tienen todos la misma paridad, es decir
P(k + 1) queda demostrado.

Se concluye con induccién que P(n — 1), es decir que f(n) tiene la misma paridad
que la cantidad de caminos que inician en la fila de en medio y dan los primeros n — 1
pasos a la derecha, los cuales son 3, que es impar.

Problema 3. Encuentra todas las ternas (a, b, ¢) de nimeros reales todos distintos de
cero que satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

a4+ b%c? = 16a,
b + 2a® = 16,
¢ + a®b? = 16¢.
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Solucién. Es fécil ver que a, b y ¢ son positivos. Por ejemplo, de la primera ecuacién
tenemos que a = 1z (a* + b%c?) > 0 ya que by c son distintos de cero. De manera
andloga, usando la segunda y la tercera ecuacion del sistema, obtenemos que b > 0y
¢ > 0. Como las ecuaciones del sistema son simétricas, basta considerar los siguientes
tres casos.

1) a = b = c. En este caso, el sistema de ecuaciones se reduce a 2a* = 16a, que
es equivalente a la ecuacién a® = 8, ya que a # 0. Entonces, tenemos la tinica
soluciona =b =c = 2.

2) a = b # c. En este caso, el sistema de ecuaciones se convierte en
a* + a%c? = 16a,
A+ a* = 16¢.

Restando estas ecuaciones, obtenemos que (a? — ¢?)c? = 16(a — ¢). Como a # c,
resulta que (a+c)c? = ac’+¢3 = 16, lo cual implica que ac®+¢* = 16¢ = c*+a*.
Simplificando, obtenemos que ac® = a*, de donde, ¢3 = a3, esto es, a = ¢, lo que
es una contradiccidn. Por lo tanto, no hay soluciones en este caso.

3) Los tres nimeros a, b y ¢ son distintos. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que a < b < c. Restando la segunda ecuacion de la primera, obtenemos que

(a+b)(a® +b* — c*) = 16.
Restando ahora la tercera ecuacién de la segunda, obtenemos que
(b+c)(b* + ¢* — a?) = 16.

ComoO<a+b<c+byl<a?+b>—c2<b®+c?2—a’(puesO<a<b<ec),
se sigue que

16 = (a +b)(a® +b* — c*) < (b+c)(b* + ¢ — a®) = 16,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto, no hay soluciones en este caso.

Concluimos que la tinica solucién del sistema de ecuaciones es (a, b, ¢) = (2,2, 2).
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La Competencia Internacional de Matemadticas del afio 2023 (BIMC 2023), se llevé a
cabo de forma virtual del 1 al 7 de julio de 2023 y fue organizada por Bulgaria. En esta
ocasién, México participé con dos equipos de Primaria y dos equipos de Secundaria,
obteniendo una medalla de plata, 4 medallas de bronce y 6 menciones honorificas, en
las pruebas individuales. En las pruebas por equipos, se obtuvo una medalla de bronce.
En la BIMC 2023, participaron 336 competidores en nivel primaria y 320 en nivel
secundaria, provenientes de 31 paises. La mayor parte de los paises que participaron,
fueron del sudeste asidtico (China, Corea del Sur, Tailandia, Taiwdn, Vietnam, Hong
Kong, entre otros). Los dnicos paises de América que participaron este afio fuerom
Bolivia, Estados Unidos, México y Peru.

La prueba individual del nivel elemental, consiste de 15 preguntas en el que se requiere
que las respuestas sean solo nimeros (nada de andar tratando de explicar o poner ano-
taciones). Son 90 minutos, cada problema vale 10 puntos y no hay puntos parciales.
La mayoria de los problemas son retadores pero no exageradamente complicados; este
tipo de problemas normalmente requieren algin pequefio truco, teoremita o simple-
mente mucha rapidez para hacer cuentas.

Las reglas de la prueba por equipos son las mismas tanto para el nivel elemental (Pri-
maria) como para el nivel Secundaria. En ambos casos, los equipos estdn formados por
4 integrantes (del mismo pais) y empiezan la prueba juntos. Reciben 8 problemas, cada
uno impreso en una hoja individual. Empieza a correr el tiempo y tienen 10 minutos
para hablar y decidir quién resolverd cudl problema, sin hacer anotaciones de ningun ti-
po; cada integrante debe tener al menos un problema, los problemas impares requieren
solo respuesta mientras que los problemas pares requieren solucién y si pueden recibir
puntos parciales. Terminados esos 10 minutos, cada integrante del equipo debe traba-
jar de manera individual durante 35 minutos para resolver los problemas que eligio.
Al concluir esos 35 minutos, deben entregar sus hojas y vuelven a juntarse. Reciben 2
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problemas mds y tienen 25 minutos para resolverlos trabajando en equipo. La prueba
completa dura 70 minutos.

En la Competencia Internacional de Matematicas (IMC) se premia Oro, Plata, Bronce
y Mencién Honorifica en proporcién 1:2:3:4. A diferencia de otros paises participantes
como India, Irdn o Estados Unidos, México realiza un largo proceso selectivo, en bus-
ca de mejores resultados. Desde que un participante presenta su primer examen en su
estado hasta que presenta el examen de la IMC, pueden pasar hasta dos afios. Los estu-
diantes mexicanos que participaron en esta IMC, se seleccionaron de las preselecciones
del Concurso Nacional de la 6* OMMESB realizada en el mes de junio de 2022.

Los resultados individuales de los equipos de Primaria en la BIMC 2023 fueron los
siguientes.

Nombre Estado Distincion Equipo
Juan Carlos Barragdn Dominguez | Veracruz Participacién A
Fernando Gael Martin Barajas Ciudad de México | Participacién A
Samuel Ramirez Venegas Jalisco Participacién A
Elisa Maria Villareal Corona Ciudad de México | M. Honorifica A
Axel Ahtziri Ibanez Chivez Zacatecas Participacién B
Ignacio Ostos Aponte Nuevo Leén M. Honorifica B
Sebastidn Preciado Molina Sonora M. Honorifica B
Niza Daniela Sierra Jasso Coahuila M. Honorifica B

Los resultados individuales de los equipos de Secundaria en la BIMC 2023 fueron los
siguientes.

Nombre Estado Distincion Equipo
Emiliano Herndndez Barranco | Morelos Bronce A
Takumi Higashida Martinez Ciudad de México | Participacién A
Rodrigo Saldivar Mauricio Zacatecas M. Honorifica A
Luis Veudi Vivas Pérez Quintana Roo Plata A
Javier Caram Quirds Ciudad de México | Bronce B
Andrea Sarahi Cascante Duarte | Morelos Bronce B
Woojoong Kwon Ciudad de México | Bronce B
Leonardo Melgar Rubi Morelos M. Honorifica B

En la prueba por equipos, el equipo B de Secundaria obtuvo medalla de bronce. Las
medallas por equipos se otorgan a los mejores puntajes obtenidos en la prueba por
equipos.

Los profesores que participaron como lideres y colideres de cada equipo fueron: César
Guadarrama Uribe (lider del Equipo A y colider del Equipo B de Primaria), José Eduar-
do Cézares Tapia (lider del Equipo B y colider del Equipo A de Primaria), Viole-
ta Hernandez Palacios (lider del Equipo A y colider del Equipo B de Secundaria) y
Leonardo Mikel Cervantes Mateos (lider del Equipo B y colider del Equipo A de Se-
cundaria). Los traductores de los exdmenes fueron Jordi Andrés Martinez Alvarez (en
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Primaria) y Héctor Flores Cantd (en Secundaria). El coordinador de México fue Hugo
Villanueva Méndez.

A continuacién presentamos los problemas y las soluciones de la prueba individual y
de la prueba por equipos en el nivel elemental (Primaria) de la IMC del afio 2023.

Examen Individual, Nivel Elemental (Primaria)

Problema 1. ;Cuadl es el area, en cm?, de la figura sombreada (en forma de toro) for-
mada por seis arcos idénticos (llamados a, b, ¢, d, e, f) y quince segmentos, dado que
la longitud del lado de cada cuadrito es 1 cm y cada uno de los seis arcos estdn en
rectangulosde 1 x 3ode 3 x 1?

Problema 2. Treinta estudiantes de cinco grupos en una escuela, deciden unirse a la
iniciativa “Dona un libro” y trajeron un total de 40 libros para la biblioteca. Estudian-
tes del mismo grupo trajeron la misma cantidad de libros y, estudiantes de diferentes
grupos, trajeron una cantidad diferente de libros. Si cada estudiante don6 al menos un
libro, ;cudntos estudiantes donaron exactamente un libro?

Problema 3. El producto de cinco enteros positivos consecutivos es 120 veces mayor
que ABABAB, donde A y B son digitos diferentes de cero. ;Cudl es el mds grande
de esos cinco nimeros?

Problema 4. Un cuadrado perfecto es el cuadrado de algtin entero. ; Cudntos enteros del
1 al 2023 no son cuadrados perfectos, pero todos sus digitos son cuadrados perfectos?

Problema 5. El Sr. Sun estaba viajando en un autobus viejo, que se movia a veloci-
dad constante en una carretera, en la que estdn colocados marcadores que muestran la
distancia recorrida desde el punto de inicio. En la figura se muestran dos ejemplos de
dichos marcadores.

KM KM
3 152
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Justo antes de quedarse dormido, vio que el autobus estaba pasando un marcador de
kilémetros con un nimero de dos digitos. Después de exactamente una hora, el Sr. Sun
abri6 los ojos y vio que el autobus estaba pasando un marcador de kilémetros de tres
digitos y, recordd, que: el primer digito era igual al segundo digito del nimero que
vio antes de quedarse dormido, el segundo digito del nimero de tres digitos era 0 y,
el tercer digito del nimero de tres digitos, era igual al primer digito del nimero que
vio antes de quedarse dormido. El Sr. Sun volvié a dormir por exactamente dos horas
y, al despertar, vio que el autobus estaba pasando un marcador de kilémetros con un
nimero que era casi idéntico al segundo que vio, salvo que el segundo digito habia sido
reemplazado por otro digito. ;Cudl era la velocidad, en km/h, del autobts?

Problema 6. ;Cudl es la suma de todos los nimeros de cuatro digitos abcd, con a # 0,
tales que abed +a + b+ ¢+ d = 20237

Problema 7. Alex tiene una hoja larga de papel de 6 cm de ancho y 94 cm de largo.
El quiere cortar tantos rectdngulos como sea posible de esta hoja de tal forma que cada
rectangulo tenga lados cuyas longitudes sean nimeros enteros y su perimetro sea 20
cm. /Cudl es el mayor nimero de rectangulos que puede obtener?

Problema 8. Allen, Bob y Cindy viajan en un camino circular y empiezan a caminar
desde la misma ubicacién al mismo tiempo. Bob camina en sentido horario, mien-
tras que Cindy y Allen caminan en sentido anti-horario. Todos caminan a velocidad
constante. Después de un tiempo, Bob se encuentra con Cindy por primera vez. Tres
minutos después, Bob se encuentra con Allen. Finalmente, otros 14 minutos después,
Bob se encuentra con Cindy por segunda vez. Sabemos que la velocidad de Cindy es %
de la velocidad de Bob y que el camino circular mide 2023 metros. ;Cudntos minutos
después de que Bob se encuentra con Cindy por primera vez, se encontrard Bob con
Allen por segunda vez?

Problema 9. Dos cuerdas perpendiculares en un circulo, AB y CD, se intersecan en
un punto F, como se muestra en la figura. Si AE = 28 cm, EB =84 cmy CFE = 42
cm, /cudl es el drea, en cm?, del circulo? (Utiliza la aproximaciéon m = 2—72).

D

C

Problema 10. La figura mostrada es el mapa de todas las carreteras de una ciudad.
(Cudl es la distancia mds corta de A a B, en km, viajando solo a través de estas carre-
teras?
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Problema 11. Cada pasajero en un tren tiene un boleto. Los boletos estdn enumerados
con ndmeros de seis digitos, iniciando por alglin nimero mayor o igual que 100000. Se
sabe que la cantidad de pasajeros cuyos boletos tienen un nimero que termina en 23, es
Wlfs de la cantidad total de pasajeros. ;Cudl es la mayor cantidad posible de pasajeros
en el tren?

Problema 12. Se tiene una sucesion de enteros positivos. El primer término de la su-
cesion es 1, el segundo término es 2, el tercero es 3 y, el cuadrado de cada niimero,
iniciando por el segundo, es igual a la suma de sus términos vecinos. Por ejemplo, para
el segundo nimero, tenemos que 22 = 1+ 3. ;Cudl es el residuo cuando el 2023-ésimo
término se divide por 11?

Problema 13. Sea ABC'D un cuadrado, tal que el punto F se encuentra en la prolon-
gacién de C'B, de forma que /BAFE = 30° y, el punto G, se encuentra en AD de
forma que ZBC'G = 60°, como se muestra en la figura. Si el area del tridngulo CGF'
es x y el drea del tridngulo BE'F es y, determina el valor de la razén z : y.

D G A

Problema 14. Cada celda de una cuadricula de 100 x 100 se pinta con uno de 20
colores. Una celda se dice solitaria si su color es diferente del color de cada otra celda
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en la misma fila y es diferente del color de cada otra celda en la misma columna. ;Cudl
es la mayor cantidad posible de celdas solitarias en la cuadricula?

Problema 15. Un cono circular con vértice C, tiene un punto A en la circunferencia
de su base y un punto B en el segmento AC, como se muestra en la figura. Una soga
de la menor longitud posible se enrolla una vez alrededor del cono, de tal forma que
inicia en el punto A y termina en el punto B. Suponga que el didmetro de la base mide
6 cm y que la altura inclinada mide 12 cm. Si AB = 3 cmy D es el punto en la soga
que estd mds cercano a C, jcudl es la longitud, en cm, de C'D?

c

Altura
inclinada

(S

Examen por Equipos, Nivel Elemental (Primaria)

Problema 1. Dado un hexdgono regular, se construyen todos los posibles tridngulos
desde sus vértices. Se sabe que: Hay L posibles tridngulos acutdngulos, M posibles
tridngulos rectdngulos y N posibles tridngulos obtusangulos.

Dos tridngulos se consideran distintos si tienen al menos un vértice diferente, atin cuan-
do los tridngulos sean congruentes. Encuentra el valorde L x M x N.

Problema 2. Alex, con solamente un billete de 20 délares, fue a comprar comida.
Mientras le entregaban su cambio, el cajero se distrajo y confundié délares con centa-
vos — es decir, le pagd los centavos del cambio con délares y los d6lares del cambio con
centavos. Alex puso el cambio en su bolsillo sin mirarlo. Después de un rato, decide
comprar una rebanada de pan. Pagé 15 centavos por la rebanada y se dio cuenta de que
la cantidad que tenia ahora era el doble de lo que deberia haber tenido después de pagar
por la comida y la rebanada de pan (si el cajero no se hubiera equivocado). ;Cudntos
ddlares y cudntos centavos era el cambio que debia recibir Alex después de comprar su
comida (sin considerar la rebanada de pan)? (Nota: 1 délar = 100 centavos).

Problema 3. Dos repartidores, Alice y Bob, viajan a velocidades constantes diferentes.
Alice sale del pueblo A hacia el pueblo By, Bob, sale del pueblo B hacia el pueblo A,
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al mismo tiempo. Cuando se encuentran en el punto C, ambos dan la vuelta y regresan
a sus puntos de partida. Después de un tiempo, Alice se da cuenta de que olvidé darle
un paquete a Bob, asi que da la vuelta de nuevo y alcanza a Bob a mitad del camino
entre C'y B. Después de entregarle el paquete, Alice da la vuelta para regresar al punto
Ay Bob contintia hacia B. Si la distancia entre A 'y B es 24 km, cuando Bob llegue al
punto B, ;cuadl es la distancia, en km, entre Alice y el punto A?

Problema 4. Se tienen 8 circulos en un tablero rectangular, como se muestra en la figu-
ra. Las distancias entre cualquier par de circulos adyacentes, horizontal o verticalmente,
son todas iguales. Boris quiere colorear algunos circulos de rojo. ; De cudntas maneras
puede Boris colorear algunos de los circulos, de forma tal que el tablero resultante no
tenga ninguln eje de simetria?

Problema 5. ;Cuil es el entero positivo n mds pequefio tal que 2 termina en 9009?

Problema 6. El nimero 3 tiene las siguientes propiedades: es uno menos que un cua-
drado perfecto y, cinco veces el nimero, es también uno menos que un cuadrado per-
fecto, esto es,

3=2"-1,
5x3=4%2—1.

24 es otro niimero con las mismas propiedades: 24 = 52 — 1y 5 x 24 = 112 — 1.
(Cudl es el menor nimero mayor que 25 con las mismas propiedades?

Problema 7. Un bloquede a x b x ccona < b < ¢ < 20, se forma con cubos unitarios.
Cuando se mira desde un vértice, de tal forma que las tres caras que se intersecan en este
vértice se pueden ver por completo, se pueden ver exactamente 487 cubos. ;Cudntos
cubos unitarios no son visibles? Escribe todas las respuestas posibles.

Por ejemplo, en la figura se muestra un bloque de 3 x 4 x 5. Cuando se mira desde el
vértice A, son visibles 36 cubos.
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Problema 8. En el tridngulo ABC, /ZBAC = 120°y ZABC = 40°. Sea N un punto
en AC tal que AN = AB. Sea M un punto en BA tal que ZANM = 40°, como se
muestra en la figura. ;Cudl es la medida, en grados, de ZBMC?

M

120°

40°
B C

Problema 9. Un mago pinta de gris cuatro cuadritos de una cuadricula infinita, como
se muestra en la figura de la izquierda. El mago luego lanza un hechizo tal que, cada
segundo, cada cuadrito que tiene al menos un lado en comiin con alguno de los cua-
dritos grises, se pinta también de gris. Por ejemplo, después de un segundo, habra 18
cuadritos grises, como se muestra en la figura de la derecha. ;Cudntos cuadritos grises
habr4 al pasar 60 segundos?

Inicio Después de 1 segundo

Problema 10. El rombo que se muestra en la figura se forma usando 25 puntos en una
red triangular. Las distancias entre cualesquiera dos puntos adyacentes es la misma.
(Cudntos tridngulos equilateros pueden trazarse usando como vértices a tres puntos de
los 25 dados?
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Soluciones del Examen Individual

Solucién del Problema 1. La respuesta es 64 cm?. Pintemos de naranja y verde las
partes en las que el toro tiene curvas, como se muestra en la figura.

IS NI B RRN

Juntando las dos partes naranjas, se forma un tridngulo de altura 3 cm y base 1 cm, por
lo que su drea es de % cm?. Andlogamente, uniendo las tres partes verdes, se forma un
rectangulo de base 6 cm y altura 1 cm de 4rea 6 cm?. Luego, el drea de la region en gris

es 133 cm? y, por lo tanto, el drea del toro es 2 + 6 + 132 = 64 cm?.

Solucién del Problema 2. La respuesta es 26. Tomemos a un estudiante de cada grupo.
El minimo ndmero de libros que estos estudiantes trajerones 1 +2 43 +4 4+ 5 = 15.
Luego, los 25 alumnos restantes deben traer a lo mas 40 — 15 = 25 libros. Pero todos
trajeron al menos un libro, asi que estos 25 estudiantes trajeron exactamente 25 libros
y, en consecuencia, cada uno trajo exactamente un libro. Por lo tanto, el nimero de
estudiantes que trajo exactamente un libro es 1 4 25 = 26.

Solucién del Problema 3. La respuesta es 39. Sea
M =120- ABABAB = 120-101010- AB =2°-3*.5.7-13-37- AB.

Como 50° > 3-10%8 > M, todos los cinco ndmeros son menores que 50. Luego,
37 es uno de ellos, lo cual implica que todos son menores que 42. Considerando los
factores 5, 7 'y 13, obtenemos que 35 y 39 estdn también en el producto y, por lo tanto,
24 - AB = 36 - 38. Luego, AB = 57y 120 - 575757 = 35- 36 - 37 - 38 - 39.

Soluciéon del Problema 4. La respuesta es 117. Los digitos posibles para los nimeros
que queremos contar son 0, 1, 4, 9 y tales nimeros pueden tener 1, 2, 3 o 4 digitos.
Analicemos cada caso.

a) Es imposible que los nimeros deseados tengan un tnico digito.

b) Los niimeros deseados que tienen dos digitos, son de la forma ab. Hay 3 posibles
valores para a (pues a # 0) y hay 4 posibles valores para b. Tenemos 3 - 4 = 12
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nuimeros, de los cuales el 49 es excluido por ser cuadrado perfecto, esto es, tenemos
11 ndmeros en este caso.

¢) Los nimeros deseados que tienen tres digitos son de la forma abc. Hay 3 posibili-
dades para a, 4 para b y 4 para c. Luego, hay 3 - 4 - 4 = 48 de tales nimeros, de los
cuales 100, 144, 400, 441 y 900 son excluidos por ser cuadrados perfectos, esto es,
tenemos 43 ndmeros en este caso.

d) Los nimeros deseados que tienen cuatro digitos son de la forma abcd, con a = 1
(pues el nimero debe ser menor que 2023). Hay 4 posibilidades para b, 4 para cy 4
para d. Luego, hay 1 -4 -4 -4 = 64 de tales nimeros, de los cuales es excluido el
1444 por ser cuadrado perfecto, por lo que tenemos 63 niimeros en este caso.

En total, tenemos 11 + 43 + 63 = 117 nimeros.

Solucién del Problema 5. La respuesta es 45 km/hr. Si el primer niimero es ab, enton-
ces el segundo es b0a y el tercero es bea, con ¢ # 0. La diferencia

b0a — aba = (1000 + a) — (10a + b) = 99b — 9a = 9(11b — a)

representa la distancia en km que el autobus ha recorrido en una hora y, por lo tanto,
representa también su velocidad en km/h.

Anilogamente, la diferencia bca — b0a = c0 = 10c representa la distancia en km que
el autobus ha recorrido en dos horas, asi que 5¢ = 9(11b—a), lo cual implica que 9 | ¢,
porloquec=9.

Por lo tanto, en dos horas el autobus viajé 10 - 9 = 90 km y su velocidad era de 45
km/hr.

Solucién del Problema 6. La respuesta es 4012. Como abcd < 2023, tenemos que
a<2ya+btectd<2+9+9+9 =29, porloque abcd > 2023 — 29 = 1994.
Mds atn, como 2 - abed = abed + a + b+ ¢ +d = 2023 = 16 (mod 9), resulta que
abed = 8 (mod 9). Los enteros entre 1994 y 2023 que dejan residuo 8 al dividirlos por
9son 1997,2006y 2015. Es facil ver que 19974+ 1+94+9+7 = 20154+24+04+1+5 =
2023, pero 2006 + 2 + 0 + 0 + 6 = 2014 # 2023, por lo que la suma buscada es
1997 + 2015 = 4012.

Solucién del Problema 7. La respuesta es 61. Las medidas de los rectdngulos con
perimetro 20 son 1 X 9,2 X 8,3 X 7,4 %X 6,5 x 5,6 x4, 7x3,8x 2y 9 x1,de
los cuales los rectangulos de 1 x 9y de 9 x 1 tienen la menor drea de 9 cm?. Como
el drea de la hoja es de 6 - 94 = 564 cm? y 564 = 9 - 62 + 6, Alex puede obtener 62
rectangulos de tamafios 1 X 909 x 1. Como 6 < 9, no se puede obtener un rectdngulo
de ancho 9 cm y largo 1 cm. Ademds, como 94 = 9 - 10 + 4, Alex puede obtener a lo
mds 6 - 10 = 60 rectdngulos de ancho 1 cm y largo 9 cm. Después de cortar estos 60
rectangulos, el 4rea del papel no utilizado es de 24 cm?, que es precisamente el 4rea
de un rectdngulo de ancho 6 cm y largo 4 cm. Por lo tanto, Alex puede obtener otro
rectangulo de perimetro 20 cm, haciendo un total de 61 rectdngulos, de los cuales 60
son de tamafio 1 X 9 y uno es de tamafio 4 x 6.
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Resta ver que 61 es el maximo nimero de rectdngulos de perimetro 20 cm que se
pueden obtener. Para ello, supongamos que Alex puede obtener 62 rectangulos. Como
a lo mas 60 rectangulos de 1 x 9 se pueden obtener, debe haber al menos dos con
medidas diferentes. Pero cualquier rectingulo con medidas diferentes tiene un area
de al menos 2 - 8 = 16 cm?, por lo que el drea de los 62 rectdngulos es al menos
60-9+2-16 = 572 cm?, excediendo el drea total de la hoja. Por lo tanto, es imposible
obtener mas de 61 rectangulos.

Solucién del Problema 8. La respuesta es 23 minutos. De acuerdo con el problema,
tenemos que Bob y Cindy se encuentran cada 3 + 14 = 17 minutos. Como Bob se
encuentra con Allen 3 minutos después de encontrarse con Cindy por primera vez, Bob
y Allen se encuentran cada 3 + 17 = 20 minutos. Por lo tanto, 20 + 20 — 17 = 23
minutos después de que Bob se encuentra con Cindy por primera vez, Bob se encuentra
con Allen por segunda vez.

Solucién del Problema 9. La respuesta es 31857 cm? ~ 10010 cm?. Sea O el centro
de la circunferencia y, sean I’y G, los pies de las perpendiculares desde O sobre AB
y C'D, respectivamente. Tenemos que

EF:AF—AE:AE"'#EB—AE:% cm.

SiGE = OF = x cm, entonces DG = CG = CE+GE = 424 x.Como DO = BO
por ser radios, aplicando el teorema de Pitdgoras en los tridngulos DGO y BFO,
tenemos que DG?+GO? = BF?+0OF?,estoes, DG?*+EF? = (BE—EF)>+0OF?.
Luego,

(42 4+ z)? + 282 = (84 — 28)? + 22
Simplificando esta ecuacion, obtenemos que 84z = 588, de donde x = 7. Asi, OF =7

cmy BF = 56 cm. Por lo tanto, BO? = OF? + BF? = 7? + 562 = 3185, por lo que
el drea del circulo es igual a 7 - BO? = 31857 cm? ~ 10010 cm?.

Solucién del Problema 10. La respuesta es 13 km. Para cada punto, marquemos la
longitud del camino mas corto desde A hasta ese punto y pintemos ese camino de color
1r0jo.
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Paso (i)

Paso (ii)
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Paso (iii)

Paso (iv)
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Paso (v)

Por lo tanto, el camino mds corto entre Ay B es de 13 km.

Solucién del Problema 11. La respuesta es 1296. Sea K el nimero de pasajeros tales
que los tltimos dos digitos son 23. Entonces, el niimero total de pasajeros es 108 K
y, entre cada 100 nimeros consecutivos, debe haber uno que termine en 23, lo cual
implica que 108 K < 100(K + 1), de donde K < 12.5. Luego, €l nimero de pa-
sajeros es mdximo cuando K = 12 y es igual a 108 - 12 = 1296 (por ejemplo,
los nimeros de los boletos son 100024, 100025, ...,101319, entre los cuales estan
100123,100223, . ..,101223, que son 12 nimeros cuyos ultimos dos digitos son 23).

Solucién del Problema 12. La respuesta es 2. El cuarto término es 32 —2 = 7, el quinto
es 7?2 —3 =46 yel patrénes 1,2,3,7,46,. ... Como el cuadrado de cada término es
igual a la suma del término anterior y el siguiente, tenemos también que el residuo
al dividir el cuadrado de cada término entre 11, es igual a la suma de los residuos
al dividir entre 11 el término anterior y el siguiente, respectivamente. Por ejemplo, el
residuo de 3 al dividir entre 11 es 3, el residuo de 72 al dividir entre 11 es 5, el residuo
de 46 al dividir entre 11 es 2y 5 = 2 4 3. Reemplazando cada término por su residuo,
obtenemos el siguiente patrén

1,2,3,7,2,8,7,8,2,7,3,2,1,10,0,1,1,0,10,1,2,3,7,2, . ..

que se repite cada 19 términos. Como 2023 = 106 - 19 4 9, el residuo del 2023-ésimo
término al dividir entre 11 es el noveno término de la sucesion, que es 2.



IMC 2023, Nivel Elemental 91

Solucién del Problema 13. La respuesta es 2. Sea M un punto sobre BC' tal que GM
y DC son paralelas, como se muestra en la figura.

D G A

c M B E

De las hipétesis podemos concluir que los tridngulos ABE y CGM tienen angulos de
30°, 60°, 90° y que AB = GM. Entonces, EB = CM = %AE lo cual implica que
EM =GM.

Como BF'y GM son paralelas, los tridngulos EBF' y EMG son semejantes, por lo
que EB = FB.Como FB=EB=CMyGM = AB = BC, los tridngulos BCF
y M GC son congruentes y, por lo tanto, tienen la misma area. Entonces,

(CGF) = (FBGC) — (BCF) = (FBGC) — (MGC) = (FBMG),

donde los paréntesis denotan drea.

Como (21 tridngulo ABE tiene dngulos de 30°, 60° y 90°, resulta que g—gj = %, esto
es, % = % Luego, el drea del tridngulo BEF es % del area del tridngulo EM Gy,
por lo tanto, el drea del trapecio FFBM G es % del area del tridngulo EM G, de donde

sesiguequer 1y =2:1=2.

Solucién alternativa. Supongamos que el lado del cuadrado mide 1y sea BE = t.
Los tridngulos CGD y AEB son congruentes, ya que ambos tienen dngulos de 30°,

60°, 90° y CD = AB. Ademds, en el tridngulo AE B tenemos que ﬁgz = %, esto

es, t2 = % Sea z el drea del tridngulo C'F'B. Como los tridngulos GF'A'y EF B son
semejantes (criterio AA), tenemos que

v _GF _AG 1ot
-+y FE EB ¢t 7

ool

1—t2 _ 1—
[

Sustituyendo z = ¥ en la primera igualdad, obtenemos que £ = i =2
y

1
3
Solucién del Problema 14. La respuesta es 1900. No puede haber 20 celdas solitarias
en una misma linea, asi que en total, no podemos tener mds de 19- 100 celdas solitarias.
Pintemos la celda en la fila 7 y columna j con el color del residuo de ¢ + 5 mdédulo 100,
si el resultado estd entre 1 y 19 inclusive, y del color 20 en cualquier otro caso. Como
no hay dos celdas en la misma fila o columna que tengan el mismo residuo ¢+ j médulo
100, todas las celdas con colores entre 1 y 19 inclusive son solitarias. Por lo tanto, hay
19 celdas solitarias en cada fila o columna, dando un total de 1900.
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Solucién del Problema 15. La respuesta es 7.2 cm. Cortemos el cono alrededor de AC
y desdoblémoslo, obteniendo un sector circular.

A
3
D
9
C ’
12 A

Como el didmetro de la base del cono mide 6 cm, el arco AA’ de este sector mide

6m = 24T = (27 - 12) cm. Por lo tanto, ZAC' A’ = 90°. Por el teorema de Pitdgoras

en el triangulo BC'A’, obtenemos que BA’ = 92 + 122 = 81 + 144 = 225 = 152, lo
cual implica que BA’ = 15 cm. Considerando el drea del tridngulo rectdngulo BC' A,
obtenemos que 3 - 15- CD = - 9-12. Porlo tanto, CD = %12 = 7.2 cm.

15

Soluciones del Examen por Equipos

Solucién del Problema 1. Sean A, B, C, D, E'y F, los vértices del hexdgono regular,
como se muestra en la figura.

A B

E D

Tenemos 2 tridngulos acutangulos: ACE y BDF, por lo que L = 2. Tenemos 12
triangulos rectangulos: ABD, ABE, ACD, ACF, ADE, ADF, BCE, BCF,BDE,
BEF,CDF y CEF,porloque M = 12. Tenemos 6 tridngulos obtusdngulos: ABC,
ABF, AEF, BCD,CDEy DEF, porlo que N = 6.

Porlotanto, L x M x N =2 x 12 x 6 = 144.

Solucién del Problema 2. Si el cambio correcto es x ddlares con y centavos, que es lo
mismo que 100z + y centavos, entonces después de pagar 15 centavos por la rebanada
de pan, Alex tendria 100z +y — 15 centavos. En su lugar, recibi6 el cambio de 100y + =
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centavos y, después de pagar 15 centavos por la rebanada de pan, él tenia 100y +x — 15
centavos, que es el doble de 100z + y — 15 centavos. Tenemos entonces que

100y + 2 — 15 = 2(100z + y — 15),

esto es, 15 = 1992 — 98y, donde z, y son enteros positivos con x < 20. Como 98y es
pary 15 es impar, necesariamente 1992 debe ser un nimero impar y, en consecuencia,
x también es impar, lo cual implica que los posibles valores de x son: 1, 3, 5, 7, 9,
11, 13, 15, 17 y 19. De la ecuacién 98y = 199z — 15, se sigue que 199z — 15 es
divisible por 98, por lo que 199z — 15 — 2 - 98z = 3z — 15 también es divisible por
98. Como 0 < = < 20, resulta que —15 < 3x — 15 < 45, por lo que la tnica opcién
es 3x — 15 = 0, esto es, x = 5y, por consiguiente, y = 10. Por lo tanto, el cambio
correcto que Alex debid haber recibido es 5 d6lares con 10 centavos.

Solucién del Problema 3. Pongamos en el eje = al tiempo y en el eje y a la distancia.
En el siguiente diagrama, las lineas azules representan el camino de Alice y las lineas
rojas representan el camino de Bob. Sean C' el punto donde se encuentran por primera
vez, M el punto donde se encuentran por segunda vez y M es el punto medio de B'C.

B/

A

Es claro que BC = B’C, porloque AC =CP+ PM+ MQyCP + PM = MQ.
Como M es el punto medio de B'C, tenemos que M’'C’ = M’B. Ademds, de la
relacion CP + PM = M@, tenemos que M'Q’ = C'P' + P'M’.
Luego,

C/P/+P/M/ — M/c/ +C/P/+P/Q/,
estoes, PPM' = M'C’' + P'Q’. Luego, M'C' + C'P' = M'C’ + P'Q’, de donde se
sigue que C'P' = P'Q’.
Como AC' = CP+ PM + MQ, tenemos que AC' = C'P'+ P'M'+ M’'Q’. Ademds,
como M'P'=M'C'"+C'P'y M'Q' = M'C" + C'P' + P'Q’, obtenemos que

AC' =C'PP+M'C'"+C'PP+MC' +C'P +PQ. (20)
También tenemos que

AC' = C'P' + P'Q' + Q' A. @1
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De (20) y (21), obtenemos que
C'P+PQ+QA=CP +MC +C'P +MC +CP +PQ,
esto es,
QA=MC +CP +MC+C'P =MC+C'P+MB+PQ =Q'B,
lo que significa que Q' es el punto medio de AB'y, por lo tanto, AQ = 12 km.

Solucién alternativa. Sean M el punto medio de CB y @ el punto en el que se en-
cuentra Alice cuando Bob llega al punto B.

A Q C M B

Como el tiempo que le tomé a Alice para ir de A a C' es el mismo tiempo que le tomé
aBobirde B a C'y, el tiempo que le tomé a Alice ir de M a @, es el mismo tiempo

que le tom6 a Bob ir de M a B, tenemos que g—g = %, lo cual implica que

_ MB-AC 3BC-AC 1

M =-AC.
@ BC BC 2 ¢

Por lo tanto,
AQ:AB—QB:AB—(MQ—i—MB):AB—%(AC—i—CB) = AB — %AB

= %AB = 12 km.

Solucion del Problema 4. Por conveniencia, consideramos también el tablero sin co-
lorear. Al colorear los circulos, hay 2% = 256 posibles configuraciones en el tablero,
incluyendo el tablero sin colorear.

Existen 16 configuraciones para el tablero resultante, que tienen un eje de simetria
horizontal, como se muestra a continuacion.
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Existen 16 configuraciones del tablero resultante que tiene un eje de simetria vertical,
como se muestra a continuacion.

Existen 4 configuraciones del tablero resultante que tienen un eje de simetria vertical y
un eje de simetria horizontal, como se muestra a continuacion.

Por lo tanto, hay 256 — 16 — 16 + 4 = 228 maneras de colorear al menos un circulo de
tal forma que el tablero resultante no tenga ningin eje de simetria.

Solucién del Problema 5. Observemos que n debe terminar en 3 o en 7, por lo que
podemos escribir n = 10a %+ 3 para algtin entero positivo a. Entonces,

(10a + 3)? = 100a? + 60a + 9 = 10*M + 9009,
lo cual implica que
5a2 + 3a = 500M + 450, (22)

de donde se sigue que 5 | a.

Luego, +3a = 500M + 450 — 5a? es miiltiplo de 25, asi que a = 25b para algin
entero positivo b. Sustituyendo en la relacién (22) y simplificando, obtenemos que
125b%+3b = 20M +18, esto es, 3(£b—6) = 5(4M —25b%) y, por lo tanto, 5 | (£b—6).
Si5 | (b — 6), entonces los valores posibles de b son: 1,6, 11, .. ..

Si5 | (b+ 6), entonces los valores posibles de b son: 4,9, 14, . . ..

Sib = 1, entonces a = 25, 1o cual implicaque n = 25-10—3 = 2470n = 25-104+-3 =
253. Luego, n? = 2472 = 61009 o n? = 2532 = 64009, pero ninguno satisface las
condiciones del problema.

Si b = 4, entonces a = 100, lo cual implica que n = 100- 10 —3 = 997 o n =
100 - 10 + 3 = 1003. Luego, n? = 9972 = 994009 o n? = 10032 = 1006009, pero
ninguno satisface las condiciones del problema.

Sib = 6, entonces a = 150. Luego,n = 150-10—3 = 1497 on = 150-10+3 = 1503.
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Luego, n? = 14972 = 2241009 o n? = 15032 = 2259009. Es fécil ver que n = 1503
es una solucién valida, por lo que b = 6 da la solucién mas pequefia que es n = 1503.

Solucién del Problema 6. Sea z el nimero buscado y sea n? = x + 1. Buscamos que

5z + 1 = 5n? — 4 sea un cuadrado perfecto. Notemos que los cuadrados perfectos son
congruentes con 0 o 1 médulo 3.

Si n es miltiplo de 3, entonces 5n? — 4 = —4 = 2 (mod 3), que no puede ser un
cuadrado perfecto, asf que 3 1 n. Ademds, cualquier cuadrado perfecto es congruente
con(, 1, 2 04 médulo 7.

Si n es midltiplo de 7, entonces 5n? — 4 = 3 (mod 7), que no puede ser un cuadrado
perfecto.

Sin =304 (mod 7), entonces 5n? — 4 = 6 (mod 7), que no puede ser un cuadrado
perfecto.

Luego,n = 1,2,506 (mod 7) y, como n? debe ser mayor que 25, los posibles valores
de n son: §,13,16,19,20,22,....

Sin = 8, entonces z = n? — 1 = 63, pero 5z + 1 = 316 no es un cuadrado perfecto.

Sin = 13, entonces x = n? — 1 = 168 y 5z + 1 = 841 = 292 es un cuadrado.

Por lo tanto, la respuesta es © = 168.

Solucién alternativa. Sea x el nimero buscado y sea n? = z + 1 > 25. Necesitamos

ue 5z + 1 = 5n? — 4 sea el cuadrado de algtin entero positivo.
que 5z + 1 = 5n2 — 4 sea el cuadrado de algd positi
a) Sin? = 36, entonces 5n% — 4 = 180 — 4 = 176 no es un cuadrado.
b) Sin? = 49, entonces 5n2 — 4 = 245 — 4 = 241 no es un cuadrado.
¢) Sin? = 64, entonces 5n% — 4 = 320 — 4 = 316 no es un cuadrado.
d) Sin? = 81, entonces 5n? — 4 = 405 — 4 = 401 no es un cuadrado.
e) Sin? = 100, entonces 5n% — 4 = 500 — 4 = 496 no es un cuadrado.
in? = 121, entonces 5n% — 4 = —4 = no es un cuadrado.
f) Sin2 =121 5n2 — 4 = 605 — 4 = 601 drad
g) Sin? = 144, entonces 5n% — 4 = 720 — 4 = 716 no es un cuadrado.
h) Sin? = 169, entonces 5n? — 4 = 845 — 4 = 841 = 292 es un cuadrado.

Por lo tanto, z = n? — 1 = 168.

Solucion del Problema 7. El nimero de cubos visibles es
abc—(a—1)(b-1)(c—1)=ab+bc+ca—a—-b—c+1.
Luego, por la condicién del problema, a, b y ¢ deben satisfacer la ecuacién
ab+ac+bc—a—b—c+1=48T7.
Sumando de ambos lados ¢(c — 1) y factorizando el lado izquierdo, obtenemos que

(a+c—1)b+c—1) =487+ c(c—1). (23)
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Es fécil ver que las condiciones 1 < a < b < ¢, implicanquec < a+c—1<2¢c—1
ye<b+c—1<2c—1.

a) Si ¢ = 20, el lado derecho de (23) es 867 = 3 - 172, que no tiene factores entre
c=20y2c—1 =39, inclusive.

b) Sic =19, el lado derecho de (23) es 829, que es primo.

c) Sic = 18, el lado derecho de (23) es 793 = 13 - 61 y, el factor primo 61, es mayor
que 2¢c — 1 = 35.

d) Sic=17,ellado derechode (23)es 759 =3-11-23=23-33.Sia+c—1=23
yb+c—1=33,obtenemosquea =7yb=17.

e) Sic = 16, el lado derecho de (23) es 727, que es primo.

f) Sic = 15, el lado derecho de (23) es 697 = 17 - 41y, el factor primo 41, es mayor
que 2¢ — 1 = 29.

g) Sic = 14, el lado derecho de (23) es 669 = 3 - 223 y, el factor primo 223, es mayor
que 2¢ — 1 = 27.

h) Sic < 13, entonces ¢(c — 1) < 1312 = 156 < 162, esto es, A —c—162 <0,
lo cual implica que el lado derecho de (23) es mayor que (2¢ — 1)2, por lo que no
existen soluciones en este caso.

Por lo tanto, el prisma rectangular es de dimensiones 7 x 17 x 17y el nimero de cubos
unitarios que no son visibles es (7 — 1) - (17— 1) - (17 — 1) = 1536.

Solucién del Problema 8. Sea K el punto en BC tal que ZBAK = ZK AN = 60°.

M

60°

40°
B C
K

Como AN = AB, se sigue que los tridngulos ABK y AN M son congruentes por el
criterio ALA. Ademas, como /BAK = ZKAN = 60°y AN = AB, los tridngu-
los ABK y AK N también son congruentes por el criterio LAL. Esto implica que
LAKN = 80°, LCKN = 20°, ZANK = 40°, ZCNK = 140°y BK = NK =
M N. Luego, tenemos que ZNKC = ZNCK = 20°, por lo que el tridngulo K NC'
es isésceles. Como ZKNC = ZMNC = 140° y NK = MN, tenemos que los
triangulos K NC'y M NC son congruentes por el criterio LAL, por lo que ZCM N =
/ZCKN = 20°. Por lo tanto, /ZBMC = ZAMN + ZCMN = 80° + 20° = 100°.
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Solucién alternativa. Sea K el punto en BC, tal que AK es perpendicular a BN.
Como el tridngulo BAN es isdsceles, tenemos que AK es bisectriz del angulo /BAN
y es mediatriz de BN. Como N es el punto simétrico de B respecto de AK, tenemos
que ZANK = ZABK =40°y BK = NK.

M

B C
K

Por otra parte, tenemos que LBAK = /ZKAC = 60°, asi que ZMAC = 60°.
Por lo tanto, los tridngulos BAK y N AM son congruentes, por lo que AK = AM,
BK=MNyNK =NM.

Luego, AC es la mediatriz de M K, lo cual implica que ZM CB = 40° y, por lo tanto,
ZBMC =180° - ZMBC — ZMCB = 100°.

Solucién del Problema 9. Dividamos la cuadricula en cuatro regiones blancas y una
region amarilla en forma de cruz, como se muestra a continuacion.

Observemos que en cada region blanca, n + 1 cuadritos se vuelven grises después del
n-ésimo segundo, por lo que en total hay

(n+1)(n+2)

5 ):2n2+6n—|—4

4(1+2+3+-~-+(n+1)):4(

cuadritos grises en las cuatro regiones blancas después de n segundos.
En la siguiente figura, cada nimero en cada cuadrito representa la cantidad de segundos
que tarda en volverse gris.
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651413 314]5]6
5141312 2131415
41312]1 1121314
31211 11213
31211 11213
413]12]1 21314
5141312 31415
6151413 314]15]6

En la regién amarilla en forma de cruz, 14 cuadritos se volveran grises después de los
primeros 2 segundos y, 6 cuadritos mds, se volverdn grises después de cada segundo.
Luego, tenemos 14+6(n—2) = 6n+2 cuadritos grises en total después de n segundos.
En la siguiente figura, cada nimero representa la cantidad de segundos que tarda el
cuadrito correspondiente en volverse gris.

4

3

2

1
41312]1]2 21314
41312]1]2 21314

1

2

3

4

Por lo tanto, el niimero total de cuadritos grises después de n > 2 segundos es igual a
2n? + 12n + 6. En particular, después de 60 segundos, el nimero de cuadritos grises
es 2602+ 1260 + 6 = 7200 + 720 + 6 = 7926.

Solucion alternativa. Sea Sy = 4y, para cadan > 1, sea .S, el niimero de cuadritos
grises después de n segundos. Tenemos que S; = 4 + 14 = 18, So = 51 + 20 = 38
y S3 = Sa + 22 = 60. En las siguientes figuras, cada cuadrito azul se convertird en
gris en el siguiente segundo. Luego, si P, denota el nimero de cuadritos azules que se
convertirdn en grises en el n-ésimo segundo, tenemos que P, = 14, P, = 20, P; = 22
ySn:Snfl—FPn
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T T
Inicio Después de 1 segundo

I I
Después de 2 segundos

Por otro lado, para cadan > 2, tenemos que
Poy1=P,+4=P, 1+2-4=P, 94+3-4=---=P3+4(n—2) =4n+ 14,
por lo que

Se0 = S59 + Poo = Ss9 +4 - 59 + 14,
Ss9 = Ssg + Psg = Ssg + 4 - 48 + 14,
Ssg = S37 + Psg = Ss7 +4 - 57+ 14,

Sy =83+ Py =53+4-3+14.
Por lo tanto, tenemos que

62 - 57
5’60:S3+4(59+58+57+---+4+3)+14-57:60+4-T+14-57

= 7926.



IMC 2023, Nivel Elemental 101

Solucién del Problema 10. Si nos fijamos en los tridngulos equildteros de diferen-
tes tamafios con tres puntos como vértices, tenemos 8 tipos, los cuales mostramos a
continuacion.

> P

Ahora contaremos el nimero de tridngulos de cada tipo.

a) Como los trigngulos pueden ser volteados y tenemos cuatro filas, hay 4(4 - 2) = 32
posibilidades.

b) Se puede mover hasta tres lineas (tres veces) y voltearlo, por lo que hay 2(3-3) = 18
posibilidades.
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¢) Se puede mover hasta dos lineas (dos veces) y voltearlo, por lo que hay 2(2-2) = 8
posibilidades.

d) Solo hay 2 tridngulos, que son simétricos.
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f) Considerando la simetria vertical, tenemos 2 posibilidades.

g) Considerando las simetrias horizontales y verticales, tenemos 2(2 - 4) = 16 posibi-
lidades.

h) Considerando la simetrfa vertical, tenemos 2 - 2 = 4 posibilidades.

Por lo tanto, hay 32 4+ 18 + 8 + 2 4 18 + 2 4 16 4+ 4 = 100 tridngulos equiléteros.
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Internacionales

642 Olimpiada Internacional de Matematicas

Del 2 al 13 de julio de 2023, se llevé a cabo la 64 Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas (IMO por sus siglas en inglés), de forma presencial, en Chiba, Japén. El
equipo que representd a México, consiguié un resultado histdrico para el pais. El jo-
ven estudiante de Aguascalientes, Rogelio Guerrero Reyes, de 17 afios, gan6 medalla
de oro. Esta es la quinta medalla de oro que se logra desde 1981 en que México ha
participado en una IMO.

El equipo mexicano estuvo integrado por
= Rogelio Guerrero Reyes (Aguascalientes).
s Mateo L. L. A. (Ciudad de México).
s Omar Farid Astudillo Marban (Guerrero).
» Eric Ransom Treviiio (Nuevo Leon).
» Luis Eduardo Martinez Aguirre (Nuevo Le6n).
= Victor Manuel Bernal Ramirez (Sinaloa).

Ademas de la medalla de oro obtenida por Rogelio, se obtuvieron 3 medallas de plata:
Omar, Victor y Eric. También se obtuvieron 2 medallas de bronce: Luis Eduardo y
Mateo.

En la 64 IMO compitieron mas de 600 alumnos entusiastas de las matemadticas de 112
paises, “no solo para luchar por el honor, sino también para contribuir a una comunidad
internacional mds alld de las fronteras, religiones y politica”, explican los organizadores
de la IMO. Gracias al puntaje obtenido por el equipo, México se coroné también en
primer lugar Iberoamericano y logré un histérico lugar 14 en el medallero general.
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Los profesores que acompafiaron a la delegacién fueron Kevin Beuchot Castellanos
(jefe de la delegacion), Ignacio Barradas Bribiesca (tutor) y Adan Medrano Martin del
Campo (observador A), quienes se encargaron de la revision del examen de los concur-
santes mexicanos, asi como de la discusion con el jurado para ratificar los puntajes del
equipo mexicano.

A continuacion presentamos los problemas de la 64 Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Determina todos los enteros compuestos n > 1 que satisfacen la siguiente
propiedad: si dy, da, . . ., di son todos los divisores positivosde ncon 1 = d; < dp <
-+ < dj = n,entonces d; dividea d;+; + d;yo paracadal <i < k — 2.

(Problema sugerido por Colombia).

Problema 2. Sea ABC' un tridngulo acutangulo con AB < AC. Sea (2 el circuncirculo
de ABC. Sea S el punto medio del arco CB de Q que contiene a A. La perpendicular
por A a BC corta al segmento BS en D y a € de nuevo en £ # A. La paralela a
BC por D corta a la recta BE en L. Sea w el circuncirculo del tridngulo BDL. Las
circunferencias w y 2 se cortan de nuevo en P # B. Demuestra que la recta tangente
aw en P corta a larecta BS en un punto de la bisectriz interior del dngulo Z/BAC.
(Problema sugerido por Portugal).

Problema 3. Para cada entero £ > 2, determina todas las sucesiones infinitas de enteros
positivos ay, az, . . . para las cuales existe un polinomio P de la forma P(x) = z* +
ch_12F 1+ 4 12 + ¢, con Co,C1,- .., Ck—1 €nteros no negativos, tal que

P(an) = On410n+2 ** *Anitk

para todo entero n > 1.
(Problema sugerido por Malasia).

Problema 4. Sean x1, x2, . . ., T2023 nimeros reales positivos, todos distintos entre si,
tales que

1 1 1
an = (x1+172+-~-+17n) — 4 44—
I To In
es entero paratodon = 1,2, ...,2023. Demuestra que agg23 > 3034.
(Problema sugerido por Holanda).

Problema 5. Sea n un entero positivo. Un tridngulo japonés consisteen 1 +2+---+n
circulos iguales acomodados en forma de tridngulo equildtero de modo que para cada
1 =1,2,...,n, la fila nimero ¢ contiene ¢ circulos, de los cuales exactamente uno de
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ellos se pinta de rojo. Un camino ninja en un tridngulo japonés es una sucesién de n
circulos que comienza con el circulo de la fila superior y termina en la fila inferior,
pasando sucesivamente de un circulo a uno de los dos circulos inmediatamente debajo
de él. En el siguiente dibujo se muestra un ejemplo de un tridngulo japonés con n = 6,
junto con un camino ninja en ese tridngulo que contiene dos circulos rojos.

n==~6

En términos de n, determina el mayor & tal que cada tridangulo japonés tiene un camino
ninja que contiene al menos k circulos rojos.
(Problema sugerido por Holanda).

Problema 6. Sea ABC un tridngulo equildtero. Sean A;, By, C1, puntos interiores de
ABC tales que BA; = A1C,CB; = B1A, AC; = C1 By,

ZBA,C+ ZCB1A+ LAC B = 480°.

Las rectas BC7 y C By se cortan en A, las rectas CA; y AC; se cortan en By y las
rectas AB; y BA; se cortan en Cj.
Demuestra que si el tridngulo 4, B;C1 es escaleno, entonces los tres circuncirculos de
los tridngulos AA; Ay, BB1 Bs 'y CC1 (5 pasan todos por dos puntos comunes.
(Nota: un tridngulo escaleno es un tridngulo cuyos tres lados tienen longitudes distin-
tas).

(Problema sugerido por Estados Unidos).

XXV Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Ca-
ribe

Del 21 al 29 de julio de 2023 se llevé a cabo en La Herradura, La Paz, El Salva-
dor, la XXV Olimpiada Matemdtica de Centroamérica y El Caribe (OMCC), en la que
participaron 12 paises y un total de 43 estudiantes. Una vez mds y por quince afios con-
secutivos, México se ha posicionado como el lider indiscutible de esta competencia,
obteniendo el primer lugar por paises. En esta ocasién, México obtuvo una puntuacién
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histérica de 142 puntos quedando por encima de Colombia (84 puntos) y El Salvador
(64 puntos), quienes ocuparon el segundo y tercer lugar por paises, respectivamente.

La delegacién mexicana estuvo integrada por:

= Juan Luis Manriquez Sequera (Baja California Sur).
» Iker Torres Terrazas (Chihuahua).
= Andrea Sarahi Cascante Duarte (Morelos).

= Leonardo Melgar Rubi (Morelos).

Leonardo, Andrea e Iker obtuvieron medallas de oro, mientras que Juan Luis obtuvo
medalla de plata. Los profesores que acompafiaron a la delegacién fueron José Antonio
Goémez Ortega (lider) y Denisse Alejandra Escobar Parra (tutora).

A continuacion, presentamos los problemas de la XXV Olimpiada Matemética de Cen-
troamérica y El Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para
resolverlos.

Problema 1. Una coloracion del conjunto de los enteros mayores o iguales que 1, debe
hacerse con la siguiente regla: cada nimero se colorea de azul o rojo, de manera que la
suma de cualesquiera dos niimeros (no necesariamente distintos) del mismo color, sea
azul. Determinar todas las coloraciones posibles del conjunto de los enteros mayores o
iguales a 1, que sigan esta regla.

Problema 2. Octavio escribe un entero n > 1 en una pizarra y luego inicia un proceso
en el que en cada paso borra el nimero entero k escrito en la pizarra y lo reemplaza
por uno de los siguientes nimeros, siempre que el resultado sea entero:

k
3k—-1, 2k+1, —.
2
Demostrar que para todo entero n > 1, Octavio puede llegar a escribir en la pizarra el

nimero 32023 Juego de una cantidad finita de pasos.

Problema 3. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que ab + bc + ca = 1.
Demostrar que

a3 N b3 N 63 N 1
a? + 3b% 4 3ab + 2bc b2 + 3c% + 3bc + 2ca 2 + 3a? + 3ca + 2ab T 6(a? +b% + c2)?’

Problema 4. Un nimero de cuatro cifras n = abcd, donde a, b, c y d son digitos,
con a # 0, se denomina guanaco, si el producto ab X cd es un divisor positivo de n.
Encontrar todos los nimeros guanacos que existen.
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Problema 5. Sean ABC un tridngulo acutdngulo con AB < AC'y I la circunferencia
que pasa por A, By C. Sean D el punto diametralmente opuestoa A en I' y £ la recta
tangenteen D a . Sean P, (Q y R las intersecciones de BC con ¢, de AP conT tal que
Q # Ay de QD con la altura del tridngulo ABC' por A, respectivamente. Se definen
el punto S como la interseccién de AB con larecta £ y el punto 7" como la interseccién
de AC con larecta £. Probar que S y T pertenecen a la circunferencia que pasa por A,

QyR.

Problema 6. En un estanque se encuentran n > 3 piedras dispuestas en una circunfe-
rencia.

Una princesa quiere etiquetar las piedras con los nimeros 1,2, ..., n en algin orden
y después colocar algunos sapos sobre las piedras. Una vez que todos los sapos estén
ubicados, empiezan a saltar en el sentido de las manecillas del reloj, de acuerdo a la
siguiente regla: cuando un sapo llega a la piedra etiquetada con el nimero k, espera k
minutos y luego salta a la piedra adyacente.

Si en ningtin momento dos sapos pueden ocupar la misma piedra, ;cudl es la mayor
cantidad de sapos para los cuales la princesa puede etiquetar las piedras, antes de colo-
car los sapos? Para este mdximo, mostrar cémo la princesa puede etiquetar las piedras
y cémo colocar los sapos.

Nota: Una piedra se considera ocupada por dos sapos al mismo tiempo solo si existen
dos sapos que estén simultdneamente en esta piedra por al menos un minuto.
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642 Olimpiada Internacional de Matematicas

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la 64 Olimpiada In-
ternacional de Matematicas.

Solucién del problema 1. (Solucién de Luis Eduardo Martinez Aguirre). Como n
es compuesto, tenemos que k > 3. Sea da = p un nimero primo. Notemos que dj_2
divide a la suma

n
dgp—1+dp = — +n,
b

pues dedg—1 = n. Como di_o = d—z, tenemos que d—Za: = @ para algin entero ,

esto es, pr = dg(p+ 1), lo cual implica que p | d3. Como d3 es el segundo divisor mas
pequefio de n, o bien d3 es primo o d3 = p?. Como p = dy divide a ds y da < d3, d3
no puede ser primo. Esto significa que d3 = p?.

Demostraremos que d; 1 = p’ porinducciéneni. El casos i = 1,4 = 2 yalos tenemos.
Supongamos que d; 1 = p'~2y d; = p'~!. Tenemos que d;_1 | d; + d;41, esto es,
p=2 | p~ ! 4+ d;;1. Luego, p | di+1 y, como no hay otro divisor primo intermedio,
tenemos que d; 1 = p’, concluyendo la induccién.

Por lo tanto, tenemos que n = di, = pk’l. Es fécil comprobar que, en efecto,n = p
cumple la condicion del problema, pues los divisores son de n son 1, p, p2, el pk_l,

cada uno divide a los dos siguientes y, por lo tanto, a su suma.

k—1

Solucion del problema 2. (Solucion de Eric Ransom Trevifio). Sea A’ el punto dia-
metralmente opuesto a A en 2. Demostraremos que P, D'y A’ son colineales. En efec-
to, notemos que ZDPB = /BLD por ser ciclico en w. Luego, /DLB = /EAC =
/ZFEAC, donde la primera igualdad se da porque DL y BC son parelelas y, la segunda
igualdad, por el ciclico en §2. Finalmente, tenemos que ZEAC = ZBAA’ ya que la
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altura y el didmetro son isogonales. De aqui que /BPD = /BAA’y, por lo tanto,
PD cortaaQen A’
Z

N

——

M

Sea M el punto medio del arco BC que no contiene a A. Tenemos que AM es la
bisectriz del angulo Z/BAC'. Sean X la intersecciéon de AM con S B, Y la interseccién
de AM con A'P y Z la interseccién de AE con A’S. Demostraremos que X es el
punto donde concurren las rectas AM, BS'y la tangente a w por P.

Veamos que X A = XY Tenemos que A'S y AM son paralelas, ya que ZA'MA =
90° = LMAS al ser AA" y M S diametralmente opuestos. Como ZA'EZ = 90° y
SA" = SE, pues por ser AA" y AF isogonales tenemos que EM = MA , resulta que
S es el punto medio de la hipotenusa del tridngulo ZA'E'y, por lo tanto, SZ = SA’.
Ahora, por la homotecia desde D en los tridngulos DAY y DZ A’, tenemos que X
es el punto medio de AY. En el triangulo APY’, como LZAPY = 90°, tenemos que
PX = XA = XY. Ademds, los tridngulos X AD y X B A son semejantes, ya que

/XDA=AS + BE = MA' + A'/C = /MAC = /BAX.
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Luego, /XAD = EM = MA' = AS = /XAB y, por lo tanto, tenemos que
XP? = AX? = XD-X B, locual implica que X P es tangente a w y, por consiguiente,
X es el punto que queriamos.

Solucién del problema 3. (Solucion de Rogelio Guerrero Reyes). Primero demos-
traremos que la sucesion a,, es no decreciente. Supongamos que existe un entero n tal
que a,, > an+1. Entonces, p(a,) > p(ant1), esto es,

An4+10n+2 *** Aptk > An420n43 Qg k1.

Dividiendo entre los factores comunes @y, 42 - - - G4k, ObteNemos que ap41 > Apyk+1-
Con esto, sabemos que también hay alginn + 1 < s < n 4+ k tal que as > as+1 Y,
ademads, an4+1 > Ant+kt+1 > Gs41. Supongamos, que no existe tal s. Entonces, cada
uno de los nUmeros @, +2, @n+3, - - - , Ap4k €8 MAYOT QUE Gy 4+ k41, PUES Si alguno a1
fuera menor que @y 4j+1, €NONCES G5 > Aptk+1 > Ast1. PEIO, 81 Gptr > Apyk+1,
entonces podemos tomar s = n + k. Luego, el valor s cumple. Tenemos entonces que
Gn4+1 > Qs+1 Y, COMO a5 > aGsy1, podemos repetir este argumento. Esto nos genera
unasecuenciaas, > as, > --- que es infinita. Pero esto no es posible, pues cada a, es
un entero positivo. Por lo tanto, no puede suceder que a,, > a,1 y, por consiguiente,
la secuencia es no decreciente.

Demostraremos ahora que la secuencia a; toma infinitos valores distintos o es la se-
cuencia constante. Si a; no tomara infinitos valores distintos, como la secuencia es no
decreciente, si M es el mayor valor posible que toma la secuencia, entonces a partir
de cierto término la secuencia es M, M, M, .. .. Demostramos que todos los términos
anteriores también son iguales a M. En efecto, si a; es tal que a; = M para todo
j >i+1,entonces P(M) = M* = M* +¢;,_y M*~1 + ...+ ¢y y, por consiguiente,
¢; = 0 para todo i. Ahora, si P(a;) = a;41---airx = MP¥, entonces a¥ = M* y,
por consiguiente, a; = M. Luego, podemos hacer esto para todo ¢ y, por lo tanto, la
secuencia es constante y el polinomio es P(z) = z*. Entonces, podemos asumir que
a; toma infinitos valores distintos.

Definiendo z; », = @i+n — a; > 0, tenemos que

P(a;) = (a; + zi1)(a; + z52) - (@i + xig)-

Demostraremos que z; ,, estd acotado para todo ¢ con 1 < n < k. En efecto, suponga-
mos que T; n, > cx—1 + - - - + co. Entonces,

P(a;) = (ai+zin) (@i +Tin) - (a; + zik)

af "'+ (it cr1 + -+ <o)

af + (ck-—1+ -+ co)ay !

k—1
af + cg—1a; T+ -+ cia; + ¢

P(ai)v

AV | Y/

lo que es una contradiccién.
Como sabemos que x; ,, estd acotado para 1 < n < k, por el principio de las casillas
infinito la secuencia s; = (z;1,...,%; ) tiene un valor que se repite infinitas veces.
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Entonces, hay infinitos valores de ¢ donde x;,1 = b1, ;2 = ba, .. ., T; r = by. Ademds,
como la sucesion a; es no decreciente, tenemos que ;1 < ;2 < -+ < 245, lo cual
implica que b; < by < --- < by. Por lo tanto,

P(a;) = (a; +by)(a; +b2) - (a; + by)
para infinitos valores de ¢, por lo que el polinomio es
P(z) = (x+b)(z+b2) - (x+ by).

No puede haber otra secuencia d; tal que x;1 = di,...,2;r = dj para infinitos
valores de ¢, pues si la hubiera

k k

[[@+0) = P) = Q) = [+ do),

i=1 =1

lo cual implicarfa que existe un entero N tal que z; ; = b; parai > N.

Ahora, para ¢ > N tenemos que a;11 = a; + x;,1 = a; + by, pues sabemos que
i1 = by yaque by < by < ... < by. Entonces a partir de N, la secuencia es una
progresion aritmética. Esto implica que b; = jb1, por lo que

P(z) = (x4 b1)(x + 2b1) - - - (z + kby).

Ahora demostraremos que también podemos continuar hacia abajo y ver que a;4+1 =
a; + by para el menor ¢ para el que no sabemos que esto es cierto.
Renombremos b; = b. Tenemos que a;4+1 = a; + b para ¢ > n. Entonces,

P(an) = (an +b)(an +2b) - (an + kb) = ant1(ant1 +0) - (ant1 + (K = 1)b),

donde la primera igualdad se sigue por la definicién de Py, la segunda, por la condicién
del problema. Notemos que si a,+1 > a, + b, entonces el producto de la derecha es
mayor y, si an+1 < an + b, el producto de la derecha es menor, por lo que debemos
tener que a,+1 = a, + b. Luego, a; debe ser una progresion aritmética con diferencia
by el polinomio es P(x) = (x 4+ b)(x + 2b) - - - (x + kb).

Por lo tanto, las Unicas sucesiones que cumplen son las progresiones aritméticas con
el polinomio P(z) = (x + b)(x + 2b)--- (x + kb). (La sucesién constante es una
progresion aritmética con b = 0).

Solucion del problema 4. (Solucion de Victor Manuel Bernal Ramirez). Para cada
entero 1 < n < 2023,seanb, = x1 +x2+ -+ T yCp = w%—i—%—iww—l-i

Ty
Tenemos que a; = /1 - % = 1. Probaremos que a;+2 > a; + 3.

Primero veamos que no es posible que a; = a;+1, pues para que tengamos esto nece-
sitamos que \/(bz + xip1) (e + L ) = v/bic;, lo cual no es posible pues z; > 0y

Ti+1
% > 0. Como a;41 es un nimero entero, concluimos que a;+1 > a; + 1.
Ahora, veamos que a;+2 > a;. Basta ver que no es posible que a;+2 = a;4+1 +1 =

a; + 2. Supongamos que k = a;1 = a; + 1. Entonces, k% = b;c;,

1

Ti+1

(k + 1)2 = (bz + xiJrl) (Ci + ) =k + bl + CiTi+1 + 1

Ti+1
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si y solo si

1 k2
+ CiTit1 = CiTip1 +
Ti+1 CiTi+1

2%k = b; > V2 = 2k,

donde la desigualdad se sigue por MA-MG y, como se da la igualdad, necesariamente
CiTi4+1 = k.
De manera analoga, como (k + 1) = b; 1 1¢i41,

1
(k +2)% = (bit1 + Tit2) <Cz‘+1 + ) ;
Li+2
tenemos que k + 1 = ¢;4+1x42.
Usando esto, obtenemos que

Ci+1 i+ Titl _ g
= — =1+ ,
C; C; CiTi+1 k k

lo cual implica que

Tit2 (ﬁi) kE+1 ¢ fﬂ.izl

Ti41 (ﬁ) - k a_ k k+1

Luego, ;41 = ;42 Y, por lo tanto, no se puede tener a; + 2 = a;+1 + 1 = a;42, 10
que significa que a; 42 > a; + 3.
Con la desigualdad que probamos, concluimos que asg2z > a1 + 3(1011) = 3034.

Soluciéon del problema 5. (Solucién de Mateo I. L. A.). La respuesta es |log, n].
Para ver que esto es el maximo, podemos ver el siguiente acomodo:

En la fila 4, el circulo rojo estd en la posicién (i, 2(i — 211°82%) 4 1). Podemos ver que
esto funciona, pues entre las filas 2* y 2+, un camino ninja solo puede pasar por a lo
mds un circulo rojo. Esto es pues de un circulo en posicién (r, s) (fila r, posicion s),
se puede llegara (r + 1,s) o (r + 1,s + 1), pero por como coloreamos los circulos
rojos, en cada fila estdn en una sucesioén 1, 3, 5, . . ., entonces ninguno se puede alcanzar
sumando 1 repetidamente al pasar de fila. Por lo tanto, se tiene a lo mds un circulo rojo
entre cada potencia de 2 y nos da la cota de |log, n].

Ahora mostraremos que podemos garantizar esta cantidad. Para esto, escribiremos un
numero ¢(i, j) dentro de cada circulo (4, j). En (1, 1) ponemos ¢(1,1) = 1, para (¢, )
escribimos ¢(4, j) = méx(c(i — 1,5 — 1),¢(i — 1, 7)) si el circulo no es rojo y, si es
rojo, sumamos 1 (consideramos ¢(7, j) = 0 si (i, j) no existe, por ejemplo si j = 0).
Este proceso asigna a cada circulo, el mdximo nimero de circulos rojos en un camino
ninja que pasa por él.

Para demostrar nuestra cota, basta probar que cuando n = 2* hay un circulo con un
nimero asignado mayor o igual que k + 1. Probaremos esto viendo que la suma de los
ndmeros en la fila 2% es k2% 4 1y, por el principio de las casillas, hay un circulo (i, j)
con c(i,7) > k+1. Solo necesitamos ver esto paran = 2F, pues si n = 2F 4 < 2k+1,
entonces |log, n| = k y nos limitamos a ver las primeras 2* filas y hay un camino ninja
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que pasa por al menos k + 1 circulos rojos y, por lo tanto, también hay uno si contintia
por las siguientes 7 filas.

Haremos induccién en k. La base de inducciénes k = 0y, para k = 1, es claro que la
suma es 1. Supongamos que para algiin entero k > 1, la suma de la fila 2% es k2% 4 1.
Sea S; 1a suma de los niimeros en los circulos de la fila 7. Entonces,

SiJrl > S + mz_ixc(i,j) + 1.
J

En efecto, supongamos que (i, j) es tal que ¢(i, j) es mdximo en la fila i. Hacemos el
siguiente emparejamiento: si k < j, entonces (i, k) <> (i +1,k) y, si k& > j, entonces
(i,k) <> (i+1, k+1). Sabemos que en ambos casos, ¢(i, k) < ¢(i+1, k), c(i+1, k+1).
Por lo tanto,

i+1

Sit1 = Zc(i +1,k)
k=1
j—1 i+1
= cli+1Lk)+c(i+ 1) +eli+1,j+1)+ Y cli+1Lk+1)
k=1 k=j+1
j—1 [

> S elik) +2¢i, )+ > cli k) +1
k=j+1

1
=5; + C(i,j) + 1.

El +1 en la desigualdad se sigue de que hay un circulo rojo en la fila ¢ 4 1, por lo que
para ese circulo (i 4+ 1, k), tenemos que ¢(i + 1,k) = c(i,k) + loc(i+ 1,k +1) =
c(i, k) + 1.

Por la hipétesis de induccién, tenemos que Sor > k2% + 1y el mdximo en la fila
es al menos k + 1 por el principio de las casillas. Por lo tanto, tenemos que Sax 1 >
k2F+1+k+1+1y se puede ver que Sor . > k28 +1+7(k+1+1), yaqueen cada fila
siguiente el maximo sigue siendo al menos k + 1. Luego, en la fila 2°*! la suma es al
menos Sor+1 = Soryor > k2P 41428 (k+2) = k28T 428141 = (k+1)28 1 41,
que es lo que querifamos demostrar.

Solucion del problema 6. Sean §4, dp y ¢, los circuncirculos de los tridngulos
AAj1As, BB1By y CC1C5, respectivamente. La estrategia general de la solucién es
determinar dos puntos distintos con la misma potencia respecto de 4, dp y d¢.

Afirmacion. A; es el circuncentro del tridngulo A BC'y las respectivas variaciones
ciclicas.

Demostracion. Como A; esta sobre la mediatriz de BC'y dentro del tridngulo BA>C,



Soluciones de Olimpiadas Internacionales 115

es suficiente demostrar que /BA;C = 2/BA5C'. Esto ultimo es consecuencia de que

/BAyC = ZA3BA + /BAC + ZAC A,
1
= 5 (180° = ZAC1 B) + (180° — ZCB1 A) + 60°

1
= 240° — 3 (480° — LBA;C)

= %LBAlO.

2

Por los circuncentros de la afirmacidn anterior, tenemos que
ZBlBgcl = ZBlBQA = ZBQABl = ZClACQ = ZACQCl = 4310201,

lo que significa que el cuadrilatero By Cy B2C> es ciclico. De manera andloga se puede
demostrar que los cuadrilateros C; A;CyAs y A B As By también son ciclicos.
Observemos que el hexdgono A1 BoCh A2 B1Cs no es ciclico ya que

/C9A1Bg + /BoC1As + LA3B1Co = 480° #+ 360°.

Ahora podemos aplicar el teorema del eje radical a los tres circulos, para demostrar
que Aj Az, B1Bs y C1C5 concurren en un punto X el cual tiene la misma potencia
conrespecto ad, gy dc-

Supongamos que el circuncirculo del tridngulo A3 BC interseca a § 4 en As # As. De
manera andloga definimos a los puntos Bs y C’s.

Afirmacion. BC B3 es ciclico.
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Demostracion. Usando angulos dirigidos, tenemos que

/BC3C = £LBC3Cy + LCC3C = LBACS + LC>CLC
=90° + L(C&C’, ACQ) + £LCyCL C (ya que cCcy L AB)
=90° + £C1CyBs.

De manera andloga, se puede demostrar que ZC'BsB = 90° + £B; B2Cy. Luego,
usando que B, B2Cs es ciclico, obtenemos que

/BB;C =90° + £LC1 BBy = 90° + LC1Cy By = £/BC3C,

de donde se sigue el resultado. O

De manera andloga, se puede demostrar que C AC5 A3 y ABA3Bj3 son ciclicos.
Observemos que el hexdgono ACs BA3C B3 no es ciclico, porque si lo fuera, entonces
el ciclico AB;C Bs implicaria que By estd sobre la circunferencia ABC, lo cual es
imposible ya que B estd dentro del tridngulo ABC'. Por lo tanto, podemos aplicar el
teorema del eje radical a los tres circulos para obtener que AA3, BB3y C'Cs, concurren
en un punto Y el cual tiene la misma potencia con respecto a 4, dg y dc.

Antes de terminar, haremos unas observaciones técnicas.

= Sea O el centro del tridngulo ABC'. Tenemos que

ZBA,C =480° — LCB A — LAC1 B > 480° — 180° — 180° = 120°,
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por lo que A; esta dentro del tridngulo BOC'. Obtenemos resultados andlogos
para By, C vy, por consiguiente, los tridngulos BA;C, CB1 Ay AC: B, tienen
interiores disjuntos. Esto implica que A1 BoC1 A2 B1 Cs es un hexagono convexo.
Por lo tanto, X estd sobre el segmento A; A, y, por ende, estd dentro de 0 4.

= Como A; esel centrode A, BC, tenemos que A1 A; = A; A3y, usando el ciclico
AAsA; As, obtenemos que las rectas AA; y AA3 = AY son reflexiones en la
recta AA;. Como X estd sobre el segmento A; Ag, latnicaformaenque X =Y
es si A; y Ay estdan ambos sobre la mediatriz de BC'. Pero esto forzaa By y C
ser también reflexiones en esta linea, lo que significa que A1 B; = A;C4, lo que
contradice que el tridngulo A; B es escaleno.

En conclusién, tenemos puntos distintos X, Y, con la misma potencia con respecto a
44,08 Y dc, por lo que estos circulos tienen un eje radical comin. Como X estd dentro
de d4 (y andlogamente d y d¢), este eje radical interseca a los circulos en dos puntos
y, por lo tanto, § 4, §p y d¢ tienen dos puntos en comun.

Comentario. Una construccion alternativa para el punto Y, se sigue observando que

sen ZBAA; ﬁfﬁ sen LAsBA  A,B  senZCiBA

sen LA, AC — A2Csen/ACA;, ~ A2C sen ZACB,

sen /B1CB sen/C1BA
sen ZCBC7 sen ZACB;

y, por consiguiente,

senZ/BAA>; senZCBBy sen/ZACC, _1
sen LA AC sen /BsBA sen/C5CB

Luego, por el teorema de Ceva, AAs, BBy y CCs concurren y, de esta forma, podemos
construir el conjugado isogonal de este punto de concurrencia, el cual resulta ser Y.

XXV Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Ca-
ribe

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de la XXV Olimpiada
Matematica de Centroamérica y El Caribe.

Solucién del problema 1. (Solucion de Leonardo Melgar Rubi). Notemos que todos
los enteros pares son azules ya que se pueden expresar como 2n = n + n, que clara-
mente son dos enteros positivos del mismo color.

Asumamos que 2k + 1 es el primer impar azul, lo que quiere decir que 2k + 1y 2 son
azules, por lo que 2k + 3 = 2(k+ 1) + 1 es azul. Es decir, si tenemos un nimero impar
de color azul, podemos asegurar que el siguiente impar también serd azul. Luego, si
2k + 1 es el primer impar azul, a partir de aqui todos los nimeros serdn azules.



118 Soluciones de Olimpiadas Internacionales

Por lo que podemos concluir que todas las coloraciones posibles se ven de dicha ma-
nera, es decir, todos los pares son azules y todos los impares a partir de cierto nimero
lo son también. Estas coloraciones son tnicas y funcionan.

Solucion del problema 2. (Soluciéon de Andrea Sarahi Cascante Duarte). Sean
A(k) = 3k — 1, B(k) = 2k + 1y C(k) = %. Procederemos por induccién sobre
k.

Base inductiva. Para ver que k = 1 cumple, notemos que 1 = 3. Por lo que probare-
mos el siguiente lema.

Lema. Podemos llegar a 3**! partiendo de 3*, mediante la siguiente secuencia de
pasos: A, C, B.

Demostracion. Tenemos que

A(3F) = 3k 1,

3k+1 -1
C(3k+1 _ 1) _ 77

k+1 _q |
B(%) _2<3T> +1 =3k,
O

Por lo que del 3° podemos llegar al 3! y luego podemos llegar al 3% y asf sucesivamente,
hasta llegar al 32°23. De manera que partiendo del 1 podemos llegar a 32023,

Si k = 2, podemos llegar a 1 tnicamente aplicando C'. Al llegar al 1, sabemos que
podemos llegar al 32°23, por lo que para k = 2 también se cumple.

Si k = 3, ya vimos que las potencias de 3 cumplen por el Lema.

Si k =4, como C(4) = 2'y 2 cumple, entonces 4 también.

Si k = 5, tenemos que B(5) = 11, A(11) = 32, C'(32) = 16, C(16) =8, C(8) = 4
y, como ya tenemos que 4 cumple, entonces 5 también cumple.

De base inductiva tenemos que los ntimeros del 1 al 5 funcionan.

Hipétesis de induccién. Supongamos que podemos llegar a 32923 desde los niimeros
del 1 al n.

Paso inductivo. Demostraremos que podemos llegar a 32023 desde el nimero n + 1.
Dividiremos en casos, dependiendo de la paridad de n + 1.

a) n + 1 es par. Si hacemos C(n + 1) = "TH, claramente es un niimero entero que
estd en el intervalo de los nimeros que ya cumplen por la hip6tesis de induccion.

b) n + 1 es impar. En este caso, consideraremos 4 subcasos.

» n+ 1 =8m+ 1 con m un entero no negativo. En este caso, tenemos que

sm+1216m+3348m+8 S 2um+4 S 12m+2 S 6m+1

y claramente, 6m+1 < 8m+1. Luego, por la hip6tesis de induccién, tenemos
que 8m + 1 cumple.
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= n 4+ 1 =8m + 3 con m un entero no negativo. En este caso, tenemos que

sm+352unm+8 S 12m+4 D 6m+2

y claramente, 6m+2 < 8m+ 3. Luego, por la hipétesis de induccién, tenemos
que 8m + 3 cumple.

» n+ 1 =8m+ 5 conm un entero no negativo. En este caso, tenemos que

Sm+5216m+11 2 48m+32% 24m+16 S 12m+8 S 6m+4

y claramente, 6m+4 < 8m+5. Luego, por la hipétesis de induccidn, tenemos
que 8m + 5 cumple.

» n+ 1 =8m+ 7 conm un entero no negativo. En este caso, tenemos que

sm+7224m+20 5 12m+10 % 6m+5

y claramente, 6m+5 < 8m+7. Luego, por la hipétesis de induccidn, tenemos
que 8m + 7 cumple.

Luego, desde n + 1 impar podemos llegar a 32023,

Esto concluye la induccién.

Solucion del problema 3. (Solucion de Iker Torres Terrazas). Sean

A = a(a® + 3b* 4 3ab + 2bc) = a® + 3ab® + 3ab + 2abe,

B = b(b* 4 3¢ + 3bc + 2ca) = b + 3bc* + 3b%c + 2abe,

C = c(c® + 3a* + 3ca + 2ab) = ¢ + 3a%c + 3c%a + 2abe.
Observemos que A + B + C = (a + b+ ¢)®. Entonces, aplicando la desigualdad ttil®

tenemos que

a® b3 c?

a2+3b2+3ab+2bc+ b2 4+ 3¢2 4 3bc + 2ca + c? 4+ 3a2 + 3ca + 2ab

“a'BTC
(a®> 4+ b+ c*)?  (a® +b* 4 ?)?
= A+B+C  (a+b+e)

Como a? + b2+ ¢ > M (pues a? +b? > 2ab, b? + ¢ > 2bcy a? + ¢ > 2ac),
se sigue que

(a+b+c)2 2
(a? + b2 + c2)? ( 3 ) _(a+b+e)?* a+b+c

(a+b+c)d ~ (a+b+e)®  9Ya+b+c) 9
3Desigualda\d util. Dados a1, a2, ..., an nimeros reales y 1, 2, . . . , £ nimeros reales positivos, se
cumple que:
@ od, Lo (et

1 x2 T T mitwet o
Laigualdad se da si y solo si existe un nimero real A tal que a; = Az; paratodoi =1,2,...,n.
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Demostraremos que

a+b+c - 1 ’ 24)
9 6 (a2 + b2 + 2)°
lo que concluird la prueba.
Observemos que
a+b+c 1
> 5
9 6 (a2 + b2 + ¢2)
si y solo si
a+b+c S 1
3 2(a? + b2 + ¢2)2’
si y solo si
(a+b+c)a®+b* +c*)? > g,
siy solo si
(a4+b+c)%(a® +b*+A)* > %,
siy solo si
(a® + b + 2 4 2(ab + be + ca))(a® + b* 4+ ) > % (25)

Como las desigualdades (24) y (25) son equivalentes, basta demostrar la desigual-
dad (295).

Tenemos que a? + b2 + ¢ > ab + be + ca = 1 (pues a? + b? > 2ab, b> + ¢ > 2bc
y a®> + ¢ > 2ac), por lo que a? + b% + ¢ +2(ab+bc+ca) > 1+2 = 3y
(a? + b2 + c?)* > 1* = 1, de donde se sigue que

9
(a® +b% + 2 +2(ab+ be + ca))(a® + b* + *)* > 3 > 7
como queriamos.

Solucion del problema 4. (Solucion de Juan Luis Manriquez Sequera). Sean A =
aby B = cd. Queremos que el producto A - B sea un divisor positivo de AB =
100A4 + B. En particular, A | 1004 + By B | 1004 + B.

Como A | 100A + By sabemos que A | 1004, resultaque A | B, esto es, AK = B
para alguin entero positivo K. Ademds, como B | 100A + By B | B, se sigue que
B | 100A. Sustituyendo la igualdad anterior, obtenemos que AK | 1004, de donde
K | 100, por lo que los valores posibles de K son: 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50 y 100.
Abhora analizaremos cada caso.
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a) Si K = 1, la condicién inicial es A - A | 1004 + A, esto es, A% | 1014, lo cual
implica que A | 101. Como 101 es primo, A = 1 0 A = 101, lo cual no es posible,
ya que A es un ndmero de dos digitos.

b) Si K = 2, la condicién inicial es A - 24 | 100A + 24, esto es, 2A? | 1024, lo cual
implica que A | 51. Los divisores positivos de 51 son 1, 3, 17 y 51. Como A debe
ser un numero de dos digitos, las opciones son A = 17 0 A = 51, lo cual implica
que B=2-17 =340 B = 2-51 = 102. Sin embargo, como B es un nimero
de a lo mds dos digitos, la tinica opcién es A = 17y B = 34. Verificamos que
17-34 =578 | 1734, por lo que 1734 es guanaco.

¢) Si K = 4, 1a condici6n inicial es A - 4A | 100A + 4A, esto es, 442 | 1044, lo cual
implica que A | 26. Los divisores positivos de 26 son 1, 2, 13 y 26, pero como A es
de dos digitos, las posibilidades son A = 13 0 A = 26, lo cual implica que B = 52
o B = 104. Sin embargo, como B es un nimero de a lo més dos digitos, la tnica
opcién es A = 13y B = 52. Verificamos que 13 - 52 = 676 | 1352, por lo que
1352 es guanaco.

d) Si K = 5, la condicién inicial es A - 54 | 1004 + 5A, esto es, 542 | 1054, lo
cual implica que A | 21. Los divisores positivos de 21 son 1, 3, 7'y 21, pero como
A es de dos digitos, la tnica opcién es A = 21, lo cual implica que B = 105. Sin
embargo, como B tiene a lo mds dos digitos, no hay soluciones en este caso.

e) Si K es alguno de los nimeros 10, 20, 25, 50 o 100, entonces £ > 10, lo cual
implica que B > 10a. Pero, como A es un nimero de dos digitos, B tendria al
menos 3 digitos, lo cual no es posible ya que B tiene a lo mds dos digitos. Luego,
no hay soluciones en este caso.

Por lo tanto, los Gnicos niimeros guanacos de 4 digitos son: 1734 y 1352.

Solucion del problema 5. (Solucion de Andrea Sarahi Cascante Duarte). Comen-
zaremos demostrando el siguiente resultado.
Lema. En un tridngulo ABC con circuncentro O y ortocentro H, se cumple que

/ZBAH = ZCAO.

Demostracion. Sea ZOAC = a. Como OA = OC, tenemos que ZACO = a, lo
cual implica que ZAOC = 180° — 2a.. Ademds, como ZAOC es un dngulo central,
tenemos que ZABC = 90° — a'y, como AH y BC son perpendiculares, se sigue que
/ZBAH = ZCAO. O

Continuando con la solucién del problema, sean X el punto de interseccion de AR con
BPy /BAX = 0. Aplicando el lema anterior, tenemos que ZDAT = 0, yaque D es
diametralmente opuesto a A en I'. Como / es tangente a la circunferencia I' en D, se
sigue que AD y ¢ son perpendiculares y, como AD es un didmetro, tenemos que DQ
y AQ son perpendiculares. Luego, ZAT P = 90° + 0 y ZDQC = 0. Ademds, como
D@ y AP son perpendiculares, tenemos que ZCQP = 90° — 6. En consecuencia,
LCQP+ £ZCTP = 180°, por lo que el cuadrilatero CQ PT es ciclico. Ademds, como
/ZRXP = ZRQP = 90°, tenemos que el cuadrildtero RPQ X también es ciclico.
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Por lo tanto, tenemos que AQ - AP = AC - ATy AQ - AP = AR - AX, por lo que
AC - AT = AR - AX, lo cual implica que el cuadrilatero X C'T'R es ciclico, esto es,
ZRXC + ZRTC = 180°. Como ZRXC = 90°, resulta que ZRTC = 90° y, como
ZATD = 90° — 6, concluimos que ZDTR = 6. Luego, /SAR = ZSTR = 6,
por lo que AT RS también es ciclico, esto es, ZATR + ZASR = 180°, de donde
obtenemos que ZASR = 180° — ZATR = 180° — 90° = 90°. Entonces, tenemos
que ZRQA = ZRT A = 90°, por lo que T estd en el circuncirculo del tridngulo AQR
y ZRQA = ZRSA = 90°. Por lo tanto, S estd en el circuncirculo del tridngulo AQ R,
que es lo que querifamos demostrar.

Solucién del problema 6. (Solucion de Leonardo Melgar Rubi). Comenzaremos
demostrando el siguiente resultado.

Lema. No puede haber 2 parejas de sapos adyacentes al inicio.

Demostracién. Supongamos que hay 2 parejas de sapos adyacentes al inicio (b;, b; 1)
y (bj,bj4+1), con i # j. Entonces, hay dos sapos en piedras adyacentes al inicio. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que estdn en las piedras a; y a;41, con a; # n.
Tenemosque a; < nsiysolosiz = a;+a;+1+- - -+ag < aj+1+- - -+ax+ag+1,donde
ak+1 es la piedra con el nimero n. Después de x minutos, el sapo que inicialmente
estaba en a; terminard en ag41 Yy, después de x minutos, el sapo que inicialmente estaba
en a;41, Seguird en ag11, ya que tuvo que haber llegado antes a ax41 y que el sapo b;
(ya que avanzan en sentido de las manecillas del reloj). El sapo b;4; se retira de ax4
después de = minutos, es decir, dentro de al menos x + 1 minutos. Por lo tanto, durante
el minuto z, el sapo que estaba en a; y el sapo que estaba en a;41, ambos estardn en
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ap+1, lo que contradice que n # a; y que ¢ # j. Por lo tanto, no puede haber 2 parejas
de sapos adyacentes al inicio. |

Continuando con la solucién del problema, demostraremos que el maximo nimero de
sapos es [%] . Primero demostraremos que no es posible tener mds sapos.

Si n es par, esto es, n = 2m, entonces asumiremos que la princesa puede colocar mas
de {%1 sapos, esto es, al menos puede colocar m + 1. Separemos en paquetes de 2 co-
mo (a1, asz), (as,as),. .., (a2m—1,a2m), donde los a; son los niimeros de piedras en
ese orden. Por lo que hay m paquetes y al menos m + 1 sapos, entonces hay al menos
2 sapos en un mismo paquete al inicio. Supongamos que este paquete es (az;, azj+1).
Entonces, tenemos dos sapos en piedras adyacentes a2;41, @2;+2 Y €n azj, az;41. Nota-
mos entonces que as;+1 7 a2;. Por lo tanto, estos 2 pares de sapos adyacentes son dis-
tintos y, por el lema previo, esto es una contradiccién. De manera andloga, podemos ha-
cer el mismo proceso separando en paquetes de 2 como (az, as), (a4, as), . . ., (a2m, a1).
Ahora si n es impar, esto es n = 2m + 1, entonces asumimos que la princesa pudo
colocar més de [%] sapos, es decir, al menos puede colocar m+-2. Consideremos a; tal
que hay un sapo en a; y no hay sapos en a;_; y a;1. Si no fuera el caso, habria 2 pares
de sapos adyacentes al inicio (lo cual es una contradiccién) o no hay sapos. Por lo que
resta colocar al menos m + 1 sapos en 2m — 2 piedras, por lo que podemos separarlas
en m — 1 paquetes de dos piedras adyacantes. Por el principio de las casillas, no puede
haber 3 sapos en 2 piedras, por lo que hay 2 paquetes adyacentes con 2 sapos y, por el
lema anterior, esto es una contradiccidn.

Entonces, sin importar la paridad de n, la princesa no puede colocar més de {%1 .

Ahora veremos que el maximo [%W es alcanzable con el siguiente acomodo:

n
9 =~ T~

yd ~N
n—2 n—1
/ \
4 3
} i
n—4 n—3
1 L]
A I
. 1
A} .
A} 4
. 4
‘ 4
A Y 4
\‘ 'l

EIECESL R

colocando un sapo en las piedras en posicién impar, contando desde el 1 en el sentido
de las manecillas del reloj. Es decir, alternando: una piedra tiene un sapo y la siguiente
no y asf sucesivamente, comenzando en la piedra conel 1.

Para ver que efectivamente funciona, supongamos lo contrario. Veamos que después de
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% minutos, todos regresan al acomodo inicial con el tiempo inicial. Es decir, solo
nos interesan los primeros @ minutos. Supongamos que b; y b;, estdn en ay en
algun punto simultdneamente. Sin pérdida de generalidad, supongamosque ¢ < t+x <
k. Tenemos que b; llega después de b, . a ai porque tiene que recorrer mas piedras (lo
que se traduce en mas minutos). Observemos que b; llegaa ag en a;+a;+1+- - -+ag—1
y b+, se vade ag en a;4, + - -+ + ax—1 + ag. Luego, si estdn al menos un minuto

ambos sapos en ay, entonces b; llega a ay, antes de que b, se vaya, esto es,
i+ aiv1+ -+ ag—1 < Qiyg + -+ arp—1 +ag

si y solo si
a; +ajp1+ -+ Qg1 < agp <n,

lo que es una contradiccién, ya que
n<a;+ a1+ + Gz

pues a; + a;+1 > n para todo a; y £ > 2, a menos que a; sea n, en cuyo caso se
cumple.

Porlo tanto,n < a; + - - + a;+.—1 < ar < n contradice que habia dos sapos en una
misma piedra por al menos 1 minuto. Por lo tanto, es posible alcanzar el médximo con
este acomodo.



Apéndice

Definicion 1 (Divisibilidad). Si a y b son enteros, se dice que a divide a b o que b es
multiplo de a si b = aq para algiin entero q, y se denota por a | b.

Definicién 2 (Congruencias). Dados dos enteros a, b’y un entero positivo m, decimos
que a es congruente con b médulo m si a — b es miiltiplo de m. En este caso escribimos
a = b (mod m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m enteros con m > 1.

1. Sia=c (modm)yc=d(modm), entonces a = d (mod m).

2. Sia=c (modm)yb=d (modm), entonces ab = cd (mod m).
3. Sia = ¢ (mod m), entonces a™ = ¢"™ (mod m) para todo entero positivo n.
4. Si ab = be (mod m), entonces a = ¢ (mod (b’”—m)) donde (b,m) denota el

mdximo comiin divisor de by m.

Teorema 2 (Pequefio de Fermat). Si p es un nimero primo 'y a es un entero primo
relativo con p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una pro-
posicion P(n) es verdadera para todo entero n > ko, donde kg es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P(k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 4 (Principio de las Casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.
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Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A, es un subconjunto de A formado de m elementos. El niimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::L) esigual a

n n!
<m> - (n —m)im!’

donde n! denota el producto 1 -2 - - -n.

Teorema 6 (Binomio). Para a y b niimeros cualesquiera y n un entero no negativo se

cumple que .
(a+0d)" = Z <Z> akpnk,

k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Si x1, xa,
..., Ty, Son niimeros reales positivos, entonces

Ti+x2+- -+ T
n

2 {/r1xy Ty
v la igualdad se cumple si'y solo si x1 = 2o = -+ = Ty,

Teorema 8 (Suma de los dngulos internos de un tridngulo). La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 9 (Pitdgoras). En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC' son iguales a los dngulos y los

lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA). Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo 'y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son semejan-
tes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir, /ABC = /A'B'C’, ZACB =

LA'C'B'y ZBAC = £B'A'C’; y sus lados homdlogos son proporcionales, esto es
AB BC cA

A’B" T B'C' T C'A""

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.
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Teorema 10 (Tales). Si ABC' es un tridngulo y D, E son puntos sobre los lados AB

y C A, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si
AB _ AC

AD — AE"
Teorema 11 (Bisectriz). Dado un tridngulo ABC'y un punto D sobre el lado BC, se
tiene BD _ BA

que pe = Ac-

Teorema 12 (Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados (o extensiones) BC,C Ay

AB, respectivamente, del tridngulo ABC, entonces AL, BM y CN son concurrentes
BL CM AN

SiyleOSi TC " MA  NB = 1.

Teorema 13 (Menelao). En un tridngulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los
lados BC, C' Ay AB, respectivamente (o0 sobre sus extensiones), entonces L, M y
N son colineales si y solo si % - % . J’?,—]; = —1, donde los segmentos se estdn

considerando como segmentos dirigidos.
Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comiin.

2. Angulo seminscrito. Es el dngulo formado por una cuerda y la tangente a la
circunferencia en un punto comin.

3. Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 14 (Medida del dngulo inscrito). La medida de un dngulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 15 (Medida del dngulo seminscrito). La medida de un dngulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

Teorema 16 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersectan en un punto P,
entonces PA- PB = PC - PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T intersecta
en un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicion 6 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 17 (Cuadrildtero ciclico). Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, esto es, /ZDAB + /BCD =
LABC + ZCDA = 180°.

Teorema 18 (Circuncirculo e Incentro). Si Q) es el circuncirculo de un tridngulo ABC,
I es el incentroy M es la interseccion de Al con §Q, entonces MI = MB = MC.
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