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Presentacion

Tzalo la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM), es una
publicacion trimestral auspiciada por la Sociedad Matematica Mexicana (SMM). Los ar-
ticulos, problemas, soluciones, eximenes y demas informacién que en ella encontraras
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel basico y
nivel medio superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos
de matematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademas de ello, Tzaloa es una publicacién de interés para un publico mas amplio.
Aunque esta concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su co-
lumna vertebral es la resolucién de problemas por lo que también resulta de gran valor
para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los razona-
mientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o excesi-
vos, asi como su tendencia al uso de matematicas simples y elegantes, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

México y las Olimpiadas de Matematicas

La Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando vigorosamente los traba-
jos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM) desde los albores de ésta. Este
programa solo es posible gracias a la participacién de miles de jovenes estudiantes y a
la entusiasta colaboracion de muchos profesores quienes, de manera altruista, han de-
dicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matematica de nuestro
pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de todo
el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucién de pro-
blemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el Gnico afan de incrementar sus
capacidades para el razonamiento, el analisis y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matematicas ha contribui-
do a elevar el prestigio de la matematica nacional. Pero, mas importante ain ha sido
la contribucion que el movimiento olimpico ha tenido en el desarrollo cientifico del

Vocablo nahuatl cuyo significado en espafiol es aprender.

VI



Presentacion VII.

pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jévenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los concursos olimpicos ha definido las
vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han visto be-
neficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una sélida
formaciéon matematica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para dedicar
su vida profesional a la docencia y la investigacion.
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Probando identidades
combinatorias con caminos

Pedro David Sanchez Salazar
Facultad de Matemaéticas, Universidad Autonoma de Yucatian

RESUMEN. En este articulo se presenta una forma de demostrar las identidades basicas con
coeficientes binomiales que se suelen estudiar en los entrenamientos, pero interpretando a
los coeficientes binomiales como el niimero de maneras en que se pueden recorrer ciertas
cuadriculas.

Caminos en cuadriculas

Uno de los problemas mas conocidos y tradicionales que se presenta a los alumnos
que empiezan a entrenar sobre combinaciones es el problema de recorrer una cuadricula.
Si no lo conoces, aqui te lo presentamos.

Problema 1. ;Cuantos caminos hay siguiendo las lineas de la cuadricula en la siguiente
figura, desde el punto A hasta el punto B, si inicamente se permite hacer movimientos
hacia la derecha o hacia arriba?

9B

Ae®

A continuacién mostramos un par de caminos posibles.

B B




2. Probando identidades con caminos

El problema anterior también es conocido como el problema de los caminos de lon-
gitud minima porque los caminos que estamos considerando son precisamente los ca-
minos mas cortos posibles que hay entre el punto A y el punto B.

La solucién usual de este problema consiste en convertir el problema de contar cami-
nos en un problema de contar palabras, observando que podemos escribir cada recorrido
mediante una sucesion de letras Hy letras V, en donde cada paso horizontal correspon-
de con una letra Hy cada paso vertical con una letra V. Por ejemplo, los dos recorridos
mostrados arriba corresponderian a las palabras HYHVHHHVHVy VVHHHVVHHH
respectivamente.

Ahora, observamos que cada palabra que obtenemos tiene exactamente 6 letras Hy
4 letras V, porque siempre hay 6 movimientos horizontales y 4 verticales en cualquier
recorrido; una consecuencia de lo anterior es que cualquier palabra obtenida tendra
exactamente 10 letras.

Pensando un poco mas sobre esta relacion nos podemos convencer también que la
correspondencia va en ambas direcciones: cada recorrido es una palabra con 6 letras H
y 4 letras V'y, por otro lado, cualquier palabra que tiene 6 letras Hy 4 letras V necesaria-
mente describe un recorrido. En otras palabras, hemos obtenido lo que en matematicas
se denomina una biyeccion.

Las biyecciones son como caldo de pollo para el alma de quien hace combinato-
ria porque, cada vez que tenemos una biyeccion entre dos conjuntos (en este caso, un
conjunto de recorridos y un conjunto de palabras), necesariamente esos dos conjuntos
poseen la misma cantidad de elementos y, si podemos determinar esa cantidad en un
conjunto, automéaticamente habremos determinado la cantidad de elementos en el otro.

Dicho de otra foma, si queremos saber cuantos caminos hay en la figura, basta saber
cuantas posibles palabras con 6 letras Hy 4 letras V se pueden formar, pero lo anterior
es equivalente a tener 6 + 4 = 10 espacios por llenar y escoger 6 de ellos para poner las
letras H (quedando fijos los otros espacios con la letra V). Sin embargo, el nimero de
formas de escoger 6 cosas (espacios) cuando se tienen 10 esta dado por: ({f).

A modo de recordatorio, el simbolo (rz) se lee “combinaciones de m en k” o simple-
mente “m en k” y representa el nimero de formas en que puedes elegir (sin importar
el orden) k objetos cuando tienes m posibilidades. En los libros de texto escolares pue-
den encontrarse otras notaciones, como mCk, o C?, pero en las olimpiadas la notaciéon
estandar es (']?) Existen varias formas de calcular el valor exacto, una de ellas usando

factoriales, aunque preferimos la siguiente expresion para el valor de (140):

10 .9.8.
_ 10-9-8-7 = 210,
4 1-2-3-4
en donde el numerador tiene k = 4 factores que van descendiendo desde m = 10. Otra
forma de referirse a los nimeros (rz) es como coeficientes binomiales.

Dado que (140) = 210, hay 210 palabras formadas por 6 letras Hy 4 letras V'y debido
a la biyeccién antes construida, también habra 210 caminos en la figura. OJ



Probando identidades con caminos 3.

En el problema inicial, el hecho de que la cuadricula tuviera 6 de ancho y 4 de alto no
era relevante; pudimos haber considerado una cuadricula que tuviese a casillas de ancho
y b casillas de alto. Si repetimos el analisis, veremos que cada camino corresponde a una
palabra que tiene a letras Hy b letras V, por lo que siempre seran palabras de longitud
a+b. Dado que el nimero de palabras correspondera a escoger a de las a + b posiciones
para poner las letras H, nos permite concluir el siguiente resultado.

El nimero de recorridos en una cuadricula de axb que van de la esquina inferior
izquierda a la esquina superior derecha y en los que sdlo se puede avanzar hacia
la derecha o hacia arriba esta dado por:

a+b
.
Pero también podemos pensarlo de la forma inversa: dado un coeficiente binomial

(r;:), ;qué cuadricula tendria esa cantidad de caminos? Y, bajo este punto de vista, el
resultado anterior lo podemos reescribir del siguiente modo.

y

El coeficiente binomial ('Z) corresponde a la cantidad de recorridos de longitud
minima sobre una cuadricula de tamafio k x (m — k).

B

m—k

Identidades combinatorias

Otro de los temas mas comunes en los entrenamientos de combinatoria en las olim-
piadas de matematicas es la demostracion de las propiedades que cumplen los coeficien-
tes binomiales. Por ejemplo, las mas basicas aparecen en el siguiente problema.

Problema 2. Si 0 < k < m son numeros enteros no negativos, demuestra que:
m
m
" (o) =1

c()=m



4. Probando identidades con caminos

Tradicionalmente, ese tipo de identidades se demuestran de una manera algebraica
(expresando cada coeficiente binomial como un cociente de producto de factoriales) o
interpretando los coeficientes binomiales como formas de escoger objetos.

Para ilustrarlo, presentamos las demostraciones tradicionales.

= El valor de (2) es 1 porque s6lo hay una forma de elegir m objetos cuando tienes
m objetos: escogiéndolos todos.

= El valor de (rg) es 1 porque sélo hay una forma de elegir 0 objetos cuando tienes

m objetos: no escogiendo ningun(ﬂ

= El valor de (rln) es m porque hay m formas de elegir un sé6lo objeto cuando tienes
m objetos.

Las primeras tres demostraciones son tan “directas” que pareciera que estamos an-
dando en circulos, asi que vamos a revisar una un poco mas interesante.

Problema 3 (Identidad de simetria). Si k' y m son niimeros enteros tales 0 < k < m,
entonces siempre se cumple

m m

(1)-(a")

Demostracion. El valor de () es el numero de formas en que podemos elegir k ele-
mentos del conjunto {1, 2, 3, ..., m}. Sin embargo, observemos que cada vez que elegimos
k de ellos, al mismo tiempo estamos determinando cuales m — k no son elegidos. Dicho
de otra manera, podemos formar un conjunto de k elementos decidiendo cuéles m — k
elementos no estan en el conjunto y, dado que esta ultima decisién la podemos hacer de

m . sz (M m
(,",) formas, necesariamente se cumplira () = (,",). O
m m

Otra identidad fundamental sobre combinaciones es la denominada identidad de Pas-
cal, la cual discutimos a continuacion.

Problema 4 (Identidad de Pascal). Si1 < k < m, entonces

m\ [m—1 N m-—1
k) \k-1 k)
Demostracién. Una manera comun de explicar porqué se cumple dicha identidad es

considera un salén en donde hay m nifios. El lado izquierdo, ('z) cuenta el nimero de
formas en que se puede hacer un equipo con k estudiantes.

Podria parecer que la cantidad es cero, pero esa es una confusién comun. Estamos contando formas de
hacer la eleccién, no cuantos objetos se eligen. De manera mas precisa, ('g) cuenta la cantidad de subconjuntos
con 0 elementos que tiene {1, 2, 3, ..., m} y esa cantidad no es cero, ya que el conjunto vacio tiene cero elementos
y, por lo tanto, si hay una forma de hacer la eleccién.



Probando identidades con caminos 5.

Ahora consideremos un nifio en especifico, digamos Miguel. Cuando se forma un
equipo, existen dos posibilidades: que Miguel haya sido seleccionado en el equipo o que
no haya sido seleccionado en el equipo.

En el primer caso (cuando Miguel esta en el equipo), podemos determinar la cantidad
de formas de hacer los equipos observando que s6lo necesitamos escoger cuales k — 1
de los otros m — 1 estudiantes también estaran en el equipo. Pero el nimero de formas
de elegir k — 1 alumnos cuando hay m — 1 para escoger es precisamente (',?:11 ).

En el segundo caso (cuando Miguel no esta en el equipo), para formar un equipo hay
que escoger k alumnos (dado que ain no hemos incluido a nadie), pero sélo tenemos
n — 1 para escoger (debido a que Miguel no esta en el equipo). Esta eleccién la podemos
hacer de (";1) formas.

Asi, la cantidad total de equipos la podemos calcular sumando las cantidades obte-
nidas en ambos casos y concluimos entonces que el valor de ('Z) debe coincidir con la

m—1 m—1
suma(k71)+( * ) ]
Como ejemplo final vamos a considerar una identidad adicional.

Problema 5 (Identidad de Vandermonde). Si g, b, k son nimeros enteros, entonces

(=06 Os) - Ba) -+ )

Demostracion. Consideremos un salon de clase donde hay a nifias y b nifios. Entonces

(azb) cuenta el nimero de formas en que podemos tomar un equipo de k estudiantes.

Observemos ahora que el lado derecho de la identidad cuenta también el nimero de
maneras en que podemos tomar un equipo de k estudiantes, pero separando en casos
dependiendo de cuéntas nifias hay en el equipo.

» Siun equipo tiene 0 nifias y k nifios, lo podemos formar escogiendo 0 nifias de (g)
formas y luego eligiendo k nifios de (2) formas. Por lo tanto, el total es (8) (Z)

= Siun equipo tiene 1 nifla y k — 1 nifios, lo podemos formar escogiendo 1 nifa de

(‘;) fobrmas y luego eligiendo k — 1 nifios de (kfl) formas. Por lo tanto, el total es
(DG)-

» Siun equipo tiene 2 nifias y k — 2 nifios, lo podemos formar escogiendo 2 nifias
de (’21) formas y luego eligiendo k — 2 nifios de (kﬁz) formas. Por lo tanto, el total

€s ((21)(1:2)

Y asi sucesivamente... La cantidad total de formas de hacer el equipo es la suma de
las cantidades en cada caso y, por ende,

R A A R A R [0



6. Probando identidades con caminos

Antes de concluir la prueba, te puedes preguntar qué sucede cuando no hay sufi-
cientes nifios o nifias para hacer la eleccién en ciertos casos. Por ejemplo, si hubiera
a = 6 nifas, b = 3 nifios y quisiéramos formar equipos de k = 5 estudiantes. Algunos
términos que aparecerian en el lado derecho son (Z) y (2) Esos valores son iguales a
cero (dado que hay cero formas de elegir 4 nifios cuando sélo hay 3, por ejemplo) y no
alteran el valor total de la suma. En general, si k > m, entonces (r;:) =0. O

Identidades y caminos

Finalmente hemos llegado al punto interesante de esta propuesta: también es po-
sible demostrar las identidades en la seccion anterior considerando a los coeficientes
binomiales como formas de hacer recorridos y no sélo como formas de hacer elecciones
(de nameros, nifios, etc.)

Consideremos las primeras tres identidades.

my _

. (m) =1

my _

" (0) =1

m —_—

s (P =m

Demostracion. Bajo la interpretaciéon de caminos, (2) nos esta contando el niimero
de formas de recorrer una cuadricula que tiene a = m casillas de anchoyb=m-m =0
casillas de alto, es decir, un segmento. Pero, de un extremo a a otro, un segmento se
puede recorrer de sélo una forma y, por lo tanto, (Z) =1.

Por otro lado, (rg) es el nimero de formas de recorrer una cuadricula que tiene a = 0
casillas de ancho y b = m — 0 = m casillas de alto, por lo que también es un segmento y
solo habra una forma de recorrerlo (de un extremo a otro).

Para ('1") necesitamos considerar una cuadricula que tenga a = 1 casillas de ancho
y b =m — 1 casillas de alto. Por ejemplo, la siguiente figura es la cuadricula que corres-
ponde a (‘11)

A

La cuadricula del ejemplo se puede recorrer de las 4 maneras siguientes.

dd8F



Probando identidades con caminos 7.

Observemos que son 4 dado que hay exactamente 4 pasos horizontales posibles;
es decir, cada recorrido esta determinado por cual de los 4 pasos horizontales se esta
usando. Y dado que en una cuadricula de 1 x (m — 1) hay m pasos horizontales posibles,
tendremos ('f) =m. O

Armados de esta interpretacion, vamos a intentar demostrar las otras identidades
de la seccion anterior.

Problema 6 (Identidad de simetria). Si k y m son ntimeros enteros tales 0 < k < m,

entonces siempre se cumple
m _ m
k] \m-k)

Demostracion. El valor de (r,?) es el nimero de recorridos dentro de una cuadricula
de tamafio k x (m — k), mientras que (mrﬁk) es el niumero de recorridos dentro de una
cuadricula de tamafio (m — k) x (m — (m — k)), pero como m — (m — k) = k, estamos
recorriendo una cuadricula de (m — k) x k.

A manera de ilustracion de lo anterior, consideremos (160) y (1386) = (140). Las cua-
driculas que estan siendo consideradas son

9B

9B

Ae A

Ahora bien, las cantidades (160) y (lf) son iguales porque ambas estan contando el
numero de formas de recorrer la misma cuadricula, salvo que se ha hecho un intercam-
bio entre horizontal y vertical. De este modo, cualquier recorrido de la primera (que
tiene 6 casillas horizontales y 4 verticales), al intercambiar las direcciones, se convierte
en un recorrido de la segunda (que tiene 4 casillas horizontales y 6 verticales). Como
ilustracién, en la siguiente figura tenemos un ejemplo especifico de recorrido y pode-
mos observar que, cada vez que en la primera hacemos una movimiento hacia arriba,
en la segunda estamos haciendo un movimiento hacia la derecha y viceversa. Cualquier
camino de la cuadricula de la izquierda corresponde con un camino en la cuadricula
de la derecha y todo camino de la cuadricula de la derecha viene de un camino en la
cuadricula de la izquierda. Por lo tanto, debe haber exactamente la misma cantidad de
recorridos en ambas.



8. Probando identidades con caminos

B
B
6
4
A A
6 4
El mismo argumento aplica de forma general para establecer (r;:) = (m'ﬁk) 0

Pasamos ahora a la identidad de Pascal:

Problema 7 (Identidad de Pascal). Si 1 < k < m, entonces

(0)-(=))

Demostracion. El lado izquierdo nos sugiere trabajar en una cuadricula de kx(m—k).
Queremos determinar la cantidad de recorridos, pero esta vez los recorridos los dividi-
remos en dos casos: recorridos cuyo ultimo movimiento es horizontal y recorridos cuyo
ultimo movimiento es vertical.

Otra manera de describir los casos es que todos los recorridos se dividen en aquellos
que pasan por el punto Py en aquellos que pasan por el punto Q:

TB

P

A

Nos preguntamos entonces ;cuantos recorridos pasan por el punto P? La observa-
cién crucial es que los caminos que llegan a Py luego se mueven horizontalmente, son
equivalentes a recorrer una cuadricula de (k — 1) x (m — k) porque tiene la misma altura
que la original pero el ancho disminuye en 1.

P

TB




Probando identidades con caminos 9.

De manera similar, el nimero de caminos que llegan a Qy luego terminan avanzando
en vertical, lo podemos calcular observando que es igual al nimero de formas de recorrer
una cuadricula de tamafo , ya que tiene el mismo ancho que la original
pero su altura disminuye en 1.

A

Combinando ambos casos obtenemos la identidad buscada:
m\ [(m-— 1 N
k] \k-1

Finalmente, cuando interpretamos la identidad de Vandermonde desde el punto de
vista de caminos de longitud minima, descubrimos que es una generalizacién de la iden-
tidad de Pascal s6lo que, en vez de tomar los puntos que estan a la izquierda y debajo
de la esquina final, tomamos puntos en una diagonal distinta.

A manera de ejemplo consideremos el caso particular en el cuala = 3,b = 6 y k = 4.
La identidad de Vandermonde correspondiente es

SURHHRW HHH RN RNY
= + + + + .
4 0/\4 1/\3 2/\2 3/\1 4/\0
El lado izquierdo es igual a (z) y nos indica que estamos contando recorridos en
cuadriculas de 4 x 5.

O

Ae®

Intuimos que la suma del lado derecho es una descomposicion en casos del mismo
conteo. Fijémonos en un sumando especifico, digamos (1) , € interpretemos su signi-
ficado en términos de recorridos.



10. Probando identidades con caminos

Por un lado, (i’) esta contando recorridos dentro de un rectangulo de tamafio 1 x 2,y
por otro lado () esta contando recorridos dentro de un rectangulo de . Elhecho de
que los coeficientes binomiales aparecen en un producto indica que estamos haciendo
primero un recorrido y, a continuacion, realizamos

La visualizacién correspondiente a la interpretacion anterior es que ( ) esta con-
tando aquellos recorridos que se mueven dentro de las siguientes zonas.

B

A®

Pero otra manera de describir el término es que (?) cuenta justamente aquellos
recorridos que pasan por el punto P en la siguiente figura:

9 B

A®

Asi, la descomposicion en casos correspondiente a

()= IC GG 6 GG

es dividir los recorridos dependiendo de por cual punto marcado en la siguiente figura
. S 3

pasa cada uno, observando que el término gris es igual a cero porque ( 4) =0y eso nos

dice que ningun recorrido pasara por el punto marcado de gris.

B




Probando identidades con caminos 11.

Se deja como ejercicio al lector completar la demostraciéon general de esta identidad.
Para concluir hacemos la observacion de que el problema de recorrer cuadriculas
también lo podemos expresar en términos de recorridos en un sistema de coordenadas.

Si0 < k < m, el nimero (7:) es igual al nimero de recorridos consistentes en
pasos unitarios a la derecha o hacia arriba, que van del punto con coordenadas
(0,0) al punto con coordenadas (k,m — k).

J

Por ejemplo, (lf) cuenta el nimero de caminos de la coordenada (0, 0) a la coorde-
nada (4, 6).

A

Usando esta interpretacion de caminos se propone al lector que demuestre la si-
guiente identidad.

Problema 8. Sim es un nimero entero no negativo, entonces
m m m m
+ + + e+ =2m
0 1 2 m

» Benjamin, Arthur T. y Quinn, Jennifer J. Proofs that Really Count. The Art of Combi-
natorial Proof. The Mathematical Association of America. Dolciani Mathematical
Expositions, Vol. 27 (2003), ISBN 0883853337.
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Problemas de practica

A continuacién encontraras diez problemas de practica que seleccionamos especialmen-
te para este nimero. Aprovechamos la ocasién para solicitar tu apoyo para enriquecer
esta seccion de la revista. Si tienes problemas inéditos que te gustaria compartir con
nosotros, puedes contactarnos enviando un mensaje a revistaommegmail.com: jreci-
biremos con mucho gusto todas tus propuestas!

Problema 1. Un reloj de pared se cay6 al piso y, por el impacto, todos los nimeros
se desprendieron de su caratula. El reloj se quedé marcando la hora que era cuando se
cay0; al levantarlo del piso, el reloj lucia como se indica en la figura que se presenta
enseguida. ;A qué hora fue que se cay?6 dicho reloj?

Problema 2. Alicia, Beatriz y Claudia son amigas. Con ayuda de la informacion que se
proporciona a continuacioén, determine los datos de cada una de ellas.

a) Beatriz no es Garcia.
b) Lopez es secretaria en una oficina.
¢) La actriz se llama Claudia.

d) La maestra no es Méndez.

12
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Problema 3. Considere el diagrama que se muestra a continuacion. Si AB = CD, ;a
cuanto es igual o?

Problema 4. Considere la circunferencia & de centro O que se muestra en el siguiente
diagrama. Se sabe que C,D, E y G son puntos sobre &. Se cumple ademas que A y B son
puntos en la tangente por E de la circunferencia €y que ABCD es un cuadrado. SiF es

el punto medio de CD,CD L FGyFG = %, ja cuanto es igual el area de ABCD?

A D
E RS F G
B c

Problema 5. ABCD es un rectangulo y los nimeros indican las areas de las respectivas
regiones sombreadas. ;Cuanto vale x?
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D é 5 0 C

Problema 6. En un conferencia habia 5 estudiantes de secundaria y 6 estudiantes uni-
versitarios, entre otros asistentes. Antes de que el conferencista iniciara con su expo-
sicion, todos los presentes se saludaron de mano pero se observo que ninguno de los
estudiantes de secundaria salud6 a alguno de los estudiantes universitarios (y vicever-
sa). Se contaron 61 saludos en total. ;Cuédntos personas habia en la conferencia?

Problema 7. Los miembros de un club van a pagar una cuenta de $ 600 en partes igua-
les. Si hubiera habido 20 miembros mas, el costo para cada miembro hubiera sido de un
peso menos. Calcule el ntimero de miembros del club y la cuota que cada uno va a pagar.

Problema 8. Demuestre que 20240 > 10(1% + 27 + 3% + - + 2023°).

Problema 9. Determine todas las tercias de numeros primos (p, q,r) tales que g = 3
(méd 4)y p?—rP = 2023.

Problema 10. Decimos que un nimero primo es suburbano si divide a la suma de todos
numeros primos menores que él. Determine si existen dos niimeros primos suburbanos
consecutivos.

Soluciones a los problemas de practica
Solucion 1.

Observando la posicién de la manecilla de las horas vemos que habian transcurrido
48 minutos de la hora al momento de que el reloj se cay6. De esto se desprende que el
minutero se encuentra entre las marcas en las que iban el 9 y el 10 y, por consiguiente,
el reloj debi6 caer a las 10 : 48. 0

Solucion 2.

Podemos organizar la informacién dada en un tabla.
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Nombre Apellido Empleo
Alicia
Beatriz
Claudia Actriz

El objetivo es completar la tabla con los datos de las tres amigas. Puesto que Beatriz

no se apellida Garcia, entonces hay dos opciones para su apellido: Lopez o Méndez.
Asumiendo que su apellido es Méndez, el llenado de la tabla proseguiria como se se
muestra a continuacion (los nimeros entre paréntesis indican el orden seguido para
ingresar la informacion correspondiente a la tabla):

Nombre Apellido Empleo
Alicia Maestra (2)
Beatriz Méndez (1)

Claudia Actriz

Se anotd maestra como empleo para Alicia porque en el planteamiento del problema
se sefial6 que el apellido de la maestra no podia ser Méndez. En este punto ha surgido
un conflicto en el llenado de la tabla pues no hay otra opcion mas que reportar que el
empleo de Beatriz es de secretaria en una oficina pero la condiciéon b en el planteamiento
del problema estipula que el apellido de la amiga que trabaja como secretaria es Lopez.
El conflicto proviene de suponer que el apellido de Beatriz es Méndez; ergo, el apellido
de Beatriz es Lopez y ella estd empleada como secretaria en una oficina. Luego, Alicia
es la maestra y su apellido es Garcia (pues el apellido de la maestra no es Méndez) y el
apellido de la actriz Claudia es Méndez. g

Solucion 3.



16. Problemas de practica

pld c

Puesto que AB = CD, £ BAE = £ EDCy £ EBA = 90° — £ AEB = 90° — £ DEC =
£ ECD, el criterio de congruencia ALA nos permite afirmar que o BAE = 2 CDE. Se
tiene asi que BE = CE y, en consecuencia, el triangulo BEC es is6sceles. De lo anterior
se desprende que el angulo DBC = «; sin embargo, sobre ese angulo también cabe decir
que es igual a

90° — £ EBA — £ ECB = 90° — 2a.

Al resolver la ecuacién a = 90° — 2a llegamos a que @ = 30°. ]

Solucion 4.

A D
E o2 F G
B c

Supongamos que el lado del cuadrado mide € y que el radio de la circunferencia mide
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r. Puesto E, O, F y G son colineales se sigue que

E+%=2r. (1)

Por otra parte, al aplicar el teorema de Pitagoras en el tridngulo OFD se desprende que

2
2 2
r—£ +(£> =r2 (2)
4 2
Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion anterior y haciendo las reducciones que
corresponden obtenemos que

202 —a2r+1 =0. (3)

Sustituyendo el lado izquierdo de (1)) en (3) llegamos a que
2{2—2\/5(“%)“:0.

Esta ecuacion es equivalente a
> -zt =o.

Se tiene asi que ¢ = /2y, por consiguiente, el drea de ABCD es igual a £2 = 2. O

Solucion 5.

A B
9 d
F ¢ a
T
b c
b 35 6 o
E

En lo que sigue, las letras a, b, ¢ y d denotan las areas de las regiones triangulares
que las contienen.
Puesto que el area de » ABE es la mitad del area de ABCD se sigue que

x+b+d=(9+a+35)+(6+c). (4)
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Por otra parte, al tenerse que el area de » BCF también es la mitad del area de ABCD se
colige que

x+a+c=03B5+b+6)+(9+d). (5)
Sumando las ecuaciones (4) y (5) lado a lado se obtiene que
2x+a+b+c+d=70+184+124+a+b+c+d;

de aqui podemos concluir que

70 + 18 + 12
x:—z =

50.

Solucion 6.

Denotemos con x al total de asistentes a la conferencia que no eran estudiantes ni
de secundaria ni del nivel universitario.

Hubo cinco tipos de saludos en el evento: los que se dieron entre los estudiantes
de secundaria, los que se dieron los estudiantes de secundaria con los asistentes que
no eran ni de secundaria ni de universidad, los que se dieron entre los estudiantes uni-
versitarios, los que se dieron entre los universitarios y los asistentes que no eran ni de
secundaria ni de universidad y, finalmente, los que se dieron los asistentes que no eran
ni de estudiantes de secundaria ni universitario entre ellos. El total de saludos del pri-

mer tipo fue igual &2(4) = 10; el total de saludos del segundo tipo fue w; el total

©)6)
2

de saludos del tercer tipo fue

(x+6)(x+5)
2

. . . . . . s x)(x—1 s
ni estudiantes de secundaria ni universitarios fue igual a % Ergo, la incognita x
satisface la ecuacion:

0+(x+5)(x+4)

= 15; el total de saludos del cuarto tipo fue igual a

y, por ultimo, el total de saludos que se dieron entre los asistentes que no eran

(x+6)(x +5) N (xX)(x—-1) _
2

1 + 15+ 61.

Esta ecuacion se puede reescribir como

(x+5)2+W—36:0

o bien como
3x% + 19x — 22 = 0.

Aplicando la formula general para las ecuaciones de segundo grado podemos concluir

que
—19 + /192 — 4(3)(—22)
y=

6
Por consiguiente, en la conferencia habia 5+ 6 + 1 = 12 personas. 0
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Solucion 7.

Denotemos con m al nimero de integrantes del club. Originalmente cada uno de ellos
tiene que pagar 600/m pesos. Si el total de integrantes del club es m+20 entonces el pago
de cada uno de ellos es igual a 600/(m + 20); puesto que se menciona que el incremento
en integrantes daria lugar a una disminucion de un peso en el pago individual entonces
podemos plantear la siguiente ecuacion para la incognita m:

600 _@_1
m+ 20 m

Esta ecuacién se puede reescribir como
m? + 20m — 12000 = 0.
Aplicando la férmula general para las ecuaciones de segundo grado se obtiene que
m = 100.

Concluimos asi que el numero de miembros del club es 100 y que cada uno de ellos ha
de pagar $ 6. g
Solucién 8.

Mediante induccién matematica demostraremos la siguiente afirmacién general:
vneN, m+1)°>1001°+2°+3%+-+n°). (6)

La afirmacién se cumple para n = 1 pues, en tal caso, el lado izquierdo es 2! mientras
que el lado derecho es igual a 10.

Supongamos que la desigualdad (6) se cumple para n donde n es un niimero posi-
tivo fijo (pero arbitrario). A partir de este supuesto demostraremos que la desigualdad
también es valida para n + 1. Por la hipétesis de induccion tenemos que

n+1)1°
P+22+3% + -+ +(n+1) < (T)+(n+1)9'

Para llegar a la conclusion deseada basta con establecer la desigualdad

M+(n+1)9<w'

10 10 @

Esta desigualdad se puede reescribir como

10(n+1)° <(m+2)° - (m+1)0;
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expresada de esta forma su validez es una consecuencia directa de la férmula para fac-
torizar una diferencia de dos décimas potencias. En efecto,

9 9
n+2)0 =+ D0 =Y+ n+1)F> D (n+1)° =10(n+1).
k=0 k=0

Solucion 9.

Hay dos casos:r =2o0r =1 (mdd 2).
« PRIMER CASO: r = 2 En este caso la ecuacion deviene en
P9 = 2023 + 2P,

Lo de la izquierda es divisible por py, por el pequefio teorema de Fermat, lo de la derecha
es congruente con 2025 médulo p. De esto se sigue que p = 3 0 p = 5 pero ninguna de
estas opciones para p origina una terna (p, q,r) que satisfaga la ecuacion original.

« SEGUNDO CASO: r es impar. En este caso p tiene que ser igual a 2 y la ecuaciéon
dada deviene en
29 =2023 +r2.

Como g = 3 (mdd 4) se sigue que 29 = 8 (mdd 5) y entonces
r?=2023-29=3-8=-5 (mobd 5).

De esto ultimo se desprende que r = 5 ( a fortiori). Concluimos asi que la tnica terna
que satisface la ecuacion original es (p = 2,q = 11,7 = 5). O

Solucion 10.

Denotemos con p, al n-ésimo nimero primo. Necesitamos determinar si existen ni-
meros enteros n > 1 tales que

Pol P14+ P2+ + Puy

Pt | Pr+ P+ + Dy

Si denotamos con k a la suma p; + py + -+ + p,_1, entonces de la primera relaciéon de
divisibilidad se sigue que

k=p,-Q ®)
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para algin nimero entero positivo Q'y, de la segunda relacion de divisibilidad, se des-
prende que

k+pn = pn+1-R ©)
para algiin nimero entero positivo R. Combinando (8) y (9) obtenemos que
Pa(Q+1) = pny1- R

De esto se sigue que p,41 | (O + 1) y, en consecuencia,

pn+1SQ"f‘1

o0 equivalentemente

PE<Pn Pus1 S pu(Q+ 1) =pr+pot o+ Poy + P (10)

Afirmamos que la desigualdad p2 < p; + p, + - + py_1 + pu s6lo se puede cumplir para
n = 1: para verificar este aserto demostraremos por induccién matematica que

Pr+pat et Pt + Py < Ph

para todo numero entero n > 2.

Sin = 2, la expresion en el lado izquierdo es igual es iguala p; + p, = 2+3 =5
mientras que la expresion en el lado derecho es igual a p3 = 3% = 9. Ademas, si la
desigualdad se cumple para un nimero entero n > 2, entonces también es valida para
n+1:

(p1+ P2+ + Poo1 + Pu) + Pria
Ph + Pnst

Pg + 2pn+1

Pr + (Pns1 = P) (Pt + Pn)

2
Ph+1-

prtpettPp1t Pnt Py

VANVANVAN

Puesto que no existe un numero entero n > 2 para el que la desigualdad (10) se satisfa-
ga, concluimos que no existen nimeros primos suburbanos y que estén en posiciones
contiguas dentro de la sucesion de los nimeros primos. O



Problemas de entrenamiento
Ano 2025, No. 1

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este primer nu-
mero del afio 2025. Te recordamos que las soluciones a los problemas en este numero
no las publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que trabajes en ellos y
redactes con detenimiento tus soluciones. Las soluciones a los problemas en este ni-
mero se publicaran en la cuarta entrega de 2025 de la revista y se escogeran entre las
contribuciones que la comunidad olimpica tenga a bien hacernos llegar.

Con el fin de dar tiempo a los lectores para que preparen y envien sus soluciones,
anunciamos que estaremos recibiendo soluciones para los 10 problemas que se listan a
continuacion hasta el 1 de septiembre de 2025. Las inquietudes o propuestas relacio-
nadas con este apartado de la revista deberan ser remitidas por email a

revistaommegmail.com

iNo dejen de hacernos llegar sus soluciones!

Problema 1.4.24. Sea S un conjunto de niimeros reales que satisface las siguientes
propiedades:

a) Todos los nimeros enteros pertenecen a S.

b) SixeSyyeS, entoncesx+yeSyx-y€eS.

Demuestre que si J2 + /3 € S, entonces eSS

1
J2+43

Problema 2.4.24. Determine todos los niimeros enteros positivos n para los cuales
.7 1 1 1 .. .
se cumple que la ecuaciéon 2Ty, tiene exactamente una solucién (x,y) € Z* x Z™.

22
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Problema 3.4.24. Demuestre que si el ntimero entero n es tal que n? + 11 es un
nimero primo entonces n + 4 no es un cubo perfecto.

Problema 4.4.24. Sean a y b nimeros enteros coprimos. Demuestre que para todo
c € Z" existe k € Z tal que mcd(a + kb,c) = 1.

Problema 5.4.24. Una finca ha sido lotificada en 16 terrenos rectangulares, uno de
los cuales pertenece a Pepito. Si se conoce el area en hectareas de siete de los terrenos,
tal como se indica en la figura, ;es posible determinar el area del terreno de Pepito?

20 14

12 Pepito

25 21

Problema 6.4.24. ;Cuantos triangulos de lados enteros se pueden formar usando
segmentos de longitudes 1,2,3,...,n?

Problema 7.4.24. Un cubo grande de 4x4x4 esta formado por 64 cubos unitarios. Se
desea colorear exactamente 16 de los cubos unitarios de acuerdo a la siguiente condicién:

« En cada bloque de 1x1x4 cubos unitarios o de 1x4x1 cubos unitarios o de 4x1x1
cubos unitarios debe haber exactamente un cubo rojo.

;De cuantas maneras se pueden elegir los 16 cubos que se van a colorear de rojo?

Problema 8.4.24. Hay 25 personas alrededor de una mesa y cada persona tiene dos
cartas. En cada carta se ha escrito uno de los nimeros del conjunto {1, 2,3, ..., 25} y cada
numero se encuentra en dos cartas exactamente. A una seflal, cada persona pasa una de
sus cartas—la que tiene el nimero mas pequefio—a su vecino de la derecha. Demuestre
que, tarde o temprano, uno de los jugadores tendra dos cartas con el mismo nimero.

Problema 9.4.24. » AOC es un triangulo equilatero y D es un punto en su interior
tal que £ ACD = 12"y £ COD = 18°. ;Cuanto mide el &ngulo CAD?

Problema 10.4.24. Sean A y B dos puntos (distintos) del plano. Usando tinicamente
un compas, indique como construir dos puntos Cy D de tal modo que el cuadrilatero
ABCD sea un cuadrado.
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Soluciones alos problemas de entrenamiento (Afo 2024,
No. 1)

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en la primera entrega de 2024 de Tzaloa. En esta ocasion, agradecemos a Carlos
Santiago Lopez Figueroa y a Nayeli Valentina Ortiz Cordero por haber enviado su so-
lucién al problema 3; a José Luis Romero (Cd. de México) por las soluciones que para
los problemas 1, 2, 3, 7, 9 y 10 nos hizo llegar y a Titu Zvonaru (Comanesti, Rumania)
por contribuir soluciones a los problemas 1, 3, 6, 7, 8 y 9; por otra parte, reiteramos la
invitacién a todos nuestros lectores a seguir enviando soluciones para que éstas puedan
aparecer en la paginas de Tzaloa eventualmente.

En el siguiente numero apareceran las soluciones de los problemas de entrenamiento
propuestos en el segundo numero de 2024 de la revista. jAun estan a tiempo de enviar
soluciones!

Problema 1.1.24. Sea n € Z. Demuestre que si d es un nimero entero positivo que
divide tanto an? + 1 como a (n + 1)? + 1 entoncesd = 1 0d = 5.

Solucién. Como d | n? + 1y d | (n+ 1) + 1 entonces d también divide a
m+1°2+1-(%+1)=2n+1. (11)
De esto se sigue que d | (2n + 1)%; puesto que d | 4(n? + 1) tenemos que d divide a
@Cn+1)2—4(n®+1) =4n-3. (12)

De y se colige que

dl22n+1)—(4n-3)
=5

y la demostracién termina. 0

Problema 2.1.24. Una persona divide mentalmente 2024 por 1, 2, 3, ..., y asi sucesi-
vamente hasta llegar al 1000 y apunta en una hoja en blanco el resto que va obteniendo
en cada una de esas divisiones. ;Cual es el mayor de los nimeros que la persona anota?

Solucién. Tenemos que 2024 = 674 - 3 + 2. De esto se sigue que siq € {1,2,...,674}
entonces el resto que se obtiene al dividir 2024 entre g es menor que 674.

Siq € {675,676,...,1000}, entonces g = 675 + k, para algtin entero no negativo k:
el cociente que resulta al dividir 2024 por un ntimero g de ese conjunto es igual 2 y el
resto es igual

2024 — 2q = 2024 — 2(675 + kq) =674 — qu.
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De esto y lo observado en el parrafo previo se concluye que el resto mas grande que la
persona anota en el pizarron se alcanza cuando k; = 0y es igual a 674. 0

Problema 3.1.24. La asociacion “Defendamos El Cerro Chuperio” tiene 50 integran-
tes. El sabado cada uno de los integrantes presentes plant6 17 arboles y el domingo cada
uno de los integrantes presentes plant6 20 arboles. En total se plantaron 1545 arboles.
(Cuantos de los miembros de la asociacion asistieron tanto el sabado como el domingo?

Solucion de Titu Zvonaru. Denotemos con x al nimero de integrantes de la aso-
ciacion que asistieron el sabado y con y al nimero de integrantes de la asociacién que
asistieron el domingo. De acuerdo con el planteamiento del problema, x,y < 50 y

17x + 20y = 1545. (13)

Puesto que tanto 20y como 1545 son multiplos de 5 entonces 5 | 17x: de esto y del hecho
que mcd(5,17) = 1 se desprende que x = 5a para algun niimero entero no negativo a.
Sustituyendo esta informacién en se obtiene que

17a + 4y = 309.

Como 309 es un nimero impar, a debe ser un numero impar menor que 10; por otro
lado, de 17a = 309 — 4y > 109 se infiere que a > 6. Asi pues, s6lo hay dos posibilidades

para a: que sea igual a 7 o que sea igual a 9. La primera se descarta pues implica que
_ 309-17(7) _ 190 _

" % La segunda posibilidad nos lleva a la conclusién de que x = 45

yy= 39‘.l
Finalmente, aplicando el principio de inclusion y de exclusién concluimos que fue-

ron al menos 39 + 45 — 50 = 34 integrantes de la asociacion los que asistieron tanto el

sabado como el domingo a la labor de reforestacion. O

Problema 4.1.24. Decimos que n € 7" es un nimero de Markov si existen x, V,Z €
Z" tales que

x + 9% + 22 = nxyz. (14)

Claramente, 3 es un nimero de Markov. Demuestre que ningiin nimero mayor que 4 es
un numero de Markov.

Solucion. Supongamos que n es un numero de Markov. Consideremos el conjunto
P ={x+y+z: (x,9,2) es una tercia de nimeros enteros positivos que satisface (14)}.
Denotemos con b al elemento minimo de 9: supongamos que by = X, + ), + zo donde
Xo> Yo» Zo SON Nmeros enteros positivos tales que y xp > 3y > 20 ¥ X2 + Y2 +22 = nxyYo%o-

Consideremos la ecuacion cuadratica

X% —nXypzg + (8 +22) = 0.
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Esta ecuacidn es cuadratica en X'y una de sus raices es xp; por las formulas de Vieta, la
2 2

Ntz
Xo

otra raiz es . Puesto que

)
Yo + 2

= nypzp — Xo» (15)
X0

2, 2
Ytz
Xo

ecuacion (14). De (15) y la minimalidad de b, se sigue que

tenemos que ( » Yos zo) es una tercia de nimeros enteros positivos que satiface la

(nyozo — x0) + Yo + 20 = Xo + Yo + 2o,
lo que es equivalente a que
nYpzy = 2xp.

De todo esto se desprende que

nyozo ) 1

2 2, .2 1 9 1 5
2y5 2 ¥y +25 = x(nyzo — x0) = xp ("J’OZO ) T % > 2% 2 >y

Se colige asi que n > 4 y con esto finaliza la demostracion. O

Problema 5.1.24. Sean a,b,c,d € Z y u € N. Demuestre que siu | ac, u | ad + bcy
u | bd, entonces u | ady u | be.

Solucion. Consideremos el polinomio cuadratico

p(x) = x% — <ad+bc>x+ ad-zbc.
u u

De las hipoétesis se sigue que p(x) es un polinomio de coeficientes enteros. Puesto que
su coeficiente principal es igual a 1, del teorema de la raiz racional se infiere que si t es

un numero racional tal que p(t) = 0 entonces ¢ es necesariamente un nimero entero.

ad _ bc , .
Como —* y — son niimeros racionales y

ad ad\* ad + be\ (ad ad - be
p(5)=(5) -(5) () o
u u u u u

be be\* (ad +be\ (be\  ad-be
pl—)=\— - — — |+ 2 = 0,
u u u u u
: ad be , .
se colige que tanto - Como —- son numeros enteros; esto es es equivalente au | ad y
u | be y la demostracion termina. g
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Problema 6.1.24. Sean m,n € Z. Demuestre que si 'y f son nimeros enteros de la
forma X2 + mXY + nY?, entonces « - B es otro niimero de esa forma.

Solucion. Notemos en primer lugar que si & y & son las soluciones de la ecuacion
2+mx+n= 0,
entonces, para cualesquiera u, v € Z, se cumple que
w? + muv +mv? = (u—vE)(u — véy). (16)
Luego, si @ = a® + mab + nb? y = ¢® + med + nd?, para algunos a, b, c,d € Z, entonces

a-p (@® + mab + nb®)(c? + med + nd?)

= (a—"bé)(a—bé)(c—dé)(c—dE)

= (a—0b&)(c—dé)(a—bs)(c—dy)

= [ac — (bc + ad)&; + bdé?][ac — (be + ad)é, + bd&2)

= [ac — (bc + ad)&; + bd(—mé&| — n)][ac — (bc + ad)&, + bd(—mé; — n)]
= [(ac — nbd) — (bc + ad + mbd)&;][(ac — nbd) — (bc + ad + mbd)&; |

= (ac —nbd)? + m(ac — nbd)(bc + ad + mbd) + n(bc + ad + mbd)?.

Esto indica que « - f también es un nimero de la forma X2 + mXY + nY? y esto es justo
lo que desedbamos establecer. O

Problema 7.1.24. Considere la siguiente figura (a manera de referencia). Si en el
triangulo ABC, D es un punto sobre el lado AC tal que £ ABD = 105°, x DBC = 30° y
AD = DC, ;cuanto mide el angulo £ BAC?

C
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Solucion. Aplicando la ley de los senos en el triangulo BAD obtenemos que

AD _ BD
sen(105°)  sen(£ BAC)

Por otro lado, la ley de los senos en el triangulo BCD permite afirmar que

DC BD
sen(30°)  sen(45° — £ BAC)’

De estas dos igualdades se sigue que

sen(105°) sen(45° — £ BAC) = sen(30°) sen(4£ BAC). (17)
Puesto que
sen(105°) = sen(60° + 45°)
= cos(60°)sen(45%) + cos(45°) sen(60°)
_ V2 (1443
2 2
Yy
sen(45° — £ BAC) = cos(45°) sen(—£ BAC) + cos(—£ BAC) sen(45°)
V2

> (cos(£ BAC) — sen(£ BAQC)),

la igualdad en se puede reescribir como

(1 +4\/§

) (cos(£ BAC) — sen(£ BAC)) = % sen(4£ BAC);

de esto se desprende que

2
cot(£ BAC) = +1=43.
NE)

1+
Esto ultimo permite concluir que el angulo £ BAC mide 30°. 0

Problema 8.1.24. Supdngase que, en un tridngulo ABC, el angulo en B mide 120°.
Si E es el punto donde la bisectriz del d&ngulo B se interseca con el lado AC y D es el
punto donde la bisectriz del angulo C se interseca con el lado AB, ;cuél es la medida del
angulo CDE?

Solucion de Titu Zvonaru. Sea F un punto sobre la recta BC tal que B esta entre F
y C.
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A

mne

Puesto que £ ABF = 60° tenemos que BA es una bisectriz exterior del triangulo EBC.
Dado que la bisectriz del angulo BCE concurre con BA en D se sigue que ED es bisectriz
del angulo exterior AEB del triangulo EBC. Tenemos asi que

180° — x EAB — £ ABE

£ AED = 5
— 60" — £ EAB
— 60" — £ CAB

y, en consecuencia,

4£CDE = 4£AED-£ECD

— 60" — £ CAB 4 BCA
2 2
— 60" — £ CAB + £ BCA
2
R
2

= 30°.

O

Problema 9.1.24. En el cuadrilatero ABCD que se presenta a continuacién se cum-
ple que AB || DC, £ ABC = 90°, BC = 3 y que (CDE) = (ABE) + 6. Calcule la longitud
del lado DA del cuadrilatero.
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D C

Nota. Con la simbologia (MNP) se denota al area del triangulo de vértices M, Ny
P.

Solucién. Denotemos con A’ al pie de la altura por A del tridngulo ADC y denote-
mos con G y F, respectivamente, a los pies de las alturas por E de los triangulos ABE y
CDE.

A RS B

D oA 0F c

Del criterio AAA de semejanza se sigue que 2 ABE ~ » CDE. Suponiendo que DC = rBA
se sigue que FE = rGE y por consiguiente

(rBA)z(rGE) _ (BA)Z(GE) e

Claramente esta igualdad se puede reescribir como
(BA)GE)(r+ 1)(r—1) = 12. (18)
Por otra parte, al tenerse que FE = rGE y que FE + GE = 3, se desprende que
(r + 1)(GE) = 3. (19)

De y se obtiene que 4 = (BA)(r — 1) = DC — A’C = DA’ y, en consecuencia,

DA = /(DA’)? + (A’A)2 = 42 + 32 = 5, O

Problema 10.1.24. Alicia tenia una cuarta parte de la edad que hoy tiene su padre
cuando su padre tenia la edad que hoy tiene Alicia. Hace un nimero entero de afios, el
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padre tenia ocho veces los afios que tenia Alicia cuando el padre tenia la edad que Alicia
tenia entonces.

(Cuantos afios tienen Alicia y su padre actualmente?

Solucién de José Luis Romero. Denotemos con A y P a las edades actuales de
Alicia y su padre respectivamente.

El padre tenia la edad de Alicia hace P — A afos: en ese momento, Alicia tenia
A—(P— A) = 2A — Pafios. La primera condicién del problema indica que

(24— P) = ff . (20)

Digamos que la segunda condicién en el planteamiento del problema sucedi6 hace n
aflos: en ese entonces, el padre tenia P — n afios y Alicia tenia A — n afios. Cuando el
padre tenia A — n afios, Alicia tenia (A —n) — (p — A) = 2A — P — n afios; ergo,

P-n=8R2A—-P—-n) (21)
De se obtiene que A = 5P/8; al reemplazar A por 5P/8 en llegamos a que
P—n=10P—-8P—8n
o bien a que
P =7n.

Puesto que P es multiplo de 8 y de 7 entonces P = 56k para algin x € Zt y A =
35k. Aunque esto indica que técnicamente no hay respuesta unica para la pregunta, la
conclusion mas verosimil es que Alicia tiene actualmente 35 afios y su padre 56. [

— NOTAS FINALES -

A partir de este nimero estaremos manejando dos novedades en esta seccion de en-
trenamiento de Tzaloa. La primera tiene que ver con la numeracién de los problemas.
Cada problema de entrenamiento que en la revista se plantee de aqui en mas tendra
asociado un cédigo el cual indicara su numero progresivo dentro de la lista en la cual
aparece y el nimero del respectivo afo en el que el problema puede hallarse. Por ejem-
plo, el problema 10.1.24 es el décimo problema en la lista de entrenamiento publicada
en el primer nimero de 2024 de la revista. Invitamos a nuestros lectores a tomar en
cuenta esta informacioén al nombrar los archivos en los que concentren las soluciones
que planeen hacernos llegar. La segunda novedad tiene que ver con las fuentes de los



32. Problemas de entrenamiento

problemas. Aunque no sea del todo ficil determinar el origen de un problema dado,
cuando contemos con alguna nota o referencia bibliografica puntual sobre un problema
publicado en esta seccion de Tzaloa la compartiremos con nuestros lectores en el nu-
mero de la revista en el cual aparezca la solucion del problema. A continuacion listamos
los comentarios que tenemos sobre algunos de los problemas publicados en el primer
numero de 2024.

+ Problema 4.1.24. Se hizo alusién al apellido Markov en el planteamiento del pro-
blema porque fue el matematico ruso Andrey Andreyevich Markov quien describi6 a
detalle el conjunto de soluciones de la ecuacion diofantica x? + y? + z2 = 3xyz por vez
primera en su articulo “Sur les formes quadratiques binaires indefinies (Second mémoi-
re)” de 1880. Para mas informacion sobre la ecuacion diofantica de Markov se puede con-
sultar el libro “Markov’s theorem and 100 years of the uniqueness conjecture” (Springer
Verlag, 2013) de Martin Aigner. La solucién expuesta para este problema la aprendimos
de Moubariz Garaev y es por el método de los saltos de Vieta; para recordar o averiguar
de lo que dicho método va se sugiere revisar el articulo intitulado Vieta jumping que
Adrian Medrano Martin del Campo contribuy6 al segundo nimero de 2021 de Tzaloa.

« Problema 5.1.24. Este bonito problema ha aparecido en diversos exdmenes (por
ejemplo, en el examen Lorand E6tvos de 1910); sin embargo, en su “Advanced Number
Theory” (Dover Publications, Inc., 1980), Harvey Cohn atribuye una versién mas general
del mismo al matematico aleman Adolf Hurwitz (cf. op. cit., pags. 128-129).

+ Problema 9.1.24. Este es un problema de Catriona Shearer. Catriona Shearer es una
maestra de Cambridge, Reino Unido. La maestra Shearer ha estado publicando proble-
mas de geometria bastante coloridos en X (antes Twitter) de manera regular desde el
aflo 2018; la podéis encontrar en dicha red social como @CShearer41. En 2019 aparecid
una primera compilacién de sus rompecabezas geométricos bajo el titulo “Geometry
Puzzles in Felt Tip: A Compilation of Puzzles from 2018” (Gradino, 2019); el problema
9.1.24 es el cuarto problema en dicha compilacion.

+ Problema 10.1.24. Este problema de edades fue retomado del libro “Las nueve cifras,
el cambiante cero y otros divertimentos matematicos” (Ed. Gedisa, 2007) del profesor
colombiano Bernardo Recamén Santos.

jHASTA LA PROXIMA!



8° Concurso Nacional de la
Olimpiada Mexicana de
Matematicas para Educacion

Basica

Del 19 al 22 de septiembre de 2024 se llevo a cabo de manera presencial en la ciudad
de Oaxtepec, Morelos, el Concurso Nacional de la 8a Olimpiada Mexicana de Matemati-
cas para Educacion Basica (OMMEB). Participaron (add info) estudiantes de primaria y
(add info) estudiantes de secundaria, representando a (add info) entidades federativas.

La OMMEB est4 compuesta por tres niveles:

a) Nivel I: Estudiantes de quinto y sexto afio de primaria.

b) Nivel II: Estudiantes de primer y segundo afio de secundaria.

c¢) Nivel III: Estudiantes de tercer afio de secundaria.

Cada delegacion participa con un equipo de 3 estudiantes para cada uno de los tres ni-
veles. Cada estudiante presenta dos exdmenes: uno individual y uno por equipos. Para
el Nivel L, la prueba individual consta de 15 problemas para resolver en 90 minutos. Para
los niveles II y III, la prueba individual consta de 15 problemas, separados en Parte A y
Parte B, para resolver en 120 minutos. La parte A consiste de 12 problemas de respuesta
numérica que se califican como correcto o incorrecto. La parte B consiste de 3 proble-
mas de redaccién libre.

En los tres niveles, la prueba por equipos consiste de 8 problemas, a resolver en 70
minutos. Se entregan los primeros 6 problemas a cada equipo y tienen 10 minutos para
discutirlos sin poder escribir. Cada integrante debe resolver al menos un problema vy tie-
nen 35 minutos de trabajo individual donde podran escribir sus soluciones. Al terminar
ese tiempo, el equipo se vuelve a reunir para intentar resolver 2 problemas adicionales
en 25 minutos mas.

33
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Ganadores del 8° Concurso Nacional de la OMMESB - Ni-
vel II1I

En esta ocasion, los ganadores de medalla de oro y plata en las pruebas individual y
por equipos, integran la preseleccion nacional, a partir de la cual se formaran los equipos
que representaran a México en la Competencia Internacional de Matemaéticas (IMC), a
celebrarse en el verano de 2025.

Los alumnos ganadores de medalla de plata en la prueba individual del Nivel III
son los siguientes, ordenados en orden alfabético por estado:

Diego Escalona de Luna (Guanajuato)

Kevin Pastenes Rodriguez (Guerrero)

Angel Isaac Galicia Esquivel (Guerrero)

José de la Cruz Pacheco (Guerrero)

Gonzalo Diaz Mercado (Morelos)

Sebastian Zabala Pena (Nuevo Le6n)
Leonardo Diaz Delgado (San Luis Potosi)
Isaac Azael Juarez Martinez (San Luis Potosi)
Gema Abril Rodriguez Morales (Tlaxcala)
Derek Elias Ortiz (Zacatecas)

Los alumnos ganadores de medalla de oro en la prueba individual del Nivel III del
8vo Concurso Nacional de la OMMEB son los siguientes, ordenados en orden alfabético
por estado:

Carlos Seijas Garcia (Chihuahua)

Carlos Daniel Maya Rojas (Hidalgo)

Uriel Alejandro Wong Vargas (Morelos)
Elena Elizabeth Ramos Hernandez (Oaxaca)
Elieel Vazquez Arce (Tlaxcala)

El equipo ganador de medalla de plata en la prueba por equipos fue el equipo del
estado de Baja California conformado por:

Victoria Gisel Gallegos Pérez
Pablo Antonio Osuna Jasso
Luis Alexander Bafiuelos Rodriguez

El equipo ganador de medalla de oro en la prueba por equipos fue el equipo del
estado de Guanajuato conformado por:
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Diego Escalona de Luna
Mauro Gonzalo Lopez Rico
Kyzha Myranda De Ledn Zamarripa

Aunque la prueba se divida en dos partes, adicionalmente se entrega el premio de
campeon de campeones, que se otorga al equipo cuya suma de los puntajes individuales
de sus concursantes ademas del puntaje en la prueba por equipos sea la mas alta. En
esta ocasion el equipo nombrado como Campedén de Campeones en Nivel III fue el
estado de Morelos conformado por:

Gonzalo Diaz Mercado

Uriel Alejandro Wong Vargas
Rene Rios Téllez

En este nimero presentaremos los problemas y soluciones de la prueba individual

y por equipos de Nivel III, en nimeros previos se presentaron los de Nivel Iy los del
Nivel IIL.

Prueba individual (Nivel III)

Parte A

Problema 1. ;Cuantas veces aparece la figura de tres cuadritos sombreada, en la figura

de la derecha? Nota: Esta figura de tres cuadritos puede estar girada.

5

. , 1
Problema 2. Se tienen tres nimeros reales a,b,c que cumplena+b+c =7y 7 +
a
1 1 b

7 .y a c -
— = —. Si el resultado de la expresion + + es una fraccién
b+c c4+a 10 b+c c+a a+b

—, donde m y n son enteros positivos que no comparten factores primos, ;cuanto es el

valordem+n

Problema 3. ;Cuantos nimeros de 3 cifras cumplen que al intercambiar cualesquiera

dos cifras consecutivas del mismo, se obtiene un nimero menor al original? (Por ejem-
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plo, el 610 cumple la propiedad, pues si se intercambian el 6 y el 1 se obtiene 160, y si se

intercambian el 1 y el 0 se obtiene 601).

Problema 4. Enlafigura se observa un cuadrado ABCDy un hexagono regular BEFGHC,
donde AD mide 4 cm. Denotamos por L, M y N a los puntos medios de FG,CD y AB,
respectivamente. Los puntos X y Y son los puntos de interseccién de LD y LA con el
segmento MN, respectivamente. El area del cuadrilatero ADXY se puede escribir como

a — /b, donde a y b son enteros positivos. Determina el valor de a + b.

Lt G
E H
B/ \C
Ny Xl
A D

Problema 5. La mosca Flynn se encuentra parada en la marca del minuto 1 de un reloj.
Cada minuto, la mosca se fija en la marca del minuto en el que esta, y se mueve sobre las
marcas de los minutos, la cantidad de minutos indicada por esa marca en sentido de las
manecillas del reloj. Por ejemplo, si Flynn se encuentra parado en la marca del minuto
3, se mueve 3 marcas en sentido de las manecillas del reloj, y llega a 1a marca del minuto
6. Después de 2 horas, sobre qué marca estara parado Flynn.

Nota: En el siguiente dibujo, las marcas pequefias son las de los minutos.

Problema 6. En la figura 1 (como se muestra abajo) se observa una cruz y 4 puntos,
uno en cada extremo. En la figura 2 se le agregd, en uno de los puntos iniciales, una

cruz mas y sus respectivos puntos en los extremos. Luego, en la figura 3, se le agregd
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en otro de los puntos iniciales una cruz mas y sus respectivos puntos en los extremos.
Este proceso contintla en los 4 puntos iniciales (de la figura 1) hasta cerrar el ciclo, en
sentido contrario a las manecillas del reloj. Después, en la figura 6 observamos que se
agrega en uno de los puntos una cruz mas y sus respectivos puntos en los extremos. De
forma similar, este proceso contintia hasta cerrar ese segndo ciclo y asi se siguen creando
mas figuras y cerrando los respectivos ciclos. Si este proceso continda, jcuantos puntos
habra en la figura 2024?

AN AR

Figura #1 Figura #2 Figura #3 Figura #4 Figura #5 Figura #6

Problema 7. Enla siguiente figura se sabe que AB = BC = 2cm, AP = PQyque BQ =7
cm. Ademas 2PAB = 30°y £QRB = 75°. Calcule, en cm, la longitud del segmento CR.

Problema 8. ;Cuantas parejas de enteros positivos a y b menores que 10 cumplen que

5a es divisor de (a + b)??

Problema 9. Sean ABC, BDEy EFG triangulos equilateros cuyos lados miden 4, 2 y
1 cm, respectivamente. El perimetro de ABEGC se puede escribir como a + Vb con a, b

enteros positivos. Determina a + b.
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b
Q

Problema 10. Dani tiene 10 cartas: una con el numero 1, dos con el ndmero 2, tres
con el niimero 3 y cuatro con el numero 4. Si elegira solamente 4 cartas para formar un

numero de 4 digitos, ;cuantos nimeros diferentes puede formar Dani?

Problema 11. En el tridngulo ABC, se tiene que £ACB = 90°. Sean D y E puntos en
el lado BC, tales que BD = 26, DE = 4y EC = 5. Si el area del triangulo ADE es 24,
determina el valor numérico de AB + AC + AD + AE.

Problema 12. Sea S(n) la suma de digitos del entero positivo n. Un afio n > 2017 se
dice azulado si en ese afio se realiza la ediciéon k de la OMMEB y S(n) = k. Por ejemplo
2024 es azulado ya que 2 + 0 4+ 2 + 4 = 8. Si la OMMEB se hace 1 vez por aflo y se hizo

por primera vez en 2017, ;cuantos afos son azulados?

Parte B

Problema 13. Se desean acomodar los nimeros del 1 al 7 (sin repetir) en los vértices
A,B,C,D,E,Fy G, de tal manera que para cada tridngulo gris la suma de los nimeros

en sus vértices sea la misma. Encontrar la suma de los nimeros que pueden ir en G.

E D

A B

Problema 14. Sea S(n) la suma de digitos del entero positivo n. El niimero Nes el menor
entero positivo tal que S(N) y S(N + 1) son ambos multiplos de 2024. ;Cuéntos digitos
tiene N?
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Problema 15. Un triangulo ABC cumple que £A = 2B = 70°y £C = 40°. Se tiene un
punto interior P de manera que 2CBP = 40° y 2PCB = 30°. Encuentra, en grados, la
medida del angulo 2 PAC.

Soluciones del examen individual (Nivel III)

Solucion 1. Hay 4 diferentes “orientaciones” pero todas son equivalentes, asi que basta
con contar en una orientacion. Por ejemplo, en L. La esquina del trimind puede estar en
cualquier casilla excepto la fila superior o la columna derecha. Por tanto en esa orienta-

cion, hay 6x8 = 48 posiciones, de modo que en cualquier orientacion habra 48x4 = 192.

Solucién 2. Notemos que:

a b c 7—-(+c) 7-(c+a) 7-(a+b)
= + +
b+c c+a a+bd b+c c+a a+b
7 7 7
= -1+ -1+ -1
b+c c+ta a+b
1 1 1
= 7 + + -3
<a+b b+c c+a)
TR
10 10 10

Entonces m +n = 29.

Solucidén 3. Notemos que la condicién implica que los digitos deben de ir disminuyendo
de izquierda a derecha, de lo contrario al intercambiar dos digitos consecutivos el ntime-
ro que resultaria seria mayor o igual. Entonces basta contar cuantas eleccionesa > b > ¢
hay con a, b, c numeros entre 0 y 9. Esto corresponde a tomar 7 > a’ > b’ > ¢’ > 0, que

contando con 3 separadores de entre 10 objetos resulta (130) = 120.

Solucion 4. Sean Py Qlos puntos de interseccién de LDy LA con BC, respectivamente.
Observemos que los triangulos ALD y QLP son semejantes y que la altura del tridngulo
QLP trazada desde L mide 4+/3 (esta altura mide lo mismo que FB). Ademas como la
altura desde L en el triangulo ALD mide 4 + 4./3, entonces

PO _ 43

4 4443
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de donde
43 _ 4BGEB-1) 4B8)-43

PQ = = =
1+43 (V3+1DH3-1) 2

Por otro lado podemos ver que el cuadrilatero PQAD es un trapecio isosceles y que X;
PO+AD
2

=6—2v3.

Y son los puntos medios de sus lados no paralelos, asi que XY = , es decir

:%BZS_\E'

XY

Por ultimo, calculemos el area del cuadrilatero XY AD (que es un trapecio isdsceles con

altura 2 cm) como sigue

5-V3+4=9-13

2x(XY+ AD
(XYAD) = X(f) -

Por lo tantoa + b = 12.

L .G

V3

I
I
|
|
|
|
v

E H
Q P
B/ \Cf
N X\l

1
A D‘

Soluciéon 5. Primero exploraremos los primeros pasos de Flynn. Del 1 se mueve al
2, del 2 al 4, del 4 al 8, del 8 al 16, del 16 al 32 y del 32 luego da la vuelta hasta el
4. Después se movera en ciclo pasando por 4, 8,16,32, de modo que excepto por los
primeros 2 movimientos, Flynn se mueve en un ciclo de tamario 4. Como 2 horas menos
los primeros dos minutos equivalen a 118 minutos, que dejan residuo 2 al dividir por 4,

tenemos que Flynn termina en el segundo punto del ciclo, es decir, en 8.

Solucién 6. En la figura 1 hay 4 puntos iniciales, se puede representar como 22; en la
figura 2 estan los 4 puntos iniciales y los de una cruz mas, ahi ya no se agregan 4 puntos,

solo 3, es decir 4 + 3 y se puede representar como 22 +1(22—1) = 2243 = 7; enla figura 3
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estan los 4 puntos iniciales y dos veces 3 puntos, es decir 4 + 3 + 3 y se puede representar
como 22+2(22—1) = 22+2(3) = 10; en la figura 4 estan los 4 puntos iniciales y tres veces
3 puntos, es decir 4 + 3 + 3 + 3 y se puede representar como 22+3(2%—1) = 22+3(3) = 13;
en la figura 5 estan los 4 puntos iniciales y cuatro veces 3 puntos, es decir4 + 3 +3 + 3
+ 3y se puede representar como 22 + 4(22 — 1) = 22 + 4(3) = 16; en la figura 6 estan los
4 puntos iniciales mas cuatro veces 3 puntos de un primer ciclo cerrado y tres puntos
mas de un segundo ciclo, es decir 4 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 y se puede representar como
22 +5(22 - 1) =22 +5(3) = 19.

Se puede observar que:
Figura 2 se representa como 22 + 1(2%2 —1) = 22 + 1(3) = 7
Figura 3 se representa como 22 + 2(22 — 1) = 22 + 2(3) = 10
Figura 4 se representa como 22 + 3(22 — 1) = 22 + 3(3) = 13
Figura 5 se representa como 22 + 4(22 — 1) = 22 + 4(3) = 16
Figura 6 se representa como 22 + 5(2% — 1) = 22 + 5(3) = 19
Figura 7 se representa como 22 + 6(2%2 — 1) = 22 + 6(3) = 22

Notemos que, segun el numero de figura, una unidad menos se multiplicara por (22
- 1) Entonces para saber cuantos puntos tendria la figura 2024, se puede calcular con:
Figura 2024, 22 + 2023(2% — 1) = 22 + 2023(3) = 4 + 6069 = 6073 puntos.

Solucion 7. Sea £PAC = a. Notemos que £BQC = ay £BCA = 30° + «, por lo que
£CBQ = £BCA — £BQC = (30° + a) — @ = 30°. En conclusién 2BQR = 75°, asi que el
triangulo BRQ es isosceles. Asi, CR=BR—-BC=7—-2=5.

Solucién 8. Como 5a divide a (a + b)?, 5 divide a (a + b)? y como 5 es primo, entonces
5 divide a a + b. Ademés, como cada uno es menor que 10, a + b es a lo més 18 y luego

es alguno de 5,10 o 15.
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Podemos enlistar cada caso y verificar si se cumple, o no, la condicién.

a+b=5 a+b=10 a+b=15

a=5>b= v
a=6,b=4 X
a=7b= X
a=8,b=2 X
a=9,b=1 X

Esto es, son 6 parejas.

Solucion 9. Notemos que el triangulo DFG es isésceles y que 2DFG = 120°, de donde
£LFDG = 30°, por lo que 2GDC = 90°. Por otro lado, DG es la altura del triangulo
BDE, asi que como BD = 2 se tendra DG = V3. Asi, utilizando el teorema de Pitagoras
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tendremos

CG =~DG2+DC% =3 +4 =17,

es decir, el perimetro buscadoes4+4+2+ 1+ \J7 = 11 + /7. Finalmente a = 11,b = 7
ya+b=18.

Solucién 10. Observemos:
= Silos 4 digitos son iguales, solo hay una forma y todos deben ser digitos 4.

= Si se tienen 3 digitos iguales y uno diferente, hay 4 permutaciones. Los digitos
iguales pueden ser el 3 o el 4, y el cuarto digito puede ser cualquiera de los otros,

por lo que hay 4 x 2 x 3 = 24 formas.

= Sise tienen 2 digitos iguales y los otros dos diferentes, tenemos ‘;—3 permutaciones.
P . ) . 3
Los digitos iguales pueden ser 2, 3 0 4, y los otros dos los podemos elegir de (2)

formas. Tenemos 3 X (3) X 3—: =3x3x12 =108 formas.

= Si se tienen 2 pares de digitos iguales, hay 2%' permutaciones. Tanto el primero

como el segundo par de digitos pueden ser 2, 3 0 4. Tenemos P2 A _356=18

2 2ix2!

formas.
» Si se tienen 4 digitos diferentes, hay 4! = 24 formas.
En total son 1 + 24 + 108 + 18 + 24 = 175.

Soluciéon 11. Notemos que AC = 12 por ser la altura de un triangulo con area 24 y

base 4. Entonces AE = /122 + 52 = 13, AD = /122 + 92 = 15y AB = /122 + 352 = 37.

Luego la suma AB+ AC + AD + AE =177.

Solucion 12. Notemos que 2020 es el primer afio azulado y de ahi a 2029 todos lo son.
Vemos que S(n + 1) < S(n) + 1 (si el dltimo digito de nes 9, S(n + 1) < S(n) y sino lo es,
S(n + 1) = S(n) + 1). Por tanto como $(2030) < 14, todo n > 2030 no va a ser azulado.

Asi que hay 10 afios azulados.

Solucion 13. Supdngase que la suma de cada tridngulo debe dar Sy obsérvese que si
sumamos los seis tridngulos obtenemos que: 3S = (A+B+C+ D+ E+F)+ 3G, de donde
obtenemos que A+B+C+D+E+Fdebe ser multiplo de 3. Como 1+2+3+4+5+6+7 = 28,

de ahi que G puede ser 1, 4 6 7. Por ultimo, veamos que:
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» SiGes 1, entonces una forma de acomodar los nimeros seria A =2, F =7, E = 3,
D=6,C=4yB=5.

» SiGes 4, entonces una forma de acomodar los nimeros seria A =1, F =7, E = 2,
D=6,C=3yB=5.

» SiGes 7, entonces una forma de acomodar los ndmeros seria A =1, F = 6, E = 2,
D=5C=3yB=4.

Por lo tanto, la suma de los posibles nimeros que puedeniren Ges 1 +4 +7 = 12.

Solucion 14. Sea N de la forma:

N =@ a3 ayag

queremos encontrar el valor de k. Sea run entero positivo tal que 0 < r < k definimos
i como el minimo valor de r tal que g; # 9. En otras palabras, el nimero N se expresa de

la forma:

N =a_qa1_5-a;99 -9
Donde hay i cantidad de nueves al final de N (que puede ser i = 0). Vemos entonces
que:
S(IN)=ag_1+ag_p+ - +a+9i

y que:

SIN+1)=aq_1+aq_o++ag+1

Ya que como g; es un digito distinto de 9, sabemos que g;+1 es un solo digito también.

Luego tenemos que esas dos sumas son multiplo de 2024, entonces vemos que:

Qo1+ Qg+ +aq+9%=aq_1+aq_g+ - +ag+1 (mdd 2024)

De donde:

9i=1 (mdd 2024)

9i = 2025 (moéd 2024)
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Y como (9, 2024) = 1, tenemos:

i=225 (mod 2024)

Entonces como queremos el menor valor, es cuando i = 225, de forma que:

N = Afe_1q)—2 *** A25 99 .--99
225

De aqui tenemos que:

Ap—1 + Qje—g + -+ + aAgo5 + 2025=0 (m(')d 2024),

Aj—1 + Qfe—p + - + Ayo5 = 2023 (m(')d 2024),

El caso méas pequefio se da cuando a;_; + ag_y + -+ + agy5 = 2023. Para tener la
menor cantidad de digitos debemos tener la mayor cantidad de nueves, entonces como
2023 = 7 (mdd 9) tenemos que ayy5 = 7 y desde ayy6 hasta ar_; todos son nueves. Por

lo tanto el valor de Nes:

N=99:-9799---9
224 225

Y de aqui N tiene 450 digitos.

Solucion 15. Consideremos un triangulo equilatero exterior a ABC construido sobre el
lado AC, es decir, tomemos un punto Qtal que ACQ es equilateros. Como CQ = CA = CB

se tiene que el tridngulo QBC es isosceles. Calculando el angulo ZQCB se tiene que
£QCB = £QCA + £ACB = 60° + 40° = 100°.

Luego se debe tener que 2BQC = £CBQ = 40° de donde se concluye que Pesta sobre
BQ. Por angulos externos en el triangulo BCP se tiene que £.CPQ = ~CBP + £PCB =
40° + 30° = 70°, por otro lado £LQCP = 2QCA + LACP = 60° + 10° = 70° de donde

se concluye que el tridngulo QPC es isosceles con QP = QC. Lo anterior implica que
Q es el circuncentro del triangulo APC, luego 2PAC = %QC = %W = 20° por angulo

central-inscrito.
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Prueba por equipos (Nivel III)

Problema 1. Para un entero k del 1 al 2024 inclusive, Ana quiere elegir 2 enteros a, b

no necesariamente distintos, de tal forma que
mab=k
= 2a + b es multiplo de 3
(cudl es la cantidad de ntimeros k para los que Ana puede hacer esto?

Problema 2. Ariel escribe los nimeros del 1 al 25 y después borra algunos. Los nimeros
restantes los separa en dos grupos de tal forma que el producto de los nimeros del
primer grupo es igual al producto de los ntimeros del segundo grupo. ;Cual es la minima

cantidad de nimeros que pudo quitar Ariel al inicio?

Problema 3. Con digitos 0,1,2,...,9 se formaron 5 nimeros de dos digitos, usandolos
todos una vez, y de tal forma que el producto de estos 5 nimeros es el maximo posible.

Determina el mayor de estos nimeros.

Problema 4. En cada uno de los circulos de la siguiente figura se pone algiin nimero
del 1 al 6, de manera que no haya dos numeros consecutivos o iguales en circulos que

compartan un lado. ;De cuantas maneras diferentes podemos hacer lo anterior?
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Problema 5. Se tiene un poligono regular de n lados, se escogen dos lados distintos
del poligono, y se trazan perpendiculares a esos lados, al intersectarse esas dos lineas
se forma un 4ngulo de 80°. Si se sabe que este angulo no se podria haber obtenido con

ningin otro poligono de menos lados. ;Cuanto vale n?

Problema 6. Con bloques de madera de colores se construyen piramides de tres pisos,
con tres bloques en el primer piso, dos en el segundo y un bloque en el tercer piso,
como la que se muestra a continuacién. Se pide, ademas, con bloques que se tocan sean
de distinto color. Si hay 43 bloques azules, 37 bloques rojos, 31 bloques morados y 29
bloques blancos, ;cual es el maximo nimero de piramides que se podran construir al

mismo tiempo con las cantidades de bloques disponibles?

Problema 7. En la OMMESB se hizo una fiesta a la que asistieron n personas de los 32
estados de México. Se sabe que en cada grupo de 7 personas siempre hay 2 con la misma
edad. Ademas, cada persona viste con una playera roja o azul. Encuentra el minimo valor
de npara el que se puede asegurar que hay 2 personas que sean del mismo estado, tengan

la misma edad y el color de su playera sea el mismo.

Problema 8. Sea ABCD un rectangulo de area 2024 donde P, Q y R son los puntos
medios de los lados BC, CDy DA, respectivamente. Elegimos un punto M en el segmento

RQ de tal manera que n = 0 < numero entero. Si el area del tridngulo APM también

es un namero entero, determina todos los valores de n
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A B
R p
M

Soluciones de la prueba por equipos (Nivel III)

Solucion 1. Dividimos en 4 casos

= 9|k

Al elegir a, b tales que 3 | a, b, claramente se puede.

= k= 3,6(mod?9)

Si esto pasa, 3 va a dividir a exactamente uno de a, b. Por tanto 3 | 2a + b,2b + a

s k= 1(mod3)
Notemos que si ab = 1(mod 3), a = b(mod 3) por tanto 3 | 2a + b,2b + a

= k= 2(mod3)
Notemos que si ab = 2(mod3), a = 1(mod3) y b = 2(mod 3) o viceversa. Por
tanto,3}2a+b,2b+a

Asi que Ana gana cuando k = 0,1,4,7(mod 9) y como 9 | 2025 hay la misma cantidad

de K’s para cada congruencia moédulo 9. Asi que la cantidad de k es % -4 —1=2899.

Solucion 2. Como los nimeros deben coincidir en el producto, debe quitar los nimeros
primos menores a 25 que aparecen solo una vez, los cuales son el 13, 17, 19 y 23. Luego,
el 7 aparece 3 veces ({7, 14, 21}) por lo que hay que eliminar uno de ellos para que ten-
gamos una cantidad par de factores 7. Si contamos los factores que quedan ({2, 3, 5, 11})
el 11 aparece 2 veces, el 5 aparece 6 veces, el 3 aparece 10 veces (contando al 21) y el 2

aparece 22 veces (contando al 14) por lo tanto si quitamos el 7 tendriamos que separar
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los nimeros {1, 2,3,4,5,6,8,9,10,11, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25} en dos grupos tal

que el producto sea:

211.35.53.7.11

Lo cual se puede hacer como sigue:
{1,2,3,5,8,11, 14, 15, 18, 20, 24}, vy {4,6, 9, 10, 12, 16, 21, 22, 25}.
Por lo tanto la menor cantidad de nimeros que debe quitar al inicio es 5.

Solucién 3. Sin perdida de generalidad cada nimero de los formados es de la forma ab
con a > b, de lo contrario se puede incrementar el producto. Entonces el nimero mas

grande buscado empieza en 9. Supongamos que tenemos los niimeros 9a y b0, notemos

9a- b0 = (90 + a)(10b) = 900b + 10ab
< 900b + 90a = 90(10b + a) = 90 - ba

Por lo tanto en el producto méas grande el nimero mayor es 90.

Solucion 4. Haremos el conteo de acuerdo al nimero que pongamos en el centro y
denotaremos por (a,b,c,d,e) a un arreglo en los circulos donde a es el nimero de la
izquierda, b es el nimero de la derecha, c es el numero del centro, d es el ntimero de

arriba y e es el nimero de abajo.
1. ¢ = 1: En este caso, no podemos utilizar el 2. Asi tenemos los siguientes casos:

s Primero abordaremos el caso cuando a = b. Si a = b = 3, entonces tenemos
las opciones (3,3,1,5,5), (3,3,1,6,6), (3,3,1,5,6) y (3,3,1,6,5), ya que no
podemos usar el 4 (4 formas). Sia = b = 4 entonces la unica forma es
(4,4,1,6,6) (1 forma). Sia = b = 5 tenemos la opcidn (5,5, 1, 3,3) (1 forma).
Sia = b = 6 tenemos las opciones (6,6,1,4,4), (6,6,1,3,3), (6,6,1,4,3) y
(6,6,1,3,4) (4 formas).

» Cuando a = 3y b = 4, entonces tenemos la opcién (3,4, 1, 6,6) porque no
podemos usar el 5 (1 forma). Para a = 3 y b = 5, no hay opciones porque
no podemos poner el 4 y 6 en otro lugar. Sia = 3y b = 6, tampoco hay

opciones.
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s Sia =4yb =3, tenemos la Gnica opcion (4,3,1,6,6) (1 forma). Paraa = 4
y b = 5 no hay opciones porque no podemos poner el 3 y el 6. Algo similar

sucede cuandoa =4y b = 6.
» Sia=5ybnopuedeser2,3o04 Paraelcasoa =5yb =6 se tiene la forma
(5,6,1,3,3) (1 forma).
= Sia = 6y bno puede ser 2, 3 0 4. Asi que cuando b = 5 tenemos la opcién
(6,5,1,3,3) (1 forma).
En este caso hay 14 maneras.

2. ¢ = 2. En este caso no podemos usar 1 y 3. Luego tenemos los siguientes casos:

= Supongamos primero que a = b. Asi, cuando a = b = 4 tenemos la Unica
opcién (4,4, 2,6,6) (1 forma). Si a = b = 5 no hay opciones al no poder usar

4y 6. Paraa = b = 6 entonces la Gnica manera es (6, 6, 2,4,4) (1 forma).

» Sia#bya,b e {4,5,6}, entonces no hay formas.
En este caso hay 2 maneras.
3. ¢ = 3. En este caso no podemos usar 2 y 4, asi que tenemos las siguientes opciones:

= Analicemos el caso cuandoa = b.Sia = b = 1 entonces tenemos las opciones
(1,1,3,5,5), (1,1,3,6,6), (1,1,3,6,5) y (1,1,3,5,6) (4 formas). Sia = b = 5
entonces tenemos la opcién (5,5,3, 1, 1) (1 forma). Para a = b = 6 entonces

tenemos la tnica opcién (6, 6,3, 1, 1) (1 forma).

» Cuandoa = 1y b € {5,6} no hay posibilidad alguna. Cuando a = 5, b no
puede ser 2 y 4, asi que la tnica forma es b = 6 y se tiene (5,6,3,1,1) (1
forma). Finalmente cuando a = 6 entonces b no puede ser 2 y 4, asi que

b = 5 se tiene la opcidn (6,5,3,1,1) (1 forma).
En este caso hay 8 maneras.

Observemos que los casos ¢ = 4,¢ = 5y ¢ = 6 son simétricos aloscasoc = 1,c =2y

¢ = 3, respectivamente. Asi que el total es 2(14 + 2 + 8) = 48 maneras.

Solucién 5. Si tenemos el poligono como se muestra a continuacion, en donde hay k
lados entre los que se trazan las perpendiculares, y el un angulo del poligono regular
mide S
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S~ e

Veamos que se forma un poligono de k + 2 lados entre las lineas perpendiculares. Por
lo que la suma de los 4ngulos internos de ese poligono miden 180°k. Notemos que esa
suma también se puede escribir como (k — 1) + 2(90°) + «a (donde «a es el angulo que
forman las perpendiculares) entonces tenemos que.
180°k = (k — 1)B + 180° +
180°(k—1)=(k-1)f+a
(180° - p)k—1)=a

En el problema a = 80° por lo tanto (180° — §)(k — 1) = 80°
asi que buscamos buscar el valor de fy k que cumplan, y como queremos minimizar la
cantidad de lados, se minimiza mientras f sea menor.

Podemos probar los valores de ff para buscar alguno que cumpla.
= Sin=3,180"— f = 120°, k no es entero.

= Sin=4,180° — f = 90°, k no es entero.

= Sin=>5,180"— f = 72°, k no es entero.

= Sin=6,180° — f = 60°, k no es entero.

= Sin=17,180"-f = 51“%, k no es entero.

= Sin =38, 180° — f = 45°, k no es entero.

= Sin=29,180° — f = 40°, k = 2 por lo tanto el poligono pedido tiene 9 lados.
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Solucién 6. Sinos fijamos en los tres bloques que no son esquinas de la pirdmide y los

coloreamos de tres colores diferentes (porque se tocan): 1, 2y 3.

cada una de las esquinas tiene dos opciones para ser coloreada, ya sea del tercer color
que no se uso en los bloques adyacentes a ella o del color 4. Dando como resultado ocho

posibles coloraciones:

2] 1 T2
] ol ERENEN
ERENE R ERERE

De modo que, al construir una piramide, tenemos las siguientes opciones de uso de

bloques:
= 2 bloques de un color, 2 de un segundo color y 2 de un tercer color.

= 2 bloques de un color, 2 de un segundo color, 1 de un tercer color y 1 de un cuarto

color.

= 3 bloques de un color, 1 de un segundo color, 1 de un tercer color y 1 de un cuarto

color.

Cada piramide utiliza 6 bloques y hay en total 43 + 37 + 31 + 29 = 140 bloques. Como
140 = 23 x 6 + 2, el maximo nuimero de piramides que podriamos construir seria 23.

Nos falta encontrar una forma de construir esas 23 piramides con los bloques disponibles
o demostrar que no se puede y buscar un nuevo maximo. Si, se puede y una de las formas

en que se pueden construir las 23 piramides es la siguiente:

3%

b
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e =N
——n

sobrando un bloque morado y uno blanco.

Nota. Hay muchas formas de construir las 23 pirdmides. Para encontrar la cantidad
que debe haber de cada estilo, se puede hacer una tabla e ir ajustando de manera que
se dé la suma correcta y que en cada piramide se use el numero de bloques con las
posibilidades que vimos arriba: (3,1,1,1), (2,2,1,1) 0 (2,2,2,0). A continuacién se da

un ejemplo de una tabla construida asi

pirdamides |1[2]|3]4]5|6|7|8|9 [10[11{12[13]14|15]1617|18]19[20{21]22{23] total
b. azules |3|3[3|3[3]3|2|2[2]|2|2|2[2[2|1|1|1|1]|1{1|1]|1]|1| 43
b. rojos |1|1|1|1|1|1|1|1)1|1|2[2]|2|2|2|2|2|2(3]|2]|2]|2|2| 37
b. morados|1|1|1{1|{1|1{1|1|2)2{1|1|1|1|2|2]|2]|2|1|2|2|1|1] 31
b. blancos |1|1|1|1{1|1|2{2|1|L|L|{1|1|L1|1|1|L1|L{1|L]|L]|2{2] 27
suma |6G|6|6]6[6|6]|6[6]|6|6]|6[6|/6]6](6]/6|6|6[6G[6|6]6[6] 138

Solucion 7. Larespuesta es 385. Para que asegurar que hallan 2 personas con el mismo
color de playera, de la misma edad y del mismo estado, deben haber por lo menos 3 per-
sonas de la misma edad de un cierto estado, de caso contrario puede haber dos personas
con distinto color de playera, o solo una persona.

Luego, dado que en cada grupo de 7 personas siempre hay dos de la misma edad, hay
a lo mas 6 posibles opciones para la edad de las personas en la fiesta, pues si hubieran 7
o mas, elegimos personas con cada una de esas edades y habria un grupo de 7 personas
con edades distintas.

Asi que deben haber al menos 13 personas en un cierto estado, de caso contrario hay
alo mas 12 personas y no se puede asegurar que hayan 3 personas de la misma edad del
mismo estado. Finalmente deben haber al menos 32 - 12 + 1 = 385 personas en la fiesta
para garantizar lo requerido, pues de caso contrario cada estado podria tener a lo mas
12 personas, lo que es una contradiccion.

., . RM (ARM)
Solucion 8. Primero, como — = n, entonces
MQ (AMQ)

= n, pero

(AMR) + (AMQ) = (ARQ) = %AR xDQ = %(ABCD) - % = 253,
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de donde se obtiene que % =ny (AMR) + (AMQ) = 253, por lo que
(AMR) = 253n ,
1+n

esto se hace despejando (AMR) de ambas ecuaciones. De forma similar se puede ver

que
(PMQ) + (PRM) = (POR) = %PR x PC = i(ABCD) - }12024 — 506,
como Elg{/{]\% —, entonces

(PMQ) = 506
+n

Finalmente notemos que

(APM) (ABCD) — (ABP) — (PQC) — (PMQ) — (DQR) — (ARM)

253n

= 2024 — 12024 — 2024 2024
4 +n 1+

253n+506

= 1012 —
1+n

1012(1+n)—253n—506
1+n

1012+1012n—253n—506
1+n

5064759
n+1

506+759n
n+1
1+ n es divisor de 506 + 7591, 0 equivalentemente, 1 + n es divisor de

Debido a que (APM) es un niimero entero, entonces es entero, es decir que

506 + 759n — 759 — 759n = 253 = 11 x 23,

asi que las opciones sonn = 10,n = 22 y n = 252.



40 Panamerican Girls’

Mathematical Olympiad
(PAGMO)

La cuarta Pan-American Girls’ Mathematical Olympiad (PAGMO) se llevé a cabo del
24 al 30 de noviembre de 2024 en formato presencial en la ciudad de Durango, México,
en la cual participaron 15 paises: Argentina, Brasil, Bolivia, Colombia, Costa Rica, Cu-
ba, Ecuador, El Salvador, Guatemala, Honduras, Pert, Reptiblica Dominicana, Uruguay,
Costa Rica y México, sumando un total de 55 alumnas participantes, de entre 14 y 17
afnos.

Las estudiantes realizaron un examen con seis problemas inéditos, durante dos dias,
con duracion de 4 horas y media por dia, y un valor de 7 puntos cada uno.

La PAGMO busca potenciar un impacto positivo para las nifias y jovenes en la co-
munidad de las olimpiadas de matematicas, creando oportunidades para que las mu-
jeres pongan a prueba su potencial matematico y, al mismo tiempo, representen a su
pais. Permite resaltar los logros de las mujeres en las competencias matematicas a nivel
estatal, nacional e internacional y proporciona un espacio donde las participantes pue-
den llevarse bien y fortalecer su confianza en su trabajo matematico. Da oportunidad de
compartir con mujeres de diferentes culturas otras formas de apreciar las matematicas
y de resolver problemas a través de interacciones entre las concursantes para compartir
ideas sobre su propia cultura.

El equipo mexicano estuvo conformado por:

« Sofia Constanza Santisteban Davila (Quinta Roo), medalla de plata.
« Dana Karen Medina Gonzélez (Yucatin), medalla de bronce.

« Isabela Barrera Leal (Jalisco), medalla de bronce.

« Elisa Maria Villarreal Corona (Ciudad de México), medalla de plata.

La lider del equipo mexicano fue Violeta Hernandez Palacios mientras que la Dra.

55
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Valentina Mufioz Porras fungié como tutora.

Los equipos que integraron el top 5 de la competencia, en orden de puntuacion
fueron: Brasil, Pert, Argentina, México y Cuba.

También se otorgd el premio Copa perseverancia, el cual es otorgado por el pais
anfitrion de la competencia nacional al equipo que muestra la mayor mejora en su ren-
dimiento durante el evento (considerando los ultimos tres afos). El nombre de la copa
fue Enriqueta Gonzalez Baz, en honor a la primera mujer matematica en México. El pais
premiado fue Republica Dominicana.

Finalmente las alumnas acreedoras a la presea de oro son:

% Julia de Paula Pessoa Leguiza de Brasil
* Estrella Anahi Zapata Chimoy de Pert.
% Camila Maeda Shida de Brasil.

% Sophia Li Ci Liu de Brasil.

* Dhamaris Alarcon Huamani de Peru.

Ahora presentamos los problemas que se aplicaron durante esta competencia con
sus respectivas soluciones propuestas por participantes, aunque las soluciones han sido
ligeramente editadas por motivos de claridad.

Problemas de la 4.2 PAGMO

Examen dia 1

Problema 1. Sea ABC un tridngulo acutangulo con AB < AC, sea T su circuncirculo y
sea D el pie de la altura desde A a BC. Se toma un punto E sobre el segmento BC tal que
CE = BD. Sea P el punto en I" diametralmente opuesto al vértice A. Demostrar que PE

es perpendicular a BC.

Solucion 1. Solucion de Daniela Estrada Cuevas (COL3) Rotemos 180° al triangulo ABC
respecto del circuncirculo para construir el triangulo A’B’C’, y observemos que A’ = P.
Ademas, se tendra B’C’ paralela a BC, ambas perpendiculares a AD. De hecho BCB’C’
es un rectangulo, ya que CC’ y DD’ son didmetros.

Si X es el punto de corte de AD con B’C’. Como CXBD es un rectangulo, tendremos
que C’X = BD, por lo que X es el punto correspondiente a E bajo la rotacién, es decir
X=F.

Pero como AE’ es perpendicular a C’B’, si efectuamos la rotacién obtenemos que
los segmentos correspondientes PE y CB con perpendiculares, con lo que concluimos la

prueba.
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Problema 2. Danielle tiene un tablero de m x n casillas y lo quiere llenar con fichas
compuestas por dos o mas casillas unidas diagonalmente como las que se muestran, sin

superponerse ni dejar huecos:

a) Hallar todos los valores de (m, n) para los cuales es posible llenar el tablero.
b) Si es posible llenar un tablero de m x n casillas, hallar el minimo nimero de fichas que
puede usar Danielle para llenarlo.

Nota: Se permite rotar fichas.

Solucion 2 (Solucién de Federica Regina Corin (ARG2)). Denotemos por (i, j) la casilla

que estd en el renglén i, columna j, y que la cuadricula de m x n tiene m renglones y



58. Concurso internacional - 4.2 PAGMO

n columnas. Observemos que si una cuadricula es llenable, necesariamente m y n son
mayores o iguales a 2 pues de lo contrario no seria posible poner ficha alguna.
Supongamos inicialmente que n es impar. La casilla en la esquina superior izquier-
da, etiquetada (1, 1), s6lo puede estar unida con (2, 2) (aunque esa ficha puede tener mas
casillas pegadas). Consideremos ahora la casilla (1, 3), como no puede estar unida con
(2, 2), la ficha que la cubre necesariamente cubre también a (2, 4). El mismo razonamien-
to nos revela que todas las fichas de la forma (1, y), con y impar, deben estar unidas a
(2,y + 1), pero, en el caso de que n sea impar, la ficha (1,n) sera imposible de cubrir.
Un argumento simétrico en direccion vertical demuestra también que si m es impar, es

imposible cubrir la cuadricula.

(1,1) (1,3)

(2,2) (2,4)

Ahora veremos que si m, n son ambos pares, siempre es posible cubrir la cuadricula.
Pero aqui dnicamente necesitamos dar una construccién adecuada. Dividimos la cua-
dricula en tiras de 2 x n.Como en la figura de arriba, cuando y es impar, podemos cubrir
(1,y) y 2,y + 1) simultaneamente, sin que haya problema al final de la tira, mientras
que con fichas en la otra direccidén diagonal, podemos cubrir las casillas (1, y), (2,y — 1)

en el caso de que y sea par.

Esta construccién cubre por completo los primeros dos renglones de la cuadricula,
y como m es par, basta repetirla en cada par de renglones consecutivos para cubrir toda

la cuadricula. O

Problema 3. Sea M un conjunto no vacio de enteros positivos y sea Sy la suma de

todos los elementos de M. Definimos el tlacoyo de M como la suma de los digitos de Sy;.
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Por ejemplo, si M = {2,7,34}, entonces Sy; = 2 + 7 + 34 = 43 y el tlacoyo del conjunto
Mes4+3=7.
Demostrar que para todo entero positivo n, existe un conjunto M de n enteros posi-

tivos distintos, tal que todos sus subconjuntos no vacios tienen el mismo tlacoyo.

Solucion 3. Solucion de Estrella Anahi Zapata Chimoy (PER3)
Consideremos un numero de la forma g = 10F — 1 (el valor especifico de k que nos
servira lo determinaremos mas adelante), que esta formado por k nueves consecutivos,

y consideremos el conjunto
B={g,g-10,g-10%,...,g-10""1}.

Observemos que la suma de elementos de cualquier subconjunto no vacio de B es
de la forma
g(10% +10% + - + 10%),

y por tanto es un multiplo de g.

Si B; = {g} es el primer subconjunto, es claro que S(B;) = gy por tanto T(B;) = 9k.
Como la suma de los elementos de cualquier otro subconjunto es un multiplo de g, si
logramos demostrar que los multiplos de g siempre tienen la misma suma de digitos,
habremos terminado.

Consideremos un mdltiplo gr = (10 = 1)r = (99 ---9)r. Ese ntmero lo podemos
también expresar como gr = r- 105 —r. Si la k es suficientemente grande, ese ntimero es
de la forma siguiente: las cifras de la izquierda forman al nimero r — 1, luego una serie
de nueves (aqui es donde necesitamos que k sea grande), y luego una serie de digitos
formando 100 —r.

Vamos a ilustrarlo con un ejemplo concreto, tomando g = 99999, es decir, k = 5y
consideremos el multiplo 14g, es decir, r = 14. Observemos que la suma de cifras de g
es 45 y por tanto T(B;) = 45.

La construccién anterior nos dice que comencemos con 14-10° = 1400000 en donde
las primeras dos cifras forman 14 y el resto son ceros. Luego, al restar para obtener
14-10° — 14, el resultado es estrictamente menor a 1400000, y por tanto iniciara con las
cifras 13. Por otro lado, la resta solo puede modificar las tltimas dos cifras y no interfiere
con lo que sucede en las primeras dos (de aqui la importancia que k sea suficientemente
grande) y por tanto, en vez de terminar en 00000 ahora termina en 99986. Esto nos dice

que 14g es el nimero 1399986.
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Continuando con el ejemplo, consideremos ahora la suma de los digitos de 14g. Esta
suma se obtiene sumando las tres partes del niimero: primero las cifras iniciales que
forman el r — 1, luego una serie de tres nueves, y luego el final cuyas cifras forman el
100 — r. Pero r — 1 y 100 — r son dos nimeros que suman 99 y estos siempre tendran
una suma de cifras igual a 9 + 9 = 18. Por tanto la suma de digitos de 14g también es
9+9+9+9+9 =45.

En general, si r es un nimero de a cifras, con una k suficientemente grande, r - 10F —
r siempre esta formado por esas tres partes, primero el grupo de a cifras que suman
r — 1, luego un grupo de nueves y finalmente un grupo de cifras que forman 10% — r.
Observemos que r — 1+ (10% —r) = 10 — 1 y no es dificil verificar que dos numeros con
esa propiedad siempre tienen la misma suma de cifras que 104 — 1, por lo que la suma
total de cifras de gr vuelve a ser 9k.

Regresando al problema, teniamos que las sumas de los elementos de los subcon-

juntos no vacios de B son de la forma
g(10% + 10% + - 4+ 10%),

y, de hecho, la mayor suma posible es g(1+ 10 + 100 + - + 10" 1), que es de la forma gr
conr = 11 -1 formado con n unos. Escogiendo k > 2n, podemos aplicar el argumento
arriba mencionado para concluir las sumas siempre tienen la forma apropiada para que
la suma de sus digitos se manteng constnte.

Asi, seleccionando la k suficientemente grande, hemos construido un conjunto Bde n
elementos cuyos subconjuntos no vacios siempre tienen sumas de la forma gry al sumar
sus digitos, que es lo mismo que calcular los tlacoyos de los subconjuntos, obtenemos

siempre el mismo valor 9k. 0

Examen dia 2

Problema 4. El n-factorial de un entero positivo x es el producto de todos los enteros
positivos menores o iguales a x que son congruentes a x médulo n.

Por ejemplo, para el nimero 16, su 2-factorial es 16 x 14 x 12 x 10 x 8 x 6 x 4 x 2, su
3-factorial es 16 x 13 x 10 x 7 x 4 x 1 y su 18-factorial es 16.

Un entero positivo es olimpico si tiene n digitos, todos distintos de cero, y si es igual

a la suma de los n-factoriales de sus digitos. Hallar todos los enteros positivos olimpicos.
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Solucion 4. Solucion de Sofia Constanza Santisteban Davila (MEX1) Denotemos el n-
factorial de x como f,(x). Observemos que, como en el ejemplo del enunciado, sin > x,
entonces f,(x) = x. Ademés, obsevemos que si n = x — 1 entonces f,(x) es el producto
de todos los nimeros entre 1 y x que son congruentes a x moédulo x — 1, los cuales son
precisamente 1y x, por lo que f,(x) =1-x = x.

Resumimos ambas observaciones diciendo que sin > x — 1 entonces f,(x) = x.

Ahora, consideremos un niimero de n digitos x = 10" 'a,_; + 10" 2a,_y + -+ 10a; +
ay. Como cada a;j<9,sin>9-1=8, por la observacion anterior, si x fuera olimpico

tendriamos que
x = folan—1) + fu(@n—2) + - + fulag) = ap_1 + ap_p + - +ag,
pero como
10" g, + 10" 2a,_y + - +10ay + ag > ay_q + ay_p + - +ag

obtenemos una contradiccién. Por tanto, si hay nimeros olimpicos, a lo mucho tienen
siete digitos.

Cuando x tiene siete digitos, notemos que f7(a;) < 18, por lo que x < 7 - 18 = 126,
lo cual es imposible. Un argumento similar, acotando el valor de fi(;), nos permite
descartar los casos con 6, 5 y 4 cifras. También es posible demostrar que sii < jentonces
In@ < fu(h)-

Cuando n = 3, pensemos en el niimero x = 100ay + 10a; +ag. Como f3(g;) < 9-6-3 =
162, se cumplird x = f3(ay) + f3(a1) + f3(ag) < 3 - 162 = 486 por lo que a; < 4. Mas,

como f3(4) = 4, podemos ajustar la desigualdad y tener
X = fg(az) + f3(a1) + f3(a0) S 44162+ 162 = 386,

por lo que a, < 3. Sin embargo, en el caso en que a; = 3 tenemos a; < 2y f3(2) = 2,y al
ajustar nuevamente la desigualdad tendremos x < 168 por lo que es imposible a; = 3.

Continuando conn = 3, en el subcaso ay = 2, siay =3, x = f3(2) + fz(a;) + f3(ag) <
24162+ 162 = 326. Por otro lado, f3(9) = 162, f3(8) = 80, f3(7) = 28, f3(6) = 18, f3(5) =
10, f3(4) = 4, 3(3) = 3, f3(2) = 2, f3(1) = 1, asi que m = f3(2) + f3(a1) + f3(ap) solo es
posible si 10a; + aq es 99,89 o0 98, y es posible verificar que en ninguno de esos casos
obtenemos un valor posible para x.

Tenemos entonces la tltima posibilidad del caso n = 3, que es a; = 1. Pero el mismo
argumento del subcaso anterior, nos obliga a que 10a; + a, sea 88, 89, 98 0 99, y ninguno

de esos valores lleva a un nimero olimpico.
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Continuamos ahora con el cason = 2,y seax = 10a; +ag = fo(a;)+ f>(ay). Dado que
£2(9), £2(8), f>(7) son numeros de 3 cifras, quedan descartados los digitos 7, 8, 9. Ademas,

f2(6) = 48, ,(5) = 15, o(4) = 8, f2(3) =3, o(2) = 2, fo(1) = 1.

Procedemos a analizarlos subcasos para a;. Por ejemplo, si a; = 6, entonces

x=60+ay = f,(6) + folag) = 48 + fa(ay),

de donde, al despejar, tenemos 12 = f,(ay) — ag pero ninguna de las posibilidades para
ay satisface esa condicion.

Cuando a; = 5:

x =50+ay = f(5) + folag) = 15+ fa(ay),

nos lleva a 35 = f>(ap) — gy que no se satisface para ningun q, = 1,2,3,4,5,6. Un
razonamiento similar se aplica en todos los subcasos para poder concluir que no hay
numeros olimpicos de dos cifras.

Finalmente, en el caso n = 1 tenemos que x = gy = fi(ay) y por verificacién directa
concluimos que las tnicas posibilidades son x = 1 o x = 2, resultando estos ultimos los

unicos nimeros olimpicos que existen. U

Problema 5. Encontrar todas las funciones f : R — R tales que

fUG+y) = FC) + ff) = f(x*) = flx + ),

para todos los nimeros reales x, y.

Solucion 5. Soluciéon de Helen Paola Moran Ceron (SLV1)

Para comenzar haremos algunas sustituciones para (x, y). Cuando sustituimos (x, 0)

obtenemos
f0) + f()f(0) = f(x*) - f(x), (22)
mientras que si sustituimos (0, x) obtenemos
F(fG) = f(0) + f(0)f(x) = f(0) = f(). (23)

Una sustitucién menos obvia es (x, —x), que nos da

FUO) = fG) + fG)f(=x) = f(x*) - f(0). (24)
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Ahora, al sustituir (0, 0) resulta

f(0) + f(0)* = f(0) - f(0) =0, (25)

por lo que f(0)(f(0)+ 1) = 0y por tanto hay dos casos: f(0) =00 f(0) = —1.
Caso 1. Supongamos f(0) = 0. La sustitucién en (22) la reduce a f(x?)— f(x) = 0 por
lo que f(x?) = f(x), pero como la expresion anterior es valida para toda x, en particular

f(=x) = f((~x)?) y podemos concluir:
&) = f(x) = f(—x). (26)

Ahora, se reduce a
fUf(x) = —f(x), (27)

mientras que nos dice que f(—f(x)) + f(x)f(=x) = f(x?), mas como establece
f(x?) = f(x), f(=x) = f(x), y si aplicamos con —f(x) en vez de —x, concluimos:

FUE) + f(? = f). (28)

Si ahora usamos , la expresion anterior equivale a f(x)? = 2f(x), para toda x,
por lo que f(x) = 0 0 f(x) = 2. Esto no quiere decir que f(x) es una funcion constante,
sino que Unicamente puede tomar esos dos valores.

Para terminar el caso, supongamos que f(z) = 2 para algtn valor z y consideremos

la sustitucion (0, z):

F(f@ = () + f0)f(2) = £(0*) — f(2)

que se simplificara como f(f(z)) = —f(z), es decir f(2) = —2, lo cual es una contra-
diccién por que —2 no es un valor admisible de la funcién. Concluimos entonces que en
este caso, f(x) = 0 para todo valor x.

Caso 2. Supongamos f(0) = —1. Aqui nos dice -1 — f(x) = f(x*) — f(x) y
por tanto f(x%) = —1. Por el caso en que estamos, eso implica que f(x) = —1 para toda
x20.

Recodemos ahora que se obtuvo conla sustitucion (x, —x), por lo que es vali-
da para toda x, pero si por un momento nos restringimos a los valores donde x > 0,

tendremos

fE1=CED) + (EDf(0) = f(H) = (1) (29)
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y de ahi, —1— f(—x) = 0, por lo que f(—x) = —1lo cual es equivalente a f(x) = —1 para

x < 0. Concluimos entonces que en este caso, f(x) = —1 para todo valor de x. O

Problema 6. Sea ABC un tridngulo y sean g, by c las longitudes de los lados opuestos a
los vértices A, By C, respectivamente. Sea R su circunradio y r su inradio. Supongamos
queb+c=2ayR=73r

El excirculo relativo al vértice A corta al circuncirculo de ABC en los puntos Py Q.
Sea U el punto medio del lado BCy sea I el incentro de ABC.

Demostrar que U es el baricentro del triangulo QIP.

Solucion 6. Sear, el A-exradio y sea E, el A-excentro. El punto medio del arco BC que
no contiene a A es M. Sea N el punto medio de PQ. Sea G el punto de tangencia del
incirculo con AB.

Afirmamos que se cumple UM = r, dado que los triangulos AIG y BMU son seme-
jantes por criterio angulo-angulo y congruentes porque comparten el lado AG = UB, y
por tanto UM = IG =r.

Por otro lado se cumple R = r,. Es conocido que

1 - .
g—STa:(l).—ZZ:é=ra:3'r:R.

El punto medio de OE, es N dado que el cuadrilatero OPE,Q es rombo porque sus
lados valen R = r,, entonces el punto medio de OE, es el punto medio de PQ.

Ademas Se cumple que OU = 2-UMe IM = ME,: como OU = Ry UM = r, entonces
OU = 2ryUM =r. Es conocido que M es circuncentro del IBE,C, entonces IM = ME,.

Finalmente, el gravicentro de OIE, es U. Como M es punto medio de IE, y se tiene
OU = 2-UM, entonces U es gravicentro de OIE,.

Todo lo anterio nos dice que la recta IU pasa por Ny corta en relaciéon 1:2 por el
ultimo punto (IU = 2 - UN), y entonces U es gravicentro de IPQ por la razén y porque
IU es mediana de PQ. U
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Luz Adilene Segovia Montiel (BCS)

Olimpica de B.C.S.

LAS MATEMATICAS Y YO

Cuatro horas y media,
seis problemas, y
cuarenta y dos puntos.

Te sientas frente al examen,

y las horas pasan,

marcadas por ese reloj,

pero el tiempo pasa ain mas lento.
El entorno no importa:

sientes que lo sabes todo.

Las ideas vienen,

escribirlas se vuelve facil.

Sin duda, toda una experiencia.

Las matematicas son hermosas,
Unicas y maravillosas.

A veces las odio,

a veces las amo,

pero da igual, porque

jamas me han dejado.

Las matematicas son exactas y precisas,
por lo cual, no importa qué tan mal se vea,
ese problema tendra una respuesta.

Las matematicas me ensefiaron

que, en la primera hora de los problemas
debia tomar el tiempo para

pensar, leer y analizar.

Y, si algo no entendia, lo debia preguntar.

Las matematicas me ensefiaron
a no borrar nada, porque, ain
en el proceso més extrarfio,
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complicado y/o equivocado,
puedes obtener grandes resultados.

No te agobies: la respuesta solo vale un punto,
disfruta el proceso, que es para eso.

Las matematicas me ensefiaron
que esta bien sentirse agobiado,
pero rendirte nunca sera aceptado.
Detente,

toma un respiro,

come un chocolate,

y, cuando estés listo, sigue adelante,
vuelve a intentar.
Mientras quede tiempo,
aun lo puedes lograr.

Las matematicas me ensefiaron,

que no son solo numeros y féormulas,
que hay un mundo detras,

y estan llenas de maravillas.

Las matematicas estan en todos lados,

y lo agradezco, porque cada vez que las veo,
recuerdo lo mucho que me ensefiaron,
recuerdo no rendirme y seguir tratando.

L. Adilene S. M.



68. Voces de la comunidad olimpica

Miguel Raggi (MIC)

Ex-olimpico y actual delegado de Michoacan
Cuatro historias, un mismo concurso nacional

Reviso nuevamente mi hojita llena de tachaduras, donde anoté los puntajes que pla-
neo proponer. Cambié de opinion varias veces, pero ahora estoy seguro de cuatro de
ellos; no creo que haya discusién. Los otros dos son delicados. Me toca entrar a la me-
sa de coordinacion ya, pero los coordinadores siguen ocupados con el estado anterior.
(Qué voy a decir? Mi mente esta en blanco otra vez, algo que me ocurre cada vez con
mas frecuencia. ;Qué decia el problema? ;Como se resolvia? Recuerdo que yo lo pasé a
explicar pero, por un momento, ya no sé nada.

Sale el estado anterior. No lucen contentos. Uf, serd una mesa dura. No conozco
a los coordinadores, parecen muy jovenes. Probablemente sean mucho mas rapidos e
inteligentes que yo, pero eso cada vez me incomoda menos.

Entro y saludo, como es debido. Saco mis notas y digo mis calificaciones. Se voltean
a ver entre si y mi nerviosismo aumenta. Estamos de acuerdo en tres de los seis, me
comunican primero. A Victor, para mi sorpresa, le otorgan un punto mas de lo que pedi.
Qué pena, pienso. Seguro no vi algo, aunque revisé con cuidado. A Paulina le tienen
un punto menos. Esta bien, ya lo esperaba. Pero para José Andrés, que para mi gusto
resolvié méas de la mitad del problema, le estan ofreciendo sélo 1 punto. Siento un nudo
en el estomago.

Respiro hondo y saco el examen de Victor, para revisar donde esta el punto que
yo no tenia contemplado. Me explican que decidieron premiar algo que no estaba en
los criterios. Excelente. Para Paulina digo sencillamente qué punto del criterio creo que
tiene, pero me contestan que esperaban mas para otorgar ese punto, que a varios otros
estados no se lo dieron con mas. Ni modo, acepto el resultado, aunque me pesa. Como
coordinador yo si se lo hubiera dado, pienso.

Llega el turno de José Andrés. {De 4 puntos a 1! Intento hablar con firmeza y segu-
ridad al defender el trabajo de José Andrés, pero mi voz tiembla. Mientras escucho los
argumentos de los coordinadores, me carcome la ansiedad y mi mente nuevamente se
pone en blanco. Hablan rapido y no les entiendo. Insisto en que casi tiene resuelto el
problema. Trato de explicar por qué lo que le falta para terminar es algo sencillo, pero
no se ven nada convencidos. Me ofrecen maximo 2.

No se lo van a subir méas, me doy cuenta. Tengo suficiente experiencia para saber
cuando una decision ya esta tomada; se apegaran estrictamente al criterio, exigiendo un
nivel de formalidad que, en mi opinién, a veces resulta excesivo.

Siempre pienso en algunos de los grandes matematicos que conozco que seguro
perderian puntos en la Olimpiada por esa misma razoén.

Sigo argumentando, por principios. Maru se acerca para avisarnos que el tiempo se
ha agotado. ;En serio? Siento como si apenas hubiéramos empezado. Pido a los coor-
dinadores reconsiderarlo y quizés verlo con la otra mesa. Me voy sin firmar, aunque sé
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perfectamente que ya Gnicamente entraré a firmar los 2 puntos.
José Andrés y Paulina no estaran contentos. ;Coémo voy a darles esta noticia?

* kK

“Jovenes, jquedan 5 minutos!”, retumba una voz poderosa en el salon.

Miro a mi alrededor. Un chico esta acostado en su mesa. ;Ya habré terminado? j;Re-
solvid los 3?! Yo no pude resolver ninguno. Me pidieron demostrar que no existia cierta
construccion en una grafica. Estuve intentando hacerla y no pude. Puse algunas posibi-
lidades y las marqué con colores. ;Con eso sera suficiente? (Nota del futuro: claro que
no).

No resolvi ninguno completo, pero escribi varias paginas, dije varias cosas intere-
santes. Tal vez algo valga puntos. (Nota del futuro: no valieron). Bueno, pues ya no
puedo hacer nada, entregaré mi examen y ya veremos. ;Qué haremos el resto de la se-
mana? Los demas de mi delegacién me caen muy bien y son muy divertidos. Seguro
se les ocurren juegos, o travesuras que hacer. Aunque ellos probablemente si sacaran
medalla y yo quizés no.

El muchacho que esta delante mio ya est4 guardando sus cosas. Ni é] ni yo lo sabemos
aun, pero se convertird en mi amigo-rival por los siguientes 3 afios. Después de eso
pasaremos afios sin vernos pero un dia recogeré a su hijo pequeno de la escuela y otro
dia le ayudaré a mover muebles, porque se estard mudando de casa.

Detras de mi, una nifia nerviosa tamborilea los dedos sobre su mesa. Tampoco lo
sabemos aun, pero ella serd mi primera noviecita.

Al muchacho que acaba de preguntar si puede ir al bafio le perderé la pista por afios,
pero me lo encontraré en algun nacional, como delegado de algun estado. Me dara gusto
verlo.

* Kk k

Vuelvo a abrir el documento titulado ‘Regla y Compas - Jueves’, con la esperanza de
que algo se me ocurra esta vez. Nada.

A ver si Omar o Luis Miguel pasan por aqui para ayudarme, aunque ellos si tienen
trabajo real, no como yo, que sdlo escribo el periddico para intentar hacer reir a los
participantes.

Ya es de noche, la oficina esta vacia.

Ya puse todo lo que nos llegd al buzdn (la mayoria me imagino que son chistes
locales) y ya describimos el rally del dia. Tengo una columna vacia. ;Qué pongo? El
quiz ;/Qué tan olimpico eres? lo quiero guardar para marfiana.

Se abre la puerta.

“iEdgardo! jAytdame a terminar o no te ayudaré con tus muebles en 20 afios!” No,
no dije eso. Me estoy confundiendo con el futuro otra vez.

Edgardo propone una idea terrible. Perfecto, por ahi se empieza. Yo respondo con
algo aun peor y asi nos vamos turnando hasta que, milagrosamente, encontramos algo
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interesante. Lo escribimos rapido, pero no funciona. Vamos a dejarlo reposar. También
con los problemas funciona eso a veces.

La madrugada avanza, y pensar se vuelve casi imposible. Pero el publico espera
nuestras increiblemente graciosas ocurrencias para el desayuno. Habiamos planeado
varias columnas, pero se nos acabaron muy rapido.

Ni modo, echaremos mano de mas chistes locales, que al menos a nosotros si nos
hacen reir, y mas de madrugada. Tal vez nadie los entienda, pero con suerte alguien
sonreira... o al menos fingira hacerlo.

* % %

Mi compariero se rie de nuevo, pero es de esas risas nerviosas, cargadas de impoten-
cia, a medio camino entre el humor y el llanto. No estamos avanzando, nos faltan casi la
mitad de los estados. Ya son las 2 de la mafiana y a las 9 comienzan las coordinaciones.

He sido coordinador ya varias veces, pero nunca me habia pasado asi. ;Por qué
este problema es tan dificil de calificar? Para mis compafieros es su primera vez como
coordinadores y, después de esto, sospecho que también sera la ultima (nota del futuro:
no me equivoqué).

Trato de animarlos, contandoles como es en otras ocasiones. Pero ser coordinador
es satisfactorio de una manera tan extrafia que es dificil explicar a alguien que nunca lo
ha sido.

Primero, hay que entender la solucién a fondo. Sélo asi es posible disefiar un criterio
justo para distribuir correctamente los 7 puntos. Es como un juego de optimizacion
combinatoria, de logistica. ;Qué ideas tienen en comun estas dos partes de la solucién
que podamos “factorizar”? ;Cémo empatamos las diferentes soluciones?

Pero encontrar un criterio bonito y elegante se siente tan bien como resolver un
problema 6 por primera vez.

Y entonces llegan los exdmenes, siempre listos para romper tus expectativas: COA3,
MIC6, NLO1, JALS5. No importa, sdlo son hojas con ideas, pero esas ideas siempre te
sorprenden, por su ingenuidad, por su creatividad. Nunca consideramos que a alguien
se le pudiera ocurrir algo tan loco, pero tan creativo. Mi criterio, tan elegante, se quedo
muy corto.

Nunca he entendido un problema tan bien como después de ser coordinador y ca-
lificar mas de 100 examenes. Es un sentimiento extraiio, vivir y sofiar con el mismo
problema por una semana. Conocer todas sus facetas, caminos equivocados, caminos
correctos.

En la 46.2 IMO (realizada en México en el 2005) fui coordinador del problema 6.
Cuando intenté resolverlo, por horas debo confesar, no me sali6. Pero terminando de
coordinar, aunque algunos estuvieran escritos en chino (literalmente), senti que el pro-
blema era totalmente obvio.

Hay un placer peculiar en desentrafiar las mentes de los estudiantes, en recorrer sus
razonamientos y encontrar la belleza, incluso en los errores.
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Con el amanecer ya asomandose por las ventanas y el cansancio hundiéndonos los
hombros, finalmente terminamos. Mi compafiero, exhausto, murmura algo sobre no vol-
ver a hacer esto nunca mas (nota del futuro: no lo hizo). Yo sonrio, sabiendo que no
puedo prometer lo mismo.

Porque, a pesar de todo, ser coordinador siempre me deja algo nuevo. No es sdlo
aprender a resolver problemas; es aprender a descifrar las mentes que los enfrentan.

* k%

Una parte de mi espera escuchar mi nombre, aunque sé que no pasara. Dos de mis
comparferos sacaron oro, estoy contento por ellos, o al menos eso me repito a mi mismo.
Los demaés sacaron platas y bronces. Yo fui el tinico sin medalla, pero tal vez se equivo-
caron, tal vez si obtuve medalla y ahorita me llaman a pasar, no se habian dado cuenta
de que mis hojas de reciclaje contenian buenas ideas, pero ya lo corrigieron, jtal vez!

No, claro que no. Hay que vivir en el mundo real. Y en el mundo real saqué casi 0
puntos, no hubo error, y eso no da medallas. El proximo afio sera diferente, ahora si le
echaré mas ganas.

En realidad, salvo por el pequefio detalle del examen, pasé una gran semana. Jugué
“asesino” en la madrugada con gente de Puebla, Jalisco, y quién sabe cuantos otros lu-
gares. Hicimos travesuras, nos robamos la manta (nota del futuro: jya no es cool hacer
esto! Antes lo era...), nos reimos a carcajadas.

Pasa Dante por su bronce. Después de ese dia nunca lo volveria a ver, pero me diverti
mucho con él. Pasan Mario y Juan Pablo por sus platas. Mario esta feliz, pero Juan Pablo
esta un poco decepcionado, crey6 que tal vez sacaria oro. A ambos los segui viendo por
anos, después perdi su contacto, pero encontré a Juan Pablo en un congreso muchos
anos después. Aun dibujaba.

Pasa Juan Manuel por su oro. Esta llorando. Nunca crey6 que pudiera colarse al
corte. Su familia esta llorando también. A él lo vi hace poco en una fiesta infantil, donde
coincidi6 que nuestros hijos habian sido invitados. Ceci pasa por su oro también. Todos
sabiamos que ella sacaria oro, no habia duda. A ella la vi en Canada en un congreso hace
aflos, pero recientemente prometié que ayudaria a entrenar en Michoacan un poco.

Todos mis compaiieros de Olimpiada quedaron grabados en mi memoria, aunque
los conoci tan sélo unas semanas. A veces me encuentro gente que hizo la primaria,
secundaria o prepa conmigo y apenas los recuerdo. ;Por qué?

* % %

Ser delegado es mucho trabajo emocional. Ahora se trata de Paulina y José Andrés, no
de MIC3 y MIC4. Son personas, no claves, que sienten, que se alegran o se entristecen.
Paulina se sentira tonta, aunque no tenga sentido; después de todo, esta en la seleccién
estatal de un estado. {Nadie aqui es tonto! José Andrés, por otro lado, no obtendré la
medalla que merece.

Ya tengo mi discurso preparado. Uno que repito cada afio: “En mi primer nacional
saqué casi 0 puntos. Durante la premiacion, cuando vi a mis comparieros pasar por sus
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medallas, decidi en ese momento que el siguiente afio yo seria uno de esos. Me puse a
trabajar duro y logré sacar oro.”

He contado ese cuento tantas veces que hasta yo mismo me lo estoy creyendo. Qui-
zas no sea del todo cierto, quizas la realidad tuvo varios matices o sutilezas. Pero siento
que oir eso les ayuda. Quizas me ayuda mas a mi, a tener palabras cuando los veo tristes
por no obtener el resultado que esperaban.

Cada ano me toca informar a quienes no quedaron en la seleccién y cada afio me
toca despedirme de algunos olimpicos. Ya me acostumbraré. Un dia. Un dia.

Pronto sera la premiacion y, aunque algunos nombres brillaran bajo los reflectores,
otros quedaran en las sombras. Pero sé que, incluso en esos momentos dificiles, el con-
curso deja una chispa encendida en todos, como dejoé en mi. Una chispa que ojal4 nunca
se apague.

Mi nombre es Miguel Raggi y he jugado mu-
chos papeles en el nacional. Fui participante hace
ya bastante tiempo (o como una simpatica codele-
gada de Baja California Sur expresé amablemente,
mi ultimo nacional fue antes de que nacieran los
participantes actuales).

Después fui coordinador en varias ocasiones,
después parte del comité nacional, y ahora dele-
gado de Michoacan. He estado en mas de quince
concursos nacionales, y puedo decir que todos son
el mismo. Las personas cambian, el lugar cambia,
mi rol cambia, pero siempre es lo mismo. Siempre
me da gusto estar en uno, siempre me da gusto ver
ala gente de nuevo, siempre hay un aire de expec-
tativa, de camaraderia, de competencia. Siempre
siento que vuelvo a un hogar.

El concurso nacional es un torbellino de emo-
ciones, un mar de ideas, un mosaico de historias
entrelazadas que, al final, siempre nos deja algo. No importa si eres participante, dele-
gado o coordinador, todos aprendemos algo: sobre matematicas, sobre nosotros mismos,
sobre como enfrentarnos al mundo con lapiz en mano y la cabeza llena de ideas.

La Olimpiada de Matematicas es mucho mas que el concurso nacional, pero aqui es
donde todo converge. Y aunque ya he sido testigo de mas de quince nacionales, espero
con ilusion el dia en que pueda decir que fui a sesenta.




Apéndice

Definicion 1 (Divisibilidad). Sia y b son nimeros enteros, se dice que a divide a b o

que b es multiplo de a si b = a - g para algin nimero entero g; lo anterior se denota por
alb.

Definiciéon 2 (Congruencias). Dados dos niimeros enteros a, b y un niimero entero
positivo m, decimos que a es congruente con b médulo m si a — b es maltiplo de m. En

este caso escribimos a = b (mdd m).

Teorema 1 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c,d, m nimeros enteros con
m2>1.

1. Sia=c (mdéd m)yc=d (mdd m), entonces a = d (modd m).

2. Sia=c¢ (méd m) y b =d (mdd m), entonces a + b = ¢+ d (mdd m).

3. Sia=c (mdd p)y b =d (mdd m), entonces ab = ¢d (mdd m).

4. Sia = ¢ (mdd m), entonces a* = ¢"* (mdd m) para todo nimero entero positivo n.

5. Si ab = bc (m6éd m), entonces a = ¢ (mod $) donde mcd(b, m) denota el

maximo comun divisor de by m.

Teorema 2 (Pequerio teorema de Fermat). Si p es un niimero primo y a es un nimero

entero coprimo conp (i.e., med(a, p) = 1), entonces a’~! =1 (méd p).

Teorema 3 (Induccién). El método de induccidn se usa para demostrar que una propo-
sicion P(n) es verdadera para todo ntimero entero n > kj, donde kj es un niimero entero

fijo. El método funciona de la siguiente manera:

1. CaAso BASE: Se demuestra que P(k;) es verdadera.
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2. HIpOTESIS DE INDUCCION: Se supone verdadera la proposiciéon P(k) donde k > k

es un numero entero fijo (pero arbitrario).
3. Paso DE INDUCCION: Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo niimero entero n > k.

Teorema 4 (Principio de las casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,

entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.

Teorema 5 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacién
de m elementos de A es un subconjunto de A formado de m elementos. El nimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (:1), esigual a

ny n!
(m) T (h-mm!’

donde n! denota el producto 1-2---n.

Teorema 6 (Binomio de Newton). Para ay b nimeros reales cualesquiera y n un entero

no negativo se cumple que

(a+b)" = z": (Z) ak bk,

k=0

Teorema 7 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Sixy, xs, ..., %,
son ndmeros reales no negativos, entonces

Xp + Xy + o+ X,

2 n(xlxz xn

n
y la igualdad se cumple siy s6lo six; = x5 = -+ = x5,.

Teorema 8 (Suma de los angulos internos de un triangulo). La suma de los angulos

internos de un triangulo es 180°.

Teorema 9 (Pitagoras). En un triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es

igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicién 3 (Congruencia de triangulos). Los triangulos ABCy A’B’C’ son congruen-
tes si los angulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los angulos y los lados del
triAngulo A’B’C’.
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Teorema 10 (Criterio de congruencia LLL). Sitenemos dos tridngulos con sus tres lados
correspondientes iguales, entonces los triangulos son congruentes. A este criterio se le

llama lado-lado-lado y lo denotamos como LLL.

Teorema 11 (Criterio de congruencia ALA). Si tenemos dos tridngulos con un lado
igual y los respectivos dngulos adyacentes iguales, entonces los tridngulos son con-
gruentes. A este criterio se le conoce como angulo-lado-angulo y lo denotamos como
ALA.

Definicion 4 (Semejanza de triangulos). Los triangulos ABCy A’B’C’ son semejantes,
si sus angulos respectivos son iguales (es decir, £ ABC = £ A’B'C’, £ ACB= £ A’'C'B’
y £ BAC = £ B’ A’C’) y sus lados homologos son proporcionales (esto es, si AB/A’B’ =
BC/B'C’ =CA/C’A").

Teorema 12 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de angulos correspondientes de
los tridangulos ABCy A’ B’C’ son iguales, entonces los triangulos son semejantes. A esta

relacion le llamamos angulo-angulo y la denotamos como AA.

Teorema 13 (Tales). Si ABCes un tridngulo y Dy E son puntos sobre los lados ABy AC,

respectivamente, entonces los segmentos DE y BC son paralelos si y sélo si % = ﬁ—g .

Teorema 14 (Teorema de la bisectriz). Dado un tridngulo ABCy un punto D sobre el
. BD _ BA

lado BC se tiene que ¢ = Ac

Teorema 15 (Ceva). Dado ABC un tridangulo y L, My N puntos sobre los lados (o exten-
siones de éstos) BC,CA 'y AB, respectivamente, entonces AL, BM y CN son concurrentes

siysblosi = - = - = =1.

Teorema 16 (Menelao). Dado un tridngulo ABC, si L, My N son puntos sobre los lados
BC, CA y AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y N son coli-
neales siy solo si — - = - — = —1, donde los segmentos se estan considerando como

segmentos dirigidos.
Definicién 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el angulo formado por dos cuerdas que comparten un punto

comun sobre la circunferencia.

2. Angulo seminscrito. Es el angulo formado por una cuerda y una tangente a la

circunferencia en el punto de tangencia.
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3. Angulo central. Es el angulo formado por dos radios.

Teorema 17 (Medida del angulo inscrito). La medida de un angulo inscrito en una

circunferencia es igual a la mitad del angulo central que abre el mismo arco.

Teorema 18 (Medida del angulo seminscrito). La medida de un angulo seminscrito en

una circunferencia es igual a la mitad del angulo central que abre el mismo arco.
Teorema 19 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdas ABy CD de una circunferencia se intersecan en un punto P, en-
tonces PA- PB = PC- PD.

2. Si A, By T'son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T interseca en un

punto Pa la prolongacién de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.

Definicién 6 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrilatero es ciclico si sus cuatro vértices

estan sobre una misma circunferencia.

Teorema 20 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrilatero convexo ABCD es ciclico si y s6lo

si la suma de cualquiera de sus pares de angulos opuestos es igual a 180°, esto es,

£ DAB+ £ BCD = £ ABC + £ CDA = 180°.
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