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Presentacion

Tzalod] la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM), es una
publicacion trimestral auspiciada por la Sociedad Matematica Mexicana (SMM). Los ar-
ticulos, problemas, soluciones, eximenes y demas informacién que en ella encontraras
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel basico y
nivel medio superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos
de matematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Ademas de ello, Tzaloa es una publicacién de interés para un publico mas amplio.
Aunque esta concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su co-
lumna vertebral es la resolucién de problemas por lo que también resulta de gran valor
para todo aquel que gusta de hacer matematicas. El enfoque centrado en los razona-
mientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o excesi-
vos, asi como su tendencia al uso de matematicas simples y elegantes, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

México y las olimpiadas de matematicas

La Sociedad Matematica Mexicana ha venido impulsando vigorosamente los traba-
jos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM) desde los albores de ésta. Este
programa solo es posible gracias a la participacién de miles de jovenes estudiantes y a
la entusiasta colaboracion de muchos profesores quienes, de manera altruista, han de-
dicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matematica de nuestro
pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de todo
el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucién de pro-
blemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el Gnico afan de incrementar sus
capacidades para el analisis, la creatividad matematica y el pensamiento critico.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacion de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matematicas ha contribui-
do a elevar el prestigio de la matematica nacional. Pero, mas importante ain ha sido
la contribucion que el movimiento olimpico ha tenido en el desarrollo cientifico del

“Vocablo nahuatl cuyo significado en esparfiol es aprender.
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VI. Presentacion

pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jévenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los concursos olimpicos ha definido las
vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han visto be-
neficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una sélida
formaciéon matematica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para dedicar
su vida profesional a la docencia y la investigacion.



El criterio lado-angulo-lado y
la semejanza en espiral

Carlos Yeddiel Cortés Ruelas

Introduccion

La semejanza de triangulos es un tema fundamental en geometria siendo uno de los
primeros temas con los que nos encontramos en la Olimpiada. El criterio de semejanza
mas conocido y el que solemos encontrar es el criterio Angulo-Angulo-Angulo: Si dos
triangulos tienen tres pares de angulos iguales, entonces los triangulos son semejantes
entre si. Sin embargo, este no es el Unico criterio de semejanza de tridngulos, y conocer
y saber manejar el siguiente criterio puede marcar una gran diferencia en la Olimpiada:

Teorema 1. Sean ABC y A’ B'C’ triangulos tales que /BAC = /B'A'C" y

AB AC

A'B ACT
Entonces los triangulos ABC y A’ B’C" son semejantes.

El propésito de este texto es familiarizar al lector con este criterio de semejanza. De-
dicamos ademas una seccion sobre semejanza en espiral, un caso particular de semejanza
que puede ser demostrado con trabajo de angulos o con el criterio Lado-Angulo-Lado.

El criterio lado-angulo-lado

Problema 1 (IMO 2014). Los puntos P y @ estan en el lado BC' del tridngulo acutan-
gulo ABC de modo que ZPAB = /BCAy ZCAQ = ZABC. Los puntos M y N
estan en las rectas AP y AQ, respectivamente, de modo que P es el punto medio de
AM,y @ es el punto medio de AN. Demostrar que las rectas BM y C'N se cortan en
la circunferencia circunscrita al triangulo ABC.



2. El criterio lado-angulo-lado y la semejanza en espiral

Demostracion. Notamos que en los triangulos ABC' y PBA tenemos que ZABC =
LPBAy /BAP = ZBCA, asi que ABC y PBA son semejantes. Analogamente los
tridngulos ABC'y QAC son semejantes. En consecuencia

AP _Ac _qc

PB  AB  AQ’
Como P y @ son los puntos medios de AM y AN respectivamente, entonces AP =
PMy AQ = QN. Entonces la igualdad de razones anterior implica que

PM_ AP _QC_ QC

PB PB AQ QN
Ademas, como LZAPQ = LBAC = ZPQA, se tiene que sus angulos suplementarios
son iguales. Es decir, /ZBPM = ZCQN. El criterio de semejanza Lado-Angulo-Lado

nos indica entonces que los tridngulos BPM y NQC son semejantes. En particular,
esto implica que ZQCN = ZPM B. Entonces

LACN + LMBA = ZACB + ZQCN + ZMBP + ZCBA
=/ACB+ /ZPMB+ ZMBP + ZCBA
=/LACB+ /BAC + ZCBA
= 180°.

La conclusién se sigue. O

Problema 2 (ISL 2012). Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico cuyas diagonales AC'y BD
se cortan en E. Los rayos DA y CB se cortan en F'. Sea G un punto tal que ECGD es
un paralelogramo, y sea H la reflexién de E respecto a AD. Muestra que D, H, F'y G
son conciclicos.
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Demostracion. Como ABC'D es un cuadrilatero ciclico entonces ZFBA = ZFDC'y
LBAF = ZDCF, asi que los triangulos F BAy F DC son semejantes. Anilogamente,
como ABCD es ciclico entonces ZEBA = ZECD y ZCDE = ZBAE, por lo que
los triangulos EBA y EC'D son semejantes. Asi que

FB _BA_BE
FD DC CE’

Como DECG es un paralelogramo entonces CE = DG. Sustituyendo en la igualdad
anterior obtenemos

FB_BE_BE
FD CE DG

Observamos que al ser ABC'D ciclico se tiene ZDAC = ZDBC'. Luego

ZFBE =180° — ZDBC = 180° — ZDAC.
Por otro lado, por la suma de 4ngulos internos en el triangulo ADC
180° — ZDAC = ZCDA + LACD.
Como ECGD es un paralelogramo entonces ZACD = ZGDC'. Asi que
LCDA+ LACD = ZCDA+ ZGDC = ZFDG.

De las igualdades anteriores obtenemos que ZFBE = ZF DG.

Como ya vimos FB/FD = BE/DG. De lo anterior, el criterio Lado-Angulo-
Lado indica que los tridingulos F BE y F DG son semejantes. En particular /BEF =
ZDGF.



4. El criterio lado-angulo-lado y la semejanza en espiral

Como H es la reflexion de E respecto a AD entonces /DHF = Z/DEF. Asi que
/DHF + /DGF = /DEF + /BEF = 180°.

Entonces dos de los angulos opuestos del cuadrilatero D H F'G suman 180°, por lo que
este es ciclico. O

Problema 3 (Japon, 2016). Sea ABCD un cuadrilatero ciclico tal que AB : AD =
CD : CB. Lalinea AD intersecta a la linea BC en X, y la linea AB intersecta a la
lineaCD enY.Sean F, F, G y H los puntos medios de los lados AB, BC,CDy DA,
respectivamente. La bisectriz del angulo ZAX B intersecta al segmento EG en S, y la
bisectriz del angulo ZAY D intersecta al segmento F'H en T'. Muestra que las lineas
STy BD son paralelas.

Demostracion. Como ABC'D es un cuadrilatero ciclico entonces /BAX = Z/DCX y
ZXBA = ZXDC. Asi que los tridngulos X AB y XC'D son semejantes y por lo tanto
XA/XC = AB/CD. Como E y G son los puntos medios de AB y CD respectiva-
mente, entonces AB = 2AF y CD = 2CG. Sustituyendo en la igualdad de razones
anterior obtenemos

XA AB 2AF AE

XC CD 120G CG
Ya mencionamos que ZBAX = ZDCX, o bien que ZEAX = ZGCX. Por el criterio
Lado-Angulo-Lado se sigue que los triangulos X AE y X CG son semejantes.

La semejanza anterior implica que ZEXA = ZGXC. Como XS es bisectriz del
angulo AX C, lo anterior indica que X S es bisectriz del angulo ZE X G. Por el Teorema
de la bisectriz se sigue que ES/SG = XE/GX. Ademas por la semejanza de X AE y
XCG tenemos que XE/XG = AE/GC. Asi que

ES_XE_ AP _AB2_AB
SG GX GX C©D/2 CD’
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Anélogamente obtenemos que los triangulos Y BF' y Y D H son semejantes y que YT’
se bisectriz del angulo ZHY F'. En consecuencia y de manera analoga

HT HY HD DA/2 DA
TF YF FB BC/2 BC’
Por hipétesis AB : CD = DA : BC, entonces
ES _AB _ DA _HT
SG  CD BC TF’
Por el Teorema de Varignon sabemos que EH y GF son paralelas entre si, y paralelas

a BD. Por esto y como ES/SG = HT/TF, el Teorema de Tales nos indica que T'S es
paralelaa EH y GF, y por tanto paralela a BD. O

Semejanza en espiral

Un caso que nos interesa en particular es cuando dos tridngulos semejantes com-
parten un vértice.

Proposicion 1. Supongamos que los triangulos ABC' y ADE son semejantes. Si ABD
es un triangulo, entonces es semejante al triangulo ACE.

Decimos que A es el centro de semejanza en espiral que manda BC a DE'y BD
aCE.

Demostraciéon. Como los triangulos ABC'y ADFE son semejantes entonces AB/AD =
AC/AE. Ademas /BAC = /DAE, por lo que ZBAD = ZCAE. Por el criterio
Lado-Angulo-Lado esto implica que los triangulos ABD y ACE son semejantes. [

Problema 4. Sean H y O el ortocentro y circuncentro respectivamente, del tridngulo
acutangulo ABC'. La mediatriz de AH cortaa AB y AC en los puntos D y E respec-
tivamente. Muestra que ZDOA = ZEOA.
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B C

Demostraciéon. Observamos que ZOAC = 90° — LZABC = /BAH. Ademas DA =
DH y OA = OC. Entonces los triangulos ADH y AOC son semejantes. Entonces
A es el centro de semejanza en espiral que manda DH en OC, y por lo tanto manda
DO en HC; mas aun, los triangulos ADO y AHC también son semejantes. Entonces
/DOA = ZACH. Analogamente obtenemos que /FOA = ZHBA.Como ZACH =
90° — LBAC = ZH BA, se sigue que

LDOA =/ACH = ZHBA = ZEOA.
O

Problema 5 (APMO 2017). Sea ABC' un tridngulo tal que AB < AC. Sea D el punto
de interseccidn de la bisectriz interna del angulo ZBAC'y el circuncirculo de ABC.
Sea Z el punto de interseccion de la mediatriz de AC'y la bisectriz externa del angulo

ZBAC. Demuestra que el circuncirculo del tridngulo ADZ pasa por el punto medio
del lado AB.

Demostraciéon. Sean M, N y L los puntos medios de BC, C Ay AB, respectivamente.
Como ABDC es ciclico y DA es bisectriz del &ngulo ZBAC tenemos que

ZDBC = £LDAC = £LBAD = /BCD.
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Entonces BD = DC. Como M es punto medio de BC' entonces ZDMC = 90° y
IMDC =90° — ZMCD = 90° — ZDAC. Observamos que al ser Z un punto en la
mediatriz de AC se tiene que

LZCA=/LZAC =90° — LDAC

donde esta ultima igualdad se tiene ya que Z A es biesctriz externa del angulo ZBAC.
Ademas al ser N el punto medio de AC se tiene que ZZNC = 90°. Entonces los trian-
gulos ZNC' y CM D tienen dos pares de angulos iguales, por lo que son semejantes.

En consecuencia
ZC _ ZN

CD  CM’
Como L y N son puntos medios de AB y AC respectivamente, por el Teorema de

Tales tenemos que los triangulos ALN y ABC son semejantes. Mas aun, LN /BC =
AL/AC =1/2. Entonces LC = BC'/2 = MC. Por lo tanto

ZzC ZN ZN
CD CM LN’
Notamos que por un lado

LLNZ = ZLNA+ ZANZ = LZACB + 90°.

Por otro lado
/4DCZ =/MCD+ LACB + ZNCZ
=/CAD+ LACB + (90° — LCAD) = LZACB + 90°.

Asique ZLNZ = £/DCZ.Yavimos que ZC/CD = ZN /LN, entonces por el criterio
Lado-Angulo-Lado tenemos que los tridngulos ZN L y ZC'D son semejantes. Asi que
Z es el centro de semejanza en espiral que manda LN en DC, y manda LD en NC.
Maés atin, los tridngulos ZLD y ZNC' son semejantes y por lo tanto

LZLD = /ZZNC =90°.

Finalmente observamos que ZZLD = 90° = LZAD, por lo que ALDZ es un cuadri-
latero ciclico. O

Problema 6 (ISL 2006). Sea ABC D FE un pentagono convexo tal que

LBAC = LCAD = L/DAE y LABC = LACD = LADE.

Las diagonales BD y C'E se cortan en P. Demuestra que la linea AP bisecta al lado
CD.
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E

Demostracion. Sea X el punto de interseccion de AP con CD. Como /BAC = ZDAFE
y LABC = ZADEF entonces los triangulos ABC y ADE son semejantes. Entonces
A es el centro de semejanza en espiral que manda DFE a BC, y por tanto manda C'F a
BD; mas aun, los tridngulos ACE y ABD son semejantes. Asi que ZABP = ZACP,
lo que implica que ABC'P es un cuadrilatero ciclico. Ademéas como ZABC = ZACD
se sigue que

/PCX = /ACX — LACP = LABC — ZABP = /PBC.

Entonces la linea X C es tangente al circuncirculo del triangulo PBC, es decir, al cir-
cuncirculo del cuadrilatero ABC'P. Por potencia de un punto se tiene que

XC?=XP-XA.

Analogamente obtenemos que ZAEP = ZADP, porlo que AEDP es un cuadrilatero
ciclico. De la misma manera, como ZADC = LAED se sigue que ZXDP = ZDEP.
Entonces X D es tangente al circuncirculo del cuadrilatero AE D P. Por potencia de un
punto obtenemos

XD*=XP- XA
Asique XD? = XP- XA =-XC? Luego XD = XC como se queria demostrar. [

Mas semejanza en espiral y el punto de Miquel
Presentamos una ultima herramienta sobre semejanza en espiral que nos sera util.

Lema 1. Sean A, B, C y D puntos tales que AC y BD se intersectan en el punto X.
Los circuncirculos de los triangulos ABX y CDX se intersectan por segunda vez en O.

Entonces O es el centro de semejanza en espiral que manda AB a C'D, y por tanto AC a
BD.
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Demostracién. Como ABXO es ciclico entonces ZOAB = Z0X D. Como OXCD es
ciclico entonces ZOX D = ZOCD. En consecuencia ZOAB = Z0OCD. Analogamen-
te obtenemos

/OBA=/0XA=/0DC.

Entonces los tridngulos OAB y OC'D tienen dos pares de angulos iguales, por lo que
son semejantes. O

El resultado anterior nos sugiere que si las lineas AB y C'D se intersectan en un
punto Y, entonces los circuncirculos de los triangulos BDY y ACY deben definir el
mismo centro de rotohomotecia O. En efecto esto es cierto.

Lema 2 (Miquel). Sean A, B, C'y D puntos tales que AC' y BD se intersectan en el punto
X,y AB y CD se intersectan en el puntoY . Entonces los circuncirculos de los triangulos
ABX,CDX, BDY y ACY comparten un mismo punto llamado el punto de Miquel del
cuadrilatero ABCD.

N

S
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Demostracién. Como antes, sea O el punto de interseccion de los circuncirculos de los
triangulos ABX y C'DX. Notamos que /YCA = /DOX y LXAB = ZXOB.
Entonces

LAY C = 180° — L/YCA — LCAY
= 180° — ZDOX — /XOB
= 180° — (/DOX + /XOB)
= 180° — ZDOB.

Entonces BODY es ciclico. Analogamente notamos que
ZCOA =/DOB =180° — LAY C.

Asi que AOCY es ciclico. O

Es importante tener cuidado con la forma en la que aparecen los vértices, pues esto
afecta como se ve la figura. Podriamos por ejemplo tener el siguiente diagrama.

X

%

Problema 7 (OMM 2019). Sea H el ortocentro del tridngulo acutangulo ABC'y sea M
el punto medio de AH. La linea BH corta a AC en D. Sea E un punto tal que BC es
la mediatriz del segmento DE. Los segmentos CM y AE se cortan en F'. Muestra que
BF es perpendicular a CM.
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Demostraciéon. Notamos que ZM AD = 90°—ZACB = ZEDC. Ademas MA = M D
y CD = CE. Entonces los tridngulos DCE y DM A son semejantes. El centro de
semejanza D en espiral que manda C'E a M A. Lo anterior implica que F, el punto de
interseccion de CM y AE, esta en el circuncirculo de DCE y M AD. En particular,
como el circuncirculo del tridngulo DC'FE es la circunferencia de didmetro BC, se sigue
que ZBFC = 90°. O

Problema 8 (IMO 2005). Sea ABC'D un cuadrilatero convexo cuyos lados BC'y AD
tienen la misma longitud y no son paralelos. Sean E y F' puntos en los segmentos BC'
y AD respectivamente tales que BE = DF'. Las lineas AC'y BD se cortan en P, las
lineas BD y E'F se cortan en (), las lineas EF'y AC se cortan en R. Considera todos los
triangulos PQR conforme E'y F varian. Demuestra que los circuncirculos de dichos
triangulos tienen un punto en comun distinto de P.

C AN L7 D
~ -

Demostracion. Sea X el punto de interseccion de los circuncirculos de los triangulos
APD vy BPC. Entonces X es el centro de semejanza en espiral que manda DA en BC.
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Mas aun, como DA = BC entonces los tridngulos X DA y X BC' son congruentes. Asi
que XD =XBy/XDA=/ZXBC.Como BE = DF,por el criterio de congruencia
Lado-Angulo-Lado se sigue que los triangulos X DF'y X BE son congruentes. Enton-
ces X es el centro de semejanza en espiral que manda DF en BFE, y en consecuencia
X DFQ es un cuadrilatero ciclico. Por lo tanto

/XQR=/ZXDA.
Como ademas AP X D es ciclico, entonces /X DA = /X PR. Por lo tanto
/XQR=/XDA=/ZXPR.

Esto implica que X esta en el circuncirculo del triangulo PQ R. Nota que X no depende
de la eleccion de E'y F, pues se construye Unicamente a partir del cuadrilatero ABC'D.
O

Problema 9 (EGMO 2019). Sea ABC' un triangulo tal que ZCAB > ZABC'y sea
I su incentro. Sea D el punto en el segmento BC' tal que ZCAD = ZABC. Sea w
la circunferencia que pasa por I y es tangente a la recta AC' en el punto A. Sea X el
segundo punto de interseccién de w con la circunferencia circunscrita de ABC'. Muestre

que las bisectrices de los dngulos ZDAB y ZCX B se intersectan en un punto en la
recta BC'

C

Demostracion. SeaY el punto de interseccion de la bisectriz del angulos ZBXC con el

segmento BC. Como AX BC es ciclico entonces ZBXC = ZBAC. Luego

/BXC  /BAC
2 2

ZBXD = = /IAC.
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Como w es tangente a C'A en A entonces ZIAC = ZIXA. Por lo tanto ZBXD =
/IX A. Ademas, por la misma tangencia obtenemos que ZAIX = 180° — LXAC.
Mientras que por el ciclico AX BC se tiene que 180° — ZXAC = ZCBX. Entonces
LAIX = ZCBX. Asi que los tridngulos AIX y Y BX tienen dos pares de angulos
iguales, por lo que son semejantes. Asi que X es el centro de semejanza en espiral que
manda A/ en Y B. Mas atn, el punto de interseccién de AY con BI, el cual llamamos
Z, estd en w.

C

Por la tangencia de AC' con w tenemos que
LZAC =180° — LAIZ = /BAI + ZIBA.
Mas atin, como LZAC = LZAI + LIAC y LZIAC = ZBAI se sigue que
LZAI + LITAC = LZAC = LBAI + LIBA = /ZAI = ZIBA.

Por lo tanto

/BAZ = /BAI — /ZAI = /BAI — /IBA =
/CAB /ZCBA /CDA /ZCBA /ZBAD
2 2 2 2 T a2
Entonces AZ, y en consecuencia AY’, es bisectriz del angulo ZBAD. O

Problemas

Problema 10 (ISL 2003). Sea ABC' un triangulo isosceles tal que AC' = BC, cuyo
incentro es I. Sea P un punto en el circuncirculo del triangulo AI B, dentro del tridngulo
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ABC. Las lineas por P paralelasa CAya CB cortana AB en D y E, respectivamente.
La linea por P paralela a AB cortaa CAya CB en F'y G, respectivamente. Muestra
que las lineas DF y EG se cortan en el circuncirculo del tridngulo ABC.

Problema 11 (EGMO 2016). Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico, y sea X el punto de
interseccion de las diagonales AC' 'y BD. Sean C1, Dy y M los puntos medios de los
segmentos CX, DX y CD, respectivamente. Las lineas AD; y BC se intersectan en
Y, y la linea MY intersecta a las diagonales AC'y BD en puntos distintos £ y F,
respectivamente. Demuestra que la linea XY es tangente a la circunferencia que pasa
por B, F'y X.

Problema 12 (IMO 2010). Sea I el incentro del triangulo ABC'y sea I su circuncirculo.
La linea AT intersecta a I' en D. Sea E un punto en el arco BDC'y F' un punto en el
lado BC tales que

LBAF = LCAFE < %ABAC.

Finalmente, sea GG el punto medio del segmento I F'. Demuestra que las lineas DGy ET
se intersectan en I.

Problema 13 (EGMO 2014). Sean D y E puntos en los lados AB y AC' de un tridngulo
ABC, respectivamente, y tales que DB = BC = CE. Sea F' el punto de interseccién
de las rectas CD y BE, I el incentro del triangulo ABC, H el ortocentro del trian-
gulo DEF,y M el punto medio del arco BAC' del circuncirculo del triAngulo ABC.
Demuestra que I, H y M son colineales.

Problema 14 (ISL 2015). Sea ABC un triangulo tal que ZC' = 90°, y sea H el pie de la
perpendicular desde C'. Sea D un punto dentro del trisngulo C BH tal que C'H bisecta a
AD. Sea P el punto de interseccién de las lineas BD y C' H. Sea w la semicircunferencia
de didmetro BD la cual corta al segmento C'B en un punto interior. Una linea por P es
tangente a w en (). Demuestra que las lineas C'Q) y AD se cortan en w.

Problema 15 (APMO 2010). Sea ABC un triangulo acutangulo tal que AB > BC'y
AC > BC. Sean O y H el circuncentro y ortocentro, respectivamente, del tridngulo
ABC'. Suponga que el circuncirculo del tridngulo AH C' intersecta a la linea AB en el
punto M distinto de A, y que el circuncirculo del tridngulo AH B intersecta a la linea
AC en el punto N distinto de A. Demostrar que el circuncentro del triangulo M N H
estd en la linea OH.

Problema 16 (ISL 2016). Sea ABC' un triangulo tal que AB = AC # BC y sea I su
incentro. La linea BT corta a AC' en D, y la linea por D perpendicular a AC' corta a
Al en E. Demuestra que la reflexién de I respecto a AC' esta en el circuncirculo del
tridngulo BDFE.
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Problema 17 (India 2024). Sea ABC un triangulo acutangulo con AB < AC, y sean O
y H su circuncentro y ortocentro, respectivamente. Sean Z y Y puntos en los segmntos
AB y AC respectivamente, tales que

LZOB = /ZYOC = 90°.

La perpendicular desde H hacia Y Z intersecta a BO y C'O en () y R respectivamente.
Las tangentes al circuncirculo del triangulo AY Z por Y y Z se cortan en 7. Demuestra
que @, R, O y T son conciclicos.

Problema 18 (IGO 2017). Sea O el circuncentro del triangulo ABC. La linea CO in-
tersecta a la altura por A en el punto K. Sean P y M los puntos medios de AK y AC
respectivamente. Si PO intersecta a BC en Y, y el circuncirculo del triAngulo BCM
cortaa AB en X, demuestra que BXOY es ciclico.

Problema 19 (OMM 2016). Sea ABC' D un cuadrilatero inscrito en una circunferencia
, 01 larecta paralela a BC que pasa por Ay ¢ larecta paralelaa AD que pasa por B.La
recta DC cortaa /; y {5 enlos puntos E y F|, respectivamente. La recta perpendicular a
{1 que pasa por A cortaa BC en P y larecta perpendicular a ¢> que pasa por B corta a
AD en Q. Sean I'y y I'; las circunferencias que pasan por los vértices de los tridngulos
ADFE 'y BFC, respectivamente. Demuestra que I'; y I'; son tangentes si y sélo si DP
es perpendicular a CQ).

Problema 20. Sea ABC' un triangulo acutangulo con circuncentro O y circuncirculo
I' cuyo lado mas corto es AB. La perpendicular desde A hacia BC corta a I' de nuevo
en E. Sea P un punto en el arco menor BC de I' tal que AB = BP. Sea M el punto
medio del lado BC'y sean O y O3 los circuncentros de los tridngulos OBP y M CP,
respectivamente. Finalmente, sea K el punto medio de £ P. Muestra que ZMO1 K +
2002 K = 180°.

Problema 21 (OMM 2018). Sean ABC un triangulo acutangulo y I la circunferencia
que pasa por los puntos A, B y C. La bisectriz el angulo en B cortaa ' en M y la
bisectriz del angulo en C corta a I' en N. Sea I el punto de interseccién de las bisec-
trices anteriores. Considera M’ y N’ las reflexiones de M y N respecto a CA y AB,
respectivamente. Muestra que el centro de la circunferencia que pasa por los puntos I,
M’y N’ esta en la altura del tridngulo ABC' que pasa por A.

Problema 22 (APMO 2024). La linea ¢ intersecta a los lados BC'y AD del cuadrilatero
ciclico ABC'D en puntos interiores R y S, respectivamente, e intersecta al rayo DC'
mas allade C' en @, y al rayo BA mas alla de A en P. Los circuncirculos de los tridngulos
QCRy QDS seintersectanen N # (), mientras que los circuncirculos de los triangulos
PAS y PBR se intersectan en M # P. Las lineas M P y N() se cortan en el punto
X, las lineas AB y CC se cortan en el punto K, y las lineas BC'y AD se cortan en el
punto L. Demuestra que el punto X esta en la recta K L.



Problemas de practica

A continuacién encontraras diez problemas de practica que seleccionamos especialmen-
te para este nimero. Aprovechamos la ocasion para solicitar tu apoyo para enriquecer
esta seccion de la revista. Si tienes problemas inéditos que te gustaria compartir con
nosotros, puedes contactarnos enviando un mensaje a revistaomm@gmail.com: jreci-
biremos con mucho gusto todas tus propuestas!

Problema 1. ;Cuantas formas hay de acomodar las cinco letras ABCDE, de manera
que no queden dos letras consecutivas en posiciones juntas? Por ejemplo, no se puede
EBDCA porque D y C son letras consecutivas que quedaron juntas.

Problema 2. Cari, el caracol, esta sobre una pista marcada cada metro. Ahora esta en
la marca de la posicién 100. Comienza a moverse de la siguiente forma. La primera hora,
se mueve 10 metros hacia la derecha, luego la segunda hora se mueve 3 metros hacia la
izquierda, la tercera hora se mueve 8 metros a la derecha y en la cuarta hora se mueve 6 a
laizquierda. Luego repite ese patron, la quinta hora se mueve 10 metros hacia la derecha,
la sexta hora se mueve 3 metros a la izquierda, y asi sucesivamente. Si esta moviéndose
durante una semana completa, ;Qué niimero tiene la marca donde termin6?
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Problema 3. En un tablero de 3 x 3 se colocan lunas y soles. En la figura mostramos
un ejemplo. Observa que, en el ejemplo, hay 3 soles que quedaron alineados y 3 lunas
que quedaron alineadas. ;Cuantas formas distintas hay de colocar lunas y soles en el
tablero para que haya al menos 3 lunas alineadas y al menos 3 soles alineados? (Pueden
ser en vertical o en horizontal y puedes usar cualquier cantidad de lunas y soles)

L0 | D
el | %
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Problema 4. En la figura se muestra una cuadricula sobre la que Ori la oruga, y Cati
la catarina van a caminar. Ori solo puede avanzar moviéndose hacia la derecha o hacia
arriba, mientras que Cati puede moverse hacia la izquierda o hacia abajo.

4

it

Si cada una de ellas da 3 pasos, ;qué probabilidad hay de que terminen en el mismo
lugar?

Problema 5 (Examen Regional del Sureste - 2025). Encuentra todos los enteros positi-
vos n tales que 3"~ + 7%~ ! divide a 3" + 7.

Problema 6. En un club de 22925 personas se les otorga, a cada uno, una tarjeta que
tiene una lista de 2025 circulos de color rojo o azul, de modo que todas las combinaciones
posibles aparecen en las tarjetas y ninguna tarjeta se repite.

Las reglas del club es que dos espias pueden intercambiar informacién si y solo si, sus
tarjetas son casi las mismas, pero difieren en el color de solo una posicion solo difieren
en el color de exactamente una posicion de la lista de circulos.

Inicialmente, el espia que tiene 2025 circulos rojos, transmite un mensaje a uno de
sus compaileros (y solo a uno). A continuacion, ese segundo espia se lo comunica a un
tercero, el tercero se lo pasa a un cuarto, y asi sucesivamente.

Demuestra que es posible que el mensaje le llegue a todos los espias, sin que nadie
reciba el mensaje mas de una vez, y que ademas el ultimo espia en recibirlo, puede
transmitirlo de vuelta al espia inicial.

Problema 7 (Examen Regional del Sureste - 2025). ;Cuantos niimeros enteros, posi-
tivos y distintos existen, tales que el producto de sus digitos es 2025 y la suma de sus
digitos es un multiplo de 5 menor o igual a 457

Problema 8. En la figura se muestra un patrén que se continda hasta llegar al término
2025. ;Cuantos puntos se habran usado en total?
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Problema 9. Se tiran dos dados bien construidos. ;Cual es la probabilidad de que el
promedio de las caras que quedan a los lados sean igual a la suma de las caras que
quedaron hacia arriba. Nota: En un dado bien construido, todas las caras tienen la misma
probabilidad de caer, y cualquier par de lados opuestos tienen una suma igual a 7.

Problema 10. Encuentra todos los nimeros de 4 cifras a los cuales, si les sumas la suma
de sus digitos, obtienes 2025.

Soluciones a los problemas de practica

Solucion 1. Procedemos a contar de forma ordenada y por casos.
Cuando A esta a la izquierda, la palabra tiene la estructura A * % * %. Entonces, la
letra B puede ir en las tres ultimas posiciones:

= Enel caso A x B x %, la letra C solo puede ir al final (A * B % C) y por tanto el
unico acomodo posible es ADBEC.

» En el caso A * xBx, la letra C solo puede ir en la segunda posicion (AC x Bx)y
por lo tanto el inico acomodo posible es ACEBD.

s En el caso A xxx B, si usamos AC x B, las letras D y F quedaran forzosamente
contiguas, por lo que no hay acomodo, mientras que si usamos A * C' x B, las
letras C'y D quedaran consecutivas y tampoco habra acomodo.

Cuando la letra A esta en la segunda posicion (*A * xx) tenemos dos casos:

= Silaletra B va en la cuarta posicion, *A x Bx, la C ira al inicio y tendremos los
acomodos CADBE,CAEBD.

» Sila letra B va al final, *A % B, no podemos poner C' al inicio pues ello haria
que D, E quedaran juntas. Entonces C' va en medio, *AC' * B y obtenemos el
acomodo DACEDB.

Cuando la letra A va en medio, la B puede ir al inicio o al final, pero por simetria
ambos subcasos tienen la misma cantidad de acomodos. Asi, basta considerar B * A * x.
Los subcasos son:
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s B x AC'x que corresponde al acomodo BDACE.
» B x A% C que corresponde al acomodo BDAEC.

Por simetria, hay otros dos acomodos cuando B va al final. Por tanto, el caso A en medio
tiene 4 acomodos.

Finalmente, cuando la A va en las posiciones cuarta o quinta, son casos simétricos a
los primeros dos, teniendo respectivamente 3 y 2 acomodos. Concluimos entonces que
hay un total de 2 + 3 + 4 + 3 + 2 = 14 posibles acomodos.

Solucion 2. Una de las ideas en las que se hace mas défasis cuando se empieza a practi-
car matematicas, es que si buscamos patrones, podemos evitar hacer cuentas repetitivas.
En este problema, la clave es darse cuenta que tras los movimientos de cada cuatro horas,
el resultado es equivalente a haberse movido 9 metros hacia la derecha.

Ahora, en una semana, jcuantos bloques de 4 horas hay? Como cada dia tiene 24
horas, que corresponden a 6 bloques, en 7 dias habra 7 - 6 = 42 bloques, por lo que se
habra movido 42 veces una cantidad de 9 metros, resultando en un total de 378 metros.
Sin embargo, dado que inici6 en la marca de 100 metros, en realidad terminara en la
marca con el numero 478.

Solucion 3. Notemos que no puede haber tres soles en diagonal ni tres lunas en dia-
gonal, y que si hay 3 soles en linea horizontal, no puede haber tres lunas en vertical o
viceversa.

Asi, todos los acomodos posibles tendran los soles y las lunas, ambos alineados de
forma horizontal, o ambos alineados de forma vertical. Sin embargo, cualquier acomodo
de uno de esos tipos, se puede transformar en el otro mediante una rotacion, por lo que
debe haber la misma cantidad de cada tipo. Por eso, nos podemos concentrar en contar
los casos donde las figuras quedan alineadas horizontalmente, y luego multiplicamos
por 2 para incluir los acomodos con alineaciones verticales.

Una vez mas, el secreto para el buen conteo es proceder de forma ordenada. Vamos
a dividir en casos, dependiendo de donde estan los tres soles alineados (recordando que
puede haber mas de dos lineas de soles, pero al menos debe haber una).

Primero, consideremos el caso en que hay tres soles en en renglon superior.

o000

Hay dos opciones para colocar el rengléon de lunas. Cuando las colocamos en el
segundo renglon,

O 0|0
@l €| d
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podemos llenar el renglén inferior de 2 x 2 x 2 = 8 formas.

Lo mismo sucede cuando colocamos las lunas en el rengléon inferior,

O 0|0
el e«

por lo que aparentemente hay 16 posibilidades teniendo soles en el renglén superior.
Sin embargo, observemos que los casos anteriores no son disjuntos, por que el arreglo
que tiene lunas en los dos renglones, lo estamos contando doble, dentro de cada uno de
los subcasos.

1
d
d

@ |@ |y

L
d
d

Asi, en realidad solo hay 8 + 8 — 1 = 15 acomodos que tienen tres soles en la parte
superior.

Un conteo similar se realiza cuando los tres soles estan en el renglén medio, y cuando
hay tres soles en el renglon inferior, por lo que, en apariencia, el total seria 15+15+15 =
45. Sin embargo, nuevamente hay arreglos que estan siendo contados méas de una vez.
Por ejemplo, el arreglo siguiente

D000
el @«
D000

aparece dentro del primer caso (tiene tres soles en la parte superior) y dentro del tercer
caso (tiene tres soles en la parte inferior). Dado que de estos hay 3 posibles, en realidad
la cantidad de acomodos es 45 — 3 = 42.

Pero, recordando que este conteo es tinicamente los tableros donde las figuras que-
dan alineadas horizontalmente, hay que multiplicar por 2 para los arreglos verticales.
De este modo, el total buscado es 84.

Solucion 4. El nimero total de caminos de 3 pasos que puede dar cada una de ellas es
23 (porque siempre tienen 2 opciones para moverse en cada paso), por lo que en total
hay 23 - 23 = 26 = 64 posibles parejas de recorridos de ambas al mismo tiempo.

Por otro lado, solo van a terminar en el mismo lugar, si al unir los recorridos, como
enla figura, se completa un recorrido desde la esquina inferior izquierda hasta la esquina
superior derecha en 6 pasos.
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Ahora, la cantidad de formas de hacer esto, es (g) = 20 (ver el articulo en Tzaloa No.1,

2025). Concluimos entonces que la probabilidad de que terminen en el mismo lugar
luego de 3 pasos es 20/64.

Solucién 5. Dado que 7(3" 71 47"71) = 7.3"71 47" esta tiltima expresién es multiplo
de 3"~ ! + 7771,y por hipétesis 3™ + 7™ también, por lo que también divide a su resta
7.3t —3n=4.3""1

Por otra parte, 3" ~! + 71 es primo relativo con 3”1, por lo que de la divisibilidad
37147771 | 4.377 1, concluimos 3"~ 4 7771 | 4. Esto solo es posible cuando n < 2.
Pero n = 1 si cumple la condicion, por lo que ésta es la tinica posibilidad.

Solucion 6. Vamos a demostrar algo mas fuerte: siempre es posible hacerlo para cual-
quier potencia de dos. La prueba sera por induccion. El caso base (n = 1) es que hay
2! = 2 espias, cada uno tiene 1 circulo en su tarjeta. El espia con el circulo rojo pasa
el mensaje al de azul (porque sus tarjetas difieren en exactamente un circulo), en este
momento ya todos recibieron el mensaje, y el de circulo azul puede regresar el mensaje
al original.

Aunque no es necesario, vamos a hacer el caso n = 2. Las 22 = 4 tarjetas posibles
tienen dos circulos. Entonces las posibilidades de colores son (R, R), (R, A), (A, R) y
(A, A). A continuacion se muestra una forma de transmitir el mensaje segun las reglas

del problema:
(R, R) = (R, A) = (A, A) = (A, R) = (R, R).

Observemos que en cada paso, se estan comunicando dos espias cuyas tarjetas di-
fieren solo en una posicion, y al final el mensaje regresa al espia original.

Supongamos ahora que se puede hacer con 2¥ espias y vamos a demostrar que es po-
sible hacerlo para 2511 espias. Separemos a los 2¢*1 espias en dos conjuntos, el conjunto
X formado por aquellos que tienen R al final, y el conjunto Y formado por aquellos que
tienen A al final. Ambos conjuntos tienen 2* elementos.

Observemos que podemos aplicar la hipotesis de induccion dentro de cada conjunto,
pues si nos olvidamos del wltimo circulo, aparecen todas las 2* posibilidades en las
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primeras k posiciones. Esto es, podemos encontrar una sucesion de espias £y — Ey —

Es — --- — E, en el conjunto X (que tienen todos una R adicional al final) que lo
recorre todo sin repeticion.

Abhora, si el tltimo espia Eyx de la sucesion tiene colores (¢, co,¢3,+ -+ , Cor, R),
puede transmitir su mensaje al espia que tiene los colores (¢, ¢o, ¢z, , o, A). En

este momento, podemos recorrer todo el conjunto Y siguiendo el orden inverso FEor —
Es._1 — --+ — Ej, pero poniendo A al final en vez de R. Pero el ultimo espia tendra
los colores (R, R,--- , R, A), de modo que solo difiere en una posicién con el primer
espia y por tanto puede regresarle el mensaje.

Concluimos por induccién que es posible realizar el proceso para cualquier potencia
de 2, en particular, para 2292 espias.

Solucién 7. Dado que 2025 = 3* - 52 debemos usar el 5 dos veces, pero los factores
3 pueden corresponder a las posibilidades (3,3, 3, 3),(3,3,9),(9,9). Ademés siempre
podemos afiadir digitos 1 de ser necesario.

Procedemos por casos.

Cuando usamos (5, 5, 3,3, 3, 3) la suma es igual a 22. Como la suma de las cifras es
multiplo de 5, ésta puede ser, 25, 30, 35, 40 o 45, afladiendo respectivamente 3, 8, 13, 18,
23 veces el digito 1. Aplicando la féormula de permutaciones con repeticion, obtenemos
que en este caso hay

9! 14! 19! 24! 29!
= 9597525.
214131 2MI8] | 214113 | 21118l | 2141231

Cuando usamos (5, 5, 3, 3,9) podemos afiadir 0, 5, 10, 15 o 20 digitos 1. Aplicando

la férmula de permutaciones con repecion, en este caso tenemos:
5! 10! 15! 20! 25!

: 9156700,
5191101 T 2120151 T 2121200 T 2021151 2121201

Finalmente, cuando usamos (5,5, 9, 9), se pueden usar 2, 7,12, 17 veces el digito 1
y la suma correspondiente es:

6! 11! 16! 211
— 48900,
o221 oo t oo T oy - 48900

Concluimos que la cantidad total es 597525 + 2156700 + 48900 = 11803125.

Solucion 8. Observemos que los tridngulos que forman los puntos, corresponden a
sumas de Gauss. Denotemos por S;, = 1 + 2 + .- + n. Entonces las primeras dos
columnas usan S5 puntos, las siguientes tres columnas usan S5 puntos, luego las cuatro
columnas que siguen usan Sy puntos y asi sucesivamente.

Por otro lado, para llegar a la posicién 2025, determinamos el méximo valor m tal
que 2+ 3+ 44 -+ m < 2025 (porque esa suma corresponde a la cantidad de
puntos en las bases de los triangulos). El valor m que obtenemos es m = 66 (de manera
equivalente, queremos encontrar una m tal que 1 + 2 + - - - +m < 2026).
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Como2+3+4+ .-+ 66 = 2210, eso quiere decir que hasta el término 2210 del
patréon habremos usado Sy + S5 + - - - + Sgg puntos.

Aunque existen formulas para sumar sumas de Gauss, una alternativa es observar
que S, = (";1) y entonces la suma So + S5 + - - - Sg¢ la podemos reescribir como

S1+ 82+ -+ Sg6 — S1 y por tanto es igual a

B 0) )+ ()

Esa suma de coeficientes binomiales la evaluamos con la identidad del calcetin (ver Tza-
loa No. 1, 2025), obteniendo (638) —1=>50115.

Asi, el total de puntos usados hasta la posicién 2210 es 50115. Ahora, las posiciones
2211,2212,2213,...,2025 corresponden a iniciar un nuevo triangulo, de modo que
tienen 1 + 2 + 3 + - - - 15 = 120 puntos. De esta manera, el total completo de puntos
usados en ese momento sera 50115 + 120 = 50235.

Solucion 9. Hay cuatro caras que quedan a los lados en cada dado, y como hay dos
dados, tenemos ocho nimeros. Para que su promedio sea entero (porque el promedio es
la suma de las dos caras hacia arriba), necesitamos que la suma de ellas sea multiplo de
8.

Sin embargo, como los dados estan bien construidos, las 8 caras que quedan a los
lados quedan agrupadas en 4 pares de caras opuestas, cuya suma siempre es 7. De esta
manera, no importa cémo se tiren los dados, la suma de las caras laterales siempre sera
28. Como 28 no es multiplo de 8, es imposible que su promedio sea entero. Concluimos
que la probabilidad de lo que se pide es, forzosamente, cero.

Soluciéon 10. La mayor suma posible de cifras de un nimero de cuatro cifras es 36
(cuando el niimero es 9999 y la menor es 1 cuando es 1000).

Por ello, cualquier nimero que cumpla la condicién debe estar entre 2025 — 36 y
2025 — 1, es decir, entre 1989 y 2024. Verificando los casos encontramos que 1998 y
2016 son los unicos que tienen la propiedad.
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Problemas de entrenamiento (Afio 2025, No. 3)

Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este tercer nimero
del afio 2025. Te recordamos que las soluciones a los problemas en este nimero no las
publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que trabajes en ellos y redac-
tes con detenimiento tus soluciones. Las soluciones a los problemas en este nimero se
publicaran en la segunda entrega de 2026 de la revista y se escogeran entre las contri-
buciones que la comunidad olimpica tenga a bien hacernos llegar.

Con el fin de dar tiempo a los lectores para que preparen y envien sus soluciones,
anunciamos que estaremos recibiendo soluciones para los 10 problemas que se listan a
continuacion hasta el 1 de marzo de 2026. Las inquietudes o propuestas relacionadas
con este apartado de la revista deberan ser remitidas por email a

revistaommegmail.com

iNo dejen de hacernos llegar sus soluciones!

Problema 1.3.25. Con la representacién en nimeros romanos de los enteros del
intervalo [1,2025] se crea una lista, la cual se ordena lexicograficamente. ; A qué nimero
entero corresponde el nimero romano que queda a la mitad de la lista?

Problema 2.3.25. Sea £ > 1 un niimero entero. Determine todos los nimeros ente-
ros A = @ a5_1 ... aj tales que existen niimeros enteros by, ba, ..., b, € {0,1,...,9}
de tal modo que el numero asas—1 ...a1bg...by esigualal +2+ .-+ A

Problema 3.3.25. Halle todas las ternas (z,y, 2) € Z3 tales que
5% 4 y? =2l +1.

24
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Problema 4.3.25. Sean b y n nimeros enteros mayores que 1. Supongamos que
para cada k € Z" existe un niimero entero ay, tal que k | (b — a}!). Demuestre que b es
la potencia n-ésima de un nimero entero.

Problema 5.3.25. Sea p un nimero primo impar; suponga que 2p + 1 | 227 — 1.
Demuestre que 2p + 1 es un nimero primo.

Problema 6.3.25. Con centro en los vértices A, B y C de un tridngulo ABC se
quieren trazar circulos de radios 7, r}, y 7¢, respectivamente, de forma que los circulos
no se traslapen. Suponiendo que AB = ¢, BC = ay CA = b, determine el maximo
valor que puede alcanzar la expresion 4 + 7 + 7 (en términos de a, b y c).

Problema 7.3.25. En un tridngulo ABC' se observa que L CAB = 40° y que
£ ABC = 60°. La bisectriz del angulo C'AB interseca a BC en D y F es el punto
sobre AB tal que £ ADF = 30°. ;Cuanto mide el angulo £ DCF'?

Problema 8.3.25. Sea ABC' un triangulo rectangulo cuyo angulo recto tiene por
vértice al punto C. Sean ACP y BCQ triangulos rectangulos isosceles, externos a
A ABC, con angulos rectos en P y @, respectivamente. Ademas, sea F' el pie de la

perpendicular a AB por C y sean D y E los puntos de interseccion de AC' con ﬁ y
de la recta BC con Q<_}>7 (respectivamente). Demuestre que DC = EC.

Problema 9.3.25. Supongamos que n = 27° - 327, ;Cuantos ntimeros enteros posi-
tivos d satisfacen las tres condiciones siguientes?

a) d | n?
b) d<n
o din

Problema 10.3.25. Encuentre todas las funciones f: R — R tales que

flx+y) < flay).

Soluciones alos problemas de entrenamiento (Afio 2024,
No. 3)

A continuacion presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en la tercera entrega de 2024 de Tzaloa. En esta ocasién agradecemos a José
Luis Carballo Lucero de Baja California Sur (México) por la solucién para el problema
1.3.24 que nos hizo llegar; a Jonathan Toledo Toledo de El Espinal (Oaxaca, México) por
las soluciones que envié para los problemas 1.3.24 y 5.3.24; a Juan José Bravo Martinez
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de Popayan (Colombia) por la solucién para el problema 2.3.24 que tuvo a bien com-
partirnos; a Nicolas Campanelli de Saint Etienne de Tinée (Francia) por su solucién al
problema 5.3.24 y a Addn Medrano Martin del Campo (ahora en Radix Trading) por
brindarnos una solucién para el problema 10.3.24 .

Reiteramos la invitacion a todos nuestros lectores a seguir enviando soluciones pa-
ra que éstas puedan aparecer en la paginas de Tzaloa eventualmente. En el siguiente
numero apareceran las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en el
primer numero de 2025 de la revista. jAun estan a tiempo de enviar soluciones!

Problema 1.3.24. Sean x, y nimeros reales distintos de cero. Demuestre que
2 2
3(“;2+l/2) —8(x+y> 410> 0.
Y € y x

Solucion de Jonathan Toledo Toledo. Primero analicemos el polinomio f(a) =
3a? — 8a + 4. Vemos que sus raices son a; = % y ag = 2. Tenemos asi que f(a) > 0
para cada a € (—o0, 2] U [2, 00). Por otro lado, es un hecho conocido que b + § > 2
para cadab > 0y que b + % < —2 para cada b < 0; por consiguiente, si  y y son
numeros reales distintos de cero se cumple que i + % > 2y, en consecuencia,

2 2 2
0<f(x+y>:3($+y) —8<x+y>+4=3(:”2+y2>—8<x+y>+10.
y y y Y 4 y x

O

Problema 2.3.24. A un congreso de matematicas asistieron 15 mexicanos y 24 mu-

jeres. De los asistentes, s6lo ocho no provenian ni de México ni de Sudamérica y, de esos

ocho, cuatro eran mujeres. Demuestre que al congreso asistieron mas mujeres sudame-
ricanas que hombres mexicanos.

Solucion de Juan José Bravo Martinez. Denotemos con m, al total de mujeres
mexicanas que asistieron al congreso, con h )y al total de hombres mexicanos que asis-
tieron y con mg al total de mujeres de Sudamérica que asistieron. Por un lado se tiene
que

ma + hay = 15. (1)

Por otra parte, al tenerse que cuatro de las 24 mujeres que asistieron al congreso no
eran ni México ni de Sudamérica se puede afirmar que

mpy + mg = 20. (2)
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De (1) y (2) se colige que
mg:2()me>15me:hM

que es justamente lo que se deseaba establecer.
O

Problema 3.3.24. Determine todos los pares ordenados de nimeros enteros positi-
vos (a, b) tales que 391 (a* + 1) y 39 1 (b% — 1) pero 39 | (a* + 1)(b* — 1).

Solucion de Daniel Alfonso Santiesteban. Mediante reduccién al absurdo mos-
traremos a continuacién que no hay nimeros enteros positivos a y b que cumplan las
tres condiciones en el planteamiento del problema.

Puesto que 39 = 3-13y a* + 1 nunca es divisible por 3 (pues siempre es congruente
con 1 o con 2 rhodulo 3) y se necesita que 39 | (a*+1)(b? — 1), entonces debe cumplirse
que 3 | (b? —1). De esto ultimo y de la condicién de que 39 1 (b — 1) se desprende que
131 (b? — 1); nuevamente, al requerirse que 39 | (a* + 1)(b? — 1), debe ser el caso que
13 | (a* 4 1). No es dificil convencerse de que esa relacién de divisibilidad no es valida:
de cumplirse, a tendria que ser un nimero coprimo con 13 y la divisibilidad podria
expresarse como a* = —1 (méd 13). Elevando ambos miembros de la congruencia al
cubo se llega a que a'? = —1 (méd 13), lo cual entra en conflicto con la congruencia
a'? =1 (méd 13) que proviene del pequefio teorema de Fermat.

O

Problema 4.3.24. Un empleado del ayuntamiento de Pelotillehue sale a comer poco
después de las 6:00 P. M. y en ese momento observa que las manecillas del reloj de la ca-
tedral del pueblo forman un dngulo de 110°. Al regresar, un poco antes de las 7:00 P. M.,
observa que el angulo entre las manecillas del reloj es nuevamente de 110°. Determine
cuantos minutos estuvo fuera del ayuntamiento esa persona.

Solucién. En primer lugar determinaremos el instante en el que el empleado salié
a comer. Si la manecilla grande apuntaba hacia la marca de los = minutos, entonces la
manecilla corta apuntaba hacia la marca de los 30 + {5 minutos. Puesto que el angulo
central de cada arco determinado por las marcas de minutos consecutivos en la caratula
del reloj es de 6° tenemos que

X
30 4+ = — )60 = 110°.
( Tt

De esto se obtiene que

12 110 72~70712§
x11(30 6) n 1 )

Ahora bien, supongamos que, al momento en que el empleado regresa de comer, la
manecilla grande apuntaba hacia la marca de los ¥ minutos; en ese mismo instante la
manecilla corta del reloj apuntaba hacia la marca de los 30 + {4 minutos y entonces

resulta que
(304 L))o = 10
(v—(30+5))6° =110
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y, por consiguiente,

12 110\ 2200 28
y—11<30—|— 6)_ 11 _5 11 @

De (3) y (4) se concluye que la persona estuvo 40 minutos fuera del ayuntamiento.

O

Problema 5.3.24. Considere la figura que se presenta a continuacién. Supongamos
que A, B y D son puntos sobre la circunferencia y que AB = 9, BC = 8, CD = 6,
AB 1 BCyBC L CD. ;Cuéanto mide el radio de la circunferencia?

Solucién de Jonathan Toledo Toledo. Prolonguemos los segmentos BC'y DC'
hasta E y F, respectivamente, donde E es un punto en la circunfereciay BCF A es un
rectangulo. Puesto que £ ABE = 90° se sigue que AFE es un diametro de la circunfe-
rencia; de esto se desprende que ADFE también es un angulo recto.
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Al considerar los tridngulos rectangulos ADF, EDC, AEB y AED se obtiene que
AD =+AF? + FD?2 = /82 + 152 = 17, DE? = 6> + CE? AE?> = 9+ (8 + CE)?
y que AE? = AD? + DE? = 17? + DE?. Se llega asi a que

92+ (8+CE)?> = 17>+ DE?
17% 462 + CE?,

de lo cual se sigue que

2 2 02 Q2
cp P69 -8 45
16 4

Asi pues,

45\* 85
AE =+/924+ 8+ CE)?2=4/92+ (8—1—4) =

lo cual indica que el radio en cuestion es de %5.
O
Problema 6.3.24. Llamemos A’ al pie de la altura por A(ﬂi un tridngulo ABC.
Sea D un punto en el interior de A ABC' y sobre la altura AA’. Supdéngase ademas
que £LCBD = a, £ ABD = 30° — 2ay que £ ACB = 60° — «. Demuestre que

£ BCD = 3a.

Solucién. Sea P el punto de interseccién de AC con la mediatriz del lado BC de
A ABC) se cumple que £ ABP = 30° y que £ APB = 60° +2a. Denotemos con E al

(segundo) punto de interseccién de % con la circunferencia de centro P y radio PC.
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Es claro que P es el circuncentro de A BC'E; luego, del teorema del 4ngulo inscrito se
desprende que L CPE = 2a vy, en consecuencia, £ BEC = 30° +a = £ CAD. De
lo anterior se colige que ADC'E es un cuadrilatero ciclico. Ahora bien, denotemos con
O al circuncentro de A AP B: resulta que A APO es un tridngulo equilatero. Asi pues,
£ BPO = 2a = £ EPA; puesto que BP = EP y PO = PA, invocando el criterio
LAL de congruencia llegamos a que A OPB = A APE.

P

Como A OPB es un triangulo isosceles y £ BPO = 2 tenemos que £ OBA = 30 —
200 = L OAB. Al cumplirse que L OBA = L ABD = £ OAB, se sigue que AB es la
bisectriz de £ OBE' y que OA|| EB: de esto y de la congruenciade AOPBy A APE
deducimos que £ OBE = 60° —4a = L AEB y que

ABCD = APCB-4£{ACD
= APCB-AKAED
= A PCB-£AEB
= (60° —a) — (60° — 4«)
3a.

O

Problema 7.3.24. Denominamos boomerang a un cuadrilatero que no es convexo

y cuyos lados no se cruzan entre si. Demuestre que no es posible embaldosar un po-

ligono convexo dado mediante una cantidad finita de boomerangs (no necesariamente
congruentes entre si).

Solucion. Supongamos que P es un poligono convexo de n lados que ha sido embal-
dosado con un total de k boomerangs (se sobreentiende que n > 2). Por un lado sabemos
que la suma de los angulos interiores de P es (n — 2)(180°). Por otra parte tenemos que
cada boomerang que aparece en el embaldosado tiene exactamente un angulo interior
que mide mas de 180°: al considerar los vértices de todos esos angulos interiores conta-
mos k puntos interiores de P alrededor de los cuales hay angulos de los boomerangs del
embaldosado que en total suman (k)(360°). Tenemos asi que la suma de los angulos de



Problemas de entrenamiento 31.

los k boomerangs que participan en el embaldosado es de al menos (2k +n — 2)(180°);
no obstante, la suma de los angulos interiores de cada boomerang es de 360° y, por en-
de, al sumar los 4ngulos interiores de los k boomerangs del embaldosado se llega a que
(k)(360°) > (2k 4+ n — 2)(180°), quod est absurdum.
O
Problema 8.3.24. Demuestre que entre cualesquiera 39 nimeros naturales conse-
cutivos siempre hay uno cuya suma de digitos es divisible por 11.

Solucion. En lo que sigue denotaremos con s(n) ala suma de los digitos del nimero
natural n; ademas, diremos que n es un nimero adecuado si 11 | s(n).

Supongamos que tenemos una lista de 39 niimeros naturales consecutivos en la que
ninguno de los nimeros es adecuado; pensemos que los nimeros en la lista estan orde-
nados del menor al mayor. Observemos en primer lugar que uno de los primeros diez
términos es multiplo de 10 y que, por lo tanto, termina en 0; llamémosle n a tal nimero.
Como ninguno de los numeros n,n+1,...,n+9 es adecuado, afirmamos que s(n) = 1
(méd 11): en caso contrario, s(n), s(n + 1),..., s(n 4+ 9) seria una progresion aritmé-
tica de diferencia comin 1 y si s(n) = j (mdd 11) para algin j € {2,3,...,9,10}
entonces s(n + (11 — j)) = 0 (méd 11), lo cual entra en conflicto con el supuesto de
que no hay nimeros adecuados entre los 39 nimeros naturales consecutivos que se es-
tan considerando. Podemos establecer de modo anélogo que s(n + 10) = 1 (mod 11)
y que s(n + 20) = 1 (mdd 11). Al tenerse que n termina en 0 y que s(n) = 1
(méd 11), se sigue que s(n +9) = 10 (mdd 11). Si n + 9 termina en k nueves, en-
tonces s(n + 10) — s(n +9) = 1 — 9k y, en consecuencia, 1 — 9k =1 — 10 (mdd 11).
Esta congruencia es equivalente a la congruencia 9% = 10 (méd 11) cuya menor solu-
cién positiva es k = 6. De todo lo anterior se desprende que 49 y n+ 19 son niimeros
que terminan en al menos 6 nueves; luego (n + 20) — (n + 10) debe terminar en al
menos 6 ceros, lo cual es absurdo.

O

Problema 9.3.24. Ana y Beto juegan a especificar los cinco coeficientes intermedios
de un polinomio de grado seis del siguiente tipo:

2 +02°2+022 +023+022+0x + 1.

Todos los coeficientes que Ana y Beto anotan son nimeros reales y Ana es la que es-
cribe primero, luego Beto, después Ana y asi sucesivamente. Ana gana si las seis raices
del polinomio que se obtiene después de que los cinco recuadros se han llenado son
complejas y Beto gana si alguna de las raices del polinomio asi obtenido es real. ;Hay
alguna estrategia ganadora para Beto?

Solucion. Describimos a continuacion una estrategia ganadora para Beto. Si en su
primer turno Ana escribe el coeficiente de un término de grado par, entonces Beto ano-
taré el coeficiente de un término de grado impar; si Ana escribe el coeficiente de un
término de grado impar, entonces Beto anotara el coeficiente de un término de grado
par. Después del segundo turno de Ana, al menos uno de los dos términos sin coeficiente
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sera de grado impar. Ergo, en ese estadio del juego se tiene un polinomio de la forma
f(z) = P(z) + az® + Ba*
donde a y (3 son los coeficientes que no se han especificado atiny £ € {1,3,5}. Es el

turno de Beto:

« Si k es un nimero par, entonces

fO)+f=)=PA)+a+p+P(-1)+a—-F=PQ1)+ P(-1)+2a.

P(1)+P(-1)
2

De esto se sigue que, si Beto hace o = , €] puede garantizar la igualdad

f)+f(=1)=0 (5)

independientemente del nimero por el cual Ana reemplace a 8. Afirmamos que de
la igualdad en (5) se desprende que el polinomio f(x) tiene raices reales. Si f(1) =
f(—=1) = 0, entonces f tiene al menos dos raices reales; en caso contrario, f(1) -
f(—=1) < 0y el teorema del valor intermedio permite afirmar la existencia de ¢ €
(—1,1) tal que f(c) = 0. En cualquier caso, con la eleccién indicada para «, Beto tiene
asegurada la victoria.

« Si k es un nimero impar, entonces
f2)+2f(-1) = P@2)+2ka+28+2°(P(-1)—a—p)
= P(2)+2'P(-1) + (2" — 290

. , . P(2)+2°P(—1
Se tiene asi que, si Beto hace a = —()2%24()

igualdad

, entonces él puede garantizar la

f(2)+2f(-1) =0. (6)

Nuevamente, si ambos sumandos en la izquierda son iguales a cero, entonces el poli-
nomio f(x) tiene al menos dos raices reales. En caso contrario, f(2) - f(—1) < 0O yel
teorema del valor intermedio permite concluir la existencia de una raiz del polinomio
f(z) en el intervalo (—1,2). Asi pues, en este caso Beto también puede garantizar su
victoria.
O
Problema 10.3.24. Determine cuéles son todos los polinomios f, de grado positivo,
tales que f(p) es un ntimero primo para cada nimero primo p.

Solucién de Adan Medrano Martin del Campeo. Si f(z) = a,2™+- - -+a1z+ao,
entonces tomando primos p1, ..., Py41 con f (pz) = ¢;, tenemos el producto matricial
V A = B descrito a continuacion:

ag q1
ai q2

1 pav1r - o G, Gn+1
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Puesto quedetV =[], (p; —pi) # O sesigue que A = V~! By, en consecuencia,
los coeficientes del polinomio f son nimeros racionales.

Escribimos f(z) = % (bya™ + -+ - by) con D y cada b; en los ntimeros enteros y de
tal modo que D > 0y med(D, by, b1, ...,b,) = 1.

Dado que f no es constante, cada valor primo de f aparece una cantidad finita de
veces, por lo que f toma infinitos valores primos (al ser evaluado en los primos). En
particular, tenemos dos casos.

« Siby # 0, entonces existe un nimero primo ¢ tal que f(n) = ¢ paraalginn € Z,
q{boyqiD.

Lo anterior implica que ¢ t n y, en consecuencia, la progresion aritmética {qk +
n}recz contiene una infinidad de nimeros primos de acuerdo con el teorema de Dirichlet
sobre primos en progresiones aritméticas. Esto quiere decir que ¢ divide al numerador de
f(gk+n) y enlos primos de esta sucesion tenemos que f(gk + n) = ¢, contradiciendo
que f toma el valor ¢ s6lo una cantidad finita de veces.

« Cuando by = 0, tenemos que, para todo primo p, p | D f(p). Tomando solo primos
que dividen a D vemos que f(p) = pk/D, f(p) = po f(p) = —p. De esto se desprende
que alguno de los polinomios f(z) — z o f(z) + « tiene una infinidad de raices y, por
lo tanto, debe ser idénticamente cero. Asi pues, f(z) =z o f(z) = —a.

O

— NOTAS FINALES -

Desde el primer nimero de 2025 de la revista empezamos a manejar dos novedades
en esta seccién de Tzaloa. La primera tiene que ver con la numeracién de los problemas.
A cada problema de entrenamiento se le ha estado asociando un c6digo el cual indica
su numero progresivo dentro de la lista de problemas en la cual aparece y el nimero del
respectivo afio en el que el problema puede hallarse. Por ejemplo, el problema 10.1.24
es el décimo problema en la lista de entrenamiento publicada en el primer niimero de
2024 de la revista. Invitamos a nuestros lectores a tomar en cuenta esta informacion al
nombrar los archivos en los que concentren las soluciones que planeen hacernos llegar
en lo sucesivo. La segunda novedad tiene que ver con las fuentes de los problemas. Aun-
que no sea del todo facil determinar el origen de un problema dado, cuando contemos
con alguna nota o referencia bibliografica puntual sobre un problema publicado en esta
seccion, la compartiremos con los lectores en el numero de la revista en el cual aparezca
la solucién del problema. A continuacion listamos los comentarios que tenemos sobre
los problemas planteados en el tercer niimero de 2024.

% Problema 1.3.24. Este problema fue contribuido por Daniel Alfonso Santiesteban
(estudiante del Doctorado en Matematicas de la Universidad Auténoma de Guerrero).

* Problema 2.3.24. Este problema lo retomamos del libro “Las nueve cifras, el cam-
biante cero y otros divertimentos matematicos’del Profesor Bernardo Recaméan Santos:
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puesto que hay varias ediciones de esta obra, consideramos pertinente afadir que fue
la ediciéon de RBA Coleccionables (de 2007) la que teniamos a la mano al momento de
conformar la lista de entrenamiento en la cual aparecid este problema.

% Problema 3.3.24. Este es el problema 4.6 del libro “Problemas avanzados”de An-
ne Alberro Semerena, Radmila Bulajich Manfrino y Carlos Jacob Rubio Barrios (Serie:
Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas, IMATE UNAM, 2010).

% Problema 4.3.24. Vimos este problema por vez primera en el “Tratado de geome-
tria” de Gabriel Velasco Sotomayor (Ed. Limusa, 1983). Revisando las referencias alu-
didas por Velasco Sotomayor en la pag. 235 del mencionado libro pudimos notar que
este problema fue la pregunta 35 de la Annual High School Mathematics Examination
(AHSME) de 1962; para mas detalles sobre el origen de la AHSME, el lector interesado
puede consultar el prefacio de “The Contest Problem Book” de Charles T. Salkind (New
Mathematical Library, Random House, 1961).

% Problema 5.3.24. Aunque no contamos con informacion precisa sobre el origen
de este problema, consideramos valioso comentar que Nicolas Campanelli-conocido
como Profe Campi en YouTube-elabor6 un video en el cual expone otras dos maneras
de resolverlo. He aqui el link al video que el Profe Campi dedico a este problema de
entrenamiento de la revista Tzaloa:

https://youtu.be/mpKazNIn-Sk?si=FqghFIHz7i400d-tT

% Problema 6.3.24. Este problema y su solucién lo retomamos de “Rose thorns: geo-
metry jewels”de Stan Fulger. La ingeniosa solucién de este problema es de la autoria del
propio Fulger. “Rose thorns: geometry jewels”fue publicado en 2019 por la casa editorial
GIL (Zalau, Rumania).

% Problema 7.3.24. Este problema lo conocimos en la columna de entretenimientos
matematicos que el Profesor David Gale contribuia para la revista The Mathematical
Jutelligencer. Los detalles sobre como Gale supo de este problema se pueden encontrar
en las pags. 69-70 del segundo nimero de 1992 del Intelligencer.

% Problema 8.3.24. Supimos de este problema a través de Jonathan Toledo Toledo,
pero tiempo después caimos en la cuenta de que éste aparece también en el texto de
“Problemas avanzados”de Anne Alberro Semerena, Radmila Bulajich Manfrino y Carlos
Jacob Rubio Barrios (op. cit., pp. 27, 150).

% Problema 9.3.24. Este problema lo vimos por vez primera en la columna de proble-
mas que el gran Murray S. Klamkin estuvo editando para The Mathematical Jntelligencer
entre 1983y 1986; en la entrega de junio de 1985 de su columna de problemas, el Profesor
Klamkin atribuy6 tanto el problema como su solucién a un lector de Crux Mathemati-
corum de nombre D. Bernshtein.

% Problema 10.3.24. Es posible que hayamos aprendido este problema en alguna dis-
cusion de mathoverflow. Para una solucion del problema en la que interviene la nocién


https://youtu.be/mpKazNln-Sk?si=FqhFlHz7i4O0d-tT
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de divisor primo de un polinomio, el lector puede revisar esta bonita entrada de Apuntes
Miscelaneos:

https://elr3to.blogspot.com/2017/04/a-play-on-interplay-twixt-primes-and.html

{HASTA LA PROXIMA, ESTIMADOS LECTORES!


https://elr3to.blogspot.com/2017/04/a-play-on-interplay-twixt-primes-and.html

9.° Concurso Nacional de la
Olimpiada Mexicana de
Matematicas para Educacion
Basica

Informacion general

Del 18 al 21 de septiembre de 2025 se llevo a cabo de manera presencial en la ciudad
de Oaxtepec, Morelos, el Concurso Nacional de la 8a Olimpiada Mexicana de Matema-
ticas para Educacion Basica (OMMEB). Participaron un total de 252 estudiantes, 87 de
nivel I, 87 de nivel Il y 78 de nivel III, representando a 30 entidades federativas.

La OMMEB esta compuesta por tres niveles:

a) Nivel I: Estudiantes de quinto y sexto afio de primaria.

b) Nivel II: Estudiantes de primer y segundo afio de secundaria.

c¢) Nivel III: Estudiantes de tercer afio de secundaria.

Cada delegacion participa con un equipo de 3 estudiantes para cada uno de los tres ni-
veles. Cada estudiante presenta dos exdmenes: uno individual y uno por equipos. Para
el Nivel I, la prueba individual consta de 15 problemas para resolver en 90 minutos. Para
los niveles II y III, la prueba individual consta de 15 problemas, separados en Parte A y
Parte B, para resolver en 120 minutos. La parte A consiste de 12 problemas de respuesta
numérica que se califican como correcto o incorrecto. La parte B consiste de 3 proble-
mas de redaccion libre.

En los tres niveles, la prueba por equipos consiste de 8 problemas, a resolver en 70
minutos. Se entregan los primeros 6 problemas a cada equipo y tienen 10 minutos para
discutirlos sin poder escribir. Cada integrante debe resolver al menos un problema vy tie-
nen 35 minutos de trabajo individual donde podran escribir sus soluciones. Al terminar
ese tiempo, el equipo se vuelve a reunir para intentar resolver 2 problemas adicionales
en 25 minutos mas.

36
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En esta ocasion, los ganadores de medalla de oro y plata en las pruebas individual y
por equipos, integran la preseleccion nacional, a partir de la cual se formaran los equipos
que representaran a México en la Competencia Internacional de Matemaéticas (IMC), a
celebrarse en el verano de 2025.

Los alumnos ganadores de medalla de plata en la prueba individual del Nivel I son
los siguientes, ordenados en orden alfabético por estado:

Liam Gael Farah Frias (Baja California Sur)
Alessandra Galvan Franco (Hidalgo)

Yareth Vicente Salcedo Alvarez (Estado de México)
Carlos Aguilar Santos (Michoacan)

Derek Arturo Uribe Garcia (Morelos)

Jared Alejandro Moguel Maldonado (Oaxaca)
Camila Ugalde Reséndiz (Querétaro)

Rodrigo Rodriguez Morelos (San Luis Potosi)
Alexis Robledo Gonzalez (Coahuila)

Joaquin Rafael Servin Sandoval (Guanajuato)
Briana Melchor Valdez (Guerrero)

Aldair Lucas Martinez (San Luis Potosi)
Karen Renata Canché Uc (Yucatan)

Los alumnos ganadores de medalla de oro en la prueba individual del Nivel I del
8.° Concurso Nacional de la OMMEB son los siguientes, ordenados en orden alfabético
por estado:

Miroslav Rybin Nikiforchina (Chiapas)

Fabio Brancaccio Almaraz (Colima)

Ulrich Sebastian Gonzélez Lopez (Nuevo Ledon)
Javier Emmanuel Garcia Gonzélez (Jalisco)
Nicolas Valdez Lomeli (Jalisco)

Jesus Gadiel Pintor Sanchez (Querétaro)

El equipo ganador de medalla de plata en la prueba por equipos fue el equipo del
estado de Chiapas conformado por:

Alexis Ismerio Ruiz
Iker Rodrigo Hernandez Lara
Miroslav Rybin Nikiforchina

El equipo ganador de medalla de oro en la prueba por equipos fue el equipo del
estado de Coahuila conformado por:
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Alexis Robledo Gonzélez
Diego Sebastian Pinal Lopez
Miguel Angel Hernandez Delgado

Aunque la prueba se divida en dos partes, adicionalmente se entrega el premio de
Campedn de Campeones, que se otorga al equipo cuya suma de los puntajes individuales
de sus concursantes ademaés del puntaje en la prueba por equipos sea la mas alta. En esta
ocasion el equipo nombrado como Campeoén de Campeones en Nivel I fue el estado
de Jalisco conformado por:

Javier Emmanuel Garcia Gonzalez
Juan Pablo Lopez Vargas
Nicolas Valdez Lomeli

En este numero presentaremos los problemas y las soluciones de la prueba individual
y por equipos de Nivel I y en nimeros posteriores publicaremos las pruebas de los otros
niveles.

Prueba individual, Nivel I

Problema 1. Julian tiene tres bloques de cuatro cubos unidos que se muestran en la

% &

Julian analiza las siguientes figuras numeradas 1, 2 y 3, y escribe el menor nimero entero
que se puede formar con los digitos de las que si se pueden construir (si ninguna de las
tres es posible, entonces Julian escribe 0). ;Qué nimero escribi6 Julidn?

-
Problema 2. FEl seméaforo en la calle Camarén Dormido dura en verde 70 segundos,
luego 5 segundos en amarillo y después 85 segundos en rojo. De rojo pasa a verde y se
repite el ciclo. Justo a las 8:00 de la mafiana el semaforo se puso en verde. Si a las 4:05 de

la tarde Crisanto esta en la calle Camar6n Dormido y el semaforo esta en rojo, ;cuantos
segundos tiene que esperar para que pase a verde?
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Problema 3. Sandra, Alejandro y Gonzalo tienen algunas canicas cada uno. Hay 3
tarjetas numeradas 1, 2 y 3 que tienen las siguientes afirmaciones.

= La tarjeta 1 dice que entre los tres hermanos tienen 16 canicas.

= La tarjeta 2 dice que si Alejandro le da una canica a Gonzalo, entonces los tres
tienen la misma cantidad de canicas.

= La tarjeta 3 dice que si Alejandro y Gonzalo juntan sus canicas, entonces tienen
el doble de canicas que Sandra.

Se sabe que la afirmacion de exactamente una de las tarjetas es mentira. ;Qué nu-
mero tiene esa tarjeta?

Problema 4. La mama de Juan, Ramiro y Pedro le pide a sus tres hijos que adivinen
cuantos dulces tiene su frasco de vidrio. Juan dice que tiene 500, Ramiro dice que 487 y
Pedro dice que son 507. La mama les dice que las diferencias de los numeros que dijeron
con la cantidad correcta son 13, 7 y 6, pero no necesariamente en ese orden. ;Cuantos
dulces hay en el frasco?

Problema 5. En el rectangulo ABCD, P, ), Ry S son puntos medios de los lados. Si
AB mide 18 cm, BC' mide 12cm y M es el punto medio de RS, ;cuantos centimetros
cuadrados mide el area del triangulo M PQ?

A B B

bl 0
M

D R [

Problema 6. Isaac escribe en una tabla de 9 x 9 las tablas de multiplicar, por ejemplo
en el renglén 3, columna 5, va el 15. ;Cuanto es la suma de los 81 nimeros de la tabla?

Problema 7. Considera un numero de 4 digitos. El primer digito, el de las unidades de
millar, indica la cantidad de 0’s que se han escrito en dicho nimero. El segundo digito,
el de las centenas, indica la cantidad de 1’s que se usan en la escritura del ntimero. El
tercer digito, el de las decenas, representa las veces que el 2 se escribe en ese numero. EI
cuarto digito, el de las unidades, representa las veces que el 3 se escribe en ese ntimero.
;Cual es el mayor nimero que cumple la propiedad?

Problema 8. José Luis observa una lista de nueve ntimeros: 1,5, ..., 161. En esta lista,
cada numero, a partir del cuarto, es el resultado de la suma de los tres anteriores. ;Cual
fue el tercer numero de la lista?.
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Problema 9. Pach anot6 los primeros 2025 multiplos de 2025, es decir:
2025 x 1, 2025 x 2, 2025 x3, ..., 2025x 2025.

;Cuantos de ellos son cubos perfectos?

Problema 10. Marild, Sebas, Dafne y Lupita fueron a la tienda. Marili pagd 21 pesos
por una pera, una manzana y un durazno; Sebas pagd 11 pesos por una pera y una
manzana; a Dafne le cobraron 14 pesos por una manzana y un durazno. ;Cuanto pagd
Lupita por una pera y un durazno?

Problema 11. Sebas olvid la clave de su celular pero recuerda que:
s Es de la forma 8a6b7c¢, donde a, b y ¢ son digitos.
= Es multiplo de 44.
= Todos sus digitos son distintos.
= 8+a=6+0.
;Cual es la clave de su celular?

Problema 12. ;Cuantos nimeros menores o iguales a 100 se pueden obtener como la
suma de 3 potencias de 2 distintas?

Problema 13. La circunferencia que se muestra tiene centro O y didmetros ABy CD
de manera que £ DCB = 35°. El punto FE esta sobre la circunferencia y se cumple que
£FEOD = 24°.El punto F es la interseccién de las rectas CD y AE. ;Cuantos grados
mide LAFC?

&

35°
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Problema 14. Pau elige al azar dos fracciones distintas de la lista siguiente:

40

s g

)

wl w
Q|

2
737

Wl

(En cuantos casos la suma de las dos fracciones elegidas es un entero?
Problema 15. Un ntimero entero de tres cifras cumple que:

» La suma de sus digitos es 18.

= Si el nimero se lee al revés, el nuevo niimero es 198 menos que el original.

= El digito del medio es igual al promedio de los otros dos. ;Cuél es el numero?

Soluciones de la prueba individual, nivel I
Solucion 1. La figura 2 no se puede construir puesto que esta formada por trece cubitos,

pero las tres figuras en conjunto tienen doce cubos. En el siguiente esquema se muestra
como unir las piezas para formar 1 y también para formar 3.

s of

Solucidén 2. Primero notamos que el ciclo de verde a verde dura 70 + 5 4+ 85 = 160
segundos. De las 8:00 AM a las 4:00 PM transcurren 8 horas que equivale a

8 x 60 x 60 = 28 800 segundos.

Como 28,800 es divisible entre 160, el ciclo vuelve a iniciar en verde justo a las 4:00 PM.
Ahora, 5 minutos son:
5 x 60 = 300 segundos.

De las 4:00 PM a las 4:05 PM, el seméaforo completa 1 ciclo de 160 segundos, quedando
140 segundos dentro del segundo ciclo. En este punto, faltan:

160 — 140 = 20 segundos.
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Solucion 3. Si cualquiera de las tarjetas 2 o 3 dicen la verdad, entonces la cantidad de
canicas es multiplo de 3, asi que no puede ser verdad también lo que dice la tarjeta 1.
Entonces la tarjeta 1 es la equivocada.

Un ejemplo en que las otras dos tarjetas dicen verdad es si Sandra tiene 4 canicas,
Alejandro tiene 5 y Gonzalo tiene 3.

Solucion 4. Primero observamos que los numeros 6, 7 y 13 son menores que la dife-
rencia entre el menor, 487, y el mayor, 507, de las aproximaciones, asi que la cantidad
estd entre 487 y 507. Ahora analicemos las posibilidades para la cantidad de dulces:

» 487 + 6 = 493,

487 4+ 7 = 494,
= 487 + 13 = 500,
= 507 — 6 =501,
s 507 — 7 =500,
= 507 — 13 = 494.

Notamos que 494 y 500 son los dos nimeros que aparecen repetidos, pero como 500
es una de las aproximaciones y ninguna se aproximaba en 0, entonces la respuesta es
494 y verificamos que, efectivamente 494 = 500 — 6.

Solucion 5. Soluciéon Denotemos el area de cualquier figura X por (X). Trazando
lineas paralelas como las que se ven en las figuras notamos que se forman triangulos
semejantes, de manera que

A
(Pars) = AED) ¢ (pasg) = (PR
A B B A
5 (J P )

(ABCD) 18 x 12

1 = 1 = 54 cm?.

Entonces (M PQ) =
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Solucion 6. En el primer renglon aparecen los nimeros del 1 al 9; en el segundo rengléon
aparecen esos numeros multiplicados por 2, etc. Entonces la respuesta es

(1424 +9)+2(1+24+9)+--+9(1+2+---+9)
(1424 +9)(L+2+-+9)
45 x 45 = 2025.

Solucion 7. Sea N = abcd el nimero. Es claro que todos los digitos son menores a 4.
Procederemos por casos de acuerdo al valor de a.

= Sia = 3, entonces N = 3000, pero entonces el digito de las unidades, d, es 0, asi
que deberia haber 0 3’s pero hay un 3, entonces no es posible.

s Sia = 2, los posibles nimeros serian: 200d, 20c0 y 2b00. Analicemos cada uno
de ellos. Los nimeros 200d y 2000 tienen 0 en las decenas pero ya hay un 2, asi
que ninguno de estos es posible. El nimero 20c0, sustituyendo ¢ por 2, cumple
las condiciones establecidas, resultando el niimero 2020, asi que ése es el nimero
buscado porque cualquier otro seria mas pequefio.

Solucion 8. Sea x el valor del tercer nimero, entonces la lista es:
1,5z, +6,2x + 11,4x + 17,7z + 34,13z + 62, 24x + 113.
Como 24z + 113 = 161, tenemos que 24z = 48, de donde = = 2.

Solucion 9. Los multiplos de 2025 son de la forma 2025k, con k un entero. Observamos
que 2025 = 452, asi que 2025k = 452k, de donde k = 45m3 para algtin entero m.
También tenemos que 2025k < 20252, de donde k < 2025 y entonces m3 < 45.
Basta entonces encontrar los cubos perfectos menores o iguales que 45 y éstos son los
siguientes tres: 1, 23 = 8 y 3% = 27, porque 4% = 4 > 45.

Solucion 10. Entre los 4 compraron 3 peras, 3 manzanas y 3 duraznos, que es el triple
de lo que compré Marily, asi que entre todos pagaron 3 x 21 = 63 pesos. Como Marila,
Sebas y Dafne pagaron 21 + 11 + 14 = 46 pesos, entonces lo que pagd Lupita fue
63 — 46 = 17 pesos.

Solucion 11. el nimero es multiplo de 4 y de 11. Si ¢ = 2, por el criterio de divisién
entre 11 tenemos que ¢ +b+a — (74 6 + 8) = ¢+ b + a — 21 debe ser miltiplo de
11, porloque a + b+ c =100 a + b + ¢ = 21. También sabemos que 8 + a = 6 + b,
de donde 2 = b — a, y que, por ser el nimero multiplo de 4, las posibilidades para c son
¢ = 2y ¢ = 6, pero ¢ no puede ser 6 porque los digitos del niimero son todos distintos.

Sic=2ya+b+ c=21, entonces a + b = 19, lo cual no es posible porque a y b
son digitos.

Sic=2ya+b+c=10,entoncesa+b =8y, comob—a = 2tenemos quea = 3
y b = 5. Asi, el numero es 836572.
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Solucién 12. Hay 7 potencias de 2 menores a 100 (desde 2° = 1 hasta 2° = 64.
La mayor suma que podemos hacer sin usar el 64 es 32+ 1648 = 56, que es menor a
100. Por lo tanto, cualquier combinacion de 3 niimeros de los 6 primeros nos dara algin

6
numero que cumple las condiciones del problema. Hay ( 3) = 20 maneras de elegir 3

numeros de esos 6 primeros, por lo que tenemos 20 nimeros que no usan el 64.

Ahora, si usamos el 64, notamos que 64 + 32 = 96, asi que con 64 y 32, el tercer
numero puede ser 4, 2 o 1, por lo que tenemos 3 niimeros que cumplen. Si no usamos el
32, es facil ver que cualquier combinaciéon cumple. Por lo tanto, nos quedan 5 nimeros
para elegir (quitando 32) y queremos elegir 2 (porque el 64 ya lo elegimos), y esto lo

5
podemos hacer de 5) = 10 maneras.

El total es 20 + 3 + 10 = 33.

Solucion 13. Usaremos varias veces que la suma de los angulos en un triangulo es
180°.

Como OA, OFE, OC y OB son radios de la circunferencia,, tenemos que los trian-
gulos AOFE y COB son isosceles. Entonces LOBC = LOCB = 35°, por lo que
£LCOB = 180° — 2 - 35° = 110°. Ahora, LEOD = 24° y, por ser opuestos por el
vértice, LAOD = LCOB = 110°, de donde LAOFE = 110° — 24° = 86° pero, como

el tridngulo AOF es isosceles, entonces

180° —86°  94°
2 T2

LFAO = 47°.

Ahora, en el triAngulo AF'O tenemos
£LAFO = 180° — (LAOF + LOAF) = 180° — (110° + 47°) = 180° — 157° = 23°.

. b a-+bd
Solucion 14. Para que 3 + 3= 3
Trabajamos con residuos en la division entre 3. Notamos que hay 13 nimeros con
residuo 0, 14 nimeros con residuo 1 y 13 nimeros con residuo 2. Las posibilidades para

los residuos de a y b de manera que a + b sea multiplo de 3 son las siguientes:

13\ 13 x12
2/ 2

, se debe tener que a + b es maltiplo de 3.

=« {0,0}. Hay < = 78. posibilidades.

» {1,2}. Hay 14 x 13 = 182 posibilidades.

En total son 78 + 182 = 260.

Solucién 15. Como el nimero de en medio es el promedio de los otros y la suma es
18, el de en medio es 6. Al invertirlos la diferencia es aproximadamente 200, asi que
el digito de las centenas es 2 mas que el de las unidades. Verificamos que 765 cumple:
765 — 567 = 198.



Competencia Internacional de
Matematicas 2025

La Competencia Internacional de Matematicas del afio 2025, se llevo a cabo del 14
al 18 de agosto de 2025 en Da Nang, Vietnam.
La IMC se conforma por dos concursos que se desarrollan de manera paralela: la Invi-
tational World Youth Mathematics Intercity Competition (IWYMIC), orientada a estu-
diantes de nivel secundaria y la Elementary Mathematics International Contest (EIMC),
para nivel primaria. Desde 2010, México participa en la IWYMIC y desde 2017 en la
EMIC. Este afio, nuestro pais propuso 5 de los 50 problemas que se usaron para la com-
petencia.
México participé con un equipo de primaria y un equipo de secundaria, de cuatro inte-
grantes cada uno. El equipo de Primaria que gan6 medalla de plata por grupos estuvo
integrado por:

= Miroslav Rybin Nikiforchina (Chiapas)
= Nicolas Valdez Lomeli (Jalisco)
= Briana Melchor Valdez (Guerrero
= Jesus Gadiel Pintor Sanchez (Querétaro)
El equipo de Secundaria gan6 medalla de bronce por equipos, tuvo por integrantes:
= Carlos Daniel Maya Rojas (Hidalgo)
= Sebastidn Guzman Moran (Jalisco)
= Gonzalo Diaz Mercado (Morelos)
= Derek Elias Ortiz (Zacatecas)

Los resultados en la prueba individual consisten en 2 medallas de bronce para los
alumnos de primaria Jestis Gadiel Pintor Sanchez (originario de Querétaro), Miroslav
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Rybin Nikiforchina (Chiapas), 2 menciones honorificas para Briana Melchor Valdez
(Guerrero) y Nicolas Valdez Lomeli (Jalisco). En la categoria de secundaria Carlos Da-
niel Maya Rojas (Hidalgo), gané medalla de bronce y Gonzalo Diaz Mercado (Morelos),
mencion honorifica.

Este aflo participaron 234 competidores en nivel primaria y 267 en nivel secundaria,
provenientes de 31 paises. La mayor parte de los paises son del sudeste asiatico, los cua-
les tiene un nivel muy alto de competencia y son lideres en la Olimpiada Internacional
de Matematicas para preuniversitarios, por lo que la participacion de los pequefios en
este certamen constituye una gran experiencia para su carrera olimpica. Los nicos pai-
ses de América que participaron en 2025 fueron México, Estados Unidos, Pert y Canada.
Ademas, la delegacion obtuvo un trofeo especial por la delegacién mas amistosa en la
noche cultural.

Los lideres y colideres de los equipos fueron:

» Lider: Dr. Hugo Villanueva Méndez (Puebla)

s Lider: M en C. César Guadarrama Uribe (Yucatén)

Colider: Maestra Kenya Verénica Espinosa Hurtado (Ciudad de México)

= Colider: Dr. Sergio Guzman Sanchez (Chiapas)

KY THI TOAN HOC QUOC TE LAN THU 25

The 25! Vietnam Infernational Mathematics Corpetition

VIMC 2025

14 - 19.08.2025

Figura 1: Delegacion mexicana en la IMC 2025
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Prueba Individual, Nivel Primaria (Keystage 2)

Problema 1. En el diagrama mostrado, ambas diagonales del rectangulo ABCD se
dividen en 12 segmentos iguales. Si el area total de todas las regiones blancas dentro del
rectangulo ABCD es 10 cm?, ;cual es el area total, en cm?, de las regiones sombreadas ?

Problema 2. Diez amigos estaban sentados en una mesa redonda. Siguiendo la direc-
ci6én de las manecillas del reloj, a cada uno de ellos se le pregunté: “;Cual es la suma de
las edades de tus dos vecinos?” Las respuestas (dadas en el mismo orden) fueron: 20, 22,
24, 26, 28, 30, 32, 34, 36 y 38. ;Qué edad tiene la persona que contest6 26?

Problema 3. Alvin y Bob, por turnos, toman canicas de una bolsa. Alvin comienza
tomando una canica, luego Bob t oma dos canicas, luego Alvin toma tres canicas, luego
Bob toma cuatro canicas, y asi sucesivamente. Si, durante su turno, alguno de ellos no
encuentra canicas suficientes en la bolsa, entonces toma todas las canicas que quedan.
Al final, Alvin tiene 101 canicas. ;Cuéntas canicas habia en la bolsa al principio?

Problema 4. Cuatro lineas rectas se dibujan en un plano. ;Cual es el maximo nimero
de angulos de 60° que se pueden formar usando estas cuatro lineas?

Problema 5. En una clase de Matematicas, las calificaciones de los estudiantes se ob-
tienen so6lo a base de exdmenes, todos ellos con el mismo peso. Cuando Eva obtiene 98
en cierto examen, el promedio de sus examenes hasta ese momento se incrementa en 1
punto. Pero cuando ella obtiene 70 en el siguiente examen, su promedio baja 2 puntos.
Incluyendo esos dos examenes, ;cuantos examenes ha presentado Eva?

Problema 6. ;Cuél es la suma de los mayores tres numeros de cuatro digitos de la
forma VIMC tales que V, I, M y C son todos distintos, V es par, y VL, IM y MC son todos
numeros primos de dos digitos?

Problema 7. Para cada uno de los primeros 2025 enteros positivos, Tom calcul6 el
product o de sus digitos. ;Cuél es la suma de todos los productos que Tom calcul6?

Problema 8. Cinco cuadrados se dibujan uno junto a otro, como se muestra en el dia-
grama. Si el area de cada uno de los cuadrados méas pequerios es 30 cm?, jcuél es el area,
en cm?, del triangulo sombreado?
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30

Problema 9. La siguiente tabla (incompleta) registra el nimero de estudiantes con una
cantidad de canicas dada:

canicas 0|12 3 |---1]13] 14| 15
estudiantes | 9 | 5 | 7| 23 | --- 5 2 1

Adicionalmente, sabemos lo siguiente:
» El maximo niimero de canicas que un estudiante tiene es 15.
= Los estudiantes con 3 o més canicas tienen un promedio de 6 canicas, cada uno.

= Los estudiantes con 12 o menos canicas tienen un promedio de 5 canicas, cada
uno.

(Cual es el niimero total de canicas que, en conjunto, tienen todos los estudiantes?

Problema 10. La sefiora Dao debe colocar cada uno de los digitos 1, 3,4, 6,7,8 y 9 en
una de las casillas siguientes, usando cada digito exactamente una vez, de forma que la
igualdad sea correcta.

L)L -
;De cuantas maneras diferentes puede hacer esto? (Nota: Dos soluciones se consi-

deran diferentes si los nimeros colocados difieren en al menos una casilla).

Problema 11. En el diagrama siguiente, ABC' es un triangulo con ZA = 90° AB = 15
cmy AC = 36 cm. Sean D y E puntos sobre BC tales que BD = DE = EC. ;Cuil
es el valor, en cm?, de AD? + AE2?

A
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Problema 12. Cinco nifios : Alicia, Beto, César, David y Emilia, y tres adultos, Franco,
Gabo y Hugo, se van a sentar en una fila con ocho asientos, de tal forma que:

= No haya dos adultos sentados en asientos adyacentes;
= Beto se sienta a la izquierda de Alicia y a la derecha de César;
= David se sienta a la derecha de Emilia.

(De cuantas formas diferentes pueden estas ocho personas sentarse?

Problema 13. ;De cuantas maneras diferentes puede la figura siguiente dividirse, cor-
tando sobre las lineas de la cuadricula, en dos partes idénticas (cada una con siete cua-
drados unitarios conectados por sus lados)? Nota: Dos partes son idénticas si se pueden
obtener una a partir de la otra mediante un nimero finito de reflexiones y/o rotaciones.

Problema 14. Un ntimero de 7 digitos abcde f g se dice que tiene forma de V' si cumple
las siguientes propiedades:

= Entre los digitos a, b, ¢, d, e, f y g no hay dos con el mismo valor ;
= a>b>c>d,
s d<e< f<uyg.

;Cuantos nimeros de 7 digitos con forma de V existen ?

Problema 15. Si p, gyr son niimeros primos menores que 20 que satisfacen p? + ¢%> =

r3, ;cuél es el maximo valor posible de p + ¢ + 7 ?

Soluciones de la Prueba Individual, Nivel Primaria

Solucion 1. Consideremos la siguiente region triangular del diagrama, la cual ha sido
dividida en triangulos semejantes.

pd ~N
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Observemos quehay 15 triangulos blancos y 21 triangulos sombreados, por lo que
la proporcién “4rea sombreada” entre “area blanca” es 15/21 y como en el rectangu-
lo completo el area blanca es 10 cm?, al calcular la proporciéon obtenemos que el area
sombreada sera de 14 cm®.

Solucidn 2. Sirepresentamos las 10 edades por a1, as, as, . . ., aig, las condiciones del
problema nos dicen que:

a10+a2:20
a1 +az = 22
as +aq =24
ag +a; = 38.

Si sumamos las respuestas de los que estan en posiciones impares, obtendremos
(a10 + az) + (a2 + aq) + (as + ag) + (as + as) + (as + aio)

que debera ser igual a 20 + 24 4 28 4+ 32 + 36 = 140, por lo que la suma de las edades
pares es la mitad, es decir, 70:

as + a4 + ag + ag + ayp = 70.

Por otro lado, la respuesta 26 la dio la cuarta persona, con edad a4, por lo que
ay =70 — (a2 + ag + as + aip).

Pero as + a9 = a1 = 20 y ag + ag = 32, de donde concluimos que ay = 18.

Solucion 3. Alvin recoge los nimeros impares, por lo que tiene 1 +3 + 5+ --- +
(2n-1) = n? canicas. Sin embargo 101 no es un cuadrado perfecto, eso solo puede
pasar si Alvin tuvo el dltimo turno y recogi6 todas las que habia pero eran menos de las
que deberia tocarle.

En otras palabras, Alvin toma la cantidad completa en 10 turnos, sumando 100 ca-
nicas, y luego en su undécimo turno queda una canica en la mesa y la toma.

Lo anterior quiere decir que la suma de Bob fue2+4 46 4 --- 4+ 20 = 110 y, por
tanto, en la bolsa habia al inicio 101 + 110 = 211 canicas.

Solucion 4. Cuando dos lineas distintas se encuentran,forman cuatro angulos, de los
cuales a lo mas dos pueden ser agudos y de 60°.

Si una tercerca linea pasa por la interseccion de las dos anteriores, se pueden formar
a lo mas 6 angulos de 60° (cuando divide a los dos angulos obtusos de 120° que son
opuestos por el vértice). Por otra parte, si la tercera linea corta a las dos primeras en
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puntos distintos, en cada interseccién a lo mas se pueden obtener dos angulos agudos
de 60°. En cualquiera de los dos casos anteriores, con tres lineas se puede obtener como
maximo seis angulos de 60°.

Cuando se dibuje una cuarta linea, de manera que afiada nuevos angulos de 60°,
quedara paralela a alguna de las anteriores, y por tanto solo podréa cortar a dos de ellas.
Como en cada corte afiade dos angulos de 60°, concluimos que el maximo posible es de

diez angulos de 60°.

Solucion 5. Si m es el nimero de exdmenes que tomo antes de los dos nuevos, y si
P es el promedio antes del examen en donde sac6 98, tenemos que los dos promedios
posteriores son P+ 1y P — 2.

Antes de los dos examenes finales, la suma de todas sus calificaciones era mP. Al
presentar el examen siguiente, la suma total es m P+98, pero como hay m+1 examenes,
el nuevo promedio se calcula como:

P
wzp_i_l.
m+1

Al simplificar tenemos mP + 98 = (m + 1)(P + 1) y luego m + P = 97.
Pero luego del examen final, habra presentado m + 2 exdmenes con una suma total
de mP + 168 puntos, de modo que

mP + 168
m—+ 2

=P-1.

Al hacer una simplificacién analoga llegamos a 2P — m = 170.
Si resolvemos el sistema de ecuaciones dado por m + P = 97, 2P — m = 170,
encontramos que m = 8 y por tanto Eva tomd 10 exdmenes en total.

Solucion 6. Como VI es un primo de dos digitos, y V es par, solo tenemos que consi-
derar las posibilidades 23, 29,41, 43,47,61,67, 83 y 89.

Dado que queremos encontraar el numero V I M C mas grande posible, nuestra bus-
queda debe iniciar con los valores de VI mas grandes posibles.

Cuando VI es 89, M no puede ser 1 o 3 porque I M seria multiplo de 3. Asi M =7,
por lo que las posibilidades para VIMC' serian 8971 u 8973. Ya tenemos asi los dos
valores mas grandes posibles.

Para encontrar el tercero, tomamos VI = 83, por lo que M no puede ser 9 y las
posiblidades son 1 0 7, y nos conviene tomar 7. En esta situacién el mayor posible valor
para VIMC es 8379.

Concluimos que la respuesta es 8973 + 8971 + 8379 = 26323.

Solucion 7. La suma de los productos de cifras desde 1 hasta 9 es 45.
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La suma de productos de cifras desde 11 hasta 99 la podemos calcular observando
que

1-D)+1-2) 4 (1-9)=1(1+2+-9) =1-45
2-1)+(2:2)+--(2:9)=2(1+2+-9) =245

(9-1)+(9.2)+~-(9~9).:9(1+2+-9):9-45

de modo que la suma total es 1 - 45 + 2 - 45+ --- + 9+ - 45 = 452,

Un argumento similar muestra que la suma de cifras desde 101 hasta 999 es 453 y
de 1001 hasta 1999 también es 453 (la cifra de millares siempre es 1).

Todos los nimeros desde 2000 hasta 2025 incluyen un cero y por tanto el producto

de sus cifras se anula.
Por tanto, la respuesta es 45 + 452 + 2. 453 = 184320.

Solucion 8. Denotemos por a la medida del lado de los cuadrados mas pequenos y
por b la diferencia de las medidas de los lados del cuadrado mayor con el intermedio.
Completemos el rectangulo completo, y podemos observar que la zona sombreada de
gris se encuentra completamente contenida dentro de un triangulo rectangulo cuyos
catetos miden 7a + by a + b.

3a+b 3a a

30| a

Podemos calcular el rea sombreada de gris restando al area del tridngulo rectangulo,
la zona sombreada de azul. Tenemos entonces:
(a+b)(7Ta+b) (6a+b)b a

2 B R

que tras simplificar se reduce a 3a? y por tanto tendra un valor de 3 - 30 = 90 cm®.

Solucion 9. Sea x el niimero de estudiantes con una cantidad de canidas que va desde
¢ = 4 hasta ¢ = 12 (las que no aparecen en la tabla).

Del dato de que los estudiantes con 3 o mas canicas tienen un promedio de 6 canicas,
deducimos que ellos tienen (23+z+5+2+1)-6 = 18646, y afiadiendo las cantidades
de los que tienen menos, obtenemos que el total de canicas es 205 + 6.
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De manera similar, los alumnos que tienen 12 o menos canicas tienen en promedio
5, por lo que entre ellos tienen (9+ 54 7+ 23+ x) - 5 = 220 + 5x canicas, y afiadiendo
las cantidades de los que tienen maés, obtenemos que el total de canicas es 328 + 5z.

Igualando ambas expresiones nos permite hallar que = = 123 y por tanto el total de
canicas sera 943.

Solucion 10. Observemos para comenzar, que cuator de los nimeros tienen un signo
positivo y tres tienen un signo negativo.

Si todos hubieran sido positivos, el resultado seria 1+3+4+6+7+8+9 = 38. Pero
cuando cambiamos un signo, en realidad estamos restando dos veces ese nimero (uno
para cancelarlo, y otro para tener el negativo). Si el problema indica que el resultado de
la operacioén es 2, quiere decir que de 38 restamos 36, por lo que la suma de los nimeros
que cambian signo en realidad es 18.

Hay cuatro formas de lograr una suma igual a 18 al sumar tres nimeros de la lista:
(1,8,9),(3,6,9),(3,7,8) y (4,6,8).

Por tanto el total de formas de llenar las casillas la podemos obtener al multiplicar
el numero de formas de elegir cuél de esas ternas se usan con el nimero de formas
de revolver sus elementos, y luego multiplicando por el nimero de formas de revolver
las posiciones que quedaron positivas. Lo anterior se puede hacer de 4 - 3! - 4! = 576
maneras.

Solucion 11. Tracemos la altura AF del triangulo ABC'.

A

B F D E c

Por el teorema de Pitagoras, BC? = AB? + AC? = 152 + 362 = 392, por tanto
BC =39 yentonces BD = DE = EC = BTC =13 cm.

Dado que ZABF = ZCBAy ZAFB = 90°, los triangulos ABF y CBA son

. . . 2 2
semejantes y por ello % = g—é. Lo anterior nos dice que BF = 47 = 15° — 7—2 cm,

BC 39 T 1
y por tanto FD = BD — BF =13 — 15 = %cm.

13
De la semejanza entre los triangulos ABF' y C'BA, tenemos también que % =

AC _ 36 _ 12 _12 pp_12.75 _ 180
AE=T = 5.Portan’[oAF— BF =% {3=35 cm.
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Entonces, tenemos

AD? + AE? = (AF? + FD?) + (AF? + FE?)
= AF? + FD? + AF? + (FD + DE)?

0V (907 (1) o0
13 13 13 13

= = 845.

Solucion 12. Primero colocamos a los 5 nifios en fila y luego haremos espacio para los
adultos (que no deben sentarse en posiciones adyacentes).

Hay seis espacios posibles para los adultos (cuatro entre los nifios y dos en los extre-
mos). El numero de formas de acomodar tres adultos en seis espacios es 6 - 5 - 4 = 120.

Ahora, acomodemos a los nifios. De los cinco lugares posibles, vamos a escoger tres,
en los cuales deberan ir, de izquierda a derecha, César, Beto y Alicia. Lo anterior lo
podemos hacer de (g) = 10 formas. Los dos lugares disponibles quedan fijos, pues el
que esta a la derecha debe ser de David y el de la izquierda de Emilia.

Por el principio de la multiplicacién, el nimero total de ordenamientos posibles es

120-10 -1 = 1200.

Solucion 13. La observacién inicial es que la figura posee simetria central y que al
ser dividida en dos regiones idénticas, necesariamente seran simétricas respecto a este
centro (las posiciones relativas deben ser las mismas para poder cubrir las casillas mas
lejanas del centro).

Procedemos entonces con un analisis por casos.

Si el segmento marcado en azul no es parte de la zona de recorte, entonces una
de las regiones, que denotaremos por A, no contendra el punto rojo central. La regién
simétrica B de A (respecto del centro) queda contenida también en la figura, y tampoco
contendra al centro, por lo que la suma de sus areas sera menor al area total, lo que
contradice que cubren toda la figura. Tenemos, entonces, que cualquier recorte debe
pasar necesariamente por el centro.

Procedemos con una division en casos, dependiendo de cuél de las tres lineas verdes
en la siguiente figura es parte del corte.
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Las nueve posibilidades son las siguientes.

| | |

| | |

Solucién 14. Hay (170) = 120 formas de elegir los siete digitos que se van a usar. El
mas pequerfio tiene que ir en la posicién d. Luego, elegimos tres de ellos para llenar las
posiciones ¢ < b < a, lo cual lo podemos hacer de (g) = 20 formas, y los tres restantes
quedan determinados como e < f < g.

Por tanto, el nimero de formas de hacer el proceso completo es 120 - 20 = 2400.

Solucién 15. Dado que 7® = p? + ¢® > 22 + 22 = 23 tenemosque p = g = r = 2
con suma p + g + 7 = 6 es una solucién y que 7 > 2 en cualquier otra posible solucion.

Suponiendo 7 > 2, por paridad, uno de los nimeros p, g debe ser igual a dos. Su-
pongamos sin pérdida de generalidad que ¢ = 2, y por tanto p? + 4 = r3.

Como p?+4 < 192+4 = 365 < 83, basta con revisar las posibilidades r = 3,5, 7,y
decidir en cudl de ellas ® — 4 es un cuadrado, lo cual sucede Ginicamente cuando r = 5,
y entonces los valores son p = 11,q¢ = 2,7 = 5, con suma p + ¢ + r = 18 y por tanto
18 es el maximo valor posible de la suma.



Olimpiada Internacional de
Matematicas 2025

La 66° Olimpiada Internacional de Matemaéticas, 2025, se realiz6 en Sunshine Coast,
Australia del 10 al 21 de julio, en la que compitieron 630 participantes de 110 paises.

México logro el lugar 31 del ranking internacional, siendo el segundo mejor pais de
Iberoamérica. Todos los integrantes de la delegacion mexicana obtuvieron medalla, y
estuvo conformada por los estudiantes:

» Takumi Higashida Martinez (CDMX), medalla de plata

= Emmanuel Buenrostro Brisefio (Jalisco), medalla de plata
= Héctor Juan Villareal Corona (CDMX), medalla de bronce
= Javier Caram Quirds (CDMX), medalla de bronce

= Mateo Ivan Latapi Acosta (CDMX), medalla de bronce

= Iker Torres Terrazas (Chihuahua), medalla de bronce

Examen Dia 1

Problema 1. Una recta del plano se llama soleada si no es paralela ni al eje x, ni al
eje y,nialarectax +y = 0. Sean > 3 un entero dado. Determine todos los enteros
no negativos k para los que existen n rectas distintas del plano que satisfacen las dos
condiciones siguientes:

» Para cualesquiera enteros positivos a y b con a + b < n + 1, el punto (a, b) esta
en al menos una de estas rectas; y

= Exactamente k de estas n rectas son soleadas.

Problema 2. Sean Q2 y I circunferencias de centros M y N , respectivamente, tales que
el radio de 2 es menor que el radio de I'. Supongamos que las circunferencias 2 y I se

56
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Figura 2: Delegacién mexicana en la 66* IMO

cortan en dos puntos distintos Ay B. Larecta M N cortaalenCyal en D, de forma
que los puntos C, M, N y D estan sobre esa recta en ese orden. Sea P el circuncentro
del tridngulo AC'D. La recta AP corta de nuevo a {2 en ¥ # A. La recta AP corta de
nuevo a ' en ' # A. Sea H el ortocentro del triangulo PM N.

Demuestre que la recta paralela a AP que pasa por H es tangente al circuncirculo
del triangulo BEF'. (El ortocentro de un triangulo es el punto de interseccioén de sus
alturas).

Problema 3. Sea N el conjunto de los enteros positivos. Una funcién f : N — N se
llama genial si

f(a) divide a b® — f(b)f (@

para todos los enteros positivos a y b.
Determine la menor constante real c tal que f(n) < cn para todas las funciones
geniales f y todos los enteros positivos n.

Examen Dia 2

Problema 4. Un divisor propio de un entero positivo N es un divisor positivo de N que
es distinto a IV.

La sucesion infinita a1, ag, . . . consiste de enteros positivos, cada uno de los cuales
tiene al menos tres divisores propios. Para cada n > 1, el entero a,,+1 es la suma de los
tres mayores divisores propios de a,,.

Determina todos los valores posibles de a;.
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Problema 5. Alicia y Beto estan jugando al juego del koala, un juego para dos jugadores
cuyas reglas dependen de un nimero real positivo )\, que ambos jugadores conocen. En
el n-ésimoturno del juego (comenzando con n = 1) ocurre lo siguiente:

= Sin esimpar, Alicia escoge un numero real no negativo z,, tal que

T1+To+ o+, < An.

» Sin es par, Beto elige un numero real no negativo z,, tal que

x%—i—x%—i—-.-—l—x%gn.

Si uno de los jugadores ya no puede elegir un numero z,, el juego termina y el otro
jugador gana. Si el juego continuia indefinidamente, ninguno de los dos jugadores gana.
Ambos jugadores siempre conocen los niimeros elegidos.

Determina todos los valores de A para los cuales Alicia tiene una estrategia ganadora
y todos los valroes de A para Iso cuales Beto tiene una estrategia ganadora.

Problema 6. Se considera una cuadricula de 2025 x 2025 cuadrados unitarios. Matilde
desea colocar algunas fichas rectangulares sobre la cuadricula, que pueden ser de tama-
fos distintos, de modo que cada lado de cada ficha se encuentre sobre una linea de la
cuadricula y cada cuadrado unitario esta cubierto por a lo mas una ficha.

Determina el nimero minimo de fichas que Matilde necesita colocar de modo que
cada fila y cada columna, pero cuadricula tiene exactamente un cuadro unitario que no
esta cubierto por ninguna ficha.

Soluciones Dia 1

Solucién 1 (Solucién de Javier Caram Quir6s). Observemos que los puntos (a, b) que
cumplen a +b < n+ 1 forman una escalera. Abajo ilustramos el caso n = 3, mostrando
también las configuraciones posibles para k = 0, 1, 3 (es decir, configuraciones den = 3
lineas que cubran todos los puntos de las cuales hay k£ = 0, 1, 3 que no sean verticales,
horizontales o paralelas a  +y = 0, indicadas por el color azul). No es muy complicado
verificar que no hay configuraciones donde haya 2 lineas soleadas.

Las tres configuraciones descritas, sirven para demostrar que £ = 0, 1, 3 son admisi-
bles también para cualquier n > 3. Dado que siempre se obtiene un arreglo escalonado
de puntos, basta usar el caso n = 3 para cubrir los tres renglones superiores de la esca-
lera y los demas los cubrimos con lineas horizontales que no son soleadas y por tanto
no modifican los valores de k.

Ahora, procedemos por induccién para demostrar que si n > 3, las inicas posibli-
dades son k = 0,1, 3. El caso base es el que se analiz6 con anterioridad. Supongamos
entonces que se ha demostrado que para todos los valores hasta n = m los tnicos
valores de k posibles son 0, 1, 3 (para los cuales ya vimos que siempre hay contruccion).



Olimpiada Internacional de Matematicas 2025 59.

N
POS

AN

Figura 3: Las tres configuraciones posibles para n = 3, correspondientesa k = 0,1, 3.

Consideremos ahora n = m + 1. Si todos los puntos de la forma (1, y) o todos los
puntos de la forma (x, 1) estan cubiertos por una sola linea, el resto de puntos equivale
aun arreglo para n = m y por hipoétesis de induccién, al cubrirlos, solo podemos lograr
k = 0,1 o 3 lineas soleadas.

Por lo anterior, supongamos que no todos los puntos de la forma (1, %) ni todos los
de la forma (z, 1) estan cubiertos por una linea. Al ser 2m + 1 puntos, necesariamente
se usaran al menos n = m + 1 lineas para cubrirlos, pues hay al menos n = m + 1
puntos en la base de la escalera y ninguna recta puede cubrir més de uno.

Afirmamos que necesariamente los puntos (1,m+1) y (m+1, 1) estan cubiertos por
una sola linea, por que en caso contrario, los puntos (1,1), (m +1,1), (1,m + 1) estan
cubiertos por tres rectas diferentes. Las rectas que pasan por los dos ultimos puntos,
podrian haber cubierto otro punto de los bordes vertical y horizontal, asi que faltan por
cubrir 2m — 4 puntos, que no se pueden cubrir con menos de m — 2 rectas (ya que cada
recta cubre a lo mas dos) y por tanto ya usamos m —2+3 = m+ 1 = n rectas distintas.
Sin embargo, para n > 3 hay al menos dos puntos en el borde diagonal del arreglo,
uno de los cuales podria estar cubierto por la recta que pasa por (1, 1), pero siempre
quedaria al menos un punto sin cubrir si solo usamos n = m + 1 rectas. Por tanto,
necesariamente debe haber en esta situacion, una recta que una los puntos (1, m + 1)
y(m+1,1).

Finalmente, notemos que al haber una recta que una los puntos (1, m + 1) y (m +
1,1), esa no seré soleada, y si la dibujamos de primero, el resto de los puntos forma
una escalera de tamafio n = m, la cual solo puede tener k = 0, 1, 3 rectas soleadas por
hipétesis de induccién.

Concluimos entonces que, para cualquier n > 3, los valores de k admisibles son
precisamente k = 0, 1, 3.

Solucion 2 (Solucién de Héctor Villareal Corona). Denotemos o« = LZACD = Z/BCD
yB =ZADC = ZBDC.Sean I, J los puntos medios de AD y AC'. Por ser mediatrices,
los puntos I, M, P son colineales, al igual que los puntos J, N, P.
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Observemos que N H || AJ por ser ambas perpendicualres a PM, y de forma anéa-
loga MH || AI. Lo anterior quiere decir que ZHNM = aay ZHMN = j3. Por la
circunferencia Q, /ZEBF = ZACB = 2ay por I obtenemos ZADB = ZAFB = 20.

El circuncentro del AEBF es el punto de interseccion de las mediatrices de BE
y BF. Adicionalmente ME = MB, NB = NF,y también /FNB = ZEMB =
2/ F AB por las relaciones de angulo central e inscrito en I' y Q.

Tenemos una semejanza en espiral que transforma el triangulo BME en el BNF
y otra que manda el trioingulo BM N en el BEF'. Sea X el circuncentro de M HN y
entonces ZNX M = 2a + 2/3. Sea X’ el punto tal que esta sobre la tangente al circulo
BEF y paralela a EF' del mismo lado que H, entonces bajo la semejanza en espiral, X
se transforma en X’.

Siendo BFF H' ciclico, la tangente en X’ paralela a FF, dado que FX'FE es isos-
celescon X'F = X E:

/ZFX'E =180° — ZEBF = 180° — (180° — 2a — 23) = 2a + 23 = ZNX M.

Siendo P circuncentro, ZAPC = 28. Ademas /ZEBX = 90° — a + 8 — (90° —
o — ) = 20y asi X B es tangente a la circunferencia BEF, X' esta en la circunfe-
rencia BE'F, X X’ es tangente a la misma, y por tanto basta demostrar que X H X' son
colineales.
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La linea tangente por X' es paralela a E'F', entonces basta probar X H || EF. Pero si
K eslainterseccion de HA con NM,dadoque KA | KH, KN | KC,NH || AC,los
tridngulos AAKC y AHK N son semejantes y existe una semejanza espiral centrada
en K que manda AAKC en AHKN.Por AD || HM, DK || KC manda D a M y
manda el AADC al AHM N,y entonces manda D a X y DA || X H, lo cual completa
la demostracion.

Solucion 3. La menor constante es ¢ = 4. Primero mostraremos que es una cota va-
lida. Observamos que f(n) = n es una solucion a la ecuacion funcional que satisface
trivialmente f(n) < 4n para toda n. Supondremos en adelante que existe un entero m
tal que f(m) # m.

Sustituyendo b = a en la condicién del problema nos permite obtener f(a) | a
para toda a y, en particular, cuando a es un primo p, f(p) es una potencia de p.

Se afirma que si p es primo y f(n) # n, entonces f(p) = 1op | n — f(n). El
argumento se obtiene si sustituimos b = ny a = p, pues si f(p) # 1 entonces, siendo
potencia dep, tendremos p | f(p) y por tanto

a

pln? = f(n)/®.

Aplicando el teorema de Fermat, n? = n (modd p). Como f(p) es potencia dep, tendre-
mos f(n)/®) = f(n) (méd p). Por tanto p | n — f(n).

Ahora, si ¢ es un primo tal que ¢ > |m — f(m)|, aplicando la afirmacién con p = ¢
yn =m, dado que ¢q |/m — f(m), tendremos f(g) = 1. En otras palabras, para primos
q suficientemente grandes, f(q) = 1.

Afirmamos ahora que para cualquier primo impar p, se tiene f(p) = 1. Por el parra-
fo anterior, cualquier primo suficientemente grande ¢ lo satisface. Para tal ¢ tendremos
f(q) # g, de modo que aplicando al afirmacién con n = ¢ obtendremos f(p) = 1 o
f(@) = ¢ =1 (mdd p). Si adicionalmente tenemos ¢ Z 1 (mdd p), podemos concluir
f(p) = 1. Sin embargo, existen infinitos primos a tales que ¢ Z 1 (mdd p), consecuen-
cia directa del teorema de Dirichlet para primos en progresiones aritméticas. Tomando
uno de esos primos ¢ (es decir, con ¢ > |m — f(m)| y ¢ Z 1 (mdd p)), concluimos
flp) =1

Para cualquier entero positivo n tenemos f(n) mod n™, por lo que cada divisor
primo de f(n) también divide a n. Sin embargo, si ¢ es un divisor primo de n, sustitu-
yendo a = n,b = qy f(q) = 1 en el problema nos arroja f(n) | ¢" — 1 por lo que ¢
no es un divisor de f(n). Por tanto el Gnico divisor primo de f(n) es 2. Asi, para todo
n positivo, f(n) es una potencia de2. Ademas, si n es impar, f(n) = 1.

Sea a = 2%y con > 0y y impar. Entonces f(a) = 2% para algin z > 0,y
afirmamos que z < x + 2, lo cual implica que f(a) < 4a como se desea. Para cualquier
impar b, tendremos f(b) = 1y la condicion del problema indica que 2* méd b>"¥ — 1
(méd 2%) — 1, es decir, b>"Y = 1 (méd 27).

Ahora, ¢(2%) es una potencia de 2 y y es impar, por lo que existe un entero positivo ¢
talqueyc = 1 (mdd ¢(27)). Tomando b75° obtenemos, por el teorema de Euler-Fermat,
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que
1=0""Y = (5% =52 (mod 2%).
Sin embargo, 52" — 1 = (52%1 + 1) (52171 - 1) y factorizando repetidamente

tendremos

52 1= (52“ + 1) 52" 1= (52””’2 + 1) (BB D(G—1).

Dado que cada factor de la forma 52" £ 1es congruente a 2 (mod 4), tendremos
que la maxima potencia de 2 que lo divide es 21 = 2, y por tanto la maxima potencia
de 2 que divide a 52° — 1 esx + 2. como 27 | 52° — 1, obtenemos z < x + 2. Por tanto,
para todo entero positivo n se cumplira f(n) < 4n.

Nos falta demostrar que no hay una mejor constante que ¢ = 4. Definamos f(n)
como

1 nimpar
f(n)=<2 mnparyn#4
16 n=4.

Verificamos la condicién en f directamente para todos los valores de a.

= Sia es impar, entonces f(a) = 1y la condicion del problema es inmediata.

= Sia es par y distinto de 4, la condicién se convierte en 2 | b — f(b)2. Por cons-
truccién de f, by f(b) tienen la misma paridad por lo que la condicién se cumple.

» Sia = 4, entonces f(a) = 16 y la condicién se convierte en 16 | b* — f(b)'6.Sib
es par, entonces f(b) es también par, por lo que b* y f(b)!® son ambos divisibles
por 16. Si b es impar, entonces

Vo) =" —1=0-1)0+1)B*+1).
Los tres factores son pares, y como los primeros dos tienen diferencia 2, uno de
ellos es multiplo de 4, por lo que b* — 1 es multuplo de 16, como se requiere.
Por tanto, esta funcion satisface la condiciéon y como f(4) = 16, el valor ¢ = 4 es
optimo.

Solucion 4. Si a,, es impar, entonces a,1 es la suma de tres impares, por lo que tam-
bién es impar. Ademas se cumplen

ca (L1 1)
Ap+1 = Qp 3 5 7 S Ap.-

Tenemos entonces una sucesion estrictamente decreciente de enteros positivos, lo
cual es una contradiccién. Por tanto, todos los a,, son pares. Observemos que 4 t a,.

Entonces ) ) . 5 5
+2p+
s = <++) _pat2pt2g
2 p gq 2pq
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sera impar, lo cual contradice el parrafo anterior.

Definamos una funcién f(n) de los enteros positivos en si mismos dada por f(13) =
11, f(p) = p para los demas primos, y f(ab) = f(a)f(b) para valores coprimos de a, b.
Entonces f(n) = (11/13)":3(")n, Suponiendo a,, # @, 41, probaremos que f(a, 1) <

flan).

Si apy1 > ay, entonces anp41 = an (% + % + i) = 1‘?’;", puesto que an4+1 F
an (% + % + %) se ha descartado. Entonces
11f(a
flanr0) = L) < pia,)

Siant1 < an yv13(ant1) > vis(ay,) entonces

flany1) 11 vialtn ) zisen) Intl) _ 4
fla,) — \13 an, '

En caso contrario an41 < an ¥y V13(an+1) < v13(ay). Pero esto solo puede suceder

cuando
i ~ 43ay,
52

L,
2413

R S
Int1 =n {5793 56 ) = 13

Y en ambos casos se tiene f(an+1) < f(an).
De esta manera, 0 a,, = a,,+1 (y la sucesion sera constante a partir de este momento),
o f(ay,) es una sucesion estrictamente decreciente de enteros positivos, lo cual es una
contradiccién. Por tanto, a,, se vuelve constante a partir de cierto momento.
Observemos que si a,, = a, 41 entonces a,, = 6N para algun N primo relativo con
10. Vamos a encontrar todos los valores positivos de a,,—1 suponiendo inicamente que
an, es multiplo de 6. Sean 1la < d; < ds < d3 los menores divisores de a,, 1.

1
Ap4+1 = 0n | 7 +

o cuando

» Sia,_j esimpar, entonces a,, también, lo cual es falso.

s Sid; = 2y ds,ds son primos impares, y entonces a,, también es impar, como se
probo arriba, lo cual es falso.

» Sid; = 2,dy = pyds = 2p, para algin p > 3, entonces a,, = pQ—';f’an,l no es
multiplo de 3.

» Sidy =2,dy =4yds = p, entonces a,, = %an_l no es multiplo de 3.

. 13a,
Se tiene entonces que a,, = ay—1 (% + % + %) = % 00Uy = Ap_1 (% + % + %) =

Grn—1. En ambos casos a,—; es también un multiplo de 6 y podemos repetir el proceso
para encontrar ay, verificando a; = 12M6N.
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Solucién 5. Respuesta:

1. Si A < L entonces Beto tiene una estrategia ganadora.

V2

. 1 C . .
2. SiA> 7 entonces Alicia tiene estrategia ganadora.

3. Cuando A = % ninguno tiene estrategia ganadora.

Consideraremos los casos por separado.
Sid< %, la estrategia ganadora de Beto es tomar el mayor numero posible en cada

Tok =2 = 23y
en cada turno del juego.

En el primer turno, Alicia escoge un nimero no negativo 1 < A < % de modo

que 2 — 22 > 0, y Beto puede tomar zo = /2 — x? para asegurar % + x3 = 2. En el
tercer turno, Alicia debe tomar un nimero z3 tal que x1 + x5 + 3 < 3. Puede ser que
no pueda hacerlo, en cuyo caso Beto gana, o en caso contrario, el mayor nimero que
puede elegir satisface

T3 <3N—z; —1/2— 22 <3N—V2 <\

Aqui hemos usado que 2 ++/2 — 22 > /2 para todo = € [0, /2], que podemos verificar
elevando ambos lados al cuadrado. Ahora, como x3 < A, se tiene 2 — x% > 0y por tnato
Beto puede elegir 74 = \/2 — 22, dando 2% + 23 + 2% + 23 = 4. Repitiendo el mismo ar-

gumento permite probar que, siempre y cuando Beto siga eligiendo o, = /2 — x% k1
Alicia perdera. Por otra parte, la estrategia de Beto también implica quedaria

turno. Especificamente, elegira

k

£E1+l‘2+"'+$2k=Z<$21—1+\/2—I%i1> > k2,

i=1

en donde usamos que z + V2 — x2 > \@ de nuevo. Por tanto, tan pronto como k sea
suficientemente grante tal que kv/2 > \(2k +1) (que necesariamente existe puesto que
A< %) entonces Alicia no tiene una jugada legal en el turno 2k + 1 y Beto gana.

Ahora, consideremos el caso cuando A > % La estrategia ganadora de Alicia con-
siste en tomar z,, = 0 en varios turnos iniciales, y luego tomar un z,, grande en cierto
momento. Vamos a revisar los detalles.

Primero mostramos que puede tomar x,, = 0 por tantos turnos iniciales ocmo desee.
En el primer turno esto es obvio. Luego de 2k turnos, si escoge =, = 0 paran =
1,3,...,2k — 1 se cumplira

331+a:2+~-~+x2k=x2+x4+---+x2kS\/k(x§+xﬁ+---+x§k),
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por la desigualdad entre media aritmética. Suponiendo que Beto atin no ha perdido, se
cumplira x% + xﬁ + -+ x%k < 2k, lo cual implica

1‘1+1‘2+"'+$2k§/€\[2<>\(2k+1)

dado que A > % Esto quiere decir que Alicia puede escoger x2;+1 = 0 en el siguien-

te turno, sin importar lo que haya hecho Beto hasta ese momento. Mas precisamente,
puede elegir cualquier niimero no negativo que satisfaga

Tops1 < A2k +1) — kvV2 = k(2X — V2) + A.

Observemos que la cota dada crece aribitrariamente cuando k crece, puesto que
2X — V2 > 0.

Ahora ya podemos describir la estrategia ganadora de Alicia. Sea £ un niimero entero
suficientemente grande tal que

N2+ V20+2 _

20+ 1 A

lo cual se puede dado que A > % Entonces Alicia elige ,, = Oenlosturnos 1,3, ..., 2¢—

1y luego toma
T2p+1 = )\(26 + 1) — f\/é

en el turno 2/ + 1. Hemos probado que esas elecciones son siempre validas sin importar
lo que eto haga. Ahora observemos que

o by b > ahe = A2+ 1) - V2)° > 20+ 2,

por la forma en que se definié x2¢41 v ¢, lo cual implica que Beto no tiene jugada valida
en el siguiente paso y por tanto pierde.
1

Finalmente, cuando A = 75 el argumento de la primera parte muestra que Beto

siempre puede hacer una jugada valida tomando zo;, = (/2 — 22, | en el turno 2k,

asegurandose de no perder, pero Alicia siempre puede responder tomando xo;+1 = 0
y por tanto tampoco pierde.

Solucién 6. Matilde debe colocar al menos 2025 + 2 - 45 — 3 = 2112 fichas.

Consideremos el caso general de una cuadricula de n x n donde n = k? y probemos
que la respuesta es 72 + 2k — 3. Para la construccién consideremos el siguiente patrén,
ilustrado en el caso k = 4. Tiene (k — 1)? fichas en el centro y k — 1 alrededor de los
lados.

Para la cota inferior, tomamos cualquier configuracién de fichas y etiquetamos cada
casilla descubierta con una X . Alrededor de la cuadricula original ponemos cuatro fichas
den x 1.
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X ]
X

X

X

X
X

Una ruta de subida es una ruta que viaja por los lados de las casillas moviéndose
siempre hacia arriba o a la derecha. notemos que permitimos rutas de subida de lon-
gitud cero. Sean z1,x2,...,T,, la sucesiéon de X mas larga posible con ls siguientes
propiedades.

» Hay una ruta de subida que conexta la esquina inferior izquierda de la cuadricula
con la esquina inferior izquierda de la primera X.

» Paracada? = 1,2,...,m — 1 existe una rita de subida que conecta la esquina
superior derecha de x; con la esquina inferior izquierda de x4 1.

» Hay una ruta de subida desde la esquina superior derecha de x,, con la esquina
superior derecha de la cuadricula.

Estas rutas de subida junto con 1, x9, . . . , &,, forman una gran barrera de coral que
divide el tablero en dos regiones. Sea I{ el conjunto de X's en la region superior y sea £
el conjunto en la region inferior. Denotemos por X al conjunto {1, Za, ..., Zmn} que
son las X dentro de la gran barrera de coral.

Para cada X en X U L, conectamos a dos fichas, la que esta a su izquierda y a la
que esta debajo de ella. Esto crea varias cadenas inferiores disjuntas. Como cada X se
conecta a dos fichas, y cada ficha se conecta con a lo mas dos X, cada cadena debe
alternar entre fichas y X's. Los ciclos no son posibles porque las X forman una sucesion
creciente. Asi, cada cadena debe comenzar y terminar con una ficha, porque no pueden
cruzar la gran barrera de coral.

De manera similar, para cada X en X U £, la conectamos a dos casillas, la quetiene
a su izquierda y a la que tiene arriba, lo cual crea una serie de cadenas superiores dis-
juntas, donde las fichas estan en la region superior. Estas cadenas cumplen propiedades
analogas a las inferiores. Las cadenas superiores e inferiores deben ser disjuntas, salvo
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en las X de la gran barrera de coral. En el segundo diagrama se ilustra la situacion con
las cadenas azules y rojas, y la barrera en el centro de rosa.

¥
— |
il

[]--ﬁ%___
a0
.

Cada cadena tiene a lo mas m casillas marcadas con X. Para verlo, supongamos que
existe una cadena que contiene las casillas marcadas y1, y2, . .. y; con [ > m. Mostrare-
mos que pueden usarse en una gran barrera de coral, lo cual contradice la maximalidad
de m.

Por la construccién de la cadena, existe claramente una ruta de subida entre y; y
yi+1 parat = 1,2,...,1 — 1 mediante las fichas de la cadena. Para hallar la ruta que
conecta la esquina inferior izquierda del tablero y la esquina inferior izquierda de y;,
notamos que en una teselacién rectangular, siempre es posible moverse hacia abajo o a
laizquierda desde cualquier vértice. De modo que, comenzando desde la esquina inferior
izquierda de y;, con esos movimientos es posible llegar a la esquina inferior izquierda
del tablero. Una situacion analoga se tiene para las esquinas superiores derechas de la
ultima X y la del tablero, lo cual nos arroja una gran barrera de coral mas larga que la
de las x;, lo cual es una contradiccién.

Regresamos ahora con las cadenas. Cada X en /UL estd exactamente en uan cadena,
mientras que las X en & estan en exactamente dos cadenas. Contando doblemente las
X en X, tenemos un total de m + k2 casillas marcadas. Por nuestra afirmacién anterior,
cada cadena contiene a lo méas m casillas marcadas, por lo que debe haber al menos
%ﬁ =1+ %2 cadenas. Como cada cadena tiene una ficha mas que la cantidad de X,
y diferentes cadenas tienen diferentes, la cantidad de fichas debe ser al menos

2 2
(m+k2)+<1+fn> :k2+(m+]:n>+1zk2+2k+1.

Quitando las cuatro fichas afiadidas alrededor en el inicio, nos dan al menos k2 +
2k — 3 fichas, como se pide.
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Bienvenidos y bienvenidas a esta nueva seccion de la revista, donde en cada niimero
publicaremos un mensaje de algunos miembros de la comunidad olimpica. El objetivo
es poder dar a conocer las diferentes experiencias y perspectivas que nacen a partir de
la participacién en las olimpiadas y como es que este concurso se compone de muchas
mas cosas que un examen. Si quisieras compartir tu experiencia, ya sea que actualmente
sigas participando, ya seas olimpico (a), seas entrenador (a), padre de familia, parte de
un comité, envia tu escrito al correo: revistaommegmail.com y con gusto te leeremos
para considerar publicarte en un siguiente nimero.

Esperamos disfruten de leer esta nueva seccién tanto como nosotros disfrutamos
crearla.
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Itzel Cano Rivas

Ex-olimpica del estado de Guanajuato

iHolaaa!

Mi nombre es Itzel Cano Rivas, y soy exolimpica del estado de Guanajuato.

Mi inicio en la olimpiada de matematicas fue muy curioso, porque la primera vez que
participé no sabia que el examen era de una olimpiada, es mas, ni siquiera sabia en ese
momento que existian concursos de ese estilo.

Desde pequena, siempre he sido nifa de ciencias, ya que todas las materias teori-
cas (en especial, espafiol e historia) siempre se me dificultaron. En cambio, las ciencias
exactas me han parecido muy interesantes; es por ello que, cuando estaba en quinto de
primaria, mi maestra de ese entonces me invit a realizar un examen de matematicas,
pero al ver el tipo de problemas, que no solo eran de operaciones, sino que implicaban
pensar mas alla de lo aprendido en la escuela, para ver como podia “atacar” el ejercicio,
quedé cautivada. Desafortunadamente, ese ano me eliminaron en la fase regional del
proceso de seleccion de mi estado.

En 2017, volvi a inscribirme, pero ahora si que tenia mas conocimiento sobre la olim-
piada, y al menos ya sabia mas o menos que no eran problemas de aplicacioén directa,
lo cual me divierte mucho. Recuerdo muy bien que, una de mis principales motivacio-
nes para echarle ganas, es que cuando quedas en la seleccion de tu estado te regalan
playeritas con tu nombre y disefios bonitos, y yo estaba aferrada a que queria tener al
menos una playera asi con mi nombre. Me prometi a mi misma que no descansaria hasta
conseguirlo, aun cuando me llevara afos.

Poco a poco empecé a entender como era la olimpiada, los ejercicios, y realmente,
siendo completamente sincera, no sé como paso, pero logré quedar en la selecciéon que
representaria a Guanajuato en la ONMAPS de 2018, la cual se llev6 a cabo en Goémez
Palacio, Durango.

Meses antes del concurso nacional, como muchos estados lo hacen, el comité encar-
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gado de la olimpiada en Guanajuato nos entrenaba cada fin de semana en CIMAT, lo que
involucraba que cada sdbado muy temprano mi mama y yo viajabamos a Guanajuato
Capital y dependiendo de la duracidon del entrenamiento, ella me esperaba o iba por mi
al dia siguiente por la tarde. Tengo un agradecimiento especial a mi maméa que siempre
me apoy0 y me acompari6 a cada competencia y que, entre el ptblico de las ceremonias,
tenia la certeza de que ella iba estar, siempre echandome porras.

Mi primera olimpiada nacional la recuerdo con mucho carifio; fue una experiencia
muy distinta a lo que habia vivido y de las cosas mas curiosas es que Arge y yo (mi ami-
ga/compaiiera de selecciéon que competiamos en el mismo nivel) terminamos sacando
exactamente el mismo puntaje. No solo subimos a recibir nuestra medalla juntas, sino
que también ahi inici6 una gran amistad que se mantiene hasta el momento.

A partir de ahi, tuve la fortuna de representar a Guanajuato cada afio en distintas
olimpiadas (ONMAPS, OMMEB); luego, en 2020, cuando estaba en tercero de secunda-
ria, participé en mi primera OMM. Recuerdo mucho que para nosotros los “chiquitos”,
la OMM era la “olimpiada de grandes”, ya que ahi ya no competias por nivel de acuer-
do a tu grado escolar, sino que era un todos contra todos, sin importar que la mayoria
eran estudiantes de preparatoria, algunos estados llevan hasta nifios de primaria, lo cual
siempre me ha parecido impresionante.

Por otro lado, el poder entrenar con companeros que tenian un mayor nivel y mucha
mas experiencia me ayud6 muchisimo, aprendi de cada uno. Al pasar al pizarron (que,
de las cosas mas bonitas de CIMAT, es que siguen usando pizarrones de gis) y expli-
car sus soluciones, siempre quedaba impresionada, porque no solo eran comparieros de
seleccion, sino también ellos eran modelos a seguir para mi.

Mi primera OMM fue en época de pandemia, pero a la seleccion nos reunieron en
un hotel en Guanajuato Capital y presentamos los examenes en CIMAT... Fue muy di-
vertido y me fue lo suficientemente bien para quedar preseleccionada para la Olimpiada
de Centroamérica y el Caribe, lo que significaba que iba poder tomar entrenamientos
nacionales y que probablemente iba a poder participar en una olimpiada internacional,
el suefio de cualquier olimpico.

Personalmente, creo que ese afio fue en el que participé en mas competencias y en
el que méas aprendi, porque también me metia a todos los concursos abiertos de mate-
maticas que encontraba en internet. La mayoria eran nacionales, pero también participé
en algunos de Pert, Bolivia y Honduras. Me diverti mucho, pero también fue cuando
todo se empez6 a volver un poco estresante, porque se me juntaban los entrenamientos,
el proceso de seleccion estatal, los concursos en linea y mis actividades extracurricu-
lares, porque me encanta aprender de todo, entonces en cualquier curso que te puedas
imaginar, probablemente yo he estado inscrita (menos en actividades fisicas, porque los
balones y yo no nos llevamos muy bien).

Como cualquier experiencia, también hubo partes complicadas. Aun cuando no me
arrepiento de haber participado todos esos afios, porque literalmente creci en la olim-
piada, hubo momentos muy estresantes, en los que sentia que no era lo suficientemente
buena, o también, en ocasiones, no gestionaba bien cuando no me salian las cosas cuan-
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do competia, porque uno como olimpico, claramente siempre suefia con una medalla
de oro, con sacar el maximo puntaje posible y, malamente, llegd un momento en donde
me enfoqué tanto en el resultado que dejé de disfrutar absolutamente todo lo demas,
esto incluye los meses previos de entrenamientos, el convivir con méas compaiieros, las
4 horas y media de cada examen, todo. Eso se reflejo en mis resultados, y en la Olim-
piada Mexicana de Matematicas 2022 obtuve un desempefio muy por debajo de lo que
esperaba.

En 2023, decidi no participar en el proceso de seleccién de Guanajuato parala OMM,
aun cuando era mi ultimo afio en el que podia participar, ya que estaba ingresando a
mi ultimo afio de prepa, porque no queria volver a participar sin recuperar el “amor” al
proceso, ya que genuinamente no queria que lo inico que me importara de la olimpiada
era la medalla que sacara porque, para mi, siempre ha significado mucho mas que eso.

Ese afo fue muy nostalgico porque a veces me arrepentia de mi decisién, pero tam-
bién estaba consciente que era lo méas sano. En enero del 2024 vi anunciada la convo-
catoria para la Olimpiada Nacional Femenil y, al saber que era mi tltima oportunidad
de participar en una olimpiada nacional, me inscribi, pero con una mentalidad comple-
tamente distinta. Mi Gnico proposito era divertirme, aprender y darle el mejor cierre
posible.

Mi ultima nacional fue la OFM de 2024, la cual se llevo a cabo en Ciudad de México, y
afortunadamente la seleccion de Guanajuato estuvo conformada por un grupo de nifas
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y entrenadores increibles que, sin duda, fueron parte fundamental para que cerrara mi
“vida” como olimpica de la mejor manera.

Recuerdo que disfruté muchisimo de cada momento: la habitacién del hotel era in-
creible, pude ver a amigas de otros estados que tenia mucho tiempo sin ver, asi que, al
final, la medalla de plata que obtuve la valoré mucho mas porque toda esa semana me la
pasé genial. Con esto mi “ciclo” como olimpica habia finalizado. Sin duda, de los mejores
7 afios de mi vida, a pesar de todo.

La olimpiada en si es una experiencia maravillosa, pero lo que la hace realmente
inigualable es la cantidad de personas extraordinarias que conoces. Puede que gracias
a ella ahora entienda muy bien el teorema de Tales (que al principio me costo), sepa
contar de muchas formas (aunque combinatoria nunca se me di6 del todo), que cada vez
que veo una circunferencia con segmentos transversales sienta la necesidad de aplicar
potencia de un punto, o que conozca un poco de Fermat y otros grandes matematicos.
Pero lo que mas agradezco es que me dio amistades increibles y me permitié conocer
a gente maravillosa como Itzel B, Arge, Dani, Said, Cynthia, Aleli, Eva, Kyara; que me
brindé la oportunidad de aprender de entrenadores y seres humanos excelentes como
Cecy, German, Moy, Isaias, Nuria, Kapioma, Myriam, con los cuales siempre estaré tre-
mendamente agradecida.

Muchas personas hicieron que mi experiencia olimpica fuera de los mejores mo-
mentos que voy a tener en toda mi vida: estoy segura de ello. Y contar con el apoyo
incondicional de mi familia hizo que, aun cuando estaba cansada, siempre le echara un
poquito mas de ganas.

Gracias OMM, por darme a la mayoria de mis mejores amigos, por permitirme apren-
der tanto, por orientarme a encontrar qué era lo que realmente me gustaba, por dejarme
conocer lugares lindos, pero, sobre todo, gracias por ensefiarme que las matematicas si
que son bonitas.

Si tienes la oportunidad de participar o involucrarte en la olimpiada, por favor, no
la desaproveches.
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Definicion 1 (Divisibilidad). Sia y b son niimeros enteros, se dice que a divide a b o que
b es multiplo de a sib = a - q para algiin niimero entero q; lo anterior se denota por a | b.

Definicion 2 (Congruencias). Dados dos niimeros enteros a, b y un niimero entero positivo
m, decimos que a es congruente con b médulo m si a — b es multiplo de m. En este caso
escribimosa = b (mod m).

Teorema 2 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, ¢, d, m niimeros enteros con
m > 1.

1. Sia=c¢ (méd m) yc=d (mdébd m), entoncesa = d (moéd m).

2. Sia

¢ (méd m) yb=d (mdd m), entoncesa + b = c+ d (moéd m).

3. Sia

¢ (méd p) yb=d (mdéd m), entonces ab = c¢d (mdd m).

4. Sia = ¢ (mbéd m), entonces a™ = ¢ (mdd m) para todo niimero entero positivo
n.

Sl

Siab = be (mdéd m), entonces a = ¢ (mdd ﬁ) donde mcd(b, m) denota el
maximo comun divisor deb y m.

Teorema 3 (Pequefio teorema de Fermat). Sip es un niimero primo y a es un niimero
entero coprimo conp (i.e., med(a,p) = 1), entoncesa?~! =1 (méd p).

Teorema 4 (Induccién). El método de induccion se usa para demostrar que una proposi-
cion P(n) es verdadera para todo niimero entero n > ko, donde ko es un niimero entero
fijo. El método funciona de la siguiente manera:

1. CASO BASE: Se demuestra que P (k) es verdadera.

2. HIPOTESIS DE INDUCCION: Se supone verdadera la proposicion P (k) donde k > kg es
un numero entero fijo (pero arbitrario).

3. PASO DE INDUCCION: Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.
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Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo niimero enteron > k.

Teorema 5 (Principio de las casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.

Teorema 6 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinacion
de m elementos de A es un subconjunto de A formado de m elementos. El nimero de

combinaciones de m elementos de A, denotado por (::l), es igual a

() = G

donde n! denota el producto1 -2 ---n.

Teorema 7 (Binomio de Newton). Para a y b niimeros reales cualesquiera y n un entero
no negativo se cumple que

a3 (et

Teorema 8 (Desigualdad MA-MG: media aritmética - media geométrica). Sixy,xa,..., Ty
son ntimeros reales no negativos, entonces

Tt a4ty
n

> Yr122 Xy

y la igualdad se cumple si y solo sixy = x9 = - - - = Ty,

Teorema 9 (Suma de los angulos internos de un triangulo). La suma de los angulos
internos de un triangulo es 180°.

Teorema 10 (Pitigoras). En un triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual
a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de tridngulos). Los triangulos ABC y A’ B'C’ son congruen-
tes si los angulos y los lados del triangulo ABC' son iguales a los angulos y los lados del
triangulo A’B'C’.

Teorema 11 (Criterio de congruencia LLL). Si tenemos dos triangulos con sus tres lados
correspondientes iguales, entonces los triangulos son congruentes. A este criterio se le llama
lado-lado-lado y lo denotamos como LLL.

Teorema 12 (Criterio de congruencia ALA). Si tenemos dos triangulos con un lado igual
y los respectivos angulos adyacentes iguales, entonces los triangulos son congruentes. A este
criterio se le conoce como angulo-lado-angulo y lo denotamos como ALA.
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Definicion 4 (Semejanza de tridngulos). Los triangulos ABC y A’B'C’ son semejan-
tes, si sus angulos respectivos son iguales (es deci, { ABC = £ A'B'C', { ACB =
L AC'B' y AL BAC = £ B"A’C") y sus lados homologos son proporcionales (esto es, si
ABJ/A'B' = BC/B'C' =CA/C'A").

Teorema 13 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de angulos correspondientes de
los triangulos ABC' 'y A’ B'C’ son iguales, entonces los triangulos son semejantes. A esta
relacion le llamamos angulo-angulo y la denotamos como AA.

Teorema 14 (Tales). Si ABC' es un triangulo y D y E son puntos sobre los lados AB y

AC, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos si y solo si 48 =

AD
AC
AE-

Teorema 15 (Teorema de la bisectriz). Dado un triangulo ABC' y un punto D sobre el

BD _ BA
lado BC se tiene que 35 = 3&-

Teorema 16 (Ceva). Dado ABC' un triangulo y L, M y N puntos sobre los lados (o

extensiones de éstos) BC, C A y AB, respectivamente, entonces AL, BM y CN son con-
BL CM" AN _

currentes si y solo si & - T4 Np =

Teorema 17 (Menelao). Dado un triangulo ABC, si L, M y N son puntos sobre los

lados BC, C A y AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y N son
: S Alh i BL L CM AN _ _ p ;
colineales si y solo si 75 - 571 - 5 = — L, donde los segmentos se estan considerando

como segmentos dirigidos.

Definicion 5 (Angulos en la circunferencia).

1. Angulo inscrito. Es el angulo formado por dos cuerdas que comparten un punto co-
miin sobre la circunferencia.

2. Angulo seminscrito. Es el angulo formado por una cuerda y una tangente a la cir-
cunferencia en el punto de tangencia.

3. Angulo central. Es el angulo formado por dos radios.

Teorema 18 (Medida del angulo inscrito). La medida de un angulo inscrito en una cir-
cunferencia es igual a la mitad del angulo central que abre el mismo arco.

Teorema 19 (Medida del 4ngulo seminscrito). La medida de un dangulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del angulo central que abre el mismo arco.

Teorema 20 (Potencia de un punto).

1. Sidos cuerdas AB y C D de una circunferencia se intersecan en un punto P, entonces

PA-PB=PC-PD.

2. Si A, B y T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T interseca en un

punto P a la prolongacién de la cuerda AB, entonces PT? = PA - PB.
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Definicion 6 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrilatero es ciclico si sus cuatro vértices estan
sobre una misma circunferencia.

Teorema 21 (Cuadrilatero ciclico). Un cuadrilatero convexo ABC D es ciclico si y sblo
si la suma de cualquiera de sus pares de angulos opuestos es igual a 180°, esto es,

£ DAB+ £ BCD = £ ABC + £ CDA = 180°.
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