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Presentación

Tzaloa∗, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas (OMM), es una
publicación trimestral auspiciada por la Sociedad Matemática Mexicana (SMM). Los ar-
tículos, problemas, soluciones, exámenes y demás información que en ella encontrarás
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel básico y
nivel medio superior que cada año se preparan para participar en los distintos concursos
de matemáticas que se realizan dentro y fuera de nuestro país.

Además de ello, Tzaloa es una publicación de interés para un público más amplio.
Aunque está concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olímpica, su co-
lumna vertebral es la resolución de problemas por lo que también resulta de gran valor
para todo aquel que gusta de hacer matemáticas. El enfoque centrado en los razona-
mientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o excesi-
vos, así como su tendencia al uso de matemáticas simples y elegantes, son algunas de
las características que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matemáticas.

México y las olimpiadas de matemáticas
La Sociedad Matemática Mexicana ha venido impulsando vigorosamente los traba-

jos de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas (OMM) desde los albores de ésta. Este
programa sólo es posible gracias a la participación de miles de jóvenes estudiantes y a
la entusiasta colaboración de muchos profesores quienes, de manera altruista, han de-
dicado sus esfuerzos a mejorar la enseñanza y elevar la cultura matemática de nuestro
país. Motivados por el movimento olímpico, en escuelas ubicadas a lo largo de todo
el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolución de pro-
blemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el único afán de incrementar sus
capacidades para el análisis, la creatividad matemática y el pensamiento crítico.

En el ámbito internacional, mediante la destacada participación de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemáticas ha contribui-
do a elevar el prestigio de la matemática nacional. Pero, más importante aún ha sido
la contribución que el movimiento olímpico ha tenido en el desarrollo científico del

∗Vocablo náhuatl cuyo significado en español es aprender.

v



vi. Presentación

país. En muchos casos, la detección temprana de jóvenes con talento matemático ex-
cepcional ha permitido brindarles una formación adecuada para desarrollar al máximo
todo su potencial. Asimismo, la participación en los concursos olímpicos ha definido las
vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el país se han visto be-
neficiadas con el ingreso de jóvenes ex-olímpicos, mismos que cuentan con una sólida
formación matemática y muchos de los cuales han permanecido en ellas para dedicar
su vida profesional a la docencia y la investigación.



El billar y la teoría de números
Pedro David Sánchez Salazar
Universidad Autónoma de Yucatán

Introducción
Es bastante conocida la relación que existe entre el juego del billar y las matemá-

ticas, relación que suele centrarse en los aspectos geométricos. Pero ¿qué dirías si te
comentamos que hay mucha relación del billar con la teoría de números? Quizás esto
pueda sonar sorprendente, pero antes vamos a repasar un poco de las relaciones más
conocidas.

El billar y la geometría
Uno de los temas principales en el cortometraje “Donald en el país de las matemáti-

cas” (Donald in Mathmagic Land) de 1959, es la geometría involucrada para lograr que
al lanzar una de la bola haga varios rebotes y caiga en los agujeros de las esquinas.

La mesa de billar es un rectángulo cuyos lados están en proporción 2 : 1 en el cual
se mueve una bola, siguiendo la ley de reflexión: el ángulo con que choca una bola con
la mesa es igual al ángulo de salida del rebote.

Figura 1: El ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión.

En el cortometraje, se presenta un sistema donde en el borde de la mesa se establecen
unas marcas en forma de diamante, numeradas (aunque las números no se muestran
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2. El billar y la teoría de números

siempre) y se desea que la bola blanca, tras hacer tres rebotes en los lados de la mesa,
toque la bola negra moviéndose en cierta dirección. La película describe el sistema muy
por encima, por lo que el cálculo específico (que consiste en restar ciertos números
en el borde de la mesa para determinar a dónde apuntar) no se puede reconstruir tan
fácilmente, pero en el libro Math Goes to the Movies, de Burkard Polster y Marty Ross se
discute con detalle dicho sistema, incluyendo sus limitaciones.

Figura 2: Sistema de diamantes en el billar (Donald in Mathmagic Land, Walt Disney).

Antes de continuar con nuestra exploración, hacemos notar que el recorrido de una
bola al rebotar por lamesa, crea una situación geométrica que involucramuchos ángulos
iguales, situación que se presta para plantear problemas de nivel OMMEB.

Figura 3: Reflexiones y ángulos en la trayectoria de una bola que rebota.

Otra idea matemática aparece en el caso de un billar elíptico, es decir, en el que una
mesa tenga forma de elipse. El resultado aquí es que, no importa en qué posición se
encuentre una bola, si se dispara en dirección a uno de los focos de la elipse, al rebotar
en la orilla, siempre pasará por el segundo foco de la elipse.
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Figura 4: Si desde cualquier parte de la mesa, se apunta a un foco de la elipse, despues
de un rebote siempre se llega al otro foco.

Cuadrículas y recorridos
Para comenzar a centrar nuestra discusión, vamos a considerar por el momento

siempre las trayectorias que recorrería una bola que sale desde una esquina de la mesa,
formando un ángulo de 45◦. La mesa estándar tiene los lados en proporción 2 : 1, y
para ser más específicos, supongamos que es una mesa que mide 4 unidades en su lado
corto, y 8 en su lado largo.

Figura 5: Recorrido en una mesa de billar de 8× 4.

Observemos que, después de un rebote, la bola cae en otra esquina. Alternativamen-
te, vamos a suponer que no existen troneras (agujeros) y que en realidad al llegar a la
esquina simplemente regresa recorriendo el mismo camino en dirección contraria. Lo
que nos va a interesar será a final de cuentas, el recorrido completo de la pelota, que en
este caso está formado únicamente por dos segmentos. Recordemos nuevamente que, la
proporción de los lados de la mesa es 2 : 1.

Cuando hablemos de la longitud de un camino, lo haremos en relación a cuántos
segmentos diagonales de la cuadrícula está atravesando. Así, en el ejemplo anterior, la
longitud del camino es 8 (cada uno de los dos segmentos atraviesa 4 casillas por su
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diagonal). Si quisiéramos la longitud real del camino, basta multiplicar por la constante√
2, pero como queremos hacer aritmética, nos concentramos en valores enteros.
Cuando estamos resolviendo problemas en la Olimpiada de Matemáticas, al prin-

cipio, no sabemos exactamente cómo se resuelve el problema. Siempre comenzamos
haciendo una exploración para ver “si encontramos algo”. Este proceso de exploración
lo haremos aquí cambiando las medidas de la mesa, para ver cómo afecta al recorrido
de la bola.

Por ejemplo, si cambiamos el tamaño de la mesa a una de 12× 4, el nuevo recorrido
consiste simplemente en tres segmentos (dos rebotes). Y la longitud de dicho camino es
12 (diagonales de casilla) porque cada tramo cruza por 4 casillas.

Figura 6: Recorrido en una mesa de billar de 12× 4.

Una breve reflexión nos hará ver que, lo que realmente está importando, es que
la proporción de los lados es un número entero. Lo mismo sucedería en una mesa de
15× 5 o 300× 3. En todas ellas el camino es un zig-zag formado por 3 segmentos, y la
proporción de los lados es 3 : 1. Además, en todas esas mesas, la longitud del camino
coincide con la medida del lado mayor.

Pero ¿qué pasaría en una mesa de billar de tamaño 10× 4? Ahí, la fracción 10/4 no
es entera, no podemos aplicar la observación anterior.

Figura 7: Recorrido en una mesa de billar de 10× 4.

De modo informal, notamos que el recorrido está formado por 10 tramos (enten-
diendo por tramo a una sección de recorrido entre dos puntos donde se cruza consigo
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mismo o toca la orilla de la mesa), por lo que podemos conjeturar que este número es
la medida del lado mayor, pero esto no puede ser cierto, ya que en el ejemplo anterior,
había 3 tramos y la medida del lado mayor era 12.

Si nos fijamos en la otra medida, 4, observamos que es la distancia entre el punto de
salida y el punto en el que el recorrido vuelve a tocar el lado mayor. Pero nuevamente,
esta conjetura no puede ser cierta, ya que en el ejemplo de 12× 4 esa distancia era 8.

¿Y respecto a la longitud del recorrido? En los ejemplos de 8×4 y 12×4, la longitud
del recorrido (medido en diagonales de las casillas por las que pasa) era igual en número
a la medida del lado mayor. Sin embargo, en este ejemplo, la longitud del recorrido es
20, el doble de la medida del lado mayor.

Aunque las conjeturas que hemos hecho no resultaron, sentimos que los números
que están apareciendo tienen una relación con 10 y 4, pero no nos queda claro exac-
tamente cuál es esa relación. Por otro lado, 10 y 4 forman la proporción 10 : 4 que
corresponde a la fracción 10/4, que se puede simplificar. ¿Qué pasaría si tomamos una
proporción que corresponda a una fracción irreducible?

Continuamos la exploración considerando una mesa de 10× 3.

Figura 8: Recorrido en una mesa de billar de 10× 3.

Aquí hay 30 tramos de longitud 1 (medidos en diagonal, repetimos una vez más), por
lo que la longitud del recorrido es 30. Podríamos conjeturar que la longitud del recorrido
es el producto de las medidas de los lados, pues 10×3 = 30, pero esta conjetura resulta
ser falsa, pues en el ejemplo de 8× 4 la longitud fue 8 y no 32.

Moviendo la exploración en otra dirección: Observemos que en el ejemplo inicial (de
8 × 4), el recorrido pasa solo por algunos cruzamientos de la cuadrícula (si contamos
los puntos de cruce de los lados, pasa por exactamente 13). Sin embargo el ejemplo de
10×3, el recorrido pasa por muchísimos puntos de cruce de la cuadrícula. ¿Sería posible
encontrar un recorrido que pase por todos los cruzamientos?

Nos podríamos preguntar también, ¿siempre la bola terminará en alguna esquina?
¿No sería posible que, con ciertas medidas enteras de la mesa, la bola termine movién-
dose indefinidamente por el interior, sin llegar nunca a una esquina?

Y cuando la bola llega a una esquina ¿es posible determinar en cuál de ellas lo hará,
conociendo las medidas de la mesa?

Tenemos ya muchas preguntas, pero como le hacemos caso a lo que siempre nos
dice nuestro delegado, apunta todo lo que se te vaya ocurriendo, tomamos nota de ellas
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“por si acaso nos sirven de algo”. Y tú, ¿tienes alguna otra conjetura?

Esquinas y cruzamientos
Vamos a comenzar a responder las preguntas que tienen que ver con los cruces de

la cuadrícula y con las esquinas.
La pregunta de si existirá alguna mesa cuyo recorrido pase por todos los cruzamien-

tos, tiene una respuesta negativa. Esto lo podemos resolver con una de las técnicas que
más nos gustan a los olímpicos: usar una coloración.

Considera una mesa, de la medida que te guste. Colorea los diferentes cruzamientos
de forma alternada “como tablero de ajedrez” con dos colores, digamos, rojo y azul

Figura 9: Coloración de los cruzamientos en la cuadrícula.

Entonces, podemos darnos cuenta de que cualquier recorrido, sean cual sean las
medidas de la mesa, siempre semoverá entre puntos rojos, por lo que es imposible cubrir
los puntos azules. Así que no, no es posible encontrar una mesa que pase por todos los
puntos de la cuadrícula, y más aún, lo más que se puede cubrir es, aproximadamente, la
mitad de (a+ 1)(b+ 1), donde a, b representan las medidas de los lados. El ejemplo de
10× 3 muestra que esta cota es alcanzable.

La misma coloración nos da inmediatamente información sobre la esquina en la que
termina el recorrido (cuando lo hace). Si los lados son ambos impares, entonces la única
esquina roja, además de la de salida, es la que se encuentra completamente opuesta. Si
pensamos en coordenadas donde el inicio del recorrido corresponde a (0, 0), cuando
a ≡ b ≡ 1 (mód 2), el único lugar donde puede terminar el recorrido es en (a, b). Por
otra parte, si hay un lado de medida par y otro de medida impar (como en la figura de la
coloración), entonces el único lugar donde podría terminar el recorrido es en la esquina
adyacente sobre el lado de medida par. En la figura anterior, a = 10, b = 5, por lo que
el camino terminaría en la esquina con coordenadas (10, 0).

Ahora, cuando las medidas de ambos lados son pares, el punto de finalización podría
llegar a ser cualquiera de las tres esquinas distintas al inicio, pero la determinación de
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cuál de ellas es, dependiendo de los valores de a y b, será un problema que dejaremos al
lector para que continúe esta exploración.

Estamos, sin embargo, dando por hecho de que el camino terminará en una esquina.
Todavía nos queda la posibilidad de que para algunos valores de a, b, el recorrido se cicle
en el interior y nunca termine en una esquina. Vamos a ver a continuación que esto es
imposible. La herramienta que usaremos aquí es la técnica a través del espejo.

Como el ángulo en el que rebota la bola en la orilla es el mismo de entrada que de
salida, podemos pensar que en realidad el recorrido “atraviesa” la orilla de la mesa y
continúa en el plano.

Figura 10: En vez de rebotar, la bola atraviesa la orilla

Así, en vez de considerar un recorrido que se dobla en cada rebote, podemos imagi-
nar que la bola siempre se mueve en línea recta atravesando copias reflejadas del tablero.

Figura 11: El recorrido completo de la bola se convierte en una línea recta.

Ahora observemos que si alguna de las esquinas de las copias queda sobre el recorri-
do en línea recta, ello quiere decir que el recorrido que rebota ha llegado a una esquina
de la mesa.

Por ejemplo, en una mesa cuyas medidas son a = 5, b = 3, colocamos tres co-
pias horizontalmente de la mesa, cinco copias verticales, y nos encontraremos sobre un
punto correspondiente a una esquina.
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Figura 12: Visualización del argumento para demostrar que siempre se llega a alguna
esquina.

Dado que el rectángulo formado por todas las copias tiene base y altura iguales a
ab, la esquina superior tiene coordenadas (ab, ab) y por tanto queda sobre el recorrido.

Lo anterior demuestra que es imposible que el recorrido se cicle en el interior de la
mesa, forzosamente se llegará a una esquina y se terminará el recorrido. En el ejemplo
ilustrado, no se pasa por ninguna esquina, por lo que también se puede deducir que la
longitud del recorrido es de ab = 15 segmentos diagonales.

Figura 13: El recorrido en una mesa de billar de 5× 3 tiene longitud 15.

La longitud del recorrido
La idea de reflejar a través del espejo nos muestra que un recorrido termina cuando

en el plano desdoblado, la esquina de alguna copia tiene coordenadas de la forma (t, t)
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para algún valor t, que en el ejemplo ilustrado, era t = 15. Sin embargo eso no quiere
decir que el recorrido siempre será de tamaño t = ab, ya que la longitud del recorrido
será la distancia recorrida en línea recta hasta la primera vez que se llega a la esquina de
una copia, lo cual puede suceder antes, como muestra la siguiente figura donde a = 6 y
b = 4.

Figura 14: El recorrido llega a una esquina antes de ab = 24 pasos.

En esta última figura, el recorrido llega a una esquina luego de pasar por 12 casillas,
por lo que si hacemos los rebotes dentro de la mesa, debemos llegar a una esquina en
12 pasos en vez de 24. Lo verificamos directamente.
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Figura 15: En la mesa de 6× 4 el recorrido es de longitud 12.

Observando el plano desdoblado, vemos que las esquinas de las copias son puntos
de la forma (ma, nb) para valores enteros de m,n, por lo que si alguna esquina toca
el recorrido en línea recta, necesariamente ma = nb, y la longitud del recorrido es
precisamente el valor de ese producto. Concluimos entonces que, independientemente
de las medidas de la mesa, el recorrido será un múltiplo de las medidas de los lados
(podemos comprobar esto en todos los ejemplos que hemos dado ya).

Sin embargo, podemos dar un resultado mucho más fuerte. Cada vez que el reco-
rrido en línea recta pase por un punto de la forma (t, t) se está llegando a una esquina
rebotando dentro de la mesa, y eso sucederá por primera vez cuando t sea el menor nú-
mero que podemos expresar como t = ma = nb. En otras palabras tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 1. El recorrido que hace una bola dentro de una mesa de tamaño a × b es
precisamente el mínimo común múltiplo de a y b.

Es por ello que, en el ejemplo de la mesa de tamaño 5 × 3 el recorrido pasa por 15
casillas, siendo mcm(5, 3) = 15, mientras que en el ejemplo de 6× 4 el recorrido fue de
longitud 12 porque mcm(6, 4) = 12.

Aunque anteriormente vimos que es imposible que el recorrido pase por todos los
cruzamientos de la cuadrícula, el resultado anterior nos da un resultado alternativo bien
bonito: como la longitud del recorrido es la cantidad de casillas que se atraviesan, y
dado que mcm(r, s) = rs si y sólo si r, s son primos relativos, concluimos el siguiente
teorema, recordando que únicamente estamos considerando mesas cuyos lados tienen
medidas enteras.

Teorema 2. El recorrido de la bola que rebota pasa por todas las casillas en las que se
divide la mesa, si y solo si los lados de la mesa son primos relativos.

El teorema anterior lo podemos visualizar en la figura 13.

El máximo común divisor
En la sección anterior, ab y mcm(a, b) jugaron un papel importante, sospechamos

que mcd(a, b) no puede estar lejos.
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Figura 16: Créame profesora, lo mismo me pregunto yo.

Comparemos los siguientes recorridos, para una mesa de (9, 6) y una mesa de (3, 2).

Figura 17: Los recorridos de 9× 6 y 3× 2 son muy parecidos.

Observemos que esencialmente, el recorrido de 9×6 y 3×2 tienen la misma forma,
solo que lo que en la mesa menor es una casilla, en la mesa mayor son tres casillas.
De hecho, el recorrido en una mesa de tamaño ka × kb se puede construir a partir del
recorrido en una mesa de tamaño a×b, convirtiendo cada paso de la pequeña en k pasos
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de la mayor.
Ahora, dado cualquier par de enteros (a, b), siempre es posible encontrar algún nú-

mero entero k tal que a = km y b = kn de manera que (m,n) sean primos relativos.
Este entero k es precisamente el máximo común divisor de (a, b).

Por otra parte, como vimos en la sección anterior, la mesa de tamañom× n pasará
por todas las casillas, así que tras recorrer la primera casilla, se intersecará a sí misma
o tocará un lado de la mesa (es imposible que el tramo inicial sea de tamaño 2 porque
entonces el recorrido no atravesaría todas las casillas). Por tanto, la mesa de tamaño
km×kn, en su primer tramo, atravesará k casillas. Este argumento anterior nos permite
establecer el siguiente teorema.

Teorema 3. En una mesa de tamaño a, b, el menor número de casillas que atraviesa el
recorrido hasta intersecarse a sí misma o o tocar algún lado, es precisamente el máximo
común divisor de a y b.

Figura 18: El máximo común divisor de 10 y 4 es mcd(10, 4) = 2.

Problemas
A continuación presentamos algunos problemas para continuar explorando la rela-

ción entre el billar y la teoría de números.

Problema 1. Considera una mesa de tamaño a×b. Demuestra que si la máxima poten-
cia de 2 que divide al entero a es igual a la máxima potencia de 2 que divide al entero b,
entonces la bola termina en la esquina opuesta al punto inicial (esto incluye la situación
cuando ambas medidas son impares, porque la potencia de 2 es cero en ambos casos).
De lo contrario, la bola saldrá por la esquina adyacente al lado que es divisible por la
mayor potencia de 2

Problema 2. Si a, b son primos relativos, el número de veces que el recorrido rebota
alguno de los lados de medida a (sin contar inicio y final) es a− 1 y el número de veces
que el recorrido rebota en alguno de los lados de medida b (sin contar inicio y final) es
b− 1.
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Como consecuencia, el número de puntos en que el recorrido toca el perímetro de la
figura será a+ b.

Problema 3. Si a y b no son primos relativos, entonces en el problema anterior a− 1
y b− 1 deben reemplazarse por las fracciones

a

mcd(a, b)
− 1,

b

mcd(a, b)
− 1.
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Problemas de práctica

Problema 1. Se considera el número de seis cifras de la forma N = 2A3B4C donde
A, B y C son dígitos distintos. Se sabe que el número N es múltiplo de 2, 3, 4, 5 y 6.
¿Cuántos son los posibles números que se pueden formar?

Problema 2. Un reloj analógico (con tres agujas, horas, minutos y segundos) comienza
a operar exactamente con las tres manecillas en las 12. Se sabe que cada vez que el minu-
tero da una vuelta completa, el segundero se atrasa un segundo respecto a su posición
normal. Después de que el minutero ha dado 2025 vueltas, ¿Qué hora marcará el reloj?

Problema 3. En un salón de clases hay 12 mesas dobles, cada una con dos lugares
(izquierda y derecha), numeradas del 1 al 12. El grupo está formado por 10 niñas y 14
niños. La regla establece que ninguna mesa puede tener a dos niñas sentadas juntas (es
decir, en la misma mesa doble). ¿De cuántas formas distintas se pueden organizar los
estudiantes en el salón?

Problema 4. ¿Cuántos números de 6 dígitos existen tales que:

1. Si eliges dos dígitos consecutivos, el número formado es múltiplo de 2.

2. Si eliges tres dígitos consecutivos, el número formado es múltiplo de 3.

3. Si eliges los seis dígitos completos, el número formado es múltiplo de 6.

Problema 5. Un vaso contiene agua equivalente a 2
3 de su capacidad total. Se transfiere

1
3 de lo que tiene a otro vaso cuya capacidad es 1

3 de la capacidad del primero.
Si al segundo vaso le faltan 225ml para llenarse, ¿cuál es la capacidad del primer

vaso?

Problema 6. Considera la sucesión:

1

26
+

2

26
+

3

26
+ · · ·+ N

26
.

¿Cuántas fracciones se requieren para que la suma de la sucesión sea exactamente
2025?

14
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Problema 7. Pedro escoge tres números de la lista

2025, 2026, 2027, 2028, 2029, 2030, 2031, 2032.

Si el resultado de sumar los tres números elegidos es par, ¿cuántas elecciones diferentes
pudo hacer? Nota: No importa el orden en que escoja los números, solo cuáles fueron
escogidos. Por ejemplo, escoger primero 2025 luego el 2027 y luego 2029 es lo mismo
que escoger primero el 2027, luego el 2029 y luego el 2025.

Problema 8. Hugo, Paco y Luis tienen en la mesa una cartulina con forma de triángulo
rectángulo isósceles, donde la base y la altura miden 16 cm. Hugo recorta un triángulo
formado con los puntos medios de cada lado de la cartulina, y desecha en la basura el
triángulo central. Después, Paco repite el proceso con los tres triángulos que quedaron
en la mesa: en cada uno recorta un triángulo formado por los puntos medios de cada
lado y desecha los triángulos centrales en la basura. Finalmente, Luis repite el proceso
con los triángulos que hayan quedado en la mesa. ¡Qué desastre ya hicieron! ¿Cuál es
el resultado de sumar las áreas de todos los triángulos que terminaron en la mesa?

Problema 9. Los caballeros de la mesa cuadrada son Arturo, Alberto, Braulio, Bruno,
César, Carlos, Daniel y David. Los lados de la mesa cuadrada están pintados con 4 co-
lores diferentes: rojo, verde, azul y blanco y en cada lado de la mesa hay dos sillas. ¿De
cuántas maneras se pueden acomodar en la mesa, si caballeros con la misma inicial
deben sentarse en un mismo color?

Problema 10. Consideremos dos jarras muy grandes. En la primera hay un litro de
café en la segunda hay un litro de leche. Se toma una taza de 250 ml de la primera jarra
(con café) y se añade a la segunda jarra (con leche). Luego, se toma una taza de 250 ml
de la segunda (en donde ahora hay una mezcla) y se vacía en la primera jarra, que tenía
sólo café. Ahora, ambas jarras tienen mezclas.

¿Hay más leche en la jarra que tenía café al principio o más café en la jarra que tenía
leche al principio?

Bonus: Y si al principio hubiera 1 litro y medio de café en la primera jarra y solo
medio litro de leche en la segunda, ¿cuál sería la respuesta? (Recuerda que 1 litro = 1000
ml ).



16. Problemas de práctica

Soluciones
Solución 1. Aprovechamos para recordar el criterio del 4: Un número es múltiplo de
4 cuando sus dos últimas cifras forman un número que es también múltiplo de 4. Dado
que las últimas dos cifras son 4C , para que el número completo sea múltiplo de 4, las
posibilidades son 40, 44, 48. Sin embargo, como también es múltiplo de 5, descartamos
las últimas dos y concluimos que C = 0.

Así, el número tiene la forma 2A3B40. La divisibilidad por 2 ya está garantizada, y
para que el número sea múltiplo de 6 solo necesitamos que también sea múltiplo de 3.
Esto quiere decir que 2+A+3+B+4+0 = 9+A+B es múltiplo de 3, y por tanto
A+B también.

Si ambos son múltiplos de 3, tenemos que hay 16 formas (cada uno tiene 4 posibi-
lidades). Cuando A ≡ 1 (mód 3) y B ≡ 2 (mód 3), hay 3 · 3 = 9 posibilidades, lo
mismo que cuando A ≡ 2 (mód 3) y B ≡ 1 (mód 3).

De esta manera, el total de números que cumplen la condición del problema es 16+
9 + 9 = 34.

Solución 2. La aguja de segundos: como cada minuto pierde un segundo, la cantidad
de segundos que aparentará haber avanzado es 2025 · 60 − 2025 = 2025 · 59. Y como
2025 · 59 ≡ 15 (mód 60), la aguja de segundos está marcando 15 segundos.

El problema dice que la aguja de minutos dio exactamente 2025 vueltas, está apun-
tando hacia las 12 en ese momento exacto (cero minutos).

Finalmente, desde la perspectiva de la aguja horaria, como la aguja de minutos ya
giró 2025 veces, ya pasaron 2025 horas, y como 2025 ≡ 9 (mód 12), la aguja horaria
estará apuntando a las 9.

Por tanto, el reloj marca 9 : 00 : 15.

Solución 3. Denotemos al número como N = abcdef . La primera condición implica
que todos, salvo quizás el dígito a, deben ser todos pares. Consideremos def . La condi-
ción de divisibilidad por 3 establece que a+ b+ c ≡ 0 ≡ b+ c+ d (mód 3) y por tanto
a ≡ d (mód 3). De manera similar, b ≡ e (mód 3) y c ≡ f (mód 3).

Tenemos entonces tres casos a considerar, pero antes observemos que si nos limita-
mos a dígitos pares, las clases de congruencia son [0] = {0, 6}, [1] = {4}, [2] = {2, 8}.

Caso 1.Aquí a ≡ d ≡ 0 (mód 3). Es decir, las clases de congruencia son [0][b][c][0][b][c]
donde [b]+[c] = [0]. Las elecciones para a pueden hacerse de 3 formas, dado que a puede
ser 3, 6 o 9, pero no cero.

Hacemos la lista de posibilidades de clases de congruencia:

[0][0][0][0][0][0] que tiene 3 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 96 posibilidades.

[0][1][2][0][1][2] que tiene 3 · 1 · 2 · 2 · 1 · 2 = 24 posibilidades.

[0][2][1][0][2][1] que tiene 3 · 2 · 1 · 2 · 2 · 1 = 24 posibilidades como en el primer
subcaso.
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Concluimos que el caso 1 tiene 96 + 24 + 24 = 144 posibilidades.
Caso 2. Ahora, cuando a ≡ d ≡ 1 (mód 3), entonces las clases de congruencia

para los subcasos son:

[1][0][2][1][0][2] que tiene 3 · 2 · 2 · 1 · 2 · 2 = 48 posibilidades.

[1][1][1][1][1][1] que tiene 3 · 1 · 1 · 1 · 1 · 1 = 3 posibilidades.

[1][2][0][1][2][0] que tiene 48 posibilidades como en el primer subcaso.

Así, este caso tiene 99 posibilidades.
Caso 3. Finalmente cuando a ≡ d ≡ 2 (mód 3), entonces Las clases de congruencia

para los subcasos son:

[2][0][1][2][0][1] que tiene 3 · 2 · 1 · 2 · 2 · 1 = 24 posibilidades.

[2][1][0][2][1][0] que tiene 3 · 1 · 2 · 2 · 1 · 2 = 24 posibilidades.

[2][2][2][2][2][2] que tiene 3 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 96 posibilidades.

Por tanto, este caso tiene 144 posibilidades.
De esta manera, la respuesta final es 144 + 99 + 144 = 387.

Solución 4. Primero vamos a escoger los asientos de las niñas. Dado que hay 12 mesas,
se puede hacer de

(
12
10

)
maneras, pero como en cada caso se puede usar izquierda o

derecha, la cantidad de formas en que se pueden seleccionar los asientos en realidad
es 210

(
12
10

)
maneras. Una vez seleccionado los asientos, tanto de niñas (y por tanto de

niños) basta acomodarlos en ellos, lo cual es un producto de permutaciones y por tanto
el resultado final será 10! · 14! · 210

(
12
10

)
= 21380372976673751040000.

Solución 5. La cantidad de agua que se transfiere es 1
3 de 2

3 , es decir,
2
9 del primer vaso.

Pero la capacidad del segundo vaso es 1
3 del primero, por lo que le falta para llenarse

será
1

3
− 2

9
=

3

9
− 2

9
=

1

9

de lo que le cabe al primer vaso (la idea esencial es que estamos expresando todas las
cantidades en relación a lo que le cabe al primer vaso).

Pero si 1
9 del primer vaso son los 225 ml que faltan para llenarlo, el primer vaso

tendrá 9 · 225 = 2025 ml.

Solución 6. La suma del problema puede reescribirse como

1 + 2 + 3 + · · ·+N

26
= 2025,

por lo que necesitamos encontrar N que cumpla

1 + 2 + 3 + · · ·+N = 2025 · 26.
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Aplicando la fórmula de Gauss, obtenemos

N(N + 1)

2
= 2025 · 26

que podemos reducir a la ecuaciónN2 +N = 105300, es decirN2 +N − 105300 para
obtener N = 324.

Sin embargo, supongamos que tenemos un alumno que no conoce la fórmula cua-
drática. Este tipo de problemas también se puede resolver con aproximaciones sucesivas.
La fórmula de Gauss puede reescribirse como

N(N + 1) = 105300

y basta ir dando valores a N (por ejemplo, N = 100, N = 200, N = 300, etc.) para
aproximar un valor de N que se acerque cada vez más a 105300 y cuando el producto
se excede, reducimos el valor de N . Así podemos llegar, vía multiplicaciones repetidas,
a encontrar que 324 · 325 = 105300.

Solución 7. Los números de la lista se separan en tres clases, dependiendo de su residuo
al dividir entre 3.

A = {2025, 2028, 2031}.

B = {2026, 2029, 2032}.

C = {2027, 2030}.
Para que la suma de tres números de la lista sea un múltiplo de tres, necesariamente
serán todos de una misma clase, o uno de cada clase. En el primero caso hay 2 posibili-
dades (los tres de A o los tres de B), mientras que en el último caso hay 3 · 3 · 2 = 12.
Por tanto, hay 14 posibles elecciones.

Solución 8. Una solución consiste en contar cuántos triángulos quedan al final, y luego
determinar el área de cada uno, para efectuar la multiplicación.

Observemos que en cada paso, se está triplicando el número de triángulos (porque
de cada uno salen tres más pequeños). Así, al final habrá 3 ·3 ·3 = 27 triángulos. Pero en
cada paso, el área se reduce a un cuarto del tamaño anterior, por lo que al final tendrán
un área de 1

4 · 1
4 · 1

4 = 1
64 del tamaño inicial.

Combinando las observaciones anteriores con el hecho de que el área inicial es
16·16

2 = 128, concluimos que el área que termina es

27 · 128
64

= 54.

Alternativamente, podemos describrir una segunda soluciónj considerando única-
mente áreas. En cada paso, el área en la mesa se reduce a 3

4 , por lo que como el área
inicial es de 128, el área final será

128 · 3
4
· 3
4
· 3
4
= 54.
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Solución 9. La asignación de iniciales a colores se puede hacer de 4! formas (no es un
problema de permutaciones circulares, debido a que los colores imponen diferencia al
“girar” las iniciales).

Pero una vez asignadas las iniciales, hay dos formas de acomodar los caballeros en
cada lado, por lo que la cantidad real de acomodos es 4! · 24 = 384.

Solución 10. En realidad, la respuesta es que hay la misma cantidad de leche en la
primera jarra que de café en la segunda.

Si en la primera jarra hay x mililitros de leche al final, eso quiere decir que hay
1000−xmililitros de café (porque como se quitó una taza y luego se añadió, la cantidad
final fue de un litro). Pero si hay 1000− x mililitros de café en la primera jarra, el resto
del café, es decir, x mililitros de café, deben estar en la segunda jarra que tenía leche al
principio.

El razonamiento aplica exactamente igual en el bonus, porque el tamaño de las jarras
no importa. Si la primera jarra tiene A mililitros y la segunda B, el razonamiento es:
cuando al final en la primera jarra hay xmililitros de leche (no importa el valor preciso)
y A − x mililitros de café, los faltantes x mililitros de café deben estar en la segunda
jarra. Por tanto: al final, hay la misma cantidad de leche en la primera jarra, que de café
en la segunda.



Problemas de entrenamiento
Año 2025, No. 4

Problemas de entrenamiento (Año 2026, No. 1)
Presentamos ahora los 10 problemas de entrenamiento elegidos para este primer nú-
mero del año 2026. Te recordamos que las soluciones a los problemas en este número
no las publicamos en este momento, por lo que te invitamos a que trabajes en ellos y
redactes con detenimiento tus soluciones. Las soluciones a los problemas en este nú-
mero se publicarán en la cuarta entrega de 2026 de la revista y se escogerán entre las
contribuciones que la comunidad olímpica tenga a bien hacernos llegar.

Con el fin de dar tiempo a los lectores para que preparen y envíen sus soluciones,
anunciamos que estaremos recibiendo soluciones para los 10 problemas que se listan a
continuación hasta el primero de septiembre de 2026. Las inquietudes o propuestas
relacionadas con este apartado de la revista deberán ser remitidas por email a

revistaomm@gmail.com

¡No dejen de hacernos llegar sus soluciones!

Problema 1.4.25. ¿Cuál es el máximo valor que puede alcanzar la expresión x+ y
cuando x y y son números reales tales que x2 + xy + y2 = 15 ?

Problema 2.4.25. Determine todos los números reales x tales que

94x = x9 · 44x.

Problema 3.4.25. ¿Existen triángulos en el plano cuyos lados tengan longitudes
racionales y que su área sea igual a 1 ?

20
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Problema 4.4.25.Una circunferencia es tangente a los ladosAB yBC del triángulo
ABC y tiene su centro en AB. Halle el radio de la circunferencia si AC = 48 cm,
BC = 140 cm y AB = 148 cm.

Problema 5.4.25. Sea n ∈ Z+. ¿Cuántas n-adas de ceros y unos no contienen dos
ceros consecutivos?

Por ejemplo, cuando n = 2, en total hay cuatro 2-adas (o pares ordenados) y tres
de ellas no contienen dos ceros consecutivos: (0, 1), (1, 0) y (1, 1).

Problema 6.4.25. Un joven tiene acceso a una cantidad ilimitada de fichas de ma-
dera en forma de L como la que se muestra en la izquierda. Demuestre que, para todo
número natural n, el joven puede embaldosar el marco de la derecha usando fichas como
las de la izquierda.

Problema 7.4.25. Decimos que el número naturalm tiene la propiedad raíz triple-
div si se cumple que

√
m = 3·d(m). ¿Cuántos números naturalesm tienen la propiedad

raíz triple-div?
Nota. d(m) denota al total de divisores positivos del número naturalm.

Problema 8.4.25. Determine todos los números enteros positivos n tales que

i) d(n2) ≥ 4

ii) Si 1 = d1 < d2 < d3 < d4 son los primeros cuatro divisores positivos de n2,
entonces

1

d2
=

1

d3
+

1

d4
+

1

n
.

Problema 9.4.25. Sea n ∈ Z+. Demuestre que si 4n+ 1 divide a 4n + 1, entonces
n es un número primo.
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Problema 10.4.25. Sean p un número primo impar y n un número entero positivo.
Hagamos

S1 = {d ∈ Z+ : d | n2 y existe un número x, coprimo con p, tal que x2 ≡ d (mód p)}

y

S2 = {d ∈ Z+ : d | n2 y no existe un número x tal que x2 ≡ d (mód p)}.

Demuestre que S1 tiene más elementos que S2.

Soluciones a los problemas de entrenamiento (Año 2025,
No. 1)

A continuación presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en la primera entrega de 2025 de Tzaloa. En esta ocasión queremos agradecer
a Akram Braiwesh quien desde la Franja de Gaza nos hizo llegar su solución para el
problema 5.4.24.

Reiteramos la invitación a todos nuestros lectores a seguir enviando soluciones para
que éstas puedan aparecer en la páginas de Tzaloa eventualmente. En el siguiente nú-
mero publicaremos las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en el
segundo número de 2025 de la revista. ¡Aún están a tiempo de enviar soluciones!

Problema 1.4.24. Sea S un conjunto de números reales que satisface las siguientes
propiedades:

a) Todos los números enteros pertenecen a S.

b) Si x ∈ S y y ∈ S, entonces x+ y ∈ S y x · y ∈ S.

Demuestre que si
√
2 +

√
3 ∈ S, entonces 1√

2+
√
3
∈ S.

Solución. Como
√
2 +

√
3 ∈ S se sigue que (

√
2 +

√
3)2 = 5 + 2

√
6 ∈ S. Puesto

que −5 ∈ S, la propiedad b nos permite afirmar que 2
√
6 ∈ S; de esto se sigue a su vez

que
S 3 2

√
6(
√
2 +

√
3) = 2

√
12 + 2

√
18 = 4

√
3 + 6

√
2

Como 5(
√
2 +

√
3) también pertenece a S se sigue que

5(
√
2 +

√
3)− (4

√
3 + 6

√
2) = −

√
2 +

√
3 =

1√
2 +

√
3
∈ S



Problemas de entrenamiento 23.

y la demostración termina.

Problema 2.4.24. Determine todos los números enteros positivos n para los cuales
se cumple que la ecuación 1

x−
1
y = 1

n tiene exactamente una solución (x, y) ∈ Z+×Z+.

Solución. Puesto que para cada (x, y) ∈ Z+ × Z+ se cumple que

1

x
≤ 1 < 1 +

1

y
,

deducimos que, cuando n = 1, la ecuación dada no tiene soluciones (x, y) ∈ Z+ ×Z+.
Así pues, en lo que sigue se asume que n > 1.

Después de aplicar el Truco de Factorización Favorito de Simon logramos reescribir
la ecuación en la forma

(n− x)(n+ y) = n2. (1)

De esta igualdad se sigue que si d es un divisor positivo de n2 tal que d < n, entonces(
x = n− d, y = n(n−d)

d

)
es una solución de la ecuación 1

x − 1
y = 1

n en números en-
teros positivos x y y; ergo, para garantizar la existencia de exactamente una solución
para esa ecuación es necesario que d(n2) = 3. Como los únicos números naturales que
tienen exactamente tres divisores positivos son los cuadrados de los números primos,
concluimos que una condición necesaria y suficiente para que la ecuación 1

x − 1
y = 1

n

tenga exactamente una solución (x, y) ∈ Z+ × Z+ es que n sea un número primo.

Problema 3.4.24. Demuestre que si el número entero n es tal que n2 + 11 es un
número primo entonces n+ 4 no es un cubo perfecto.

Solución. Procedemos por contraposición. Supongamos que n+4 = x3 para algún
x ∈ Z. En este caso resulta que n = x3 − 4 y, por lo tanto,

n2 + 11 = (x3 − 4)2 + 11

= x6 − 8x3 + 27. (2)

Puesto que x6 − 8x3 + 27 = (x2)3 + x3 + (3)3 − 3(x2)(x)(3), podemos aplicar la
identidad a3+ b3+ c3−3abc = (a+ b+ c)(a2+ b2+ c2−ab−ac− bc) para factorizar
x6 − 8x3 + 27 y lo que obtenemos es que

n2 + 11 = x6 − 8x3 + 27 = (x2 + x+ 3)(x4 − x3 − 2x2 − 3x+ 9).

Usando esta descomposicíon para n2 +11 demostraremos enseguida que x2 + x+3 es
un divisor propio de n2 +11 (lo cual permitirá concluir que n2 +11 no es un número
primo). Puesto que x2 + x + 3 = (x + 1/2)2 + 11/4 > 1, sólo falta demostrar que
x2 + x + 3 no puede ser igual a n2 + 11: en caso de darse la igualdad entre ambos
números se tendría que

x4 − x3 − 2x2 − 3x+ 9 = 1
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o bien que

x4 − x3 − 2x2 − 3x+ 8︸ ︷︷ ︸
Q(x)

= 0. (3)

En vista de que x4 − x3 − 2x2 − 3x+8 = x3(x− 1)− 2x2 − 3x+8, es fácil inferir de
(3) que x debe ser un número par; más aún, reescribiendo dicha ecuación en la forma
x3(x−1)−2x2+8 = 3x, podemos afirmar que 8 | x y que x | 8, de lo cual se desprende
que x = ±8. Empero, al tenerse que Q(8) = 3440 y Q(−8) = 4512, concluimos que
simplemente no puede darse el caso que x2 + x+ 3 = n2 + 11.

Problema 4.4.24. Sean a y b números enteros coprimos. Demuestre que para todo
c ∈ Z+ existe k ∈ Z tal que mcd(a+ kb, c) = 1.

Solución. Si c = 1, entonces mcd(a + kb, c) = 1 para todo número entero k.
Supongamos que c > 1 y que la descomposición canónica de c es pα1

1 · · · pαr
r (donde

p1, . . . , pr son los distintos números primos que dividen a c). Afirmamos que para cada
i ∈ {1, . . . , r} existe ki ∈ Z tal que

mcd(a+ kib, p
αi
i ) = 1.

Sea i ∈ {1, . . . , r}. Si pi | b, entonces pi - a y, en consecuencia, haciendo ki = 0
se obtiene que mcd(a + kib, p

αi
i ) = mcd(a, pαi

i ) = 1. Supongamos ahora que pi - b.
En este caso, eligiendo ki de tal modo que kib 6≡ −a (mód pi) se cumple que mcd(a+
kib, p

αi
i ) = 1.

Finalmente, si elegimos k como una solución del sistema de congruencias


X ≡ k1 (mód p1)
X ≡ k2 (mód p2)

...
X ≡ kr (mód pr)

se verifica que mcd(a+ kb, c) = 1 y la demostración termina.

Problema 5.4.24. Una finca ha sido lotificada en 16 terrenos rectangulares, uno de
los cuales pertenece a Pepito. Si se conoce el área en hectáreas de siete de los terrenos,
tal como se indica en la figura, ¿es posible determinar el área del terreno de Pepito?
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Solución de Akram Braiwesh. Consideremos como referencia el diagrama que se
presenta a continuación. Denotemos con x a la longitud del lado “corto” del terreno de
área 12 ha y con y a la longitud del lado “largo” del terreno cuya área es igual a 20 ha:

Se sigue que los lados verticales del terreno de área 14 ha miden 20
y y que sus lados

horizontales miden 14y
20 ; por otra parte, es claro que los lados verticales del terreno de

área 8 ha tienen que medir 8
x . De esta información se desprende que(

8

x

)(
14y

20

)
= 15. (4)
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De la igualdad anterior y del análisis de los lados de los terrenos de área 25 y 21 se colige
que el área del lote de Pepito es igual a(

12

x

)(
21y

25

)
=

(
9

5

)(
4

x

)(
7y

5

)
=

(
9

5

)(
8

x

)(
14y

20

)
=

9 · 15
5

= 27 ha.

Problema 6.4.24. ¿Cuántos triángulos de lados enteros se pueden formar usando
segmentos de longitudes 1, 2, 3, . . . , n?

Solución. Determinemos en primer lugar el número Tn de triángulos de lados en-
teros cuyo lado mayor mide n. Por la desigualdad del triángulo tenemos que

Tn = #{(a, b) ∈ Z+ × Z+ : a ≤ b ≤ n y n < a+ b}

Como a ≤ b entonces n < a+b ≤ 2b y, en consecuencia, b > n
2 . Para cada valor entero

de b ∈ (n/2, n], el número entero a puede tomar cualquier valor entero del intervalo
(n− b, b]. Así pues, se tiene que a puede asumir b− (n− b) = 2b− n valores distintos:
observemos que cuando b = n, hay n posibilidades para a y, conforme el valor de b se
reduce en 1, el número de pares ordenados con segunda componente igual a b se reduce
en 2.

Del análisis en el párrafo anterior se sigue que Tn = n+ (n− 2) + · · ·+ 2 cuando
n es un número par y que Tn = n + (n − 2) + · · · + 1 cuando n es un número impar.
Tenemos así que, para cada k ∈ Z+,

T2k = 2k + 2(k − 1) + · · ·+ 2 = 2

k∑
j=1

j = k(k + 1)

y

T2k−1 = (2k − 1) + (2k − 3) + · · ·+ 1 =

k∑
j=1

(2j − 1) = k2.

Ahora bien, denotemos conXn al número de triángulos cuyos lados tienen una longitud
entera entre 1 y n. Es claro que X1 = 1 y que

Xn = Xn−1 + Tn (5)

para cada número entero n > 1: a partir de la relación de recurrencia anterior obten-
dremos fórmulas explícitas para Xn.

• Si n = 2k, entonces

Xn = X2k = X2k−1 + T2k,
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de lo cual se sigue que

X2k = X2k−1 + T2k
= X2k−2 + T2k−1 + T2k. (6)

De la aplicación reiterada de (5) en (6) llegamos a que

X2k = X2 + T3 + T4 + T5 + · · ·+ T2k
= X2 + (22 + 32 + · · ·+ k2) + (2(2 + 1) + 3(3 + 1) + · · ·+ k(k + 1))

= X2 + 2(22 + 32 + · · ·+ k2) + (2 + 3 + · · ·+ k).

Los triángulos con lados enteros entre 1 y 2 son: el triángulo equilátero cuyos tres lados
miden 1, el triángulo equilátero cuyos tres lados miden 2 y el triángulo isósceles de lados
1, 2 y 2; por consiguiente X2 = 3 y

X2k = 3 + 2(22 + 32 + · · ·+ k2) + (2 + 3 + · · ·+ k)

= 2(12 + 22 + 32 + · · ·+ k2) + (1 + 2 + 3 + · · ·+ k)

=
k(k + 1)(2k + 1)

3
+
k(k + 1)

2

=
k(k + 1)[2(2k + 1) + 3]

6

=
k(k + 1)(4k + 5)

6
. (7)

• Si n = 2k − 1, entonces

Xn = X2k−1 = X2k−2 + T2k−1;

de esto se desprende que

X2k−1 = X2k−2 + T2k−1

= X2k−3 + T2k−2 + T2k−1. (8)

De (5) y (8) deducimos que

X2k−1 = X1 + T2 + T3 + T4 + · · ·+ T2k−1

= 1 + (1(1 + 1) + 2(2 + 1) + · · ·+ (k − 1)((k − 1) + 1)) + (22 + · · ·+ k2)

= 2(12 + 22 + · · ·+ k2) + (1 + 2 + · · ·+ (k − 1))− k2

=
k(k + 1)(2k + 1)

3
+

(k − 1)k

2
− k2

=
k(k + 1)(2k + 1)

3
− k(k + 1)

2

=
2k(k + 1)(2k + 1)− 3k(k + 1)

6

=
k(k + 1)(4k − 1)

6
. (9)
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Finalmente, de (7) y (9) podemos concluir que

Xn =

{
n(n+ 2)(2n+ 5)/24 si n es par,
(n+ 1)(n+ 3)(2n+ 1)/24 si n es impar.

Problema 7.4.24. Un cubo grande de 4 × 4 × 4 está formado por 64 cubos unita-
rios. Se desea colorear exactamente 16 de los cubos unitarios de acuerdo a la siguiente
condición:

• En cada bloque de 1 × 1 × 4 cubos unitarios o de 1 × 4 × 1 cubos unitarios o de
4× 1× 1 cubos unitarios debe haber exactamente un cubo rojo.

¿De cuántas maneras se pueden elegir los 16 cubos que se van a colorear de rojo?
Solución. Podemos considerar el cubo formado por cuatro capas horizontales y si

nos fijamos en la cara inferior, que es una cuadrícula de 4 × 4, habrá exactamente una
ficha en la columna vertical sobre cada una de sus casillas. Entonces podemos relle-
nar esa cuadrícula con un número dependiendo de en qué capa se encuentra la ficha
verticalmente sobre ella. Las condiciones del problema se traducen en que en la cuadrí-
cula, en cada renglón y columna aparecerán los números 1, 2, 3, 4 una vez cada uno, sin
repetición (este tipo de acomodos se conocen como cuadrados latinos).

La idea central es que, cada vez que cambiamos el acomodo de las fichas, cambia
el relleno de la cuadrícula, y viceversa, cada relleno de la cuadrícula corresponde a un
acomodo de fichas. Esta correspondencia nos dice que podemos contar las formas de
acomodar las fichas contando el número de rellenar una cuadrícula de 4 × 4 de modo
que en cada fila y columna estén los números 1, 2, 3, 4 una vez sin repetir.

Supongamos que tanto la primera fila como la primera columna están completamen-
te ordenados 1, 2, 3, 4. Se puede verificar manualmente que la subcuadrícula de 3 × 3
restante se puede acomodar de únicamente 4 formas. Para cada una de ellas, podemos
permutar las columnas de 4! formas, obteniendo todas las posibilidades del primer ren-
glón. Pero en cada una de ellas, la columna que tiene 1 en la parte superior está com-
pletamente ordenada, por lo que si multiplicamos por 3! correspondiendo a todas las
formas de permutar los tres renglones inferiores, obtendremos todos los posibles cua-
drados latinos. Por tanto, nuestra respuesta final es 4× 4!× 3! = 576.

Problema 8.4.24.Hay 25 personas alrededor de una mesa y cada persona tiene dos
cartas. En cada carta se ha escrito uno de los números del conjunto {1, 2, 3, . . . , 25} y
cada número se encuentra en dos cartas exactamente. A una señal, cada persona pasa
una de sus cartas–la que tiene el número más pequeño–a su vecino de la derecha. De-
muestre que, tarde o temprano, uno de los jugadores tendrá dos cartas con el mismo
número.

Solución. Supongamos que al inicio nadie tiene dos cartas iguales, porque en ese
caso no hay nada qué demostrar. Ahora, las cartas con el número 25 están fijas desde el
inicio, porque nunca serán la menor carta en su pareja. Las cartas con el número 24 solo
se pueden mover cuando están sobre las cartas de valor 25, que nunca se mueven, por
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lo que si nunca coinciden, luego de 2 pasos como máximo, quedarán fijas ya que estarán
junto a cartas de menor valor siempre. Las cartas con el 23 solo se puedenmover cuando
están junto a 25, 25, 24, 24, por lo que si nunca coinciden, luego de 4 intercambios como
máximo, quedarán inmóviles.

El argumento anterior sirve para demostrar que las cartas con números el 25 al
14 terminarán en una posición fija, y además esas posiciones son diferentes (pues, en
caso contrario, la condición del problema ya se cumplió). En este momento, ya hay 24
personas que tienen una carta que nunca se moverá. Ahora, consideremos cartas con
el número 13. Al ir intercambiándose, eventualmente alguna de ellas caerá con alguna
persona que no tiene cartas inmóvil y ese 13 se inmovilizará también. Pero entonces la
otra carta que tiene 13 nunca será la mayor en cada posición, y al cabo de, cuandomucho
24 movimientos coincidirá con la carta 13 inmóvil, concluyendo así la demostración

Problema 9.4.24.4AOC es un triángulo equilátero yD es un punto en su interior
tal que ]ACD = 12◦ y ]COD = 18◦. ¿Cuánto mide el ángulo CAD?

Solución. Iniciamos por prolongarCD hasta un puntoB tal queBO = OC . A con-
tinuación, consideramos el punto E, en el mismo lado de BC en el que se encuentra A,
tal que4BDE es equilátero. Por la forma en que elegimosB resulta claro que4BOC
es isósceles; por otro lado, al tenerse que ]BDO = 66◦ y que ]DBO = 48◦ se sigue
que4BOD también es isósceles. Así pues, en vista de queBO = BD = BE, tenemos
que4BOE es isósceles y que]EBO = 108◦. Completamos ahora el pentágono regu-
larBOFGE. El criterio LAL de congruencia permite asegurar que4ABO ∼= 4CFO;
de esta relación se desprende la congruencia de4EAB y4GCF y llegamos así a que
EA = GC . De la igualdad anterior y dado que AC = OC = BO = BE = GE
se deduce fácilmente que el cuadrilátero ACGE es un paralelogramo: calcularemos a
continuación los ángulos interiores de este paralelogramo.

Supongamos que ]ACG = x; de este supuesto se sigue que ]AEG = x. Lue-
go, al ser AOB un triángulo isósceles con dos ángulos interiores de 78◦, se sigue que
]ABE = 30◦,]BEA = 108◦−x y]EAB = 42◦+x. Al considerar la congruencia
de los triángulos 4EAB y 4GCF llegamos a que ]GCF = 42◦ + x. La adyacencia
de los ángulos ACG, GCF , FCO y OCA permite plantear la ecuación

x+ (42◦ + x) + 78◦ + 60◦ = 360◦. (10)
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Al resolver (10) se obtiene que x = 90◦, de lo cual se desprende a su vez que los
cuatro ángulos interiores del cuadrilátero ACGE son rectos. La medida del ángulo
CAD se puede determinar ahora notando que ]ABD = 30◦ y que, consiguiente-
mente, 4EAB ∼= 4DBA; de esto se colige que ]CAD = ]ADB − ]ACD =
]BEA− 12◦ = 6◦.

Problema 10.4.24. SeanA yB dos puntos (distintos) del plano. Usando únicamente
un compás, indique cómo construir dos puntos I y H de tal modo que el cuadrilátero
ABIH sea un cuadrado.

Solución. Supongamos que AB = 2r > 0. Tracemos la circunferencia Γ1 con
centro en A y radio 2r y la circunferencia Γ2 con centro en B y radio 2r: denotemos
con C y F a los puntos de intersección de esas circunferencias. A partir del punto C
y, sin modificar la abertura del compás, marcamos sobre la circunferencia Γ2 los arcos
_
CD y

_
DE. Ahora bien, con una abertura del compás igual aCF = 2

√
3r, trazamos una

circunferencia con centro en A y una con centro en E; fijamos uno de los puntos en los
cuales se intersecan ambas circunferencias y lo denotamos con G (véase la figura). No
resulta difícil convencerse de que los puntosA,B yE son colineales, queG es un punto
sobre la mediatriz del segmento AE y que GB = 2

√
2r. Denotemos ahora con H a la

intersección de la circunferencia con centro B y radio GB con la semicircunferencia
superior de Γ1 y con I a la intersección de la circunferencia con centro A y radio GB
con la semicircunferencia superior de Γ2.

Afirmamos que ABIH es un cuadrado. En efecto: puesto que AB = BI = HA =
2r y 2

√
2r = GB = AI = BH se sigue que ]ABI = ]BAH = 90◦; para concluir

queHI = BA y que ] IHA = ]HIB = 90◦, basta con notar que con el criterio LAL
se puede fácilmente establecer que 4 IHA ∼= 4ABI (lo cual permite garantizar que
HI = BA, ] IHA = ]ABI = 90◦ y que ]HIB = 360◦ − 270◦ = 90◦).
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– NOTAS FINALES –

Desde el primer número de 2025 de la revista empezamos a manejar dos novedades
en esta sección de Tzaloa. La primera tiene que ver con la numeración de los problemas.
A cada problema de entrenamiento se le ha estado asociando un código el cual indica
su número progresivo dentro de la lista de problemas en la cual aparece y el número del
respectivo año en el que el problema puede hallarse. Por ejemplo, el problema 10.1.24
es el décimo problema en la lista de entrenamiento publicada en el primer número de
2024 de la revista. Invitamos a nuestros lectores a tomar en cuenta esta información al
nombrar los archivos en los que concentren las soluciones que planeen hacernos llegar
en lo sucesivo. La segunda novedad tiene que ver con las fuentes de los problemas. Aun-
que no sea del todo fácil determinar el origen de un problema dado, cuando contemos
con alguna nota o referencia bibliográfica puntual sobre un problema publicado en esta
sección, la compartiremos con los lectores en el número de la revista en el cual aparezca
la solución del problema. A continuación listamos los comentarios que tenemos sobre
los problemas planteados en el primer número de 2025.

H Problema 1.4.24. Este problema nos fue comunicado por el Profesor Eduardo Cas-
tillo Santos de la Universidad Juárez Autónoma de Tabasco.

H Problema 2.4.24. Este problema también fue sugerido por el Profesor Eduardo
Castillo Santos. En la solución que hemos expuesto se recurrió al Truco de Factorización
Favorito de Simon (TFFS). El artículo estelar del segundo número de 2025 de la revista
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Tzaloa trató precisamente sobre ese truco: exhortamos a los lectores que desconocen
el TFFS a que den un vistazo a dicho artículo. La información bibliográfica para dar
rápidamente con él es la siguiente:

• J. Hernández, El truco de factorización favorito de Simon. Tzaloa: Revista de la Olimpiada
Mexicana de Matemáticas, (2025), no. 2, pp. 1-18.

H Problema 3.4.24. Este problema es de la autoría del Professor Titu Andreescu de
la Universidad de Texas (sede Dallas) y apareció en el sexto número de 2016 de la revista
electrónica Mathematical Reflections.

Algunos autores conocen a la identidad

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ab− bc)

como la identidad de Gauss. Para aprender más sobre esta notable identidad se puede
consultar la sección 1.5 del libro “Álgebra” de Radmila Bulajich Manfrino, José Antonio
Gómez Órtega y Rogelio Váldez Delgado (Cuadernos de Olimpiadas de Matemáticas,
IMATE UNAM, 2014) o las págs. 4-5 de la subsección 1.1.1 de la obra “Productos no-
tables” del autor Miguel Ángel Yépez Veli (Colección de Olimpiadas Matemáticas de
Infinitum, Lima, Perú, octubre de 2025). Para aprender sobre la conexión entre la iden-
tidad de Gauss y la resolución de las ecuaciones de tercer grado el lector puede estudiar
cualquiera de los dos artículos que listamos en seguida:

• DesmondMacHale,My favourite polynomial. TheMathematical Gazette, Vol. 75 (June 1991),
pp. 157-165.

• José Leonardo Sáenz Cetina, Identidades para la resolución de ecuaciones cúbicas y cuárti-
cas. Miscelánea Matemática, Vol. 24 (1996), pp. 39-43.

H Problema 4.4.24. Este problema también se puede resolver recurriendo al teore-
ma de Dirichlet sobre números primos en progresiones aritméticas; sin embargo, una
solución mediante ese teorema requeriría considerar con detenimiento las distintas po-
sibilidades para los números a y b en lo que al signo concierne. Un libro espléndido para
estudiar la demostración del teorema de Dirichlet sobre números primos en progresio-
nes aritméticas es:

• Harold Davenport, Multiplicative number theory, 2nd edition. Graduate Texts in Mathema-
tics (Vol. 74), Springer-Verlag, 1980.

H Problema 5.4.24. Este problema lo hemos retomado del capítulo II (Acertijos geo-
métricos) del libro “Las nueve cifras, el cambiante cero y otros divertimentos matemá-
ticos” (Ed. Gedisa, 2007) del Profesor Bernardo Recamán Santos.

H Problema 6.4.24. La solución expuesta se debe a Malors Emilio Espinosa Lara
y la retomamos de un artículo publicado en febrero de 2016 en la revista electrónica
universo.math.

H Problema 8.4.24. Este bonito problema lo vimos por vez primera en “The art and
craft of problem solving” de Paul Zeitz (3rd edition, John Wiley & Sons, Inc., 2017, pp.

https://www.awesomemath.org/
https://universo.math.org.mx/2015-3/Baul-IV/baul-IV.html
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27-29); empero, es de mencionar que Zeitz señala como fuente del problema el examen
de la 54a. Olimpiada de Matemáticas de Leningrado la cual se celebró en el año de 1988.

H Problema9.4.24.Aun triángulo4AOC con un punto interiorD tal que]ACD =
12◦, ]COD = 18◦ y ]CAD = 6◦ se le conoce como triángulo de Mustafa Yağc, i: esta
configuración no es del todo infrecuente en problemas de geometría de calibre olímpico.
El capítulo 4 de “Rose thorns - Geometry jewels” de Stan Fulger (GIL Publishing Hou-
se, Zalau, Rumanía, 2019) está dedicado a problemas relacionados con el triángulo de
Mustafa Yağc, i.

H Problema 10.4.24. Con este problema se ilustra un resultado muy notable al cual
se le conoce como teorema de Mohr - Mascheroni: toda construcción de la geometría
euclidiana que se puede realizar con regla y compás también se puede llevar a cabo usando
un compás solamente. Una demostración del teorema de Mohr - Mascheroni se puede
encontrar en el artículo:

• Norbert Hungerbühler, A short elementary proof of the Mohr - Mascheroni theorem. The
Amer. Math. Monthly, Vol. 101 (October 1994), pp. 784-787.

¡HASTA LA PRÓXIMA, ESTIMADOS LECTORES!



39 Concurso Nacional
Preuniversitario de la
Olimpiada Mexicana de
Matemáticas

Información general

Del 16 al 21 de noviembre de 2025 se realizó en la ciudad de Oaxtepec, Morelos, el
39 Concurso Nacional Preuniversitario de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas.∗

Día 1

Problema 1. Sea ABCD un paralelogramo. La circunferencia de diámetro BD corta
a las rectas AD y DC en los puntos E y F , respectivamente, con E y F distintos de
D. La recta EF interseca a los lados BA y BC en los puntos P y Q, respectivamente.
Demuestra que el centro de la circunferencia que pasa por los puntos B, P yQ, está en
la recta BD.

Problema 2. Sea n ≥ 4 un entero. Encuentra todas las sucesiones de números reales

∗Previamente conocido únicamente como “Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de Matemáti-
cas”, a partir de este año se renombra de forma oficial para evitar confusiones con los otros concursos nacio-
nales de la OMM.

34
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(x1, x2, . . . , xn) tales que se satisfacen simultáneamente las siguientes ecuaciones:

x31 + x2 = x2x3 + 1

x32 + x3 = x3x4 + 1

...

x3n + x1 = x1x2 + 1

Problema 3. Sea n un entero positivo. Considera un tablero de 2× n dividido en cua-
drados de 1× 1. Cada uno de los cuadrados se etiquetan con un número entero distinto
elegido de entre el 1 al 2n, utilizando cada número exactamente una vez.

Definimos un camino en la cuadrícula etiquetada como una sucesión de cuadrados,
de manera que cada par de cuadrados consecutivos comparten un lado en la cuadrícula,
y que nunca visita un cuadrado más de una vez. Un camino es ascendente si las etiquetas
de los cuadrados visitados están en orden creciente (es decir, si el camino pasa por el
cuadrado etiquetado i y luego visita el cuadrado etiquetado j, entonces i < j). Por
último, un camino es completo si inicia en el cuadrado etiquetado como 1 y termina en
el cuadrado etiquetado como 2n.

Para cada uno de los etiquetados del rectángulo de 2 × n se calcula el número de
caminos ascendentes completos. Determina el máximo de estos números en términos
de n.

Nota. En el siguiente tablero de 2 × 5, el camino 1, 3, 8, 10 es un camino ascendente
completo.

4

7

2

9

5

1

8

3

10

6

Día 2
Problema 4. A Lalo le regalaron una red mágica, como la que se muestra en la figura.
La red consta de 20 vértices unidos por algunas aristas. Lalo coloca, de una en una,
hormigas en los vértices de la red. Las hormigas caminan sobre las aristas, y al hacerlo,
la arista recorrida va desapareciendo. Lalo tiene n hormigas y juega colocándolas de la
siguiente manera:

1. Coloca una hormiga sobre un vértice y ésta camina libremente hasta que Lalo
decide retirarla al llegar a algún vértice. Después, coloca la siguiente hormiga.

2. Cada hormiga recorre al menos una arista.

3. No hay tres hormigas que recorran la misma cantidad de aristas de la red mágica.



36. 39.º Concurso Nacional Preuniversitario

Lalo usó cada una de sus hormigas exactamente una vez, y al terminar, la red mágica
había desaparecido completamente. ¿Cuál es el mayor número de aristas que pudo haber
recorrido una hormiga de Lalo?

b b

b

b

b

b

b

b b

b

b b

b

b

b

b b

b

b

b

Problema 5. Determina para cuáles enteros positivos n ≥ 3 existen n números primos,
no necesariamente distintos, p1, p2, . . . , pn tales que

p1p2 + 1, p2p3 + 1, . . . , pn−1pn + 1 y pnp1 + 1

son todas potencias perfectas.
Nota. Una potencia perfecta es un número de la forma ak donde a y k son enteros

positivos con k ≥ 2.

Problema 6. Sea ABC un triángulo y sea I el excentro opuesto a A. La perpendicular
aAI por I interseca a las rectasAB yAC enE y F respectivamente. La circunferencia
ωB es tangente a EF y a AB en B de modo que está en el exterior del triángulo AEF .
Análogamente, la circunferencia ωC es tangente a EF y a AC en C de modo que está
en el exterior del triángulo AEF . La recta IB corta de nuevo a ωB en X y la recta IC
corta de nuevo a ωC en Y .
Sea ωA el excírculo del triángulo AEF opuesto al vértice A. Prueba que la reflexión de
ωA con respecto a EF es tangente a XY .
Nota: El excentro opuesto aA es la intersección de las bisectrices de los ángulos externos en
B y C .

Soluciones
Solución 1. Sea O el centro de la circunferencia de diámetro BD y denotemos por R
al punto de intersección del circuncírculo de BPQ con BD. Notemos que

α = ]DBC = ]EDB,

usando las paralelas AD y BC , mientras que ]EFB = ]EDB = α usando el cíclico
EDFB.
Por otro lado, usando estas mismas ideas, se cumple que

β = ]FDB = ]DBA = ]PQR,
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pero ahora usando el cíclico PRQB.
Finalmente, si γ = ]CBF , entonces α + β + γ = 90◦ utilizando el triángulo BDF ,
pues]BFD = 90◦ debido a queBD es diámetro. Como]BQE = α+γ, porque es un
ángulo externo del triánguloBQF , entonces se tendrá que]BQR = α+β+γ = 90◦,
de donde BR es el diámetro del circuncírculo del triángulo BPQ. En conclusión, el
circuncentro del triángulo BPQ está alineado en el diámetro BD.

Solución 2. Definimos por conveniencia xn+k = xk . Restamos xk+1+1 de la ecuación
x3k + xk+1 = xk+1xk+2 + 1 para obtener

(xk − 1)(x2k + xk + 1) = x3k − 1 = xk+1xk+2 − xk+1 = xk+1(xk+2 − 1)

SeaM = (x1−1)(x2−1) · · · (xn−1). Multiplicando estas n ecuaciones obtenemos

M(x21 + x1 + 1)(x22 + x2 + 1) · · · (x2n + xn + 1) = x1x2 · · ·xnM.

Si xk 6= 1 para todo índice k tenemos M 6= 0 y podemos dividir entre M para
obtener

(x21 + x1 + 1)(x22 + x2 + 1) · · · (x2n + xn + 1) = x1x2 · · ·xn.

Ahora, x2+1 > 0 ⇒ x2+x+1 > x y x2+2x+1 = (x+1)2 ≥ 0 ⇒ x2+x+1 ≥ −x
para todos los reales x, por lo que x2 + x+ 1 ≥ |x| con igualdad solo si x = −1.

Entonces

x1x2 · · ·xn ≤ |x1x2 · · ·xn| ≤ (x21+x1+1)(x22+x2+1) · · · (x2n+xn+1) = x1x2 · · ·xn
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y se deben dar todas las igualdades, esto es, x1 = x2 = · · · = xn = −1. Pero entonces
−2 = x31 + x2 = x2x3 + 1 = 2, una contradicción.

Así que para algún índice k deberá suceder que xk = 1. Sin pérdida de generalidad
supongamos xn = 1. Entonces

x3n−2 + xn−1 = xn−1xn + 1 = xn−1 + 1

⇒ x3n−2 = 1 ⇒ xn−2 = 1.

Si n es impar tendremos x1 = x3 = · · · = xn−2 = xn = 1 y entonces x2 = x4 =
· · · = xn−1 = x−1 = x1 = 1. La n-tupla (1, 1, . . . , 1) será la única solución al sistema
de ecuaciones.

Si n es par tendremos x2 = x4 = · · · = xn−2 = xn = 1. Las ecuaciones x3k +
xk+1 = xk+1xk+2 + 1 con k par se cumplen trivialmente. Las ecuaciones con k impar
se convierten en x3k + 1 = xk+2 + 1 y por tanto equivale a x3k = xk+2.

Seam =
n

2
. Entonces

x3
m

1 = x3
m−1

3 = · · · = x3
2

n−3 = x3n−1 = x1.

Si x1 = 0, tendremos xn−1 = xn−3 = · · · = x3 = 0 también, lo cual nos da las
soluciones (1, 0, 1, 0, · · · , 1, 0) y (0, 1, 0, 1, · · · , 0, 1). De otra manera, x3

m−1
1 = 1.

Si |x1| < 1, 1 = |x1|3
m−1 < 1, una contradicción, y si |x1| > 1, 1 = |x1|3

m−1 > 1,
una contradicción. Entonces |x1| = 1 ⇒ x1 = 1,−1.

Six1 = 1, llegamos a la solución (1, 1, . . . , 1), y six1 = −1 llegamos a las Soluciones

(1,−1, 1,−1 . . . , 1,−1), y (−1, 1,−1, 1, . . . ,−1, 1).

Solución 3. Identificaremos cada cuadrado con su etiqueta, siendo así el cuadrado i es
el que esta etiquetado con i. Para cada 1 ≤ i ≤ 2n, definimos ci como el número de
caminos ascendentes que inician en 1 y terminan en i. En particular, c1 = 1 (el camino
de sólo estar en 1) y queremos encontrar el mayor valor de c2n.

Primero veremos que las cuadrículas en las que el 1 y 2n están ambos en columnas
opuestas (considerando columnas las de tamaño 2 como en el dibujo) son las que pueden
maximizar c2n.

Veamos que si 1 y 2n no están acomodados así entonces hay un acomodo con un
valor de c2n mayor o igual a este. Tomemos un acomodo donde el 1 no esta en una de
las columnas de los extremos del rectángulo. Si 2n es el que no esta en el extremo la
demostración es análoga.

Sin pérdida de generalidad asumamos que 1 esté en la fila inferior y que 2n no se en-
cuentre al lado izquierdo del 1 (es posible que se encuentra encima), esto pues podemos
rotar o reflejar la cuadrícula y la cantidad de caminos es la misma. Sea u el cuadrado
que se encuentra directamente a la izquierda de 1. Entonces veremos que podemos con-
siderar la siguiente manera de etiquetar y veremos que tiene mas caminos ascendentes
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completos. Tomamos los cuadrados con las etiquetas 1, 2, . . . u − 1 y reetiquetamos,
en ese mismo orden con las etiquetas 2, 3, . . . u. Por último, reetiquetamos a u con la
etiqueta 1.

Notemos que este proceso no afecta la ascendencia de caminos que no pasaban por
u, y en la nueva forma de etiquetar podemos añadirles el nuevo cuadrado 1 pues el 1 es
vecino del 2 (pues u y 1 eran vecinos). Y por lo tanto podemos emparejar caminos as-
cendentes completos que no pasaban por u con nuevos caminos ascendentes que inician
con 1, 2.

Por otro lado, los caminos ascendentes completos que pasaban por u pueden ser
emparejados con algunos de los caminos ascendentes que ahora inician en 1 y no pasan
por el 2, quitando en el nuevo etiquetado el 2 del inicio. Con esto sabemos que nuestro
reetiquetado tiene un numero mayor o igual de caminos ascendentes completos. Este
proceso lo podemos repetir a menos que 1 este en la columna del extremo izquierdo, y
2n en el derecho. Por lo que el valor máximo de c2n se logra en esta configuración.

Con esto veremos que el máximo valor posible de c2n para el acomodo cuando 1 y
2n estan en columnas en los extremos opuestos es fn, el n-ésimo número de Fibonacci.
Veremos por inducción que esto es cierto. Como caso base consideramos n = 1, 2, los
cuales es sencillo ver que cumplen, pues solo hay 1 camino para n = 1, y para n = 2 a
lo mucho hay 2 caminos entre 2 cuadrados distintos.

Para el paso inductivo vimos que basta considerar cuadrículas en las que 1 es el
cuadrado inferior izquierdo, y el valor 2(n+1) está en la columna de extrema derecha.
Consideremos al 1 y a sus vecinos a y b donde a esta encima de 1. Sea c el vecino común
de a y b. Y sean d el otro vecino de c y e el otro vecino de b. Dividiremos en dos casos
cuando b < c y cuando c < b.

Primero veamos cuando b < c. Entonces los caminos ascendentes completos pueden
iniciar con 1, b o con 1, a, c, e, pues no puede haber c, b (es posible que a > c o c > e,
pero esto solo reduce el numero de caminos ascendentes completos). Por la hipótesis de
inducción en el rectángulo de 2× n los caminos del b al 2n que son ascendentes son a
lo mucho fn y en el rectángulo de 2 × (n − 1) del e al 2n son a lo mucho fn−1 por lo
tanto los caminos ascendentes completos son a lo mucho fn + fn−1 = fn+1.

Si c < b entonces los caminos ascendentes completos pueden iniciar con 1, a, c o
1, b, d. Por lo que de manera análoga al caso anterior si contamos los caminos de c a 2n
y de d a 2n a lo mucho hay fn+1. Lo que termina la induccioń.

Para ver que el máximo se alcanza tenemos el siguiente acomodo, acomodando en
orden de zig-zag las etiquetas 1, 2, · · · .

1

2

4

3

5

6

8

7

9

10

· · ·

· · ·

Para ver que funciona lo probamos por inducción. Es claro paran = 1, 2. Para el paso
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inductivo vemos que los caminos empiezan por 1, 2, 3 o 1, 4, 5 y los caminos ascendentes
en estos casos son exactamente los de n mas n− 1 pues en estos rectángulos el 3 y el 5
funcionan como el 1 pues son los menores en sus respectivos rectángulos. Por lo tanto
por inducción tenemos que los caminos ascendentes son fn−1 + fn = fn+1.

Solución 4. Primero notemos que hay 20 vértices y 30 aristas. Sean L1, L2, · · · , Ln las
longitudes de los n recorridos de las hormigas.

Notemos que de cada vértice salen exactamente 3 aristas las cuales todas deben
ser parte de algún recorrido. Por lo anterior en cada vértice necesariamente tiene que
haber 1 o 3 extremos de algún trayecto. Como en cada vértice hay al menos un trayecto
que inicia o termina ahí y todas las aristas deben ser recorridas, podemos afirmar que
la cantidad de hormigas tiene que ser al menos la mitad de la cantidad de vértices de

donde n ≥ 20

2
= 10.

Ahora, supongamos que hay 11 omás hormigas y seanL1, L2, · · ·L11 las longitudes
de 11 de los trayectos. Como cada trayecto es al menos de longitud 1 y no hay 3 iguales,
se sigue que la suma de los trayectos Sn es mayor o igual a:

Sn ≥ L1 + L2 + · · ·+ L11 ≥ 1 + 1 + 2 + 2 + · · ·+ 5 + 5 + 6 = 36

Que es una contradicción ya que la suma de todos los trayectos debe ser igual a la suma
de todas las aristas (se recorren todas), Sn = 30. Por lo tanto, n = 10.

Suponiendo que algún Li ≥ 6, los otros nueve sumarán al menos 1 + 1 + 2 + 2 +
3 + 3 + 4 + 4 + 5 = 25 por lo que Sn ≥ 31 que es un absurdo. Se sigue entonces que
las 10 hormigas deben tener recorridos de longitudes {1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5}. Falta
solamente dar algún acomodo posible y la respuesta es 5.

Solución 5. Los primos requeridos existen para n par, ya que podemos colocar p1 =
p3 = · · · = pn−1 = 2 y p2 = p4 = · · · = pn = 13 para obtener 27, 27, . . . , 27, 27, que
es 33, una potencia perfecta.
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Los primos requeridos no existen para n impar.
Pintemos a los números primos 1 mód 4 de rojo y a los números primos−1 mód 4

de azul. Pintemos a 2 de azul también.
Probaremos lo siguiente: no existen dos números primos del mismo color p y q tales

que pq + 1 es una potencia perfecta.
Esto fuerza a pi y pi+2 a tener el mismo color, pues pi+1 tiene el color opuesto. Pero

entonces, si n es impar, p1, p3, . . . , pn tienen el mismo color pero p1 y pn deben tener
colores opuestos, lo cual es una contradicción y acaba el problema.

Procedamos por contradicción y supongamos que existen dos primos p, q del mismo
color tales que pq + 1 es una potencia perfecta.

Caso 1: p y q son impares.
Tenemos pq + 1 = ak con a par. Como k ≥ 2, 4 divide a 2k que a su vez divide a

ak . Pero pq ≡ (1)2 ≡ (−1)2 ≡ 1 mód 4 por lo que ak = pq + 1 ≡ 2 mód 4, una
contradicción.

Caso 2: p = q = 2. Aquí, 2 · 2 + 1 = 5 no es una potencia perfecta.
Caso 3: Uno de p, q es 2 y el otro es impar.
Sin pérdida de generalidad supongamos q = 2 y que p es impar. Adicionalmente,

como p es del mismo color que 2, p ≡ −1 mód 4. Tendremos

2p+ 1 = ak ⇒ 2p = ak − 1 = (a− 1)(ak−1 + ak−2 + · · ·+ a+ 1).

Como a > 2 ya que a es impar, los dos factores son mayores a 1. Adicionalmente

a− 1 < a+ 1 ≤ ak−1 + ak−2 + · · ·+ a+ 1,

así que forzosamente debemos tener a− 1 = 2 y ak−1 + ak−2 + · · ·+ a+ 1 = p. Por
lo tanto,

p = 3k−1 + 3k−2 + · · ·+ 3 + 1 ≡ 1 + 1 + · · ·+ 1 + 1 ≡ k mód 2,

lo cual implica que k es impar.
Tenemos 32 ≡ 1 mód 4, así que

p = 3k−1 + 3k−2 + · · ·+ 3 + 1 ≡ 1 + 3 + · · ·+ 3+ ≡ 2k − 1 mód 4,

pero entonces 4|2k y por tanto 4pt2|k, lo cual es una contradicción.

Solución 6. ComoAI es altura y bisectriz del triánguloAEF , tendremos que es isósce-
les con eje de simetría AI . Por lo tanto, su excírculo ωA es tangente a EF en su punto
medio, I . Sea ψ la reflección de ωA sobre EF . Tendremos que ψ también es tangen-
te a EF en I . Sean OA, OB , OC y O′

A los centros de las circunferencias ωA, ωB , ωC

y ψ, respectivamente. Tendremos que OB , E y OA son colineales ya que yacen so-
bre la bisectriz externa de ∠AEF . Análogamente, OC , F y OA son colineales. Sean
2α = ∠BAC, 2β = ∠CBA y 2γ = ∠ACB. Tendremos

2α+ 2β + 2γ = 180◦ ⇒ α+ β + γ = 90◦.
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Lema: Existe un punto ZB sobre ψ tal que XZB es una tangente común de ωB y
ψ, y que además obedece ∠IO′

AZB = 180◦ + γ − β, donde el ángulo se toma contra
las manecillas del reloj.

Demostración: Sea P el punto de tangencia de ωB conEF ;R, el punto de tangen-
cia de ωA con AE, y Q la reflexión de R sobre EF . Tendremos que EQ es tangente a
ψ en Q. Tenemos ∠PEQ = ∠PER = ∠BEI , PE = BE y EQ = EI , por lo que
PEQ y BEI son congruentes por LAL. Sea S la intersección de PQ con IB. Como
∠SBE = 180◦−∠EBI = 180◦−∠EPS, S está sobre el circuncírculo de PEB. Aná-
logamente, S está sobre el circuncírculo de QEI . Como ∠OBPE = ∠OBBE = 90◦
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por las tangentes, tenemos que OB está sobre el circuncírculo de PEB también. En-
tonces por ángulos inscritos ∠OBSE = 90◦. Análogamente ∠O′

ASE = 90◦, y en-
tonces S está sobre la línea OBO′

A. Por los mismos pentágonos inscritos, tendremos
∠OBSP = ∠OBEP = ∠OAEI = ∠O′

AEI = ∠O′
ASI . Sea Z la segunda intersec-

ción de PQ con ψ. Como OBO′A es la bisectriz externa de ∠PSI , el reflejo de PZ
sobre OBO′A es XI . Como P y Z se reflejan a puntos sobre ωB y ψ, sucede que el
reflejo de P esX y el reflejo de I es Z . Como PI es una tangente común y la reflección
por OBO′

A conserva a ωB y ψ, XZ también es una tangente común. Sabemos que

∠IPQ = ∠EPQ = ∠EBI =
1

2
(180◦ − ∠CBA) = 90◦ − β.

Como AEF es isóceles, ∠FEA = 90◦ − α. Entonces

∠IEQ = ∠REI = 180◦ − ∠IEB = 180◦ − ∠FEA = 90◦ + α

Como EQI es isóceles, ∠QIE = 90◦ − ∠IEQ
2 = 45◦ − α

2 . Entonces

∠IQZ = ∠IPQ+ ∠QIP = 135◦ − α

2
− β

Por ángulos central-inscrito,

∠IO′
AZ = 2∠IQZ = 270◦ −α− 2β = 180◦ +(α+β+ γ)−α− 2β = 180◦ + γ−β

así que Z = ZB es el punto adecuado.
Análogamente, existe un punto ZC sobre ψ tal que Y ZC es una tangente común de ωC

y ψ que obedece ∠IO′
AZC = 180◦ + β − γ, donde el ángulo se toma a favor de las

manecillas del reloj. Pero esto a su vez implica que ∠IO′
AZB = ∠IO′

AZC , y como son
puntos sobre ψ, esto implica que ZB = ZC = Z , y la tangente a ψ por Z esXY , como
se quería.



40.ª Olimpiada Iberoamericana
de Matemáticas

Información general
Del 21 al 29 de septiembre de 2025 se realizó en Araucanía, Chile, la 40.ª Olimpiada

Iberoamericana de Matemáticas en la que México obtuvo como resultados:

Sebastián Montemayor Trujillo - Medalla de oro

Iker Torres Terrazas de Chihuahua - Medalla de plata

Takumi Higashida Martínez - Medalla de plata

Javier Caram Quirós - Medalla de plata

Día 1
Problema 1. Una sucesión de números reales a1, a2, . . . se llama mapuche si a1 > 0 y
además para todo n ≥ 2 se tiene que

a1a2 · · · an = a1 + a2 + · · ·+ an−1.

¿Cuál es la máxima cantidad de enteros que puede tener una sucesión mapuche?
Nota. El producto tiene n factores y la suma tiene n− 1 sumandos.

Problema 2. Se tiene un tableron×n dividido enn2 casillas conn ≥ 3. Inicialmente, se
elige una casilla y se colocan en ella n2 monedas. Un movimiento consiste en elegir una
casilla que contenga al menos dos monedas y desplazar dos de ellas hacia dos casillas
que sean simétricas con respecto a la casilla elegida y compartan al menos un vértice
con ella.

Si después de varios movimientos resulta que en cada casilla del tablero hay exacta-
mente una moneda, demostrar que la cantidad de movimientos realizados del tipo 3 es
igual a la cantidad de movimientos realizados del tipo 4.

44
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Problema 3. Sean b y n enteros positivos con b ≥ 2. Se define sb(n) como la suma de
las cifras de n expresado en base b. ¿Existe algún entero n ≥ 2 tal que

s2(n) ≥ s3(n) ≥ · · · ≥ s2025(n)?

Nota. Las cifras de n expresado en base b son los números enteros a0, a1, . . . , ak tales
que n = a0 + a1b + a2b

2 + · · · + akb
k con ak 6= 0 y 0 ≤ ai ≤ b − 1 para todo

i ∈ {0, 1, . . . , k}.

Día 2
Problema 4. Encontrar todas las parejas de números primos (p, q) con p > q > 1,
tales que

(p− q− 1)3 +(p− q)3 + · · ·+(p− 1)3 + p3 + · · ·+(p+ q)3 +(p+ q+1)3 = (3pq)2.

Nota. El miembro de la izquierda de la igualdad tiene 2q + 3 sumandos, los cuales son
cubos de números consecutivos.

Problema 5. El triángulo ABC es acutángulo con AB < AC . Sean ω la circunferen-
cia inscrita del triángulo ABC y Γ su circunferencia circunscrita. Sea D el punto de
tangencia de ω con el lado BC y sea L el punto de ω diametralmente opuesto a D. La
recta AL corta al lado BC en el punto E. Sea N el punto medio del arco BC de Γ que
contiene a A. La rectaNL corta de nuevo a ω en el puntoK . Demostrar que los puntos
A,N,E,K están en una misma circunferencia.

Problema 6. Un sultán tiene capturados a 23 magos y les propone un juego para de-
jarlos libres. El sultán les dice que va a construir 11 pozos, numerados del 1 al 11, y
una torre. Dentro de cada pozo pondrá a dos magos y pondrá al restante en la torre.
A cada mago en los pozos le pondrá un sombrero de uno de cuatro colores, y al de la
torre le pondrá un sombrero de uno de 2025 colores. Ningún mago sabrá el color de su
sombrero.

Cada mago en un pozo sabrá el número del pozo en el que está y verá únicamente
el sombrero del mago de la torre y el del mago con el que comparte pozo. El mago de
la torre conocerá el número de cada pozo y podrá ver los sombreros de todos los demás
magos.

En un momento dado, cada mago dirá simultáneamente “El color de mi sombrero es
X”. Si al menos un mago acierta, todos ganan. ¿Pueden asegurar la victoria diseñando
una estrategia previa?
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Soluciones
Solución 1. La respuesta es 4, y para verificarlo observemos que a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2
y a4 = 2 es una sucesión mapuche válida. Solo nos falta ahora demostrar la imposibili-
dad de que haya más de 4.

Dado que

an =
a1 + a2 + · · ·+ an−1

a1a2 · · · an−1
,

una sustitución recursiva y simplificación nos arrojan

an = 1 +
1

a1 + a2 + · · ·+ an−3
.

Lo anterior nos permite ver que todos los términos serán positivos, y además a2 =
a1/a1 = 1.

De este modo, si tenemos n ≥ 5 o más términos,

1 < an = 1 +
1

a1 + a2 + · · ·+ an−3

pero la expresión anterior es, a su vez, menor que 1
a1+1 < 2 pues estamos reduciendo

el donominador. Concluimos que 1 < an < 2 y por tanto an no será un entero.

Solución 2. Comencemos demostrando el lema: “para lograr el objetivo, C debe ser
la casilla central”. Si numeramos las columnas de 1 a n, y a cada moneda le damos
asignamos valor de la columna en la que se encuentre, la suma de valores de todas las
monedas es invariante respecto de las cuatro operaciones. Si la casilla inicial está en la
columna k, entonces la suma inicial de todo el tablero es k · n2. Sin embargo, al lograr
que todas las columnas tengan n monedas, la suma total será

(
n(n+1)

2

)
· n por lo que

los valores solo coinciden cuando k = n+1
2 . Aplicando un razonamiento similar con

renglones, podemos deducir que la única posibilidad es que C sea la casilla central.
Ahora, para la solución completa, en la casilla (x, y) anotamos el valor xy, con 1 ≤

x, y ≤ n. Para cada moneda, anotamos el valor puesto la casilla en la que se encuentra.
Si sumamos todos los valores así obtenidos (si hay varias monedas en una casilla, se

cuentan múltiples veces), obtenemos un valor total S.
Observemos que los movimientos horizontal y vertical no alteran el valor de S, los

de tipo 3 cambian S por S + 2 y los de tipo 4 cambian S por S − 2.
En la configuración inicial, la suma total esn2

(
n+1
2

)2 (aquí estamos usando el lema),
mientras que en la configuración final la suma es (1+2+· · ·+n)2. Ambas expresiones se
pueden simplificar para ver que son exactamente iguales, por lo que eso solo es posible
cuando la cantidad de movimientos tipo 3, es igual que la cantidad de movimientos de
tipo 2.



40.ª Olimpiada Iberoamericana de Matemáticas 47.

Solución 3. No existe tal entero.
Primero observemos que para todos los enterosn, b, k, con b ≥ 2 se cumple sbk(n) >

sb(n), dado que la expresión en base b4 de n se obtiene de la expresión en base b hacien-
do bloques de k dígitos, y considerando cada bloque como “un solo dígito”. La igualdad
se obtiene si y solo si los dígtos de la expresión en base bk son más pequeños que b, esto
es, cuando los dígitos no nulos de la expresión de n en base b aparecen en las posiciones
correspondientes a potencias de bk .

Los casos n ≤ 5 se pueden verificar directamente, por lo que consideremos n ≥ 6,
con

s6(n) = s62(n) = s63(n), s12(n) = s122(n) = s123(n).

En caso de que hubiera algún numero con esa propiedad, todos los dígitos no nulos
de las expresiones de n en base 6 y base 12 corresponderían a potencias de 66 y 126 de
forma respectiva. Sim ≡ n (mód 6) entonces sb(n−m) = sb(n)−m para todo b ≡ 0
(mód 6). Así, sin pérdida de generalidad, podemos suponer n ≡ 0 (mód 6) y por tanto
n ≡ 0 (mód 66).

Sea r = ν2(n) y sea t = ν3(n). Observemos que ambos números son almenos 6.
Si el menor dígito no nulo de las expresiones de n en base 6 y base 12 corresponden a
66u y 126v , entonces en base 6, el dígito d6 está entre 1 y 5 y, llevando este dígito a 0
(por ejemplo restando d6 · 66u de n), se obtiene un número que es múltiplo de 66(u+1).
Cuando comparamos las potencias mayores de 2 y 3 que dividen a d6 · 66u y a 66(u+1)

podemos concluir
6u ≤ r ≤ 6u+ 2, 6u ≤ t ≤ 6u+ 1.

Sin embargo, el menor dígito no nulo d12 está entre 1 y 11, por lo que al restar
nd12 · 126v se obtiene un múltiplo de 126(v+1). Así,

12v ≤ r ≤ 12v + 3, 6v ≤ t ≤ 6v + 2.

Finalmente, podemos llegar la contradicción notando que u = bt/6c = v pero
12u = 12v ≤ r ≤ 6u+ 2, por lo que u < 1 que contradice r ≥ 6.

Solución 4. En el problema aparece una suma de cubos consecutivos, por lo que trae-
mos a la memoria la fórmula

13 + 23 + . . .+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
.

En particular, 13 + 23 + · · ·+ 93 = (3 · 3 · 5)2 = 2025, por lo que (p, q) = (5, 3) es
una solución.

Ahora, la suma planteada es una suma de cubos consecutivos, que podemos expresar
como

(p+ q + 1)2(p+ q + 2)2

4
− (p− q − 2)2(p− q − 1)2

4
= 9p2q2.
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Tenemos entonces una diferencia de cuadrados, que al factorizar y simplificar, re-
sulta

(2q + 3)(p2 + q2 + 3q + 2) = 9pq2.

Denotemos como A = 2q + 3 y B = p2 + q2 + 3q + 2 = p2 + (q + 1)(q + 2).
Observemos que ese producto es múltiplo de 3, por lo que alguno de los factores debe
ser múltiplo de 3.

Si q = 2, la expresión anterior se reduce a la ecuación cuadrática 7p2−36p+84 = 0
que no tiene solución real. Por ello solo necesitamos considerar q ≥ 3.

Cuando A es múltiplo de 3, entonces 2q es múltiplo de 3 y por tanto q es múltiplo
de 3, lo cual solo sucede cuando q = 3.

Por otro lado, si B es múltiplo de 3, dado que p > q ≥ 3, tenemos p2 ≡ 1 (mód 3),
de modo que (q + 1)(q + 2) ≡ q2 + 3q + 2 ≡ 2 (mód 3), así q2 + 3q = q(q + 3) ≡ 0
(mód 3) y por tanto q ≡ 0 (mód 3). Esto solo puede suceder cuando q = 3.

Finalmente, si q = 3 la expresión AB = 9pq2 se convierte en 9B = 81p que da
lugar la cuadrática p2 − 9p + 20 = 0 que tiene soluciones p = 4, p = 5, pero al ser p
un número primo, necesariamente p = 5. Concluimos así que (p, q) = (5, 3) es la única
solución.

Solución 5. Denotemos porM al punto medio de BC , T a la intersección de AE con
MN y por J a la proyección de N en DL.

Un teorema conocido establece que EC = BD siendo E el punto de contacto de la
circunferencia excrita por BC y asíM también es punto medio de DE.

Como A, J,N, T, I están en la circunferencia de diámetro JT , se tienen las igual-
dades de ángulos

∠AJD = ∠AJI = ∠ATI = ∠AED.

Lo anterior muestra que AJED es un cuadrilátero cíclico y, por potencia de un punto,
AL · LE = JL · LD. Además ∠LKD = 90◦, por lo que J,N,M,D,K están en la
circunferencia de diámetro ND y, nuevamente por potencia de un punto, JL · LD =
NL · LK , por lo que podemos deducir

AL · LE = NL · LK.

Lo anterior es suficiente para garantizar que A,N,E,K son cíclicos.

Solución 6. Los magos siempre pueden garantizar la victoria.
Primero observemos que, si en vez de cuatro colores, solo hubieran dos, los magos

pueden ganar siempre. Digamos que los magos son A y B. La estrategia A dice el color
de B y B dice el color que no es el de A es ganadora, ya que cuando ambos magos tienen
el mismo color, A acierta el color de su sombrero, mientras que en caso contrario, B
acierta el color de su sumbrero.

Procedemos a la solución general. Vamos a establecer una condificación con núme-
ros binarios. Para representar los cuatro colores de los magos, necesitamos dos “cifras
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binarias” (es decir, dos bits). Para representar los 2025 colores posibles para la torre, ne-
cesitamos 11 bits, ya que 211 es la menor potencia de 2 mayor a 2025. El problema se
traduce, entonces, en adivinar un número, en vez de un color.

Dentro de cada pozo, aplicando la estrategia mencionada arriba, sobre el primer bit
de sus sombreros (que solo tiene 2 opciones), siempre habrá alguno de ellos que acierte
en el primer bit.

Ejemplo. Supongamos que A = 10 y B = 01. Los primeros bits son res-
pectivamente 1 y 0. Entonces A va a decir 0 (el primer bit de B), mientras
que B va a decir 0 (el contrario de A). En este caso, B acierta a su primer
bit, tal y como habíamos mencionado: cuando son distintos, B es el que
acierta.

Ahora, los magos en el k-ésimo pozo se fijan en el k-esimo bit del número corres-
pondiente al mago de la torre (observemos que, convenientemente, son 11 pozos y hay
11 bits). Y entonces:

Si el mago de la torre tiene un 0, asumen que ellos dos coinciden en el segundo
bit (y por tanto dicen ambos, al mismo tiempo, el segundo bit de su compañero).

Si el mago de la torre tiene un 1, asumen que tienen diferente el segundo bit (y por
tanto dicen ambos, al mismo tiempo, el contrario al segundo bit de su compañero).

Esta estrategia garantiza que ambos aciertan el segundo bit de forma simultánea, o que
ambos fallan en adivinar el segundo bit de forma simultánea.

Ejemplo. Continuando con el ejemplo anterior:

Si en la torre indican 0, entonces asumen que tienen igual el segundo
bit. Así,A cree que tiene 1 (porque el segundo bit deB es 1) y dirá que
su número es 01, mientras que B creerá que el suyo es 0 (porque el
segundo bit deA es 0) y dirá que su propio número es 00. Observemos
que ambos han fallado en adivinar su segundo bit.

Ahora, si en la torre indican 1, supondrán que tienen uno diferente
al de su compañero. Así, A cree que tiene 0 y dirá que su número es
00, mientras que B cree que el suyo es 1 y dirá que su número es 01.
Observemos que ambos han acertado en adivinar su segundo bit.

Cuando ambos aciertan el segundo bit, como alguno de ellos necesariamente había
acertado su primer bit, ha logrado adivinar su número. Por tanto, necesitamos conside-
rar el caso en que los 11 pares de magos, se equivoquen simultáneamente al tratar de
adivinar su segundo bit.

En este caso, el mago de la torre puede adivinar el suyo, seleccionando para su k-
ésimo bit, lo que haría que en el pozo k se equivoquen. Es decir, si en el pozo k tienen
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un segundo bit igual, los magos decidieron erróneamente que eran distintos, por lo que
el k-ésimo bit del mago de la torre es 1, mientras que si en el pozo k tienen un segundo
bit distinto, se equivocaron al afirmar que eran iguales y, por tanto, el k-ésimo bit en la
torre es 0.

Con esta estrategia, en el caso de que todos los magos de los pozos fallen, el de la
torre acertará su número y, de todas formas, ganarán los magos.



5.ª Pan American Girl’s
Mathematical Olympiad

La 5.ª Pan-American Girl’s Mathematical Olympiad (PAGMO) se realizó del 26 de
octubre al 1 de noviembre de 2025. en la ciudad de Fortaleza, Brasil. En esta olimpiada
participan 60 estudiantes de 15 países, con edades entre 14 y 17 años. La prueba consiste
de dos pruebas de tres problemas cada uno.

La delegación Mexicana estuvo integrada por

Camila Muñoz Cortés (Tlaxcala).

Dana Karen Medina González (Yucatán).

Elisa María Villareal Corona (Ciudad de México).

Maia Berenice Díaz Mondragón (Morelos).

Todas ellas tuvieron una participación destacada, logrando que México ocupe el se-
gundo lugar en la competencia, después de Perú. Dana Karen obtuvo una medalla de
oro, Elisa María y Camila lograron medallas de plata y Maia Berenice obtuvo medalla
de bronce.

Las acompañaron las profesoras Alka Xavier Earathu y Adriana León Monte.

Problema 1. Esmeralda y Sara juegan eligiendo números. Primero, Esmeralda elige un
número primo p. Luego, Sara elige un número entero positivo k. El objetivo de Esmeral-
da es encontrar un conjunto infinito S de números enteros positivos múltiplos de pk tal
que exactamente los k últimos dígitos de todos los elementos de S coinciden y son no
nulos. Por ejemplo, exactamente los tres últimos dígitos de 9012345, 5345, 345, 15345
coinciden y son no nulos. Pruebe que Esmeralda puede elegir un primo p para cumplir
su objetivo, independientemente de la elección de Sara.

Problema 2. Sean a, b números enteros tales que 1 < b < a. Suponga que

(a2 − 1)(b2 − 1)

es un cuadrado perfecto.
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a) Demuestre que a+ b es compuesto.

b) Si a− b es primo, demuestre que 6ab− 3 es un cuadrado perfecto.

Problema 3. Sea ABC un triángulo con AB < AC y con circunferencia circunscrita
Γ. Sea M el punto medio de BC . La mediatriz del segmento BC interseca a la recta
AB en Y y a la recta AC en X . Sea ω la circunferencia que pasa por B,X y M . Las
circunferencias ω y Γ se intersecan en Z , con Z 6= B. Sea N la intersección de la recta
AZ con la recta XY . Muestre que N es el punto medio de XY .

Problema 4. Sea ABC un triángulo acutángulo y sea M el punto medio de AC . Sea
Γ la circunferencia de centroM que pasa por A. La recta BM interseca a Γ en D y E,
donde D está dentro de ABC y E está fuera de ABC . Sea r la recta perpendicular a
BC que pasa por B, y sea F la intersección de r con la recta AD. Demuestre que la
recta CF es tangente a la circunferencia ω que pasa por los puntos B,C y E.

Problema 5. Alicia y Beatriz juegan a colocar por turnos piezas rectangulares en un
tablero de 2025× 2025. Alicia juega primero. Una jugada consiste en añadir una pieza
al tablero cubriendo una cantidad entera de casillas. No está permitido jugar una pieza
del mismo tamaño a la jugada por la oponente en el turno inmediatamente anterior.
Cada pieza debe tener todos los lados sobre las líneas del tablero y no se permite que
las piezas se solapen. Existen infinitas piezas de cada tamaño posible, pero ninguna de
2025× 2025. Pierde quién no pueda realizar una jugada válida. Determine si existe una
estrategia ganadora y, en tal caso, quién la posee.

Observación: Una pieza de tamaño a× b es igual a una pieza b× a.

Problema 6. Una sucesión estrictamente creciente de enteros (an)n≥1 es sertaneja si,
para todo n, se cumple

an+1 ≤ an + 3.

Suponga que en alguna sucesión sertaneja no existen índices i, j, k, l, todos distintos,
tales que

ai + aj + ak = al.

Demuestre que, si dividimos cada término de esta sucesión por 3, existe algún residuo
(0, 1 o 2) que nunca aparece.

Soluciones
Solución 1. Primero vamos a demostrar por inducción que para todo n ≥ 1, existe un
número de n dígitos divisible por 2n y sin dígitos nulos.

Para n = 1, se puede escoger 2.
Ahora supongamos que existem, con n dígitos y divisible por 2n. Asím = 2nl y

m+ 10n = 2n(l + 5n), m+ 2·10n = 2n(l + 2·5n).
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Ambos números tienen n + 1 dígitos y uno de ellos es divisible por 2n + 1 de-
pendiendo de la paridad de k. Por construcción, solo se añade 1 o 2 al final del bloque,
asegurando que no hay ceros en los primeros k dígitos, con lo que concluye la inducción.

Regresando al problema original, Esmeralda puede elegir p = 2. Luego de que Sara
elija algún k, Esmeralda considerará el conjunto de enteros positivos que terminen en
unmismomúltiplo de 2k , que tengan k dígitos, el cual existe por la observación anterior.

Llamemos b al número en el que termina cada entero positivo del conjunto. Eviden-
temente, el conjunto tiene infinitos números y todos terminan en un mismo número de
k dígitos. Notemos que con a = 1 y a = 10 se obtienen por lo menos 2 números con el
(k + 1)-ésimo dígito diferente, por lo que todos tienen exactamente k dígitos iguales.

Además, cada número es de la forma 10ka + b, donde a es algún entero positivo.
Como 2k | b y 2k | 10k , se sigue 2k | 10ka, por lo cual 2k|10ka+b. Así, hemos construido
el conjunto que cumple los requisitos para que Esmeralda gane.

Solución 2. Denotemos por k2 a la expresión (a2 − 1)(b2 − 1). Si la desarrollamos,
obtenemos la expresión a2b2 − a2 − b2 + 1, que añadiendo +2ab y −2ab, la podemos
reagrupar como

k2 = (ab+ 1)2 − (a+ b)2.

Dado que el problema nos pregunta sobre a+b, reacomodamos la expresión anterior
de la siguiente forma

(a+ b)2 = (ab+ 1)2 − k2 = (ab+ 1− k)(ab+ 1 + k).

Dado que ab+1−k < ab+1+k, si a+b fuese algún primo p, entonces ab+1−k debe
ser 1 y ab+1+k será p2. Pero entonces ab = k de modo que ab+1+k = 2ab+1 = p2.

Tenemos entonces que (a+ b)2 = p2 = 2ab+ 1 y por tanto a2 + b2 = 1, lo cual es
imposible dado que a, b son mayores a 1. Concluimos que a+ b debe ser compuesto.

Para la segunda parte del problema, partimos nuevamente de que k2 = a2b2−a2−
b2 − 1 pero al añadir +2ab y −2ab, los reagrupamos como

k2 = (ab− 1)2 − (a− b)2

y dado que ahora la condición involucra a a− b, reordenamos como

(a− b)2 = (ab− 1)2 − k2 = (ab− 1− k)(ab− 1 + k).

Una vez más, como ab− 1− k < ab− 1+ k, siendo a− b = p un primo, tendremos
ab− 1− k = 1 y ab− 1 + k = p2. Aquí k = ab− 2 y al substituir en el segundo factor
se convierte en 2ab− 3 = p2.

Si sustituimos a = b + p en la última expresión y la reordenamos, encontramos
2b2 +2bp− p2 − 3 = 0 que la podemos considerar como una ecuación cuadrática en la
variable b y por tanto

b =
−p±

√
3p2 + 6

2
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que sólo podrá ser entera cuando su discriminante 12p2 + 24 = 4(3p2 + 6) lo sea, y
esto equivale a que 3p2 + 6 sea un cuadrado perfecto. Terminamos el problema con la
observación de que 6ab− 3 = 3(2ab− 3) + 6 = 3p2 + 6.

Solución 3. Denotemos por P al punto de intesección de CY con Γ. Al ser YM la
mediatriz del triángulo Y BC , éste es isósceles con BY = TC , la simetría implica
además queP,X,B son colineales, y que los triángulosAXB yPXC son congruentes.

Por el cuadrilátero cíclicoZXMB en ω, se tiene∠ZBC = ∠ZXN . Además, por el
cuadrilátero cíclico ZACB, ∠ZBC = ∠NAX . Denotando por α a este ángulo, hemos
demostrado que α = ∠ZBC = ∠ZXN = ∠NAX .

Considerando la circunferencia circunscrita al triánguloAZX , notemos que la igual-
dad anterior sólo es posible cuando NM es tangente a dicha circunferencia (el ángu-
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lo inscrito ∠ZAX mide lo mismo que el ángulo ∠ZXM siendo ambos 180◦ − α, y
eso solo puede suceder si ZXM es un ángulo semiinscrito con el mismo arco, es de-
cir, NM es una recta tangente). La potencia de N en esta circunferencia indica que
NX2 = NA ·NZ .

Ahora,∠XZP = ∠BZP−∠BZX . ComoBZPC es cuadrilátero cíclico,∠BZP =
180◦−∠BCP . Y comoBX es diámetro de ω, siendoXM ⊥ BC , tenemos en el cuadri-
látero cíclico ZXMB que∠BZX = 90◦. Por tanto∠XZP = 180◦−∠BCP −90◦ =
90◦ − ∠BCP .

Por otro lado, 4MCY es rectángulo, y por tanto ∠MYC = 90◦ −∠BCP , lo cual
quiere decir que ∠MYC = ∠XY P es igual a ∠XZP y por tanto PXZY también
es un cuadrilátero cíclico, y por tanto ∠XY Z = ∠ZPX . Ese mismo ángulo, en Γ,
será igual a ∠ZAB que, siendo opuesto por el vértice a ∠Y AN , serán también iguales.
Un argumento similar al usado antes, revela que NY es tangente a la circunferencia
circunscrita al triángulo ZAY y por potencia de N se cumplirá NY 2 = NA · NZ .
Concluimos que NY 2 = NX2 y por tanto NY = NX .

Solución 4. Queremos mostrar que ω es tangente a CF , pero esto ocurre si, y solo si,
∠BEC = ∠BCF pues entonces ∠BCF tendría que ser semiinscrito.

Note que Γ pasa por C ya que MA = MC y además AC es diámetro de ω, por lo
que ∠ADC = 90◦ = ∠CDF .

Como ∠CBF = ∠CDF = 90◦, CDBF es un cuadriátero cíclico, y como conse-
cuencia ∠BCF = ∠BDF . Este último ángulo es opuesto por el vértice, y por tanto
igual, a ∠MDA. Mas, comoM es centro de Γ, el triángulo 4MDA es isósceles y por
tanto ∠MDA = ∠MAD, y nuevamente por ángulos inscritos en Γ, también son igua-
les a ∠DEC = ∠BEC , con lo que finalmente concluimos ∠BEC = ∠BCF .

Solución 5. Se afirma que Alicia tiene una estrategia ganadora. Alicia siempre usará
piezas de 1× 1, para que Beatriz nunca lo pueda hacer, e intentará aislar una casilla de
1× 1 para que haga lo que haga Beatriz, siempre tenga esa posibilidad disponible.

Numerando los renglones del tablero del 1 al 2025 y etiquetando las primeras colu-
mas con las letras de la A a la Z (no será necesario etiquetar todas las demás columnas
para la estrategia que daremos).

Alicia inicia siempre marcando la casilla B2. En las figuras, indicaremos siempre con
azul las piezas de Alicia y con rojo las de Beatriz.
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Caso 1. Beatriz ocupa la casilla A1. Entonces debe ocupar también la casilla A2 o
la casilla B1. Por simetría, podemos suponer sin pérdida de generalidad que ocupa B2.

Entonces Alicia juega en A3 y a partir de ese momento siempre pondrá una pieza
de 1 × 1 en cualquier casilla vacía del resto del tablero, garantizando que nunca podrá
quedarse sin jugada, pues tiene A2 como opción.

Caso 2. Beatriz ocupa la casilla B1 o A2 pero no A1. Por simetría, basta con-
siderar el caso en que ocupa B1. Observemos que entonces, forzosamente ocupará C1
también.

Aquí basta con que Alicia ponga una pieza en A2 para dejar aislada la casilla A1 y por
un argumento similar al primer caso, garantiza su victoria.

Caso 3. Beatriz ocupa la casilla C1 pero no B1, o A3 pero no A2. Por simetría
vamos a suponer que ocupa C1 pero no B1.
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Entonces Alicia responde ocupando A3.

Si Beatriz juega dentro de la zona vacía de la esquina, no puede llenar las tres casillas
y siempre dejará una aislada vacía, dándole la victoria a Alicia. Si juega fuera, entonces
Alicia ocupa A1 en el siguiente turno, creando las casillas aisladas nuevamente.

Caso 4. Beatriz inicia con una pieza en cualquier otra parte del tablero. En la
figura marcamos como ejemplo la esquina de alguna pieza en el resto del tablero.

A continuación, Alicia cubre A3. Entonces tenemos varios subcasos dependiendo de
lo que Beatriz decida hacer.

Si Beatriz cubre A1 pero no A2, entonces A2 queda aislada y Alicia gana.
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Si Beatriz cubre A1 y A2, entonces Alicia responde C1, aislando B1.

Si Beatriz no cubre A1 ni A2, entonces Alicia juega en A1 dejando A2 aislada.

En cualquiera de los casos, Alicia nunca puede quedar sin jugada disponible y por
tanto será la ganadora.

Solución 6. La primera condición nos dice que, en cualquier grupo de tres enteros
consecutivos (a partir del valor inicial) debe tener algún elemento de la sucesión.

Vamos a demostrar la afirmación dividiéndola en diferentes situaciones.

Caso 1. Existen dos términos consecutivos que cumplen ai+1 − ai = 1.
Demostración. Supongamos que para cierto i se cumple ai+1 − ai = 1. Denotando
simplemente por a al término ai, tenemos que ai+1 = a+ 1 y que ai+2 = a+ k
donde k es 2, 3 o 4.

Sea z cualquier otro término de la sucesión. Entonces z+a+(a+k) = z+2a+k
y z + (a + 1) + (a + k) = z + 2a + k + 1 no pueden estar en la sucesión,
por que contradicen la segunda condición del problema. Lo anterior nos dice que
z+2a+k−1 y z+2a+k+2 sí tienen que estar en la sucesión, pues de lo contrario
habría tres enteros consecutivos sin elementos en la sucesión. Hemos construido
dos elementos que están en la sucesión y cuya diferencia es 3.

Si repetimos el argumento con z + 2a + k − 1 y z + 2a + k + 2 en lugar de z,
obtendremos que los términos z+4a+2k− 1, z+4a+2k+2 y z+4a+2k+4
están en la sucesión. Hemos encontrado tres términos de la sucesión con diferencia
igual a 3. Repitiendo el argumento con estos valores obtenemos cuatro términos de
la sucesión a distancia 3, y así sucesivamente. De este modo, siempre podemos
construir un conjunto de tamaño arbitrario, de la forma

{x, x+ 3, x+ 6, x+ 9, . . . , x+ 3t}

cuyos elementos estarán todos en la sucesión.

Ahora, si en la sucesión existiera algún otro término u con residuo 1 y otro v con
residuo 2, dado que x+ u+ v también tiene residuo 3, construyendo un conjunto
como el del párrafo anterior suficientemente grante para que x+u+ v sea igual a
x+3t y por tanto esté en la sucesión, habremos encontrado cuatro elementos que
contradicen las condiciones del problema. Lo anterior quiere decir que debe haber
solo términos con residuo 0 o 1, o de lo contrario todos los residuos son 0 o 2.

Adicionalmente, observemos que si hubiera dos términos u, v con residuo 0, enton-
ces x+ u+ v tiene residuo cero también y entonces x+ u+ v sería igual a x+3t
cuando construimos un conjunto con una t suficientemente grande.

Sin embargo, el que si aparecen simultáneamente los residuos 1 y 2 se obtiene
una contradicción, es suficiente para demostrar que tiene que haber algún residuo
faltante.

Caso 2. Se tiene a2 − a1 = 2 y la sucesión no tiene enteros consecutivos.
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Demostración.Nuevamente, denotemos a = a1 y por tanto a2 = a+2. Observemos
que tienen residuos diferentes.

Si todos los residuos a partir de a2 son iguales a los residuos de a1 o de a2, el tercer
residuo nunca está siendo usado, y la afirmación del problema se cumple.

Imaginemos que a3 deja el tercer residuo. Eso quiere decir que a1 = a, a2 = a +
2, a3 = a+ 4. Vamos a usar la misma idea del primer caso. Supongamos que z es
cualquier otro término de la sucesión. Entonces (z) + (a) + (a+2) = z+2a+2,
(z) + (a) + (a+ 4) = z + 2a+ 4, (z) + (a+ 2) + (a+ 4) = z + 2a+ 6 no son
elementos de la sucesión, pero como en cada grupo de tres consecutivos, tiene que
haber alguno de la sucesión, necesariamente z+2a+3 y z+2a+5 son elementos
de la sucesión, y observemos que tienen diferencia igual a 2.

Repitiendo el argumento inductivamente, al igual que en el caso 1, podemos cons-
truir un conjunto de elementos de la sucesión que tengal a forma, en este caso,
{x, x+ 2, x+ 4, . . . x+ 2t} para cualquier valor arbitrario t.

Tomemos ahora dos elementos u, v de la sucesión con la misma paridad, y entonces
la suma x+ u+ v será igual a x+ 2t para algún valor t y por tanto contradice la
condición del problema.

Por tanto no puede suceder que a2 ≡ a3 (mód 3). Y como ya descartamos el caso
en que hay enteros consecutivos en la sucesión los primeros tres términos tienen
que ser de la forma a, a+ 2, a+ 5.

Vamos a proceder en varios subcasos.

Si a1 6≡ a2 ≡ a3 ≡ a4 ≡ a5 (mód 3). Entonces la sucesión inicia como
a, a+ 2, a+ 5, a+ 8, a+ 11, . . . y si todos los residuos aparecen, sin haber
enteros consecutivos, en algún momento aparecerán números de la forma
a+2+3k y a+4+3k en la sucesión. Nuevamente, tomemos otro elemento
z de la sucesión.
Entonces, los números a + +(a + 2 + 3k) + (a + 8) = 3a + 3k + 10,
(a+2)+(a+4+3k)+(a+5) = 3a+3k+11, a+(a+4+3k)+(a+5) =
3a+ 3k + 9 no pueden estar en la sucesión, lo cual es imposible porque son
tres números perfectos.

Si a1 6≡ a2 ≡ a3 ≡ a4 6≡ a5 (mód 3). Aquí, la sucesión inicia como a, a +
2, a+ 5, a+ 8, y el siguiente
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Dana Karen Medina González
Olímpica del estado de Yucatán

“¿Por qué te gustan las matemáticas?”
Una pregunta queme han hechomuy fre-
cuentemente durante mi vida olímpica, y
siempre me lleva a reflexionar lo mucho
que puede cambiar tu perspectiva el par-
ticipar en olimpiadas de matemáticas. En
lo personal, puedo decir que no solo cam-
bió mi vida, sino que se volvió una parte
muy esencial de ella. Mi nombre es Dana
Karen Medina González, tengo 17 años y
esta es mi experiencia en mis años como
olímpica.

Mi camino en la olimpiada comenzó
en 3◦ de primaria. Aunque aún no podía
participar, la conocí por medio de mi her-
mano. Todo empezó un día en el que está-
bamos en un lugar sin mucho que hacer, él estaba haciendo ejercicios de práctica porque
había pasado las primeras etapas del concurso estatal. Por curiosidad, empecé a leer los
problemas e intentarlos. Me parecieron muy interesantes y, en general, muy distintos
a los problemas típicos de la escuela. Desde ese momento decidí que al siguiente año
quería participar y ganar el estatal.

En 4◦ de primaria tuve la oportunidad de participar por primera vez, a través del
estatal que se aplicaba en las escuelas. Aunque estaba muy nerviosa porque tenía miedo
de no pasar, logré tener un buen resultado y avancé a la siguiente etapa. Me emocionaba
mucho seguir avanzando y enfrentar problemas tan creativos y entretenidos. En cierto
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punto, empecé a tomar entrenamientos con un maestro de mi escuela, quien me enseño
varias técnicas y teoremas, como el de Pitágoras y la fórmula del círculo, temas que
aún no veía en clase. Aprender todo esto me encantaba mucho, sentía una mezcla de
asombro y curiosidad que solo hizo que me enganchara mucho más con la olimpiada y
el mundo de las matemáticas. Después de varias etapas, logré participar y ser una de las
ganadoras del estatal, algo que nadie de mi escuela había conseguido antes, por lo que
en ese momento no sabía que la olimpiada era mucho más que solo un concurso estatal.

Por haber ganado, quedé preseleccionada para la OMMEB. Yo no sabía que existía
una etapa nacional, así que me emocionó mucho saber que podría seguir participando y
avanzando. Tuvimos un selectivo para determinar quienes conformarían la delegación,
en el cual quedé en un empate por el tercer lugar. Afortunadamente, y gracias al entre-
namiento (y a saber calcular el área de un círculo), logré ganar el desempate y formar
parte de la delegación. En preparación para el nacional tuvimos varios entrenamientos,
donde conocí a varios entrenadores (como Drini, Didier, Memo, Víctor, Luis Mauricio),
pero también al resto de la delegación. En particular conocí a una chica llamada Mafer,
que se volvería mi modelo a seguir dentro de las olimpiadas.

Eventualmente llegó el nacional y fue una experiencia increíble. Conocí personas
de otros estados y en general me la pasé muy bien. Sentía que era un ambiente muy bo-
nito, donde todos compartían ese gusto común de las mates. Sorprendentemente logré
sacar una medalla de plata, lo que implicaba que estaba preseleccionada para la IMC.
Ese mismo año, pude participar en los entrenamientos nacionales. Estos estaban a otro
nivel, pero aún así me disfrutaba mucho aprender más. Ahí tuve la oportunidad de co-
nocer y convivir con más personas de otros estados (como Vicky, Ale, Artie, Rodrigo,
Javi, Emi, Leo, Veudi, Pollo, Antonio) a quienes seguiría viendo durante varios años en
olimpiada. Una cosa que noté claramente en estos entrenamientos fue la poca cantidad
de chicas en comparación con los chicos, especialmente en nivel 1, donde solo éramos
2. Esto me parecía en parte raro y en parte triste. A pesar de que no pasé del segundo
entrenamiento, esta experiencia en mi primer año fue suficiente para convencerme que
quería seguir participando y aprendiendo.

Tristemente, debido a la pandemia, mi OMMEB de 5◦ de primaria (y las siguientes)
fue virtual. Nuevamente, pude obtener una medalla de plata y participé en los entrena-
mientos nacionales, también en línea. El hecho de entrenar desde casa hizo muy evi-
dente la falta de una parte fundamental de la olimpiada: la convivencia. Por el formato,
era mucho más difícil socializar y conectar con los demás, lo cual cambiaba bastante la
experiencia. A pesar de avanzar hasta el último entrenamiento, no logré quedar en la
delegación, aunque me quedé muy cerca.

En 6◦ de primaria la OMMEB, otra vez en formato virtual, obtuve otra medalla de
plata, pero ese año el reglamento implicaba que no quedaba en la preselección de IMC.
Esto me puso bastante triste, porque era la primera vez que no quedaba. A pesar de
ello, no renuncié y decidí entrenar mejor para el siguiente año. Incluso participé en
otros concursos y grupos de entrenamientos como CARMA donde igual conocí a más
amigos (Isa x2, Ángela, Uma). Adicionalmente, este año empecé a conocer un poco más
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del formato de los otros nacionales (por haber ganado en la estatal para preparatorias),
planteando la nueva meta de participar en estos.

Para la OMMEB de 1◦ de secundaria estaba nerviosa, porque no quería que me pa-
sara como el año pasado, pero también me sentía segura de lo que había entrenado y
esperaba poder por fin poder sacar oro. Después de un buen examen, pude por fin lograr
esa meta. Estaba sumamente feliz porque sentí que fue el resultado de mucho tiempo de
preparación y de mi perseverancia. Este año también fue la primera nacional femenil,
donde participé. Aunque fue virtual, fue muy especial convivir con otras chicas de mi
estado (comoMafer y Vale) y también discutir los problemas con chicas de otros estados
que ya conocía. Al ser todavía nueva en el formato de redactar y en exámenes largos,
tristemente no pude ganar nada. Pero como delegación nos había ido MUY bien, tanto
que quedamos en cuarto lugar nacional; Mafer sacó oro, por lo que posteriormente par-
ticiparía en la PAGMO y ganaría medalla de plata. Cosa que solo me motivó más a subir
mi nivel. Durante el proceso selectivo de IMC de ese año (también virtual) sentí que te-
nía que subir mi nivel, pues estábamos entrenando (y compitiendo) también con los de
nivel 3. Y aunque disfruté y aprendí mucho de entrenar con algunos de ellos (Andy, Emi,
Leo, Isa), no logré pasar al último entrenamiento. No me sorprendió, pero me motivó a
no conformarme y a seguirme preparando para poder llegar al nivel de estas personas
que admiraba.

A inicios de 2◦ de secundaria quedé en la delegación para la OMM, la cual fue pre-
sencial. Fue una experiencia muy diferente a lo que había sido mi OMMEB presencial
y cualquiera de las otras virtuales, pude conocer en persona a varios amigos que ha-
bía hecho, al igual que conocer a más personas (como Cams, Sofi y Natalia). También
participar en un juego, que organizó Vicky, en el que participaban la mayoría de los
concursantes. Como era de esperarse, el nivel del examen estuvo muy alto, y aunque
iba con la expectativa de quedar preseleccionada para la Centro, no logré ni quedar en
la preselección, ni obtener medalla. Esto fue duro para mí, pues sentía que no podía
pasar de cierto nivel. Aunque me desmotivó un poco, recordé que aún tenía muchas
oportunidades más de participar, crecer y mejorar. Después de esto empecé a entrenar
más consistentemente y a tener clases en línea con un entrenador (Yogui).

A finales de ese mismo ciclo, nuevamente participé en la femenil, y esta vez sí fue
presencial. A pesar de ya haber experimentado la OMM, la femenil presencial fue una
vibra totalmente diferente. Convivir con otras chicas de diferentes lados, que estaban
igualmente apasionadas por las matemáticas, fue increíble. Las interacciones fueron
muy padres y motivaban a seguir participando para seguir viendo a las amigas que crea-
bas. Igualmente hice varias amigas nuevas (como Lucero), y me sentí realmente parte
de esta comunidad. Esta vez tuve un muy buen examen y logré sacar medalla de plata,
por lo que estaba muy orgullosa al sentir que mis esfuerzos no eran en vano y que había
mejorado. Y después de este resultado decidí seguir trabajando por mis metas, aunque
tarden.

En 3◦ de secundaria presenté mi última OMMEB, y aunque estaba un poco ansiosa
de poder volver a sacar oro, lo logré y cerré feliz mis participaciones en este nacional.
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No mucho después fue la OMM, este nacional en particular lo disfruté mucho porque
pude sentir la comunidad olímpica en su mejor expresión. Las delegaciones de Yucatán,
Durango y Veracruz nos unimos y formamos una muy bonita amistad (el estado de
Verayucango). Conocí a muy buenos amigos entre los cuales estaban Eka, Nata, Frida,
Santi, (hasta Emiliano que era delegado de Veracruz) y me divertí mucho conviviendo
con ellos. Volví a ver a varios amigos, pero también conocí a muchos más como Elías,
Takumi e Isaac. En el examen me sentí mas segura de lo que hacía y en general me
divertí intentando los problemas. También este año ayudé a Vicky a organizar el juego
del año pasado, cosa que se volvería una tradición en los nacionales siguientes. Fue
una experiencia que aprecié mucho y donde reafirmé mi sentido de pertenencia por
esta bonita comunidad. Al momento de haber cortes y puntajes, me dijeron que había
sacado bronce lo cual me pusomuy feliz, pero también otro objetivo que tenía era quedar
pre-Centro (pues era el último año en el que podía participar) que aún no sabía si había
quedado o no. Esa noche al regresar ami cuarto,Maferme dijo que ella no había quedado
pre-EGMO (un objetivo que ella tenía) lo cual la ponía muy triste pues era su último
año. Luego en que pregunté sobre si estaba en la preselección de Centro, me dijeron que
no estaba en la lista, por lo cual también me puse triste. A pesar de ambas estar algo
decaídas, nos animamos entre las dos y disfrutamos el resto del nacional. No mucho
después, Ekame felicitó por haber quedado pre-Centro, cosa que había visto en la cuenta
de la OMM. Lo que había pasado, es que hubo un error al considerar la preselección y
la lista no era la real. Me puse muy feliz al enterarme de que, al final, si había podido
lograrlo.

Tanto por la preselección de IMC como de Centro pude participar en ambos procesos
que, aunque fue un poco pesado, sentí que pude aprovecharlos, crecer y mejorar como
olímpica. Por estos, que al inicio fueron virtuales, pude conocer a más personas tanto de
los virtuales (como Braulio, Alonso, Catalina) como ya en los presenciales. El primero
fue de IMC donde conocí a Eli, C. Maya, Zarife, Maite, Mayte, Nachito, Carsa, José Luis,
Colqui, Elena, entre otros. Fue lindo volver a participar en un entrenamiento presencial,
me divertí y le saqué provecho a los entrenamientos. Luego fue el de Centros, pero para
este era en conjunto con los preseleccionados para la IMO y las EGMO, con unos invi-
tados. En ese conocí a personas muy pros e interesantes (como Emma, Íker, Panduro,
Yerik, Andrés, Rogelio, Mateo, Héctor) y también a varios entrenadores que me ense-
ñaron y apoyaron a mejorar (Ransom, Toscano, Lalo, Pablo, Violeta, Isaías, Nacho). A
pesar de ser la única chica en grupo 2, nunca me sentí excluida. Dado que estábamos
en ambos procesos y/o ya nos conocíamos de antes, se formó un grupo muy unido en
que estábamos: Isaac, Artie, C. Maya, Rodrigo y yo, que fuera del bullying amistoso y
competencia constante, nos volvimos como hermanos y nos apoyábamos. Este entorno
de entrenamiento era bastante diferente al de IMC, pero la esencia de la convivencia y
comunidad seguía brillando. Pude convivir y conocer más a Sofi y a Ale que fueron mis
roomies, al igual que luego conocer mil formas diferentes de jugar cartas (incluyendo
Mau).

Después de varios entrenamientos, dieron los resultados de la delegación de IMC,
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y después de muchos años de intentarlo, este año sí logré quedar y estaba sumamente
feliz por ello. Pero todavía faltaba el último entrenamiento selectivo de Centros, donde
también quería quedar en la delegación. Dado que los que aún seguíamos preseleccio-
nados éramos ya muy unidos, sabíamos que iba a ser triste que no todos íbamos a poder
ir, aunque también sabíamos que independientemente de quienes quedaran, iban a me-
recerlo. Tristemente por un par de errores que cometí y problemas que no logré sacar,
no me fue tan bien. Por lo que la noche que Lalo dio resultados de las selecciones, ter-
miné quedando para el desempate con Rodrigo, mientras que Isaac, Artie y C. Maya ya
formaban parte de la delegación. Me sentí devastada, pues al inicio del proceso iba en
las primeras posiciones y bajé a estar prácticamente fuera. A pesar de tratar de pensar
positivo y los ánimos que me brindaron varios de mis amigos, no logré hacer un buen
examen de desempate, por lo que no quedé en la delegación. Aunque estaba feliz porque
los demás chicos habían quedado, sentí que había decepcionado a muchos que confia-
ron en que quedara y a mí misma. Esto en parte porque una de mis motivaciones para
quedar era para que hubiese una chica en el equipo.

A pesar de la tristeza de no quedar, decidí enfocar esa frustración en entrenar para
la IMC y tener un buen resultado ahí. Los entrenamientos de la delegación para la IMC
fueron una de las mejores épocas de mi vida, pues ya no estábamos compitiendo contra
nosotros, sino ya éramos un equipo. Ahí surgió el mejor equipo del mundo:MEX3A. Que
estaba conformado por Eli, José Luis, Artie y yo. Curiosamente cuando le preguntamos
Lalo Gnz de los equipos, éramos los 4. Nos volvimos un equipo súper unido, y a pesar
de no haber convivido entre todos demasiado antes, conectamos muy bien. También fue
la primera vez que fui roomie con Eli, y desde entonces se volvió mi hermana chiquita
querida, mi compañera de aventuras y cuarto. Una cosa curiosa de la IMC es que aparte
del examen individual y por equipos, habían 2 mini competencias extra, una que era
el Puzzle Challenge y la otra era la presentación cultural. Tuvimos que practicar para
ambas, y para la presentación cultural se decidió que íbamos a bailar La Bamba. La
cuestión fue que pensaron que era una buena idea hacer también la parte de formar
moños con los pies en parejas, lo cual fue más divertido de lo que pensaba inicialmente,
y algo que nunca pensé que aprendería. Toda la delegación se volvió bastante cercana,
incluyendo también a los líderes que fueron César, Hugo, Kenya y Lalo Gnz.

Entre los entrenamientos de IMC fue la femenil, este año igual me divertí mucho,
pues ya conocía a varias de las chicas que participaron. En el examen me sentía un poco
nerviosa, pero estaba segura de que iba a poder tener un buen resultado. Increíblemen-
te salí de ambos exámenes pensando que había sacado todos los problemas, cosa que
nunca me había pasado antes. Y a pesar de que en un problema había cometido un error
tonto (dividí entre algo que podía ser 0), tuve un muy buen puntaje, y pude obtener la
puntuación más alta junto con Andy y sacar medalla de oro, que implicaba que también
estaba preseleccionada para la PAGMO. Estaba muy orgullosa de haber podido lograr
mi primer oro en una competencia de este formato, y tambiénme puso feliz que también
Eli y Elena sacaron oro. Igual aprecié mucho que mis amigos los Centros me felicitaron
por mi medalla.



Voces de la comunidad olímpica 65.

Finalmente, en ese verano fue la IMC, mi primera competencia internacional. Este
año se iba a realizar en India, por lo que iba a ser mi primera vez viajando tan lejos.
Fue sumamente divertido el viaje y turistear, incluso vimos el Taj Mahal. Ya estando en
la competencia y rodeada de chicos de muchas partes del mundo, pude sentir el gran
logro que era llegar hasta aquí. Por la actividad del Puzzle Challenge, llegué a conocer y
llevarme con una delegación de Taiwan, y también hice una amiga de Bulgaria, mientras
que la delegación deMéxico en general se llevó con las de Perú y Bolivia. Poder conectar
con personas de otros países, solo por ese amor por las matemáticas fue increíble, y
me ayudó a entender el porqué se crean estos espacios. Sentí que pude hacer un buen
examen individual, y en de equipos sentí que lo hice muy bien, pues logré hacer los
2 problemas de geo que me tocaban (área que se me complicaba, pero entrené para
poder aportar al equipo) y logré sacar con Artie el problema que nos tocaba en la parte
en conjunto. Estaba feliz de que nos haya ido bien, pues habíamos entrenado bastante
para ello, incluso planeado cómo dividirnos los problemas del final dependiendo de las
áreas. También presentar el baile de La Bamba fuemuy divertido, y estábamos orgullosos
de la presentación que dimos. Al final resultó que logré ganar una medalla de bronce
individual y también ganamos por equipos, por lo que estaba muy feliz. A pesar de que
no ganamos el Puzzle, nuestros amigos de Taiwan ganaron tercero y nosotros ganamos
segundo lugar (que debería haber primero) en la presentación cultural. Fue una de las
mejores experiencias de mi vida, y memotivó mucho a esforzarme para poder participar
en más internacionales.

Prácticamente regresando de la IMC fueron los selectivos de PAGMO, que se unieron
con un entrenamiento para la Centro, por lo que estábamos 4 que veníamos de la IMC
(Eli, Artie, C. Maya y yo) y prácticamente nos vimos por casi un mes seguido por eso.
En este conocí a Isa (de Jal) y a Ana, que estaban preseleccionadas para la PAGMO.
Fue una vibra un poco diferente porque ahora éramos más chicas que chicos, y fue un
entrenamientomuy agradable. Por un problema que hubo con un examen, no nos dieron
resultados al final de este, pero unos meses después nos dijeron que habíamos quedado:
Sofi, Eli, Isa y yo. Lo que me puso feliz de poder participar en otro internacional, aunque
este año México iba a ser la sede.

En 1ro de prepa volví a poder participar en la OMM, y fue muy padre ya conocer a
tantas personas de diferentes estados y reencontrarlas. A pesar de estar algo ansiosa por
el examen, logré tener un muy buen día 1, aunque en el día 2 no me fue tan bien. Afortu-
nadamente, eso había sido más que suficiente para sacar medalla de plata y quedar en la
preselección para la EGMO. Estaba muy feliz de esto, pues sentí que estaba avanzando
y mejorando, y que estaba a un nivel que antes admiraba y veía lejano. Fue muy chido
que mis amigos me felicitaran y se alegraban por mis logros, incluso los entrenadores.

Poco después fue la PAGMO, y a pesar de que no viajamos lejos, fue una buena expe-
riencia. Como llevaba una buena racha, iba con la meta y expectativa de sacar medalla
de plata. El primer día sentí que me fue bien, pero en el segundo tenía mis dudas. No
me preocupé mucho al momento y disfruté convivir con las chicas de otros países. A
diferencia de la IMC, como la mayoría hablaba español fue mucho más fácil entablar
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conversaciones. Volví a ver a una de las chicas que conocí en la IMC y también me hice
muy amiga de una chica de Guatemala. También nos divertimos como delegación, pues
como buenas anfitrionas hicimos unos detallitos de origami mientras veíamos un do-
cumental, y también nos robamos la lona. Se pudo sentir esa vibra latinoamericana de
relajo y diversión, pero esa conexión también se pudo dar mejor al ser puras chicas, pues
entendíamos la pasión y esfuerzo que tomaba llegar ahí. Lamentablemente tuve varios
errores en el día 2, y aunque saqué medalla de bronce, me dio mucho coraje no haber
podido llegar a la plata por cosas que podría haber evitado. Aún estado decepcionada al
escuchar los cortes, me pude divertir los últimos días conviviendo con las demás chicas,
haciendo origamis, chismeando, y aprendiendo a bailar break dance con Ransom y las
otras chicas de la delegación.

Poco después empezaron los entrenamientos selectivos de EGMO, y por entrar al
grupo 1 (donde también estaban los que habían sacado oro) sentía que el material era
más complicado que el año pasado. A pesar de ello traté de hacer lo posible por entender
lo que podía y de entrenar, pues quería subir mi nivel para lograr mis metas. Otro desafío
surgió en los exámenes selectivos, pues anteriormente solo intentaba los problemas del
1 al 3, pero ahora tenía que hacer del 2 al 4, por lo que era más complicado. Aunque en
el primer entrenamiento me fue relativamente bien, después del segundo apenas pasé
al selectivo final de EGMO, lo cual me desmotivó un poco. El selectivo fue presencial, y
aunque sabía que iba a ser difícil quedar, no me quise rendir e intentar dar lo mejor. En
este entrenamiento conocí a Cami, a los chicos de Zac, y a algunos centros como Isaac
(de Guerrero). Al final del entrenamiento, Lalo dio los resultados de quienes quedaban
en la delegación EGMO, que fueron: Andy, Ángela, Sofi y Ale. Y estaba feliz por ellas,
pero también me dijeron que me quede a solo un lugar de poder ir. Fue muy frustrante
poder habido casi remontar, pero aún así quedarme tan cerca. Este año ya no había
el desempate técnico, entonces fue directamente los puntajes. La verdad es que en ese
momento si me sentí bastante mal conmigo misma, pues regresó ese sentimiento de
quedarme muy cerca de lograr mis metas, pero no poder conseguirlas, muy similar a lo
queme pasó el año anterior para la delegación para la Centro. Tambiénme entristecía no
haber quedado, pues implicaba que ahí acababa mi participación en los entrenamientos
nacionales de ese año, por lo que fue triste no poder tener esos momentos tan lindos que
se habían vuelto parte de mi vida. Pude tranquilizarme y sentirme mejor después de las
palabras de apoyo de varios de mis amigos, como Emma, Eli y Nata, que me recordaron
que el solo hecho de llegar ahí ya demostraba que era buena, que mis esfuerzos no
habían sido en vano, y que había mejorado, aunque no lo creyera.

A pesar de no poder asistir al entrenamiento de marzo, dado que se realizó el en-
trenamiento de abril en Yucatán, pude asistir como invitada. En este conocí a los chicos
de San Luis (Fran e Isaac) ya que el día de llegada los recibimos y llevamos a comer.
Y participar en ese entrenamiento, me motivó a seguir entrenando, para poder seguir
participando más tiempo en los siguientes años y quedar en las delegaciones. Para estos
momentos ya había reiniciado el proceso estatal, que particularmente fue más unido e
intenso que en ciclos pasados, pues José Carlos y Erik habían empezado a apoyar en
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dar varios entrenamientos, al igual que éramos varios repetidores (Jackson, Pato, Mau
y yo) y estábamos motivados a superarnos del año pasado, lo que también motivó a los
demás chicos de la preselección.

Pronto llegó el momento de la femenil, y por un par de cuestiones con la logística
del nacional, solo yo iba a participar de mi estado. Esto era al mismo tiempo triste y
raro, pues siempre apreciaba mucho el estar en delegación y convivir en el nacional,
pero solo iba a ser yo, también se me hacía un poco deprimente que chicas de mi estado
no pudieran experimentar lo lindo que es la experiencia de un nacional, y sobre todo
femenil. Igualmente sentía una gran presión por sacar oro de nuevo, y posteriormente
quedar para la PAGMO (que era la principal razón por la cual estaba participando), pues
todavía sentía un poco la inseguridad de no haber quedado en la EGMO. A pesar de
sentir que no había hecho un tan buen examen, pues no logré resolver tanto como el
año pasado, pude disfrutar la femenil. En este nacional, no solo confirmé que pertenecía
a esta comunidad, sino que sentí que pertenecía a una familia, pues a pesar de ser la
única en mi delegación, fui “adoptada” por otras delegaciones, como Durango (mi casi-
ta), CDMX y Guanajuato (incluso hasta Lalo Gnz. en un punto), que nunca me dejaron
sentirme sola. Cuando dieron resultados, me enteré de que había sido la mejor puntua-
ción de nivel 1 y sacado oro, estaba aliviada y también feliz, pero no tanto como mi
delegación adoptiva de Durango, que festejó conmigo ese oro como si realmente fuera
de esa delegación (que al final si lo era). También pude sentir todo este apoyo y cariño
al pasar en la premiación tanto como estado, como por mi medalla. Esto me permitió
recuperar confianza y motivación que había perdido.

A inicios de 2ndo de prepa, dado que ya había delegación para la OMMEB, me ofrecí
a entrenarlos (pues conozco el formato bastante bien). Esta era la primera vez que estaba
“del otro lado” de la olimpiada, y me gustó mucho esta experiencia. A pesar de que
no fueron muchos entrenamientos, sentí que logré conectar, motivar y ayudar a estos
chicos para su vida olímpica. Uno de los chicos de primaria, me preguntó “si los iba a
acompañar”, cosa que me dio gracia porque solo los estaba entrenando y aún no podía
ir de codelegada o algo similar pues aún estaba en el proceso PAGMO y tenía que ir a la
escuela. Por motivos del destino, el comité decidió juntar los selectivos para la PAGMO
con la OMMEB, por lo que al final se cumplió ese hecho de acompañarlos de “code falsa”.
Fue muy divertido y lindo acompañarlos, pues me trajo recuerdos de mi primer año de
olimpiada, pero también me sentía honrada de que confiaran en mí y de cierta forma me
admiraban y veían comomodelo a seguir, cosa que no pensaba que era digna de ser. Dado
que los selectivos también empezaron el mismo día que el examen de OMMEB, antes de
ir a mi examen, les deseé suerte y di un mini speech motivador para que confiaran en
ellos mismos y sobre todo que disfrutaran. Para mi sorpresa, ellos también me desearon
suerte y éxito, lo que me motivó mucho y terminó de regresar mi confianza, pues quería
poder seguir mis propios consejos y poder llegar a ser un buen modelo para seguir para
ellos, y las futuras generaciones. En estos entrenamientos sentí que me fue muy bien
en los exámenes, por lo cual estaba feliz y orgullosa. También en este entrenamiento
pude convivir con muchas de las chicas de la preselección, que esta vez éramos muchas
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más que la vez pasada. Conocí a Gema, Nelly, Maia, Celeste, Caro, entre algunas otras.
También me volví muy cercana a Cami, tanto que Gema nos preguntó que desde cuando
nos conocíamos, pues parecía que lo hacíamos desde hace mucho tiempo. Cosa que
me pareció que reflejaba como la olimpiada te vuelve parte de algo más grande y crea
amistades muy chidas. También conocí a Ana Pau y a Adri, que fueron las responsables
en el entrenamiento.

No mucho después nos dijeron la delegación, que fue: Eli, Cami, Maia y yo. Me puso
muy feliz el quedar, pero también el haber quedado primera (MEX1), cosa que nunca
me había pasado antes. La PAGMO este año sí iba a ser en Brasil. Estaba muy emocio-
nada de otra vez poder viajar y participar en un internacional. La experiencia estuvo
muy padre, pues la organización fue muy buena, tuvimos una guía muy buena onda, y
varia no oficiales que hicieron que pudiéramos divertirnos y pasarla bien. Me gustaron
también los exámenes, y sentí que me fue muy bien en ellos, por lo que estaba satisfecha
y orgullosa de mi desempeño. Pude reencontrarme con mi amiga de Guatemala y con
varias de otros países que había conocido el año pasado. Por mi examen, logré sacar me-
dalla de oro y ser la puntuación más alta de la competencia. Casi no lo podía creer, era
un gran logro, y estaba súper contenta de haber podido lograrlo, especialmente después
del resultado del año pasado. Y fue increíble recibir muchas felicitaciones de amigos y
entrenadores por mi medalla.

Poco después llegó la OMM, que llegaba con igual bastante presión, pues por mi
resultado en la PAGMO, muchos esperaban que sacara oro este año. Aunque me sentía
preparada, aún estaba algo ansiosa, pero mi delegación me ayudó a relajarme antes del
examen. A pesar de ser la única chica ese año, me hicieron sentir incluida y motivada.
El día de llegada fue muy padre, pues sentía que conocía a mucha gente, y era chido
poder volver a reencontrarlos y estar en comunidad. Llegó el temido día 1, y a pesar de
haber entrado con una mentalidad positiva, me sentí devastada saliendo de ese examen,
pues a diferencia de los últimos 2 años, no había podido sacar el problema 2. Sentía que
el sueño de sacar oro había muerto, y que había defraudado a todos. Gracias a los chicos
de mi delegación me animé un poco más, e igual el hablar con los de Zacatecas, Isaac y
algunos amigos me calmó un poco y ayudó a cambiar mi mentalidad para día 2. Entré
al examen con la mentalidad de “salvar la plata” pero sobre todo de disfrutar resolver
los problemas, pues al final estaba ahí para ello, y el resultado venía aparte. Fue padre
que me tocara sentarme cerca de amigos (Braulio, Isaac y Fran), pues también me calmo
en lo que iniciaba el examen platicar con ellos. Afortunadamente, este día logré sacar
completos tanto el problema 4 como el 5, cosa que nunca había logrado en la OMM,
por lo que estaba sumamente feliz. A pesar de pensar que no iba a sacar oro por lo del
primer día, estaba orgullosa y tranquila por poder superar lo del primer día, remon-
tar, pero sobre todo disfrutar en el examen. También conocí a más gente como a Ana
de San Luis, Maxim, Mauro, entre otros. Me la pasé tranquilo pero divertido, y caminé
mucho. explorando el hotel con Isaac, entregando papelitos para el juego, y platicando
con Memo. Eventualmente llegó el día de los cortes, y por lo que había escuchado, era
muy probable que me quedara muy cerca del oro, pero estaba tranquila a pesar de ello.
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No mucho después de la junta, se filtraron los cortes por medio del grupo de la OMM
(Bolillomm). Había logrado lo que veía imposible, sacar oro. No podía creerlo, y estaba
más en shock que contenta al momento, pero luego me sentí orgullosa de no solo ha-
ber remontado, pero haber cumplido ese sueño también. No mucho después nos llamó
el codelegado (José Carlos) para una “reunión”, aunque ya sabíamos nuestros resulta-
dos. Esta reunión, que era apodada “premiación yucateca”, fue increíble y muy padre.
Los codelegados (oficialmente José Carlos, no oficialmente Erik y Memo) nos habían
comprado detallitos para festejar, y nos los entregaron después de decir unas palabras y
mencionar lo que habíamos ganado. Obviamente estaba el delegado (Drini), pero César
y Luis Mauricio también se unieron por lo que fue incluso más chido. Algo que nos tomó
por sorpresa a todos, fue que habíamos quedado en 4to lugar por estados, empatado con
Jalisco, cosa que nos puso muy felices, y también habíamos ganado la “copa superación”
por la mejora que habíamos tenido. Se sintió muy lindo celebrar y tener esta mini pre-
miación en delegación, que no me había tocado antes en mis nacionales pasados. Esa
noche y el día de premiación me felicitaronmucho, y fue increíble sentir que mis amigos
celebraran este logro conmigo. A pesar de la montaña rusa de emociones que fue este
nacional, lo aprecié mucho, pues me recordó lo importante que es disfrutar cada com-
petencia, no enfocarse en los resultados y que, con perseverancia y esfuerzo, las metas
pueden llegar a cumplirse.

Por el resultado en la OMMestaba preseleccionada para la EGMO, pero también para
la IMO, lo cual presentaba un gran desafío. Igualmente, que el año pasado, estuve en el
grupomás difícil, y los temas eran un poco pesados, peromis ganas de seguir mejorando
eran casi igual de pesadas. En los primeros selectivos logré hacerlo bastante bien para el
proceso EGMO, pero no tanto para el de IMO, aunque aún así nome cortaron de ninguno
para el entrenamiento de febrero, que era el definitivo para elegir a la delegación EGMO.
Estaba muy nerviosa y ansiosa, pues tenía miedo de volver a cometer errores y por
ello no quedar en la delegación, pero decidí seguir con la mentalidad de disfrutar los
exámenes y solo dar lo mejor de mí. En estos entrenamientos presenciales conocí a un
par de personas más, como Eliel, Lemus, Sebas, Ulises, Anna, entre otras. Y me divertí
conviviendo con mis amigos, incluso organizando unas rondas de “mafia” utilizando
algunos personajes que conocí en la PAGMO de otros países. Era un poco raro ser de
las grandes, pero convivir con las preselecciones de Centro y PAGMO fue lindo, y me
ayudó a recordar mi larga trayectoria, y sentirme orgullosa de ella. En la última noche
del entrenamiento dieron resultados de la delegación, y sí sentía miedo pues sabía que
me podría haber ido mejor, al igual que me regresaban memorias de años pasados donde
no lo lograba. Afortunadamente fue suficiente, y logré quedar en la delegación (junto
con Andy, Eli y Sofi), estaba muy feliz de haberlo cumplido ese sueño, y estaba decidida
a darlo todo para obtener un buen resultado. Tristemente no pasé en los selectivos para
la IMO, pero no me desmotivó, pues valoré más lo que sí logré.

Finalmente, llegó la EGMO, y estaba muy emocionada por otra vez viajar lejos, ya
que este año se realizó en Francia. Fue una vibra diferente de las otras internacionales,
pero también me gustó mucho, pues sentía que era un nivel alto, y estaba orgullosa de



70. Voces de la comunidad olímpica

haber podido llegar ahí. Nos tocó una guía muy buena onda, y pude reencontrarme con
amigas que había hecho en la PAGMOy con una entrenadora de USA que nos entrenó en
un pre-EGMO. Para los exámenes, como había aprendido de mis experiencias pasadas,
decidí estar tranquila, confiar y sobre todo disfrutar. Cosa que pude lograr, pues me
entretuvieron mucho los problemas de ambos días. A pesar de que no sentía que me
había ido particularmente bien, estaba orgullosa de mí misma, pues cumplí mi objetivo
de disfrutar, y también creía que podía sacar medalla de bronce muy probablemente.
Las actividades fueron muy divertidas, el convivir con otras delegaciones, pasar euros a
pesos para ver si algo era caro o no, llevar la bocina con música a todo volumen. Me la
pasé muy bien, por lo que independientemente del resultado, me sentía satisfecha. Llegó
el día donde salían los puntajes, y resultó que me había ido mejor de lo que esperaba, por
lo que parecía que podía sacar medalla de plata, que al final, sí resultó. No lo podía creer,
y estaba muy feliz de haber podido obtener ese resultado, se sintió como la recompensa
de muchos años de esfuerzo, perseverancia y práctica.

Si algo puedo destacar de mi experiencia, que claramente ha tenido sus buenos y
malos momentos, es que la comunidad olímpica me ha acompañado y apoyado en cada
uno de mis pasos. Las amistades que creé, se volvieron vínculos profundos, las caídas, se
volvieron lecciones, las vivencias, se volvieron parte de mi esencia, y mi vida, se volvió
otra gracias a la olimpiada. Fuera de crecer y alimentar mi amor y curiosidad por las
matemáticas, la olimpiada me ayudó a crecer como persona y a aprender no solo fór-
mulas e ideas, sino lecciones de vida. Me proporcionó un lugar seguro, una comunidad a
la que pertenecer, un lugar para soñar y crecer. Agradezco mucho por cada persona que
ha formado parte de mi trayecto olímpico, a cada amigo, entrenador, organizador, pues
sin ellos no podría haber llegado a donde estoy, ni tampoco estaría motivada para lo que
sigue, pues el siguiente año, que es mi último, planeo seguir disfrutando y cumpliendo
mis metas.

La olimpiada, no solo es una competencia, es mucho más que ello, son todas las per-
sonas que conforman una familia, que alimentan sueños, y que conectan. Muestra lo
lindas y divertidas que son las matemáticas, proponiendo problemas que incentivan el
uso de la creatividad y la lógica, y crean curiosidad hacia ellas, por lo quemuchos encon-
tramos nuestra vocación gracias a las olimpiadas, pues crean espacios donde podemos
confirmar que pertenecemos a la comunidad matemática.

Para concluir, entonces, ¿por qué me gustan las matemáticas? Las matemáticas son
más de lo que solo se ve en la escuela, son creativas, nos enseñan a resolver problemas y
a saber que no solo hay una solución a estos mismos. Sonmi espacio seguro, algo queme
apasiona, algo en donde siento que nunca dejo de aprender y de divertirme aprendiendo.
Y son el vínculo que comparto con muchos amigos, maestros y experiencias.

Ya sea que apenas estes conociendo la olimpiada, estés en tu último año, o incluso
ya hayas dejado de ser participante, te invito a nunca olvidar el ¿por qué te gustan
las matemáticas? Recuerda divertirte en cada momento del proceso, perseverar por tus
metas y sueños, estar orgulloso de tu camino sin importar el resultado, y que puedes
apoyarte en los demás miembros de esta bonita comunidad.
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Definicion 1 (Divisibilidad). Si a y b son números enteros, se dice que a divide a b o que
b es múltiplo de a si b = a · q para algún número entero q; lo anterior se denota por a | b.

Definicion 2 (Congruencias). Dados dos números enteros a, b y un número entero positivo
m, decimos que a es congruente con b módulo m si a − b es múltiplo de m. En este caso
escribimos a ≡ b (mód m).

Teorema 4 (Propiedades de las congruencias). Sean a, b, c, d,m números enteros con
m ≥ 1.

1. Si a ≡ c (mód m) y c ≡ d (mód m), entonces a ≡ d (mód m).

2. Si a ≡ c (mód m) y b ≡ d (mód m), entonces a+ b ≡ c+ d (mód m).

3. Si a ≡ c (mód p) y b ≡ d (mód m), entonces ab ≡ cd (mód m).

4. Si a ≡ c (mód m), entonces an ≡ cn (mód m) para todo número entero positivo
n.

5. Si ab ≡ bc (mód m), entonces a ≡ c (mód m
mcd(b,m) ) donde mcd(b,m) denota el

máximo común divisor de b ym.

Teorema 5 (Pequeño teorema de Fermat). Si p es un número primo y a es un número
entero coprimo conp ( i.e., mcd(a, p) = 1), entonces ap−1 ≡ 1 (mód p).

Teorema 6 (Inducción). El método de inducción se usa para demostrar que una proposi-
ción P (n) es verdadera para todo número entero n ≥ k0, donde k0 es un número entero
fijo. El método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que P (k0) es verdadera.

2. Hipótesis de inducción: Se supone verdadera la proposición P (k) donde k ≥ k0 es
un número entero fijo (pero arbitrario).

3. Paso de inducción: Se demuestra que P (k + 1) es verdadera.
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Concluimos entonces que P (n) es verdadera para todo número entero n ≥ k0.

Teorema 7 (Principio de las casillas). Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos.

Teorema 8 (Combinaciones). Dado un conjunto A de n elementos, una combinación
de m elementos de A es un subconjunto de A formado de m elementos. El número de
combinaciones dem elementos de A, denotado por

(
n
m

)
, es igual a(

n

m

)
=

n!

(n−m)!m!
,

donde n! denota el producto 1 · 2 · · ·n.

Teorema 9 (Binomio de Newton). Para a y b números reales cualesquiera y n un entero
no negativo se cumple que

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
ak bn−k.

Teorema10 (DesigualdadMA-MG:media aritmética -media geométrica). Six1,x2, . . . , xn
son números reales no negativos, entonces

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn

y la igualdad se cumple si y sólo si x1 = x2 = · · · = xn.

Teorema 11 (Suma de los ángulos internos de un triángulo). La suma de los ángulos
internos de un triángulo es 180◦.

Teorema 12 (Pitágoras). En un triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa es igual
a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 3 (Congruencia de triángulos). Los triángulosABC yA′B′C ′ son congruen-
tes si los ángulos y los lados del triángulo ABC son iguales a los ángulos y los lados del
triángulo A′B′C ′.

Teorema 13 (Criterio de congruencia LLL). Si tenemos dos triángulos con sus tres lados
correspondientes iguales, entonces los triángulos son congruentes. A este criterio se le llama
lado-lado-lado y lo denotamos como LLL.

Teorema 14 (Criterio de congruencia ALA). Si tenemos dos triángulos con un lado igual
y los respectivos ángulos adyacentes iguales, entonces los triángulos son congruentes. A este
criterio se le conoce como ángulo-lado-ángulo y lo denotamos como ALA.
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Definicion 4 (Semejanza de triángulos). Los triángulos ABC y A′B′C ′ son semejan-
tes, si sus ángulos respectivos son iguales (es decir, ]ABC = ]A′B′C ′, ]ACB =
]A′C ′B′ y ]BAC = ]B′A′C ′) y sus lados homólogos son proporcionales (esto es, si
AB/A′B′ = BC/B′C ′ = CA/C ′A′).

Teorema 15 (Criterio de semejanza AA). Si dos pares de ángulos correspondientes de
los triángulos ABC y A′B′C ′ son iguales, entonces los triángulos son semejantes. A esta
relación le llamamos ángulo-ángulo y la denotamos como AA.

Teorema 16 (Tales). Si ABC es un triángulo y D y E son puntos sobre los lados AB y
AC , respectivamente, entonces los segmentos DE y BC son paralelos si y sólo si AB

AD =
AC
AE .

Teorema 17 (Teorema de la bisectriz). Dado un triángulo ABC y un punto D sobre el
lado BC se tiene que BD

DC = BA
AC .

Teorema 18 (Ceva). Dado ABC un triángulo y L, M y N puntos sobre los lados (o
extensiones de éstos) BC,CA y AB, respectivamente, entonces AL, BM y CN son con-
currentes si y sólo si BL

LC · CM
MA · AN

NB = 1.

Teorema 19 (Menelao). Dado un triángulo ABC , si L, M y N son puntos sobre los
lados BC , CA y AB, respectivamente (o sobre sus extensiones), entonces L, M y N son
colineales si y sólo si BL

LC · CM
MA · AN

NB = −1, donde los segmentos se están considerando
como segmentos dirigidos.

Definicion 5 (Ángulos en la circunferencia).

1. Ángulo inscrito. Es el ángulo formado por dos cuerdas que comparten un punto co-
mún sobre la circunferencia.

2. Ángulo seminscrito. Es el ángulo formado por una cuerda y una tangente a la cir-
cunferencia en el punto de tangencia.

3. Ángulo central. Es el ángulo formado por dos radios.

Teorema 20 (Medida del ángulo inscrito). La medida de un ángulo inscrito en una cir-
cunferencia es igual a la mitad del ángulo central que abre el mismo arco.

Teorema 21 (Medida del ángulo seminscrito). La medida de un ángulo seminscrito en
una circunferencia es igual a la mitad del ángulo central que abre el mismo arco.

Teorema 22 (Potencia de un punto).

1. Si dos cuerdasAB yCD de una circunferencia se intersecan en un puntoP , entonces
PA · PB = PC · PD.

2. Si A, B y T son puntos sobre una circunferencia y la tangente en T interseca en un
punto P a la prolongación de la cuerda AB, entonces PT 2 = PA · PB.
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Definicion 6 (Cuadrilátero cíclico). Un cuadrilátero es cíclico si sus cuatro vértices están
sobre una misma circunferencia.

Teorema 23 (Cuadrilátero cíclico). Un cuadrilátero convexo ABCD es cíclico si y sólo
si la suma de cualquiera de sus pares de ángulos opuestos es igual a 180◦, esto es,

]DAB + ]BCD = ]ABC + ]CDA = 180◦.



Bibliografía

[1] A. Alberro Semerena, R. Bulajich Manfrino, C. J. Rubio Barrios. Problemas avanza-
dos de olimpiada. Cuadernos de Olimpiadas de Matemáticas. Instituto de Matemá-
ticas de la UNAM, 2010.

[2] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gómez Ortega, R. Valdez Delgado. Desigualdades, 5a ed.
Cuadernos de Olimpiadas de Matemáticas. Instituto de Matemáticas de la UNAM,
2016.

[3] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gómez Ortega, R. Valdez Delgado. Álgebra. Cuadernos
de Olimpiadas de Matemáticas. Instituto de Matemáticas de la UNAM, 2014.

[4] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gómez Ortega. Geometría, 2a ed. Cuadernos de Olim-
piadas de Matemáticas. Instituto de Matemáticas de la UNAM, 2016.

[5] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gómez Ortega. Geometría - Ejercicios y problemas, 2a ed.
Cuadernos de Olimpiadas de Matemáticas. Instituto de Matemáticas de la UNAM,
2010.

[6] R. Bulajich Manfrino, C. J. Rubio Barrios. Olimpiadas en SLP, elemental. Cuadernos
de Olimpiadas de Matemáticas. Instituto de Matemáticas de la UNAM, 2011.

[7] R. Bulajich Manfrino, C. J. Rubio Barrios. Olimpiadas en SLP, avanzado; 2a ed. Cua-
dernos de Olimpiadas deMatemáticas. Instituto deMatemáticas de la UNAM, 2017.

[8] J. A. Gómez Ortega, R. Valdez Delgado, R. Vázquez Padilla. Principio de las casillas,
2a ed. Cuadernos de Olimpiadas de Matemáticas. Instituto de Matemáticas de la
UNAM, 2014.

[9] A. Illanes Mejía. Principios de olimpiada, 2a ed. Cuadernos de Olimpiadas de Mate-
máticas. Instituto de Matemáticas de la UNAM, 2017.

75



76. BIBLIOGRAFÍA

[10] Loren C. Larson. Problem-Solving Through Problems. Springer Verlag, 1983.

[11] I. Niven, H. Zuckerman, H. Montgomery.An Introduction to the Theory of Numbers.
John Wiley & Sons, Inc., 1991.

[12] M. L. Pérez Seguí. Combinatoria, 3a ed. Cuadernos de Olimpiadas de Matemáticas.
Instituto de Matemáticas de la UNAM, 2005.

[13] M. L. Pérez Seguí. Combinatoria avanzada. Cuadernos de Olimpiadas de Matemá-
ticas. Instituto de Matemáticas de la UNAM, 2019.

[14] M. L. Pérez Seguí (con la colaboración de L. M. García Velázquez y M. Raggi Pérez).
Matemáticas preolímpicas. Cuadernos de Olimpiadas de Matemáticas. Instituto de
Matemáticas de la UNAM, 2011.

[15] M. L. Pérez Seguí. Teoría de números, 2a ed. Cuadernos de Olimpiadas de Matemá-
ticas. Instituto de Matemáticas de la UNAM, 2016.

[16] P. Soberón Bravo. Combinatoria para olimpiadas internacionales. Cuadernos de
Olimpiadas de Matemáticas. Instituto de Matemáticas de la UNAM, 2010.

[17] L. Shively. Introducción a la geometría moderna. Compañía Editorial Continental.
México, 1972.



Comité Organizador de la
Olimpiada Mexicana de
Matemáticas

María Guadalupe Russell Noriega
(Presidente)

César Guadarrama Uribe
Claudia Marcela Aguilar Hernández

David Guadalupe Torres Flores
Enrique Treviño López

Héctor Raymundo Flores Cantú
Hugo Villanueva Méndez
Ignacio Barradas Bribiesca
José Eduardo Cázares Tapia
José Omar Guzmán Vega

Kenya Verónica Espinosa Hurtado
Kevin William Beuchot Castellanos
Luis Eduardo García Hernández

Luis Mauricio Montes de Oca Mena
María Eugenia Guzmán Flores

María Luisa Pérez Seguí
Mónica Mateos Vega

Myriam Hernández Ketchul
Rosa Victoria Rodríguez Olivé

Sergio Guzmán Sánchez

77




	Presentación
	Artículo: El billar y la teoría de números
	Problemas de práctica
	Problemas de entrenamiento
	 Problemas de entrenamiento (Año 2026, No. 1)
	 Soluciones a los problemas de entrenamiento (Año 2025, No. 1)

	39 Concurso Nacional Preuniversitario de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas
	40.ª Olimpiada Iberoamericana de Matemáticas
	5.ª Pan American Girl's Mathematical Olympiad
	Voces de la comunidad olímpica
	Dana Karen Medina González

	Apéndice

