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Presentacion

La Sociedad Matemdtica Mexicana organiza la 19% Olimpiada Mexicana de Ma-
tematicas. Los ganadores del certamen formaran las selecciones que participaran
en las distintas Olimpiadas Internacionales del afio 2006: la XVII Olimpiada de
la Cuenca del Pacifico que se llevard a cabo en el mes de marzo en México
y los exdmenes se corregiran en Corea, 47 Olimpiada Internacional se llevard
a cabo en Slovenia durante el mes de julio, la XXI Olimpiada Iberoamericana
de Matemdticas que se realizara en septiembre en Ecuador y la VIII Olimpiada
Matemadtica de Centroamérica y el Caribe que se celebrara en Panama en el mes
de julio.

En la 19? Olimpiada Mexicana de Matemadticas pueden participar los estudiantes
de México nacidos después del 1° de agosto de 1986. Los concursantes deberan
estar inscritos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del
ciclo escolar 2005-2006 vy, para el 1° de julio de 2006, no deberdn haber iniciado
estudios de nivel universitario.

La intencién de esta publicacién es que sirva como guia para los alumnos que
desean prepararse para el Concurso Nacionale de la Olimpiada Mexicana de Ma-
tematicas. Los problemas que aparecen aqui no son ejercicios rutinarios en los
que se apliquen directamente los conocimientos que se adquieren en la escuela,
son problemas que requieren de una buena dosis de ingenio y de esfuerzo para
ser resueltos. Como en todos los aspectos del aprendizaje de las matematicas,
el esfuerzo individual y el enfrentamiento solitario con los problemas son impor-
tantes, pero también es muy importante la discusiéon con los companeros y los
profesores.

Una forma de manifestar creatividad en matemadticas es resolviendo problemas.
Otra forma, que a veces requiere de mas madurez, es inventandolos. Invitamos a
todos los lectores de este folleto: profesores, estudiantes, olimpicos y exolimpicos
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a que nos envien problemas con solucién. Las aportaciones seran consideradas
para su inclusién en examenes o en futuros folletos.

Este folleto incluye problemas de las olimpiadas estatales de matemdticas de
Morelos, Nuevo Ledn, Puebla y San Luis Potosi. También incluye problemas del
cuarto concurso intercampus de matemdticas olimpicas (San Luis Potosi 2002)
y del cuarto encuentro interestatal de la zona centro (en la que participaron el
Distrito Federal, Estado de México, Hidalgo, Morelos y Puebla). Finalmente,
incluye problemas de la etapa final de los Concursos Estatales del afio 2003 y
2004.

Etapas de la Olimpiada

La Olimpiada Mexicana de Matematicas consta de tres etapas:

Examenes Estatales. Estos exdmenes servirdn para formar las selecciones es-
tatales que asistirdn al Concurso Nacional.

Concurso Nacional. Este concurso se llevard a cabo en la ciudad de Campeche,
Campeche, del 6 al 12 de noviembre de 2005. En él, se elegird a la preseleccién
mexicana.

Entrenamientos. A los alumnos de la preseleccién que surjan del Concurso Na-
cional se les entrenara intensivamente durante el primer semestre del ano 2006.
También, se les aplicardn exdmenes para determinar a los que representaran a
México en las olimpiadas internacionales.

La participacion en las tres etapas mencionadas es individual.
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Resumen de Resultados

En el afio de 1987 la Sociedad Matematica Mexicana organizé la Primera Olim-
piada Mexicana de Matematicas. A partir de esa fecha, los concursos nacionales
se han celebrado anualmente en las ciudades de Xalapa, Hermosillo, Metepec,
Guanajuato, Oaxtepec, La Trinidad, Acapulco, Guadalajara, Colima, Mérida,
Monterrey, Querétaro, Oaxaca, Morelia, Oaxtepec, Colima, Guanajuato e Ixta-
pan de la Sal.

Los resultados de las Delegaciones Mexicanas en las Olimpiadas Internacionales,
Iberoamericanas y Centroamericanas han sido los siguientes:

Resultados de México en las Internacionales

Los resultados de las Delegaciones Mexicanas en Olimpiadas Internacionales,
Iberoamericanas y de Centroamérica y el Caribe han sido los siguientes:

Olimpiada Internacional de Matematicas

afo pais sede no. de paises lugar de México
1988 Australia 49 37
1989 Rep. Fed. de Alemania 50 31
1990 Rep. Popular de China 54 36
1991 Suecia 55 35
1992 Rusia 56 49
1993 | Turquia 73 63
1994 Hong Kong 69 65
1995 Canada 74 59
1996 India 75 53
1997 | Argentina 82 32
1998 Taiwan 75 44
1999 Rumania 81 52
2000 Corea 82 30
2001 Estados Unidos 83 46
2002 Escocia 84 46
2003 Japédn 82 41
2004 Grecia 84 37

La 45* Olimpiada Internacional de Matemadticas se llevé a cabo en Atenas,
Grecia, del 4 al 18 de julio de 2004. La delegacién que representé a México
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estuvo integrada por los alumnos: Marco Antonio Figueroa lbarra (Sonora),
Héctor Daniel Garcia Lara (Chihuahua), Rosemberg Toald Enriquez (Chiapas),
Gonzélo Arturo Montalvdn Gamez (Puebla), Carlos Vargas Obieta (Jalisco),
Cristos Alberto Ruiz Toscano (Jalisco). Se obtuvieron 3 medallas de bronce
(Marco Antonio, Héctor Daniel y Carlos) y una mencién honorifica (Cristos
Alberto). México ocupé el lugar 37 de 84 paises participantes.

Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

afio pais sede no. de paises lugar de México
1989 | Cuba 13 3
1990 Espaia 15 3
1991 Argentina 16 5
1992 Venezuela 16 6
1993 México 16 9
1994 Brasil 16 6
1995 Chile 18 9
1996 Costa Rica 17 2
1997 México 17 3
1998 Republica Dominicana 18 5
1999 Cuba 20 3
2000 Venezuela 21 2
2001 Uruguay 21 3
2002 El Salvador 22 3
2003 Argentina 19 4
2004 Espaia 22 5

La XIX Olimpiada Iberoamericana se llevé a cabo en Valencia, Espaiia, del 19 al
25 de septiembre de 2004. Los alumnos que concursaron fueron: Marco Anto-
nio Figueroa Ibarra (Sonora), Héctor Daniel Garcia Lara (Chihuahua), Gonzélo
Arturo Montalvan Gadmez (Puebla), Cristos Alberto Ruiz Toscano (Jalisco). Se
obtuvieron, una medalla de oro (Marco Antonio), dos de plata (Cristos Alberto
y Héctor Daniel) y una de bronce (Gonzilo Arturo). México ocupé el quinto
lugar de 22 paises que participaron.
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Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe

afo pais sede no. de paises lugar de México
1999 Costa Rica 10 2
2000 El Salvador 9 2
2001 Colombia 10 2
2002 México 8 1
2003 Costa Rica 11 1
2004 Nicaragua 12 1

Entre el 7 y el 11 de junio, se celebré en Managua, Nicaragua, la VI Olimpia-
da Matemdtica de Centroamérica y el Caribe. La delegacién mexicana estuvo
integrada por los alumnos: Isaac Buenrostro Morales (Jalisco), Pablo Soberén
Bravo (Morelos) y David Guadalupe Torres Flores (Guanajuato). Los alumnos
obtuvieron 3 medallas de oro y México ocupé la posicién niimero uno de doce
paises participantes.

En total, en las olimpiadas internacionales se han obtenido tres medallas de
plata, veinticuatro medallas de bronce y dieciocho menciones honorificas. En las
olimpiadas iberoamericanas se han obtenido once medallas de oro, veinticuatro
medallas de plata, veintiddés medallas de bronce y tres menciones honorificas.
En las olimpiadas centroamericanas se han obtenido diez medallas de oro, seis
medallas de plata y dos de bronce.

Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional participan anualmente en la
Olimpiada de Matematicas de la Cuenca del Pacifico. No existe un registro
estadistico sobre la participaciéon de México.

El afio pasado México participé también en esta olimpiada que se llevé a cabo
en marzo. Esta olimpiada se realiza por correo y los exdmenes son calificados
por el pais sede, el cual elabora también el exdmen. En 2004 el pais organizador
fue Canadd. Marco Antonio Figueroa Ibarra (Sonora) obtuvo medalla de oro,
Héctor Daniel Garcia Lara (Chihuahua), Rosemberg Todla Enriquez (Chiapas)
y Luis Alberto Martinez Chigo (Veracruz) obtuvieron medalla de bronce.
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Resultados del Concurso Nacional de la 18¢
Olimpiada Mexicana de Matematicas

En noviembre de 2004 se llevd a cabo en Ixtapan de la Sal, Edo. de México,
el Concurso Nacional de la 18° Olimpiada Mexicana de Matemdticas, con la
participacion de todos los estados de la Republica. Los 16 alumnos ganadores
del primer lugar fueron:

Ivdn Joshua Herndndez Maynez (Coahuila)

Pablo Soberén Bravo (Morelos)

David Guadalupe Torres Flores (Guanajuato)
Gonzalo Arturo Montalvan Gamez (Puebla)
Guevara Manuel Angel Guevara Lépez (Zacatecas)
Héctor Daniel Garcia Lara (Chihuahua)

Juan Carlos Ramirez Prado (Baja California)
Diego Torres Patifio (Distrito Federal)

Francisco Javier Ibarra Goycoolea (Baja California)
Galo Higuera Rojo (Morelos)

Isaac Buenrostro Morales (Jalisco)

José Trinidad Barajas (Michoacdn)

Mario Alejandro Huicochea Mason (Distrito Federal)
Mariana Gémez Schiavon (Morelos)

Jonathan Allan Chévez Casillas (Distrito Federal)
Rodrigo Diaz Martin (Jalisco).

Los 5 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matematica de Centroamérica
y el Caribe fueron:

Isaac Buenrostro Morales (Jalisco)

Juan Carlos Ramirez Prado (Baja California)
Jorge Chavira Olivas (Chihuahua)

Jan Marte Contreras Ortiz (Jalisco)

Paul lvan Gallegos Bernal (Jalisco).

Aunque la participacién en el Concurso Nacional es individual, es importante
destacar la labor que han llevado a cabo los estados de la Reptblica apoyando
a sus concursantes. Con el propdsito de reconocer este trabajo, presentamos el
registro de los estados que ocuparon los primeros 10 lugares en el 18° Concurso
Nacional.
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Morelos

Jalisco

Distrito Federal
Chihuahua
Baja California
Guanajuato
Yucatan

Nuevo Ledn
Puebla

Sonora
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Los ndmeros repetidos indican que esos estados obtuvieron la misma puntuacién.

En esta ocasidn, el premio a la Superaciéon Académica se llamé “Arbol de la
Vida"y fue ganado por el Zacatecas. El segundo y tercer lugar de este premio
lo ocuparon, respectivamente, Aguascalientes y Guerrero.

Agradecimientos

Agradecemos a todos los estados que colaboraron con los problemas que
aparecen en este folleto, asi como a todas las personas que participaron en la
elaboraciéon del mismo. También quisiéramos agradecer a Teresa Valerio por la
dltima lectura.

Informacién sobre la Olimpiada

Para obtener mds informacidén sobre los eventos de la Olimpiada Mexicana
de Matemadticas o para consultar mas material de estudio, visita nuestro sitio
de Internet:

http://erdos.fciencias.unam.mx/omm

COMITE ORGANIZADOR DE LA
OLIMPIADA MEXICANA DE MATEMATICAS

Febrero de 2005
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Capitulo 1

Enunciados de los Problemas

Presentamos aqui algunos problemas para mostrar el tipo de matematicas que
se manejan en la fase estatal de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas. Al
final encontrards las soluciones.

1.1. Problemas de Practica

Problema 1. Sean a y b enteros tales que a + 5b y 5a — b son ambos divisibles
por 2002. Prueba que a? + b? también es divisible por 2002.

Problema 2. Sea ABCD un trapecio isésceles con AB || CD y donde DC =
2AB. Sean O el punto de interseccién de sus diagonales y S la circunferencia
con centro en O que pasa por Ay B. Si S es tangente a DC, encuentra los

angulos del trapecio y demuestra que S es también tangente a los lados AD vy
BC.

Problema 3. Queremos ubicar los enteros positivos del 1 al 16 en las casillas
de una tabla de 4 x 4 (uno en cada casilla), de manera que la suma en cada
columna y cada renglén de la tabla sea impar. jDe cuantas formas se puede
hacer esto?

Problema 4. Sean p y ¢ enteros mayores o iguales que cero. Prueba que el
nimero 22 + 229 no puede ser el cuadrado de ningtin entero.



2 Problemas de Practica

Problema 5. Los doce niimeros de un reloj se desprendieron y al colocarlos de
nuevo, se cometieron algunos errores. Demuestra que en la nueva colocacién
hay un ndmero que al sumarle los dos nimeros que quedaron a sus lados, se
obtiene un resultado mayor o igual a 20.

Problema 6. Sea ABC un tridngulo y P un punto en su interior tal que:
/PBC =/PCA< /PAB.

Supongamos que el segmento PB intersecta al circuncirculo del tridngulo ABC
en el punto E, y que el segmento C'E intersecta al circuncirculo del tridngulo
APEFE en el punto F. Prueba que las dreas de los tridngulos APE y AEC son
iguales, y que se verifica la igualdad:

Area(APEF)  (AC 2
Area(ABP) AB)

Problema 7. Sea n > 3 un entero. Una circunferencia estd dividida en 2n arcos
por 2n puntos. Cada arco mide una de tres posibles longitudes y no hay dos
arcos adyacentes con la misma longitud. Los 2n puntos se pintan alternadamente
de rojo y azul. Demuestra que el n-dgono con vértices rojos y el n-dgono con
vértices azules tienen el mismo perimetro y la misma &rea.

Problema 8. Sea ABC'D un cuadrado (con los vértices en el sentido horario) y
P un punto en el lado BC distinto de B y de C. Considera el cuadrado APRS
(con los Vvértices en el sentido horario). Prueba que la recta C'R es tangente a
la circunferencia circunscrita del triangulo ABC'.

Problema 9. En el tridngulo ABC, sean D y FE puntos en los lados BC'y AB
respectivamente. Sea F' un punto en el lado AC tal que EF || BC' y sea G un
punto en el lado BC tal que EG || AD. Si M y N son los puntos medios de
AD y BC, demuestra que:

EF n EG
BC = AD
y que M, N y el punto medio de F'GG son colineales.

L,

Problema 10. Sea n un entero positivo y sean a < b < ¢ < d los cuatro
divisores positivos mas pequeios de n. Encuentra todos los enteros n tales que:

n=a>+b+c+d°.
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Problema 11. ; Es posible cubrir una cuadricula de 2003 x 2003 con rectangulos
de 1 x 2 colocados horizontalmente y con rectdngulos de 1 x 3 colocados ver-
ticalmente?

Problema 12. Encuentra todos los nimeros primos p y ¢ tales que:

2P 4 21
Pq

sea un nuimero entero.

Problema 13. Sean A y B dos puntos fijos en el plano y sea £ una recta que
pasa por A pero no por B. Para Py Q puntos de £ (distintos de A) sean Op
y Oq los centros de las circunferencias circunscritas a APB y AQB, respecti-
vamente. Muestra que los dngulos ZOpPB 'y ZOgQB son iguales.

Problema 14. Alrededor de una mesa redonda se encuentran sentadas n per-
sonas, a quienes se les reparten 2n tarjetas (numeradas del 1 al 2n) de manera
que una persona tiene las tarjetas (1,2), la persona a su derecha las tarjetas
(3,4), a la derecha quedan (5,6), etc. De manera simultdnea, cada persona
toma la tarjeta con el nimero menor (de las dos que tiene) y la pasa a quien
esté sentado a su derecha. Este paso se repite una infinidad de veces.

(a) Demuestra que a partir de cierto momento, hay n tarjetas que ya no se
mueven.

(b) i Cudntos pasos son necesarios para alcanzar el momento mencionado en el
inciso a?

Problema 15. ;jPara qué enteros positivos n, se tiene que el mayor entero

menor o igual que - es un niimero primo?

Problema 16. Aquiles y la tortuga se encuentran en las esquinas opuestas de un
tablero de ajedrez de 5 x 5. Entre ellos se desarrolla un juego con las siguientes
reglas:

(i) Cada uno puede moverse de una casilla a otra casilla adyacente (en diagonal
no) y en cada jugada, Aquiles hace 3 movimientos consecutivos y la tortuga dos
movimientos. Por ejemplo, la tortuga puede moverse a una casilla y regresar,
finalizando su jugada donde la empezd.

(i) Gana aquel que al final de su jugada llegue justo a la casilla que ocupa su
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adversario.
Si la tortuga hace la primera jugada y ambos juegan simultdaneamente, ;quién
puede asegurar la victoria?

Problema 17. En cierto juego hay varios montones de piedras que pueden mo-
dificarse de acuerdo a las siguientes 2 reglas:

(1) Se pueden juntar dos de los montones en uno solo.

(2) Si un montdn tiene un ndmero par de piedras, se puede partir en dos mon-
tones con el mismo nimero de piedras cada uno.

Al principio hay tres montones, uno de ellos tiene 5 piedras, otro tiene 49 y
el otro tiene 51. Determina si es posible lograr, con movimientos sucesivos, y
siguiendo las reglas (1) y (2), que al final haya 105 montones, cada uno con
una piedra.

Problema 18. Hay 2n + 1 duendes. Al principio cada duende tiene exactamente
n amigos entre los demds duendes. Cada dia cada duende se convierte en amigo
de los amigos de sus amigos. Prueba que debe llegar un dia en el que todos
sean amigos entre si.

Problema 19. Encuentra todos los nlimeros enteros n que satisfagan todas las
condiciones siguientes: n < 1000, n es miltiplo de 3, n termina en 1 y n es
suma de dos cuadrados.

Problema 20. En un tridngulo ABC' un punto D en el segmento BC' es tal
que BD = 2DC. Sea F el pie de la altura de ABC por B y sea L la recta
que pasa por C'y que es perpendicular a AC. Sea O el punto sobre £ tal que
OB = OFE. Prueba que D, E'y O estan alineados.

Problema 21. Encuentra todas las parejas de enteros (x, p) con p primo y tales
que:
xp? —3- 2P =23,

Problema 22. En un circulo estan marcados en forma consecutiva (en el orden
de las manecillas del reloj) los nimeros del 1 al 2004. En cada ndmero mdltiplo
de 6 hay una ficha marcada con el mismo nidmero de su casilla. Cada segundo
cada ficha se mueve en el sentido de las manecillas del reloj el mismo ndmero
de espacios de la ficha (por ejemplo, después de 4 segundos, la ficha 30 estd
en la casilla 150). ;Cudntos segundos deben de transcurrir para que todas las
fichas estén por primera vez juntas en una misma casilla?
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Problema 23. Se dispone de colchones de hule espuma que se van a encimar
unos sobre otros (uno a la vez) para formar una torre. Unos colchones pesan 1
Kg y miden 1 cm de alto; otros pesan 2 Kg y miden 2 cm de alto. Cada vez que
se coloca un colchén de 1 Kg encima de los que ya estan apilados, todos los
de abajo disminuyen su altura a la mitad, y cada vez que se coloca un colchdn
de 2 Kg encima de los que ya estan apilados, todos los de abajo disminuyen su
altura a la cuarta parte. Prueba que es posible encimar colchones de manera
que la torre al final mida mds de 2.666 cm, pero que no es posible lograr una
altura final de % cm.

Problema 24. Sobre cada lado de un paralelogramo se dibuja un cuadrado
(hacia el exterior del paralelogramo y de manera que el lado del cuadrado sea
el lado respectivo del paralelogramo). Prueba que los centros de los cuatro
cuadrados son los vértices de otro cuadrado.

Problema 25. En una ciudad hay dos rios paralelos R y S unidos por 10 calles
y separados por otras 5 calles, de manera que las calles forman una cuadricula.
i Cuantas rutas de autobus se pueden disefiar del rio R al rio S si durante el
recorrido total el autobus debe dar menos de 5 vueltas y no debe pasar dos
veces por un mismo lugar?

Problema 26. Considera una regién cuadrada del plano ldtice que mide 2004
puntos de lado. j Cudntos tridngulos isdsceles con vértices en los puntos de esa
region se pueden formar si se quiere que el lado desigual sea vertical?

Problema 27. Se tienen 2004 fichas hexagonales con los nimeros 1, 2, 3, 4,
5 y 6 escritos uno en cada lado en sentido de las manecillas del reloj. Se va a
formar una cadena con todas las fichas siguiendo las reglas del domind; es decir,
dos fichas se unen por uno o mas lados si los niimeros escritos en los lados que
comparten son iguales en ambas fichas. Después de hacer la cadena se suman
los nimeros que quedan alrededor de la cadena (los que no son compartidos
para unir dos fichas). ;Cudl es el mayor valor que puede tener esa suma?

Problema 28. Dos personas A y B juegan en un tablero en forma de circulo. Por
turnos alternados cada uno pone una ficha dentro del tablero sin mover ninguna
de las que ya estaban puestas. Inicialmente hay una ficha en cualquier lugar del
tablero y el primer movimiento lo hace A. Pierde el que ya no puede poner
fichas. ;Cudl jugador tiene una estrategia ganadora? Describe la estrategia.

Problema 29. Prueba que la suma de cualesquiera n niimeros primos es mayor

que n2.
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Problema 30. Cada entero del 1 al 100 (ambos inclusive) se colorea de rojo,
azul, verde o amarillo. Demuestra que hay dos niimeros del mismo color cuya
diferencia es también de ese color.

Problema 31. Para cada ndmero natural n, sea S, la suma de los nlimeros
enteros contenidos en el intervalo abierto (27,2"*!). Demuestra que S, es
multiplo de 3, para toda n. (Por ejemplo, sin = 3, S,, es la suma de los enteros
que estan en el intervalo (8,16). Es decir, S;, = 9+10+11+12+13+414+15).

Problema 32. En un tridngulo ABC, una recta que pasa por el baricentro de él,
corta a los lados AB y AC en los puntos M y N, respectivamente. Demuestra

que:
BM ~CN

MA TNaTt

Problema 33. Sea n un nimero natural. Encuentra los valores de n para los

que:
1+ 11n

2n —1
es un entero.

Problema 34. La distancia entre dos ciudades A y B es de 9999 kilémetros. A
lo largo de la carretera, que une a estas ciudades, hay postes indicadores de los
kildmetros, en los que estdn escritas las distancias hasta A y hasta B. j Cudntos
postes habrd, entre ellos, en los cuales sdlo aparezcan 2 cifras distintas? (En el
primer poste aparece (0,9999) y en el dltimo poste, (9999,0).)

Problema 35. Sean A y B los puntos de interseccién de las circunferencias
C1 y Cy con centros O y (), respectivamente. Sea £ una tangente comin
a dichas circunferencias, M y N los puntos de contacto de £ con C7 y Cj,
respectivamente. Demuestra que las bisectrices de los dngulos M OB, OBQ y
BQ@N son concurrentes.

Problema 36. ; Cuantas parejas de niimeros naturales cumplen que su maximo
comtn divisor es d y su minimo comtn miltiplo es dp®¢®r7s®, donde p,q,r vy
s son primos distintos?

Problema 37. En un tridngulo escaleno ABC, la mediana trazada a partir de
A, la altura trazada a partir de B y la bisectriz trazada a partir de C, son
concurrentes. j Qué relacidn existe entre las medidas de los lados del tridngulo?



1.1 Problemas de Practica 7

Problema 38. En el cuadrildtero ABC D, la circunferencia circunscrita al triangulo
BCD corta a AC en el punto E y la circunferencia circunscrita al tridngulo
ACD corta a BC en el punto F.

Demuestra que (AD)(DE)(BF)? = (BD)(DF)(AE)?.

Problema 39. Dado un niimero natural n, sea P(n) el producto de todos los
divisores positivos de n. Encuentra todos los valores de n, menores que 400,
tales que n tiene sélo 2 divisores primos distintos y P(n) = n5. (Por ejemplo:
P(12)=1-2-3-4-6-12=1728).

Problema 40. En una circunferencia se toman n puntos, cada uno de los cuales
es etiquetado con a o b. Prueba que existen a lo mds L%n + 2| cuerdas que
unen puntos con etiquetas diferentes y que no se intersectan. (El simbolo |z]
se conoce como la parte entera de = y representa al mayor entero que es menor
o igual que x. Por ejemplo, [2.3] = 2).

Problema 41. Considera la circunferencia circunscrita al tridngulo isésceles
ABC (con AC = B(C). En el arco BC, opuesto al punto A, se elige un punto
D. Sea E un punto en AD tal que CE y AD son perpendiculares. Demuestra
que AE = BD + DE.

Problema 42. Si m es un ndmero natural que termina en 5, muestra que
12™ + 9™ + 8™ 4+ 6™ es un multiplo de 1991.

Problema 43. En el tridngulo ABC, la bisectriz interior del dngulo A y la
mediana trazada a partir de A cortan a BC en 2 puntos distintos D y FE,
respectivamente. Sea M el punto de interseccién de AE y la perpendicular a
AD trazada a partir de B. Prueba que AB y DM son paralelas.

Problema 44. Con una balanza y 5 pesas, quieres pesar objetos que varian en
cantidades enteras entre 1 y 121 Kg. jDe cudnto tienen que ser las pesas?

Problema 45. A cada vértice de un cubo se le asigna el valor +1 6 —1, y a
cada cara el producto de los valores asignados a sus vértices. j Qué valores puede
tomar la suma de los 14 ndmeros asi obtenidos?

Problema 46. Prueba que si a +b = 1, donde a y b son nldmeros positivos,

entonces:
+ 1y’ +(b+ Ok > 25
a+ - - —.
a b -2



8 Problemas de Practica

Problema 47. Prueba que existen 10 enteros distintos tales que la suma de
cualesquiera 9 de ellos es un cuadrado perfecto.

Problema 48. Supdngase que un hexdgono regular ABC' D EF tiene area 2004.
Tracense lineas uniendo los vértices alternadamente. Con las intersecciones de
éstas se formard un hexdgono en el interior. Calcula el drea del nuevo hexdgono.

Problema 49. ;De cuintas maneras distintas se pueden llenar las casillas de
un arreglo rectangular de m x n con los nimeros 1 y —1 de tal manera que el
producto de las entradas en cada renglén y en cada columna sea —17

Problema 50. Sea ABC un triangulo acutdngulo. Las bisectrices de los angulos
By C intersectan los lados opuestos en los puntos L y M, respectivamente.
Prueba que existe un punto K en el interior del lado BC' tal que el tridngulo
K LM es equildtero si y sélo si ZA = 60°.

Problema 51. Considera un tablero de ajedrez de 8 x 8. En cada casillade 1 x 1
se dibuja una flecha con direccién hacia arriba, hacia abajo, hacia la derecha o
hacia la izquierda. La arista superior de la casilla de 1 x 1 en la esquina superior
derecha del tablero es la salida del tablero de ajedrez. Una moneda se coloca en
la casilla de 1 x 1 de la esquina inferior izquierda del tablero y después se mueve
en una sucesion de turnos. En cada turno, la moneda se mueve una casilla en
la direcciéon de la flecha, luego a la flecha que estaba en la casilla de donde se
movid la moneda, se le aplica una rotacién de 90° en el sentido de las manecillas
del reloj. Si la direccién de la flecha de una casilla en la orilla del tablero es hacia
afuera del tablero (y no hacia la salida del tablero), la moneda no se mueve y
la flecha se rota 90° en el sentido de las manecillas del reloj. Prueba que tarde
o temprano la moneda sale del tablero.

Problema 52. Sea M el conjunto que consiste de los siguientes 2004 nilimeros:
10 +1,10%+1,...,10%° 4+ 1. Prueba que al menos 99 % de los elementos de
M no son primos.

Problema 53. Sea M la interseccién de las diagonales AC'y BD de un cua-
drilatero convexo ABCD. La bisectriz del angulo ZACD intersecta a BA en
K. Si

MA-MC+MA-CD=MB-MD,

prueba que /BKC = ZCDB.
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Problema 54. Un entero positivo es llamado monotdnico si sus digitos en base
10, de izquierda a derecha, estdn en orden no decreciente. Prueba que para
cada entero positivo n, existe un nimero monotdénico de n digitos que es un
cuadrado perfecto.

Problema 55. Sean A y B dos puntos situados en el mismo lado de una recta
XY. Encuentra el punto M en la recta tal que la suma AM + M B es minima.

Problema 56. Sea ABC' un triangulo. Si pintamos todos los puntos del plano
de rojo y verde, prueba que existen dos puntos rojos con distancia 1 entre ellos
o tres puntos verdes que forman un tridangulo congruente al ABC.

Problema 57. ;Cudntos subconjuntos de {1,2,...,10} existen tales que la
diferencia entre cualesquiera dos de sus elementos sea mayor o igual que 37

Problema 58. Considera 2004 puntos rojos fijos en el espacio en posicidn gene-
ral (no hay tres puntos colineales y no hay cuatro puntos coplanares). Para cua-
lesquiera tres de esos puntos rojos se dibuja el plano que los contiene. Muestra
que para cualquier eleccién de 2001 puntos cualesquiera en el espacio (algunos
de los cuales pueden ser rojos), uno de los planos considerados anteriormente
no contiene ninguno de estos 2001 puntos.

Problema 59. Toma 4 puntos del plano, tales que cualesquiera tres de ellos no
son colineales. Para cada uno de estos puntos se trazan las perpendiculares a las
rectas que determinan los otros tres. Considera que no hay dos de esas perpen-
diculares que coincidan. Encuentra el maximo nimero de puntos de interseccién
determinados por estas rectas perpendiculares.

Problema 60. (a) Encuentra todos los enteros positivos k para los cuales es
posible encontrar dos enteros a y b mayores que k tales que (a — k), (b—k)y
(ab — k) son cuadrados perfectos.

(b) Encuentra todos los enteros positivos k para los cuales es posible encontrar
dos enteros a y b mayores que k tales que (a — k), (b—k)y (a+b— k) son
cuadrados perfectos.

1.2. Problemas de los ultimos tres Concursos
Nacionales de la OMM

Problema 1. (16a OMM) En una cuadricula de 32 x 32 se escriben los nlimeros
del 1 al 1024 de izquierda a derecha, con los nimeros del 1 al 32 en el primer
renglén, los del 33 al 64 en el segundo, etc.
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La cuadricula se divide en cuatro cuadriculas de 16 x 16 que se cambian de
lugar entre ellas como sigue:

al b a | b
d| ¢ d| ¢

Después, cada cuadricula de 16 x 16 se divide en cuatro cuadriculas de 8 x 8
que se cambian de lugar del mismo modo; a su vez cada una de esas se divide y
asi sucesivamente hasta llegar a cuadriculas de 2 x 2 que se dividen en cuadros
de 1 x 1, los cuales se cambian de lugar del mismo modo.

Al terminar estas operaciones, jqué nimeros quedan en la diagonal que va de
la esquina superior izquierda a la inferior derecha en la cuadricula de 32 x 327

Problema 2. (16a OMM) Sean ABC'D un paralelogramo y K la circunferencia
circunscrita al tridngulo ABD. Sean E y F' las intersecciones de I con los
lados (o sus prolongaciones) BC'y CD respectivamente (E distinto de By F'
distinto de D). Demuestra que el circuncentro del tridngulo CEF estd sobre
K.

2

Problema 3. (16a OMM) Sean n un entero positivo. j Tiene n® mas divisores

positivos de la forma 4k + 1 o de la forma 4k — 17

Problema 4. (16a OMM) Una ficha de dominé tiene dos niimeros (no necesa-
riamente diferentes) entre 0 y 6. Las fichas se pueden voltear, es decir, es
la misma ficha que . Se quiere formar una hilera de fichas de dominé dis-
tintas de manera que en cada momento de la construccién de la hilera, la suma
de todos los nimeros de las fichas puestas hasta ese momento sea impar. Las
fichas se pueden agregar de la manera usual a ambos extremos de la hilera, es
decir, de manera que en cualesquiera dos fichas consecutivas aparezca el mismo
nimero en los extremos que se juntan. Por ejemplo, se podria hacer la hilera:
[1]3][3]4][4]4] en la que se colocs primero la ficha del centro y luego la de
la izquierda. Después de poner la primera ficha, la suma de todos los niimeros
es 7; después de poner la segunda, 11; después de la tercera, 19.

i Cudl es la mayor cantidad de fichas que se pueden colocar en una hilera?

i Cuantas hileras de esa longitud maxima se pueden construir?

Problema 5. (16a OMM) Tres enteros distintos forman una terna compatible
si alguno de ellos, digamos n, cumple que cada uno de los otros dos es, o bien
divisor, o bien miultiplo de n. Para cada terna compatible de nimeros entre 1
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y 2002 se calcula la suma de los tres nimeros de la terna. jCudl es la mayor
suma obtenida? j Cudles son las ternas en las que se obtiene la suma mdxima?

Problema 6. (16a OMM) Sea ABC'D un cuadrildtero con AD paralelo a BC,
los dngulos en A y B rectos y tal que el angulo CM D es recto, donde M es
el punto medio de AB. Sean K el pie de la perpendicular a C'D que pasa por
M, P el punto de interseccién de AK con BD y () el punto de interseccién de
BK con AC. Demuestra que el dngulo AK B es recto y que

KP K@
—+— =1

PA @B

Problema 7. (17a OMM) Dado un nimero k de dos o mas cifras, se forma otro
entero m insertando un cero entre la cifra de las unidades y la de las decenas

de k. Encuentra todos los niimeros k para los cuales m resulta ser un mdltiplo
de k.

Problema 8. (17a OMM) Sean A, By C tres puntos colineales con B entre
Ay C. Sea Y una circunferencia tangente a AC en B, y sean X' y Z las
circunferencias de didametros AB y BC, respectivamente. Sea P el otro punto
(ademds de B) en el que se cortan las circunferencias X' y ); sea @ el otro
punto (ademds de B) en el que se cortan las circunferencias )V y Z. Supén que
la recta PQ) corta a X en un punto R distinto de P, y que esa misma recta
PQ corta a Z en un punto S ditinto de (). Demuestra que concurren AR, CS
y la tangente comin a X y Z por B.

Problema 9. (17a OMM) En una fiesta hay el mismo niimero n de muchachos
que de muchachas. Supdén que a cada muchacha le gustan a muchachos y que
a cada muchacho le gustan b muchachas. jPara qué valores de a y b es correcto
afirmar que forzosamente hay un muchacho y una muchacha que se gustan
mutuamente?

Problema 10. (17a OMM) Sea ABC'D un trapecio con AB paralelo a DC'. Se
toman puntos Py @) sobre AB y CD respectivamente, tales que é—g = %.
Sea M la interseccién de A(Q) con DP y sea N la intersecciéon de PC' con (QB.
Pruebe que la longitud de M N depende sélo de las longitudes de AB'y DC, y

calcula su valor.

Problema 11. (17a OMM) Se escriben en tarjetas todas las parejas de enteros
(a,b) con 1 < a < b < 2003. Dos personas juegan con las tarjetas como
sigue: cada jugador en su turno elige (a,b) (que se retira del juego) y escribe el
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producto a-b en un pizarrén (ambos jugadores usan el mismo pizarrén). Pierde
el jugador que ocasione que el maximo comdn divisor de los niimeros escritos
hasta ese momento sea 1. ; Quién tiene estrategia ganadora? (Es decir, ;cudl de
los dos jugadores puede inventar un método con el cual asegura su triunfo?)

Problema 12. (17a OMM) Dado un entero n un cambio sensato consiste en
sustituir n por 2n+1 é 3n+2. Dos enteros positivos a y b se llaman compatibles
si existe un entero que se puede obtener haciendo uno o mds cambios sensatos,
tanto a partir de a, como a partir de b. Encuentra todos los enteros positivos
compatibles con 2003 menores que 2003.

Problema 13. (18a OMM) Encuentra todos los niimeros primos p,q y r con
p < q < r, que cumplan con 25pq + r = 2004 y que pqr + 1 sea un cuadrado
perfecto.

Problema 14. (18a OMM) ;Cudl es la mayor cantidad de enteros positivos que
se pueden encontrar de manera que cualesquiera dos de ellos a y b (con a # b)

cumplan que,

ab
—p > Yo
la =8l = 155

Problema 15. (18a OMM) Sean Z y Y los puntos de tangencia del incirculo
del tridngulo ABC con los lados AB y C A, respectivamente. La paralelaa Y Z
por el punto medio M del lado de BC, corta a C'A en N. Sea L el punto sobre
CA tal que NL = AB (y L del mismo lado de N que A). La recta M L corta
a AB en K. Muestra que KA = NC.

Problema 16. (18a OMM) Al final de un torneo de fitbol en el que cada par
de equipos jugaron entre si exactamente una vez y donde no hubo empates, se
observé que para cualesquiera tres equipos A, By C,si Alegan6éa By B le
gané a C' entonces A le gand a C.

Cada equipo calculd la diferencia (positiva) entre el nimero de partidos que
gand y el nimero de partidos que perdié. La suma de todas estas diferencias
resulté ser 5000. ; Cudntos equipos participaron en el torneo? Encuentra todas
las respuestas posibles.

Problema 17. (18a OMM) Sean A y B dos circunferencias tales que el centro
O de B esté sobre A. Sean C'y D los dos puntos de interseccién de las cir-
cunferencias. Se toman un punto A sobre Ay un punto B sobre B tales que
AC es tangente a B en C' y BC es tangente a A en el mismo punto C. El
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segmento AB corta de nuevo a B en E y ese mismo segmento corta de nuevo
aAen F. La recta CE vuelve a cortar a A en G y la recta C'F corta a la recta
GD en H. Prueba que el punto de intersecciéon de GO y EH es el centro de la
circunferencia circunscrita al tridangulo DEF.

Problema 18. (18a OMM) ;Cudl es el mayor nimero posible de cambios de
direccién en un recorrido sobre las lineas de una cuadricula de 2004 x 2004
casillas, si el recorrido no pasa dos veces por el mismo lugar?
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Capitulo 2

Olimpiadas Internacionales en
las que participa México

2.1. XVI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico

Problema 1. Determinar todos los conjuntos finitos no vacios S de enteros
positivos que satisfacen:

i+
(i,4)

donde (i,7) es el maximo comdin divisor de i y j.

es un elemento de S para todo,j en .S,

Problema 2. Sean O el circuncentro y H el ortocentro de un tridngulo acutdngulo
ABC'. Probar que el area de uno de los tridngulos AOH, BOH y COH es igual
a la suma de las dreas de los otros dos.

Problema 3. Sea S un conjunto de 2004 puntos en el plano tales que tres
cualesquiera de ellos no son colineales. Denotemos con L el conjunto de todas
las rectas (extendidas indefinidamente en ambas direcciones) determinadas por
pares de puntos del conjunto. Demostrar que es posible colorear los puntos de
S con a lo mas dos colores, tal que para cualquier par de puntos p,q de S, el
nimero de rectas en L que separan p de ¢ es impar si y sélo si p y ¢ tienen el
mismo color.
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Nota: Una recta | separa dos puntos p y q si p y q estan situados en lados
opuestos de [, con ninguno de ellos sobre .

Problema 4. Para un nimero real z, sea |z] el mayor entero que es menor o
igual a z. Probar que:
(n—1)!
)

es par para todo entero positivo n.

Problema 5. Probar que:
(a? +2)(b? + 2)(c® +2) > 9(ab + be + ca)

para todos los niimeros reales a,b, ¢ > 0.

2.2. VI Olimpiada Matematica de Centroamérica y del
Caribe

Problema 1. En una pizarra se escriben los nimeros 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8y
9. Dos jugadores A y B juegan por turnos. Cada jugador en su turno escoge
uno de los nimeros que quedan en la pizarra y lo borra, junto con todos sus
multiplos (si los hay). El jugador que borra el dltimo nimero pierde. A juega
primero.

Determinar si alguno de los dos jugadores tiene una estrategia ganadora y ex-
plicar cudl es esa estrategia.

Nota: Un jugador tiene una estrategia ganadora si puede garantizar su victoria,
sin importar como juegue su rival.

Problema 2. Se define una sucesién ag,ai,as,..., de la siguiente manera:
ag=a1 =1yparak > 2, ap = ap_1 + ar_s + 1. Determinar cuantos enteros
entre 1 y 2004 se pueden expresar de la forma a,, + a, con m y n enteros
positivos y m # n.

Problema 3. Sea ABC un tridngulo. Sean E y F puntos en los segmentos BC
y C'A respectivamente, tales que % + % =1y /ZCEF = ZCAB. Sean M
el punto medio del segmento EF' y G el punto de corte de la recta CM con
el segmento AB. Demostrar que el tridngulo FFEG es semejante al tridngulo
ABC.
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Problema 4. Se tiene un tablero cuadriculado de 10 x 10 casillas. La mitad de
sus casillas se pintan de blanco, y la otra mitad de negro. Un lado comun a dos
casillas en el tablero se llama /ado frontera si estas dos casillas tienen colores
diferentes. Determinar el minimo y el maximo nimero de lados frontera que
puede haber en el tablero. Justificar las respuestas.

Problema 5. Sea ABCD un trapecio tal que AB || CDy AB+ CD = AD.
Sea P el punto sobre AD tal que AP = ABy PD =CD.

a) Demostrar que la medida de ZBPC = 90°.

b) Sea @ el punto medio de BC' y R el punto de corte de la recta AD vy la
circunferencia que pasa por los puntos B, A y (). Demostrar que los puntos
B, P, Ry C estdn sobre una misma circunferencia.

Problema 6. Con perlas de diversos colores se forman collares. Se dice que un
collar es primo si no puede descomponerse en cadenas de perlas de la misma
longitud, e iguales entre si. Sean n y ¢ enteros positivos. Demostrar que el
ntmero de collares primos con n perlas, cada una de las cuales tiene uno de ¢"
colores posibles, es igual a n veces el nimero de collares primos con n? perlas,
cada una de las cuales tiene uno de ¢ colores posibles.

Nota: Dos collares se consideran iguales si tienen el mismo niimero de perlas, y
se puede obtener la misma coloracién en ambos collares, rotando uno de ellos
hasta hacerlo coincidir con el otro.

2.3. XIX Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Problema 1. Se deben colorear casillas de un tablero de 1001 x 1001 de acuerdo
a las reglas siguientes:

e Si dos casillas tienen un lado comdn, entonces al menos una de ellas se debe
colorear.

e De cada seis casillas consecutivas de una fila o de una columna, siempre se
deben colorear al menos dos de ellas que sean adyacentes.

Determinar el minimo niimero de casillas que se deben colorear.

Problema 2. Se considera en el plano una circunferencia de centro O y radio r
y un punto A exterior a ella. Sea M un punto de la circunferencia y N el punto
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diametralmente opuesto a M. Hallar el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias que pasan por A, M y N al variar M.

Problema 3. Sean n y k enteros positivos tales que o bien n es impar o bienny k
son pares. Probar que existen enteros a y b tales que med(a,n) = med(b,n) = 1
yk=a+0.

Problema 4. Determinar todas las parejas (a,b), donde a y b son enteros
positivos de dos digitos cada uno, tales que 100a + b y 201a + b son cuadrados
perfectos de cuatro digitos.

Problema 5. Dado un tridngulo escaleno ABC, se llaman A’, B' y C’ a los
puntos de interseccidn de las bisectrices interiores de los angulos A, By C
con los lados opuestos, respectivamente. Sean: A” la interseccién de BC con
la mediatriz de AA’, B” la interseccién de AC con la mediatriz de BB’, C"”
la interseccién de AB con la mediatriz de CC’. Probar que A”, B” y C” son
colineales.

Problema 6. Para un conjunto H de puntos en el plano, se dice que un punto
P del plano es un punto de corte de ‘H si existen cuatro puntos distintos A, B,
C'y D en H tales que las rectas AB y CD son distintas y se cortan en P.
Dado un conjunto finito Ag de puntos en el plano, se construye una sucesién de
conjuntos Ay, Az, Az, ... de la siguiente manera: para cualquier j > 0, A1
es la unién de A; con el conjunto de todos los puntos de corte de A;.
Demostrar que si la unién de todos los conjuntos de la sucesién es un conjunto
finito, entonces para cualquier j > 1 se tiene que A; = A;.

2.4. 45% Olimpiada Internacional de Matematicas

Problema 1. Sea ABC' un tridangulo acutdngulo con AB # AC. La circunfe-
rencia de didmetro BC corta a los lados AB 'y AC en M y N, respectivamente.
Sea O el punto medio de BC. Las bisectrices de los dngulos /ZBAC'y ZMON
se cortan en R. Demostrar que las circunferencias circunscritas de los triangulos
BMR y CNR tienen un punto comiin que pertenece al lado BC.



Enunciados de los Problemas 19

Problema 2. Encontrar todos los polinomios P(x) con coeficientes reales que
satisfacen la igualdad:

Pla—b)+Pb—c)+P(c—a)=2P(a+b+c)
para todos los nimeros reales a, b, ¢ tales que ab + bc + ca = 0.

Problema 3. Un gancho es una figura formada por seis cuadrados unitarios
como se muestra en el diagrama

o cualquiera de las figuras que se obtienen de ésta rotdndola o reflejandola.
Determinar todos los rectangulos m x n que pueden cubrirse con ganchos de
modo que:

e el rectdngulo se cubre sin huecos y sin superposiciones;

e ninguna parte de ninglin gancho sobresale del rectangulo.

Problema 4. Sea n > 3 un entero. Sean t1,1s,...,t, nimeros reales positivos
tales que:

9 1 1 1
P4+ 1>( Htot ot ty) [+ — o+ — ).
t oty tn
Demostrar que t;,1;,t; son las medidas de los lados de un tridngulo para todos
losi,j,kcon 1 <i<j<k<n.

Problema 5. En un cuadrildtero convexo ABCD la diagonal BD no es la
bisectriz ni del angulo ABC ni del dngulo CDA. Un punto P en el interior de
ABCD verifica:

/PBC =/DBA y £ZPDC = ZBDA.

Demostrar que los vértices del cuadrilditero ABCD pertenecen a una misma
circunferencia si y sélo si AP = CP.

Problema 6. Un entero positivo es alternante si en su representacion decimal
en toda pareja de digitos consecutivos uno es par y el otro es impar.
Encontrar todos los enteros positivos n tales que n tiene un miultiplo que es
alternante.
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Capitulo 3

Soluciones de los Problemas

3.1. Soluciones de los Problemas de Practica

Solucién del problema 1. Notemos que a+ 5b = 0 (mod 2002) = a® + 5ab =
0 (mod 2002) y 5a — b = 0 (mod 2002) = —5ab + b2 = 0 (mod 2002). Por lo
tanto, (a®+ 5ab) + (—5ab + b%) = a® +b* = 0 (mod 2002), es decir a® + b? es
divisible por 2002.

Solucién alternativa: Tenemos que a + 5b = 0 (mod 2002) = (a + 5b)? =
0 (mod 2002%) y 5a — b = 0 (mod 2002) = (5a — b)? = 0 (mod 20022), de
donde (a+5b)%2+ (5a—b)% = 0 (mod 20022). De aqui se sigue que 26(a’+b%) =
0 (mod 20022), y en consecuencia a® + b? = 0 (mod 77 - 2002). Se sigue
finalmente que a? + b? es divisible por 2002.

Solucion del problema 2. Sean r el radio de S y @) el punto de tangencia de

S en el lado CD. Los tridngulos AOB y DOC son semejantes, luego % =

i—g = 2. Como ABCD es un trapecio isésceles, DO = CO y por lo tanto
DO = 2A0 = 2r. El tridngulo DOQ es rectangulo y DO = 2r = 20Q), por
lo tanto ZQDO = 30°. De la misma forma ZQCO = 30°, luego LZAOD =
QDO + ZQCO = 60°. Como DO = 2A0, el angulo DAO debe ser recto,
asi como también lo serd el dngulo CBO, de donde S es tangente a AD y a
BC'. De lo anterior podemos deducir que ZA = ZB = 90° + 30° = 120° y que

L0 = 2D = 30° 4+ 30° = 60°.
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Solucion del problema 3. Para que la suma de los nimeros escritos en cada
renglén sea impar, cada una debe tener un ndmero impar de impares. Luego
hay uno o tres impares en cada renglén. En total hay 8 impares, entonces
necesariamente hay dos renglones con tres impares y dos con un impar cada
uno. Lo mismo podemos decir sobre las columnas.

Primero vamos a calcular el nimero de formas en que se pueden escoger las
casillas donde hay impares. Los dos renglones donde hay tres impares se pue-
den escoger de (;‘) = 6 maneras. Observemos ahora las columnas. Como hay
dos columnas con exactamente un impar, las otras dos columnas deben de te-
ner impares exactamente en los renglones escogidos anteriormente. Estas dos
columnas se pueden escoger de (g) maneras.

En cada uno de los dos renglones donde hay tres impares falta escoger una
casilla donde hay un impar, y como no pueden estar en la misma columna, hay
2 formas de escoger estas dos casillas.

Las otras dos casillas donde hay impares deben estar en las columnas donde hay
ya dos casillas con impares, como no pueden estar en el mismo renglén entonces
hay 2 maneras de escoger estas dos casillas. En total hay (‘21)2 X 2x2=144
maneras de escoger las ocho casillas donde hay impares. En esas casillas hay 8!
formas de colocar los impares y en las casillas restantes hay 8! formas de colocar
los pares. Por lo tanto, la respuesta es 144 x (8!)2.

Solucién del problema 4. Sin pérdida de generalidad supongamos que p > q.
Entonces 2% + 224 = 49(4P=9 4 1). Siendo 49 un cuadrado, es suficiente de-
mostrar que 4”9 4+ 1 no puede ser un cuadrado. Para ver esto, notemos que la
diferencia mas pequefa entre cualquier par de cuadrados perfectos es 4—1 = 3.
Luego, ya que 4P~9 es un cuadrado y la diferencia entre 4P79 41y 4P~ 9 es 1,
se sigue que 4777 4+ 1 no puede ser un cuadrado.

Solucién alternativa: Notemos que 22 4229 = 4P 449 = 1P + 19 = 2 (mod 3)
para cualesquiera enteros no negativos p y g. Como todo cuadrado es congruente
con 0 o con 1 médulo 3, se sigue que 2%P + 227 no es el cuadrado de ningtin
entero.
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Solucion del problema 5. Denotemos por a; al nimero que quedé en la posicidn
7 con 1 < 4 < 12. Consideremos las doce sumas S; de ternas de niumeros
ocupando posiciones consecutivas, esto es:

S1=a1+as+as, S =as+az+aq,...,S52 = a2+ a1 + as.

Es claro que cada nimero entre 1 y 12 aparece como sumando en exactamente
tres de estas sumas (por ejemplo, a2 aparece en S1,S2 y Si2). Por lo tanto, si
sumamos todos los S;, obtenemos:

12
D Si=3142+-412) =
=1

312)(13) _ ,a,
2

Dividiendo 234 por 12, vemos que el cociente es 19 y el resto es 6. Luego, por
el principio de las casillas, algtin sumando S}, debe valer por lo menos 20, como
queriamos probar.

Solucidon del problema 6. Notemos primero que la condiciéon /PCA < Z/PAB
asegura que F' no esté entre C'y E. Ahora, ya que /PCA=/PBC = /ZEBC
y ZEBC = ZEAC (esto ultimo por ser dngulos sobre el mismo arco), tenemos
que LEAC = ZPCA y por lo tanto AE y CP son paralelas. Luego, los
tridngulos APE y ACE tienen areas iguales.

Por otra parte tenemos que:

Area(APEF) = Area(AEF) + Area(APE) (3.1)
= Area(AEF) + Area(ACE)
= Area(ACF).

Ahora, por ser APEF ciclicoy B, P y E colineales, tenemos que ZAPE +
/AFE = 180° = ZAPFE + ZAPB, de donde ZAFE = ZAPB. Como
los angulos ACE y ABE estan sobre el mismo arco, tenemos también que
/LACE = ZABE. Por lo tanto, los tridngulos ACF y ABP son semejantes,
lo cual implica que:

(3.2)

Area(ACF)  (AC 2
Area(ABP) AB)

De (3.1) y (3.2) se sigue el resultado.

Solucion del problema 7. Sean a,b y ¢ las longitudes de los 3 arcos. Suponga-
mos que hay x arcos de longitud a, y arcos de longitud b y 2 arcos de longitud
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c. Entonces x + y + z = 2n. Cada lado del n-agono con vértices rojos esta
subtendido por un arco de longitud b+ ¢, c+a 6 a + b. De estos n arcos, = de
ellos contienen un arco de longitud a, asi que el nimero de arcos de longitud
b+ c es n—x. Andlogamente, el niimero de arcos de longitud c+aesn—y y el
nimero de arcos de longitud a + b es n — z. Exactamente lo mismo sucede con
el n-agono con vértices azules. De aqui que los dos poligonos tienen el mismo
perimetro.

Por la misma razoén, el drea de la parte del circulo afuera del n-dgono con
vértices rojos es igual a la del n-dgono con vértices azules. En consecuencia, los
dos poligonos tienen también la misma area.

Solucién del problema 8. El tridngulo ABC' es rectdngulo, y por lo tanto el
centro de su circunferencia circunscrita es el punto medio de su hipotenusa AC'.
Sea M el punto medio de AC. Como ABCD es un cuadrado, tenemos que
AM =BM =MC =MD. Sea /BAP =ay ZBPA = 3. Como el tridangulo
ABP es rectdngulo, tenemos que a + 3 = 90°. Es facil ver que ZRPC =
180° — 90° — 3, de donde ZRPC = «. En el tridangulo rectdngulo isdsceles
ABC, tenemos que LBAC = 45°. Luego, ZPAC = /BAC — ZBAP =
45° — . Y en el tridngulo rectdngulo isésceles APR tenemos que /PAR =
/PRA = 45°. Luego, ZRAC = ZPAR — ZPAC = 45° — (45° — a) = «, de
donde ZRAC = ZRPC'. Luego, el cuadrildtero APCR es ciclico, de modo que
ZAPR = ZACR = 90°. De aqui que CR y AC son perpendiculares. Como
AC es didmetro de la circunferencia circunscrita del triangulo ABC, se sigue
que C'R es tangente.

Solucién del problema 9. Ya que EF || BC, tenemos que AAEF ~ ANABC
y % = g—g Andlogamente, ya que EG || AD resulta que ABEG ~ ABAD
Y 45 = 4Ap- Luego:
EF FEG AE+FEB AB _1
BCTAD T 4B AB
Sea P el punto de intersecciéon de AN y EF, y @ el punto sobre BC' tal que
PQ || AD. Ya que BC || EF y N es el punto medio de BC, resulta que P
es el punto medio de EF'. Luego, EP = PF' = GQ, de donde PFQG es un
paralelogramo. Asi que el punto medio X de F'G debe ser también el punto
medio de PQ. Ya que M es el punto medio de AD y AD || PQ, se sigue que
los puntos M, X, N son colineales.

Solucién del problema 10. Notemos que 22 = 0 (mod 4) cuando z es par
y 22 = 1 (mod 4) cuando z es impar. Si n es impar, entonces a,b,c y d son
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todos imparesy n = a? + b+ c2+d*=1+1+1+1=0 (mod 4), lo cual
es una contradiccién. Luego, n es par. Ahora, si 4|n entonces a =1y b=2,y
n=1+0+c2+d>#0 (mod 4), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
4t n. Luego {a,b,c,d} = {1,2,p,q} o {1,2,p,2p} para algunos primos impares
pyq. Enel primercaso,n =12 +22+p?+¢>=1+0+1+1 =3 (mod 4)
lo cual es una contradicciéon porque n es par. Entonces debemos tener que
n = 12 4+ 22 + p? + 4p® = 5(1 + p?), de donde 5|n. Luego, p = c = 5y
d = 2p = 10. Por lo tanto, la tnica solucién es n = 130.

Solucion del problema 11. No es posible. En efecto, pintemos las columnas
del tablero de blanco y negro alternadamente, comenzando con el color negro.
Tenemos entonces que cada rectangulo de 1 x 2 cubre un cuadrito blanco y un
cuadrito negro, mientras que cada rectangulo de 1 x 3 cubre tres cuadritos del
mismo color. Supongamos que si se puede cubrir la cuadricula. Sea n el nimero
de rectangulos de 1 x 2. Entonces el nimero de rectangulos negros de 1 x 3
es igual a w y el niimero de rectangulos blancos de 1 x 3 es igual a
w. Como estos dos niimeros deben ser enteros, la diferencia de ellos

igual a % también deber ser un entero, lo que es una contradiccion.

Solucion del problema 12. Primero demostraremos que si k > 1, entonces
k no divide a 2F=! 4+ 1. En efecto, supongamos que k > 1 divide a 2¥~1 4 1.
Es claro que k debe ser impar. Sea k = p{'p5?---p&r, donde p1,p2,...,pr

son primos impares distintos y a1, as,...,q, son enteros positivos y r > 1.
Sea p; — 1 = 2™it;, donde los t;, i = 1,2,...,r, son enteros impares. Sea
mq el menor de los ndmeros my,ma,...,m,. Como p; = 1 (mod p; — 1),

a;

tenemos que p; = 1 (mod 2™) y p* = 1 (mod 2™¢) para i = 1,2,...,7.
Luego, k£ =1 (mod 2™), de donde k — 1 = 2™y para algtin entero u. Como
2k=1 = —1 (mod k), tenemos que:

k—1

2(p1—Du — 9™ 0)(5mT) — g(k—Dr — (2k=1)11 = (_1)11 = —1 (mod k),

ya que t; es impar. En particular, 2P1=D% = _1 (mod p;). Pero 2/1~1 =
1 (mod p;) segln el Pequefio Teorema de Fermat. Luego, 1 = —1 (mod pq)
que es una contradiccion.

Supogamos ahora que 2P + 27 es divisible por pg. Consideremos los siguientes
casos:

1). p y g son primos impares distintos. Entonces 2P + 29 = 0 (mod p) y
como 2P = 2 (mod p) por el Pequefio Teorema de Fermat, tenemos que
2¢ = —2 (mod p) y 2P = (—2)? = —2 (mod p), donde la dltima congruencia
se sigue por el Pequeio Teorema de Fermat. De manera andloga tenemos que
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2P = —2 (mod q). Luego, 2P7 = —2 (mod pq) ya que p y ¢ son primos relati-
vos. Se sigue entonces que 279~ = —1 (mod pq), lo que es una contradiccién.
Por lo tanto, no hay soluciones en este caso.

2). p=2yq> 2 Entonces 4+ 27 =0 (mod ¢), y como 27 = 2 (mod q),
tenemos que 6 = 0 (mod ¢), de donde ¢ = 3. Luego, en este caso la Unica
solucién esp =2y q=3.

3). Es fécil ver que p = ¢ = 2 es solucién.

En consecuencia, las unicas solucionesson p=q¢=2;,p=2,¢q=3;,yp =3,
q=2.

Solucién del problema 13. Dado que las distancias BOp y POp son iguales
tenemos que el tridngulo BOpP es isésceles, /OpPB = ZOpBP, vy, por lo
tanto, ZOpPB = %(180O — ZPOpB). Recordando que Op es el centro de
la circunferencia circunscrita es facil ver que %4POPB = /PAB (si Op cae
dentro de APB) o que $/POpB = 180°—ZPAB (si Op est4 fuera de APB).
En cualquier caso, ZPOpB es igual a la mitad del menor angulo que forman
BA'y L. Como este dngulo no depende de P entonces /POpB es constante
y ZOpPB también.

Solucién del problema 14. (a) Observemos la suma de las tarjetas que se
mueven en cada paso. Es claro que si una tarjeta que se mueve en cierta ocasién
no se mueve en el paso siguiente es porque se mueve una tarjeta con un nimero
menor y, en tal caso, la suma desciende. Como la suma no puede descender
infinitamente entonces tenemos que a partir de cierto paso debe estabilizarse y
hay n cartas que se mueven y las otras n se quedan estables.

(b) Las tarjetas que van a quedarse en su lugar son las numeradas del n+1 al 2n
y a las que llamaremos “grandes”. Una vez que cada persona tenga una de estas
cartas habremos alcanzado el momento buscado. Veamos que pasa con estas
cartas cuando n es par (el caso impar es andlogo). Para esto, llamemos a las
personas A, As, ..., A, comenzando con la que tenia el 1y continuando hacia
su derecha. Antes de iniciar los movimientos, 7 personas ({A%H,...,An})
tienen todas las cartas grandes. En el siguiente movimiento A; y A%H tienen
una carta grande y {A%H,...,An} tienen dos. El siguiente movimiento no
cambia la gente que tiene cartas grandes, pero ahora, los que tienen dos son
{A%Jrg, ..., An, A1}, asi que en el siguiente paso A, recibird una carta grande.
Este mecanismo se ird repitiendo y el resultado es que A4 recibe una carta grande
en el primer paso, As la recibe en dos pasos al igual que Ag,A4,...,A%. Se
necesitan 1 + 2 (% — 1) =n — 1 pasos.

En el caso n impar los que empiezan con cartas grandes son {AnTH, ARty

se requieren 1 4 2 (”T_l — 1) =n — 2 movimientos.
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. . 2
Solucién del problema 15. El mayor entero menor o igual que “5- puede ser

%2 (cuando la divisién es exacta), 6 % 6 ”23_2. Para resolver el problema,
basta considerar los posibles casos:

1. Si n? = 3p entonces p tendria que ser 3y n = 3.

2. Cuando n? — 1 = 3p entonces p y 3 deben ser los factores de n? — 1 =
(n +1)(n — 1). La dnica solucién es que 3=n—1yp=mn+1 con lo que
obtenemos n = 4 también es solucién.

3. El tercer caso, n? — 2 = 3p no puede ocurrir pues entonces el residuo de
dividir n? entre 3 serfa 2 y los tinicos residuos posibles para un cuadrado son 0

y 1 cuando se divide entre 3.

Solucion del problema 16. Supongamos que ambos comienzan a jugar en
esquinas grises (en lugar de negro). La tortuga siempre finaliza sus jugadas en
casillas grises, mientras que Aquiles siempre alterna el color donde finaliza sus
jugadas. De esta manera, si Aquiles finaliza una jugada en un cuadro blanco, la
tortuga no podra ganar en su siguiente jugada, sin importar que tan cerca esté.
Analicemos las posibilidades usando el siguiente tablero donde A es la posicién
inicial de Aquiles y 1 la posicidn inicial de la tortuga.

A
C
B 4
D3
2 1

En su jugada inicial, la tortuga termina en alguna de las casillas marcadas 1 a
4. Aquiles debe moverse a B o C' buscando acercarse lo mds posible. La tortuga
debe regresar a 1 buscando alejarse lo mas posible. Cualquier otra posicién hace
que Aquiles gane. Si entonces Aquiles se mueve a la casilla D, ganard en su
siguiente turno.

Solucién del problema 17. En el primer movimiento tenemos que juntar dos
de los tres montones de piedras pues ninguno tiene una cantidad par. Si en el
primer movimiento juntamos los montones de 51 y 49, en el siguiente paso la
cantidad de piedras en cada montén serd miltiplo de 5. Como las operaciones
posibles son sumar dos montones o dividir uno entre 2, las cantidades de los
montones en los siguientes pasos serdn nuevamente todos muiiltiplos de 5; de
esta manera serd imposible conseguir montones de una sola piedra haciendo
estas operaciones. En las otras dos posibilidades para el primer movimiento los
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montones que resultan son, o ambos miiltiplos de 3, o ambos miiltiplos de 7, asf
que, por el mismo argumento, no es posible llegar a montones con una piedra.

Soluciéon del problema 18. Consideremos la grafica de amistades, es decir,
pongamos un punto por cada duende y una linea uniendo dos puntos si los
duendes correspondientes son amigos. Es claro que basta fijarse en un duende
cualquiera y probar que llega un momento en que él es amigo de todos los dem3s;
para esto también es claro que basta ver que hay un camino formado por las
lineas de la grafica que une a ese duende con todos los demids (es decir, que la
gréfica es conexa). Como al principio cada duende es amigo de n duendes, con
ellos ya estd conectado, de manera que un bloque conexo de la grafica tiene por
lo menos n + 1 elementos. Si hubiera un duende no conectado con ese bloque,
él mismo perteneceria a un bloque de n + 1 duendes separado del primero. Pero
sélo hay 2n + 1 duendes, asi que eso no es posible.

Solucién del problema 19. Escribamos n = a2 +b? con a y b enteros positivos.
Mddulo 10 los residuos de los cuadrados son 0,1,4,9,6 y 5. Al considerar todas
las sumas de éstos por parejas observamos que las tnicas posibilidades en las que
el resultado tiene residuo 1 son 546y 0+ 1 (esto se puede analizar rapidamente
formando una tabla). Por otro lado, médulo 3 los residuos de los cuadrados son
Oy1ly, como1l+1=2noesmiltiplo de 3, tenemos que a y b deben ser ambos
miultiplos de 3.

ler caso. Uno de los cuadrados, digamos a?, tiene residuo 5 médulo 10 y el otro,
digamos b2, tiene residuo 6. En este caso, las posibilidades de los residuos de a y
b son, por parejas, (5,4) y (5,6). Como ademds sabemos que a y b son miiltiplos
de 3, tenemos que a = 15,45,... y b=6,24,.... Usando ahora que n < 1000
observamos que las dnicas posibilidades en este caso son (a,b) = (15,6) y
(a,b) = (15,24), de donde las posibilidades para n son 225 + 36 = 291 y
225 + 576 = 801.

20 caso. Uno de los cuadrados, digamos a2, tiene residuo 0 midulo 10 y el otro,
digamos b2, tiene residuo 1. En este caso, las posibilidades de los residuos de a y
b son, por parejas (0,1) y (0,9). Aqui también, usando que a y b son miiltiplos
de 3, tenemos que a = 30,60,...y b =19,21,39,51,..., pero como n < 1000 la
dnica posibilidad en este caso es (a,b) = (30,9), de donde n = 900+ 81 = 981.

Solucién del problema 20. Sea K el circulo con centro O y radio OB. Sea
F' la interseccién de CE con K. Como OC es perpendicular a EF, entonces
CE = CF. Ademds BF es diametro de K (pues ZBEF es recto), asi que O
es punto medio de BF'. Entonces en el tridngulo BEF se tiene que BC'y EO
son medianas y, como BD = 2DC, entonces D es baricentro y asi tenemos que
FEO pasa por D.
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Solucion del problema 21. Observemos primero que para n > 5 se tiene que:
2" > n?, (3.3)

(Esto puede probarse formalmente por induccién como sigue: Para n = 5,
2" = 32 y n? = 25 asi que el resultado es obvio; suponiendo que también lo
es para cierta n > 5, probémoslo para n + 1: 2"+l = 2" . 2 que, aplicando
la hipétesis de induccién es mayor que 2n? = n? + n?, el cual es mayor que
n®+2n+ 1= (n+1)? puesto que n > 2+ 1 y entonces n? > 2n + 1).
Usaremos este resultado varias veces en lo que sigue. Escribamos la ecuacidén
del problema como:
z(p® — x?) =3 2P

ler caso. z = 1. Aqui p> — 1 = 3-2P. Es claro que p = 2 y p = 3 no satisfacen
la ecuacién. Para p > 5 tenemos que p? — 1 < p? < 2P < 3. 2P, asi que este
caso es imposible.

20 caso. z = 3. Aqui p? — 9 = 2P. También es claro que p =2y p = 3 no
satisfacen la ecuacién y que, para p > 5, (3.3) también aplica para decir que
no hay solucién.

3er caso. z = 3 - 2", para cierta r > 1. Entonces p?> —9-4" = 3-2P~". Como
r > 1, tenemos que 9-4" es par. El caso p = 2 es claramente imposible, asi que
p? debe ser impar, de donde la tnica posibilidad es p = r (para que 2P~ " = 1).
La ecuacién entonces es p> = 9 - 4P 4 1. Es claro que p = 3 no satisface la
ecuacion y, otra vez, cuando p > 5, (3.3) nos dice que el lado derecho de la
nueva ecuacién es siempre mayor que el izquierdo, por lo que tampoco en este
caso hay solucién.

Entonces no hay ninguna pareja de enteros que satisfaga la ecuacién.

Solucion del problema 22. La ficha 2004 va siempre a la casilla 2004, asi que
el dnico lugar donde pueden encontrarse todas las fichas es en la casilla 2004.
Como 2004 = 6 x 334, la ficha 6 llega por primera vez a la casilla 2004 después
de 333 segundos. Por otro lado, si a es un miltiplo cualquiera de 6, entonces
a + 333a = 334a es miiltiplo de 2004. Asi que la respuesta es 333 segundos.

Solucion del problema 23. Llamemos h,, a la altura a la que llegan los colcho-
nes después de haber colocado el n-ésimo colchén. Como h1 es 1 o 2, entonces
hy < %. Supongamos, por hipdtesis de induccién, que hasta un cierto n se tie-
ne que h, < %, y probemos también que h,11 < %. En el caso en el que el
(n 4 1)-ésimo colchén pese 2 Kg, tenemos que h,11 = 2 + %” <2+ 3784 =
32 _ %. En el caso en el que el (n + 1)-ésimo colchén pese 1 Kg, tenemos que

52—
_ hn 8 _14_ 7 _8 8
hpt1 =1+ 3 <1+ 35 =% =3 < 3. De esta forma vemos que la altura 3
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no puede alcanzarse.
Veamos que con colchones de 2 Kg, en algliin momento superamos 2.666 cm.
Tenemos que:

h o= 2
2

hy = 2+Z:2<1
2
4

h3:2+

1 1 1— 8 1
h, = 2(14+=+-+—]=2 am ) _° ({2 ).
" <+4+ +4n—1> (1-%) 3( 4n>

De aqui ya es claro que podemos lograr h,, > 2.666 (al despejar vemos que
basta que 4™ sea mayor que Wlozs = 4000, lo cual es cierto para n > 6).

Solucién del problema 24. Digamos que el paralelogramo tiene vértices A, B, C
y D, en ese orden. Sean P, y R los centros de los cuadrados con bases
DA, AB y BC, respectivamente. Por simetria, bastard probar que PQ = QR
y que estos dos segmentos forman un angulo recto. Llamemos a al dangulo
/ZDAB. Tenemos que a 'y ZABC suman 180°, asi que el dngulo exterior en
B (formado por los lados de los cuadrados) es igual a a. Por otro lado, co-
mo AD = BC(C, entonces AP = BR. También tenemos que AQ = QB y
que ZPAQ = 45° + a + 45° = ZBQR. De aqui que los tridngulos APQ y
BR(Q son congruentes y asi PQ) = QR. Ademds ZAQP = ZBQR, por lo que
/ZPQR = ZAQB = 90°, como queriamos probar.

Solucion del problema 25. Pongamos el rio R en la parte inferior de la
cuadricula. Entonces el recorrido debe empezar verticalmente hacia arriba y
terminar también verticalmente hacia arriba. Como cada vuelta cambia el sen-
tido, observamos que el nimero de vueltas debe ser par.

ler caso. 0 vueltas. En este caso hay 10 caminos.

20 caso. 2 vueltas. La eleccién de dos calles verticales en orden y la eleccién
de una calle horizontal determinan el camino y esta elecciéon puede hacerse de
5 x 10 x 9 = 450 formas.

3er caso. 4 vueltas. Un camino asi estd formado por dos recorridos horizonta-
les y tres verticales; sin embargo, el orden de los caminos horizontales elegidos
limita las posibilidades para los verticales pues el recorrido no debe autointer-
sectarse. Tenemos entonces dos posibilidades: La primera es escoger las dos
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calles horizontales de manera que la primera que recorra el autobls esté mds
abajo que la segunda (las posibilidades de eleccién son (g) = 10); en este caso
cualquier orden de las tres calles verticales es posible y esto puede hacerse de
10 x 9 x 9 = 810 formas. La segunda posibilidad es que la primera calle hori-
zontal elegida esté mds arriba que la segunda (esto pasa en (g) = 10 casos);
aqui las 3 calles verticales deben escogerse de izquierda a derecha o de derecha
a izquierda para que el recorrido no se autointersecte, lo cual puede hacerse de
2('y) = 240 formas. Entonces en el caso de 4 vueltas tenemos 810240 = 1050
recorridos.

El total de recorridos es 10 + 450 4+ 1050 = 1510.

Solucion del problema 26. Observemos una columna de la que escogeremos
2 puntos para formar la base. Los dos puntos que tomemos deben tener una
cantidad impar de puntos entre ellos, de otro modo, el punto medio del lado
no seria punto ldtice y el tercer vértice tampoco. Si numeramos los puntos (de
arriba a abajo, por ejemplo) nos quedan 1002 con etiqueta par y 1002 con
etiqueta impar. Debemos escoger 2 con etiqueta par é 2 con etiqueta impar
para que el tercer vértice exista. Eso se puede hacer de 2 - (10202) formas. Por
cada pareja de puntos para la base, cualquier punto que se encuentre en el
renglén del punto medio puede ser el tercer vértice del tridngulo (excepto el
mismo punto medio), asi que hay 2003 formas de elegir el tercer vértice una vez
escogida la base. Finalmente, como para elegir la base hay 2004 columnas, en

total tenemos 2 - (10202) - 2003 - 2004 tridngulos con las caracteristicas pedidas.

Solucion del problema 27. Para que la suma sea mdxima debemos tener una
cadena en que cada ficha esté pegada por la menor cantidad de lados y que éstos
tengan los menores niimeros posibles. Asi, la cadena debe tener 2002 fichas con
dos lados compartidos y 2 fichas (las de los extremos) con un lado compartido.
Si se comparten los dos niimeros mds pequefios (el 1y el 2) la primer y segunda
ficha deberian estar pegadas por el 1, y la segunda y tercera ficha deberian estar
pegadas por el 2; pero es imposible porque la primera y tercera ficha estarian
pegadas, compartiendo la primera el lado con 3 y la tercera el lado con 6 y se
rompen las reglas del dominé. De modo que los lados que se deben compartir
son los que tienen los nimeros 1 y 3. De ese modo, las 2002 fichas de en medio
contribuyen con 17 cada una a la suma final, y las de los extremos con 20. Asi
la suma final es (2002 - 17) + (2 - 20) = 34,074.

Solucién del problema 28. (Cuando se hable de “simetria” nos referiremos a
simetria respecto al centro del tablero). Hay dos opciones para la ficha original
(la que esta puesta inicialmente en el tablero): que esté en el centro o que no
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lo esté.

Caso 1. La ficha original esta en el centro. Lo que debe hacer B es jugar
con simetria a los movimientos de A. Si A tiene un lugar donde poner la ficha,
entonces se asegura que B lo tendrd. De ese modo gana B.

Si la ficha no estd en el centro, hay 3 opciones para el primer movimiento de
A: que ponga en el centro, que ponga simétrico a la ficha original o que ponga
en cualquier otro lado.

Caso 2-(i). La ficha original no esta en el centro y A empieza poniendo
en el centro. Lo que debe hacer B es poner simétrico a la ficha original y luego
jugar simétrico a los movimientos de A. De ese modo gana B como en el caso
1.

Caso 2-(ii). La ficha original no esta en el centro y A empieza poniendo
simétrico a la original. Si B pone en el centro y luego juega como en el caso
1, ganara.

Caso 2-(iii). La ficha original no esta en el centro y A empieza poniendo
en cualquier lado. B debe poner en el centro y luego jugar con simetria como
en el caso 1. Si A pone simétrico a la original (o a su primer ficha) entonces B
pone simétrico a la primer ficha de A (o a la original). De ese modo gana B
como en el caso 1.

Solucion del problema 29. Sean p; < ps < -+ < p, nimeros primos. Tenemos
que:

pr+pet-4pn > 243454+ +(2n—1) > 14345+ +(2n—1) =n?

Solucién del problema 30. Como son 100 niimeros y se usan 4 colores, en-
tonces hay un color que se usa en por lo menos 25 ndmeros. Supongamos que
es el color rojo y llamemos rq,72,...,795 a esos numeros. Consideremos las
siguientes 24 diferencias: (ro5 — 71), (125 — 72), ..., (125 — 724). Supongamos
que estos 24 nldmeros estdn pintados de verde, amarillo y azul. Alguno de los
colores debe ser usado en por lo menos 8 nimeros. Supongamos que fue el
verde y que los 8 niimeros son vy, vs, ..., vs. Consideremos las siguientes 7 dife-
rencias: (vg — v7), (vg — vg), - - ., (vg — v1). Observemos que cualquiera de estos
nimeros es también la diferencia de dos ndmeros rojos, y por lo tanto deben
estar pintados de amarillo o azul. Alguno de estos dos colores debié haberse
usado en por lo menos 4 ndmeros. Supongamos que se usé el amarillo y a los
4 numeros los llamaremos a1, as,a3 y a4. Consideremos ahora los 3 nimeros
(ag —a3), (ag —az) y (ag — a1) donde cada uno de ellos es la diferencia de dos
amarillos y por lo tanto son también diferencia de dos verdes y por lo tanto tam-
bién de dos rojos. Entonces los 3 nimeros estan pintados de azul. Llamémosles
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b1, b y bs. Ahora bien, los nimeros (bs —b1) y (b — b2) son la diferencia de dos
azules y por lo tanto son diferencia de dos amarillos (y por tanto de dos verdes
y también de dos rojos).

Solucién del problema 31. Fijémonos en los residuos que dejan los niimeros
que vamos a sumar al dividirse entre 3. Las potencias de 2 que son multiplos de
3,y por lo tanto, dejan residuo 1 6 2. Observemos que Qnyontl —ony 9. on —
(1+2)2™ = 3-2™ es siempre un miiltiplo de 3. Esto nos dice que si 2" deja resi-
duo 1 entonces 2" deja residuo 2 y viceversa. Si 2" deja residuo 1y 2"+ deja
residuo 2, los niimeros que tenemos que sumar dejan residuos 2,0,1,2,...,0, 1.
Estos pueden agruparse de 3 en 3, y la suma de los ndmeros en cada grupo (que
dejan residuos 2, 0 y 1) es un miltiplo de 3. Entonces S,, resulta ser miltiplo
de 3. Si 2" deja residuo 2 y 2"*! deja residuo 1, los niimeros que tenemos que
sumar dejan residuos 0,1,2,0,1,...,2,0. Estos pueden agruparse de 3 en 3y
sobra un miltiplo de 3 al final. De nuevo, la suma en cada grupo es un mdltiplo
de 3y S, también en este caso es miltiplo de 3.

Solucién alternativa. Sea k el nimero de sumandos que tiene S,,. Estos forman
una progresidn aritmética cuyo primer término es 2" 4+ 1 y cuyo dltimo término
es 271 — 1. Luego, S, = 3((2" + 1) + 2" — 1))k = (2" + 2"k =
% -3-2" -k =3-2""1.k, que claramente es un miltiplo de 3. (Aqui utilizamos
que 2" 4 271 =3.27 como en la primer solucién).

Solucion del problema 32. Sea L el punto de interseccién de la paralela a
MN por B con AC, y sea E el punto medio de AC. Por ser G gravicentro

(o baricentro) del tridangulo ABC, se sigue que B,G y E son colineales. Por

el Teorema de Thales, B4 — LN LN _ BG _ 9 esto (ltimo por la razén
" MA — NAY NE ~— GE '

en que el gravicentro GG divide a la mediana BE. De aqui, LN = 2NFE vy

BM 4 CN _ LN . CN _ LN+CN _ 2NE+CN _ NE+CE _ NE+EA _ NA _

MA NA NA NA NA NA NA NA NA

1.

Solucién alternativa. Con Geometria Analitica. Utilicemos un sistema de coor-
denadas oblicuo con origen en A en el que B = (1,0) y C' = (0,1). Entonces
M = (m,0) y N = (0,n) para algunos nimeros m y n. La ecuacién de la recta
por My N es = + £ = 1. El gravicentro G del tridngulo tiene coordenadas
(%, %) y como pertenece a esta recta, satisface su ecuacion, es decir, % +% =3.
e BM , CN _ 1— l-n _ 1 1 _

Por dltimo, observemos que 377 + xp = - + - =+, —2=1

Solucién del problema 33. Si LtH% es un entero, 2n — 1 divide a 1+ 11n y
por lo tanto divide a 2(1 + 11n) — 11(2n — 1) = 13. Sélo hay 2 posibilidades
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para 2n — 1 (que es un entero positivo): ser igual a 1 6 13. Entonces n = 1y
n = 7 son los tnicos valores posibles para n. Es facil ver que estos dos valores
hacen a la fraccién original un entero.

Solucién del problema 34. Observemos que cuando la cifra a aparece en
alguno de los nimeros de un poste, la cifra 9 — a (distinta de a) debe aparecer
en la posicién correspondiente en el otro nimero del poste. Por ello, las tnicas
combinaciones de cifras que podemos usar son: 9 con 0, 8 con 1, 7 con 2, 6 con
3y 5 con 4. Para cada una de estas 5 opciones, el niimero que indica la distancia
a A puede construirse de 2* = 16 maneras, porque cada una de sus cifras tiene
2 opciones. El niimero del poste que indica la distancia a B queda determinado,
por la observacién que hicimos al principio. Por lo tanto, hay 5 x 16 = 80 postes
en los que sélo aparecen dos cifras distintas.

Solucién del problema 35. Como O es el centro de (', la bisectriz de ZMOB
es la mediatriz de la cuerda M B. Andlogamente, la bisectriz de ZBQN es la
mediatriz de la cuerda NB. Asi, el punto P de interseccidén de la bisectriz de
ZMOB vy la bisectriz de ZBQN es el circuncentro del tridngulo M BN. Pro-
baremos que BP es la bisectriz de ZOBQ.

Primera forma: OM y QN son perpendiculares a £ porque M y N son puntos
de tangencia. PM = PN porque P es el circuncentro del tridangulo M BN . Lue-
go LZNMP =/ZPNM vy, por tanto, ZOMP = ZPNQ. Por ser OP mediatriz
de M B, se sigue que B y M son simétricos respecto a OP. En consecuencia,
ZOMP = ZOBP. Anilogamente tenemos que ZPN@ = ZPBQ. Entonces
/ZOBP = /ZPB(), como queriamos.

Segunda forma. PM = PN porque P es el circuncentro del tridngulo M BN.
M N es perpendicular a las rectas paralelas OM y QN, de modo que P equi-
dista de las rectas OM y QN. Por otra parte, P equidista de las rectas OM vy
OB porque esta en la bisectriz de ZMOB. Andlogamente, P equidista de las
rectas QN y QB. Por lo tanto, P equidista de las rectas OB y B, es decir,
estd en la bisectriz de ZOBQ.

Solucion del problema 36. Sea d el mdximo comun divisor de los niimeros a
y b. Tenemos que a = du y b = dv con u y v primos entre si. Como dp®¢°r7s’
es miultiplo de a y b, los tnicos primos que dividen u y v son p,q,r y s. Su-
pongamos que p divide a u. Como p no divide a v (u y v son primos entre si),
p debe aparecer en la factorizacién de u exactamente « veces. De lo contrario,
el minimo comdn multiplo de a y b no serfa dp®¢®r7s®. Entonces basta ver
de cudntas formas se pueden repartir p,q,” y s entre u y v. Hay 2% = 16
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subconjuntos de {p,q,r, s} y podemos pensar que cada vez que elegimos un
subconjunto de {p, q,r, s} ponemos sus elementos en u y a los elementos de su
complemento en v. Pero queremos contar parejas no ordenadas, de modo que
debemos dividir entre 2. La respuesta es 8.

Solucién del problema 37. Sean AD, BE y C'F, mediana, altura y bisectriz
del tridngulo ABC' respectivamente. Hagamos BC' =a, CA=by AB = c.
Como AD, BE y CF son concurrentes, tenemos por el Teorema de Ceva, que:

_AF BD CE_b , CE
~ FB DC EA a EA’

donde la segunda igualdad se sigue del Teorema de la bisectriz y de que D es
punto medio de BC'. Tenemos entonces que E divide al segmento AC en razén
3. Por lo tanto, AE = ab—fb y EC = 5. El Teorema de Pitdgoras aplicado a
los triangulos rectangulos ABE y C' BE nos permite encontrar dos expresiones

equivalentes para BE?:

2 be \? 2 [ 2
a+b a+b) ’
Esta igualdad, que relaciona los lados del tridngulo ABC, puede escribirse de
manera mas compacta como:

1

(a® = b%)c* = (a+b)*(a® — c?).

Solucién del problema 38. Tenemos que ZCAD = ZCFD por angulos en
el circuncirculo del tridngulo ACD y ZCBD = ZCFED por angulos en el cir-
cuncirculo del tridngulo BC'D. Entonces sus suplementos, /DBF y /DEA
son iguales. Luego, los tridngulos ADE y FDB son semejantes y para algun
nimero k ocurre que AD = k-FD, DE =k-DBy EA = k- BF. Enton-
ces (AD)(DE)(BF)? = (k- FD)(k - DB)(BF)? = (FD)(DB)(k - BF)? =
(BD)(DF)(AE)?.

Solucién del problema 39. Sea n = p®¢?, con py g primos distintos. Sabemos
d(n) . .. ..

“2 , donde d(n) es el ndmero de divisores positivos de n. Pero
(e 1)(B+1)

que P(n) =n
d(n) = (a+1)(8 + 1), de modo que P(n) =n . Entonces debemos
buscar que (a+ 1)(8 + 1) = 12. Buscando entre los factores de 12 y tomando
en cuenta que « y 3 deben ser positivos, encontramos que hay tinicamente dos
posibilidades para oy (3: ser 1 y 5 (en algin orden), o ser 2 y 3 (en algin
orden). Consideremos la primera posibilidad. Si el primo que lleva exponente 5
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es 2, el otro primo debe ser menor que % = 22—5 < 13 para que n sea menor

que 400. Tenemos las soluciones 2° x 3, 2% x 5, 2° x 7'y 2% x 11. Si el primo
que lleva exponente 5 es mayor o igual que 3, el otro primo debe ser menor

que 4?% = % < 2, lo cual no es posible. Consideremos ahora la segunda
posibilidad. Si el primo que lleva exponente 3 es 2, el cuadrado del otro primo

debe ser menor que 4 = 50. Tenemos las soluciones 23 x 3%, 23 x 5% y 23 x 72,

Si el primo que lleva exponente 3 es 3, el cuadrado del otro primo debe ser

menor que %0 = % < 15. Tenemos la solucién 3% x 22. Si el primo que
lleva exponente 3 es mayor o igual que 5, el cuadrado del otro primo debe ser

menor que 45%0 = % < 4, lo cual no es posible. Hemos hallado todos los valores

posibles para n.

Solucién del problema 40. Bastarad probar que el niimero de cuerdas es a lo
mds %n+2. Como el niimero de cuerdas es entero, se seguira que hay a lo mas
L%n + 2| cuerdas. Si se intenta probar el resultado por induccién se vera que
la hipétesis de induccidn es insuficiente para concluir el paso inductivo. Muchos
ejemplos particulares sugieren que a lo mds hay %n — 2 cuerdas, asi que proba-
remos por induccién este resultado mas fuerte.

Es claro que para n = 2 se puede trazar a lo mas % -2—2 =1 cuerda. Dados 3
puntos en la circunferencia, por lo menos 2 de ellos tienen la misma etiqueta y
no se puede trazar una cuerda entre ellos. Por lo tanto, hay a lo mas 2 cuerdas
para n = 3. Verifiquemos: % 3—-2= % > 2.

Sea n > 4 y supongamos que el resultado es vdlido para cualquier nidmero
de puntos menor que n. Tomemos n puntos etiquetados en la circunferencia
y N cuerdas que cumplan las condiciones del problema. Estos n puntos de-
terminan un poligono convexo de n lados. Si ninguna de las cuerdas trazadas
es una diagonal de dicho poligono, entonces N < n < %n — 2 (la segunda
desigualdad se cumple porque n > 4). Si este no es el caso, alguna de las
cuerdas trazadas es una diagonal AB del poligono. Supongamos que del la-
do izquierdo de AB quedan j de los n puntos (sin contar nia A nia B)y
que del lado derecho quedan k puntos (también sin contar ni a A ni a B).
Ninguna de las cuerdas trazadas une puntos de lados opuestos de AB porque
las cuerdas trazadas no se cortan. Como k > 1, podemos aplicar la hipdtesis
de induccién a los j puntos que quedan a la izquierda de AB junto con A
y B para obtener que del lado izquierdo de AB hay a lo mds %(] +2) -2
cuerdas trazadas (contando a AB). Andlogamente, del lado derecho de AB
hay a lo mds 2 (k +2) — 2 cuerdas trazadas (contando a AB). Por lo tanto,
N<(@BG+2)-2)+(Bk+2)-2)-1=3G+k+2)—-2=3n-21lo
cual completa la demostracién.
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Solucién alternativa. Tracemos con color rojo mas cuerdas (aunque unan pun-
tos con la misma etiqueta) de manera que el poligono convexo de n lados de-
terminado por los n puntos quede triangulado. Esto siempre puede hacerse (por
ejemplo, pintando de rojo todos los lados del poligono que todavia no estdn
trazados, y luego triangulando por separado cada uno de los subpoligonos en
los que queda dividido el poligono grande por las cuerdas que ya estaban).

No es dificil probar por induccién que cuando se triangula un poligono de n
lados resultan n — 2 tridngulos. Por cada tridngulo en que se ha dividido el
poligono escribamos sus 3 lados en una lista y al final agreguemos a la lista los
n lados del poligono. Se pondrd cada cuerda trazada (incluyendo a las rojas)
exactamente 2 veces en la lista, de manera que el ndmero total A de cuerdas
trazadas estd dado por A = 1 (3(n —2) +n) =2n — 3.

Alternativamente, se puede considerar la grafica formada por los n puntos dados
y las cuerdas trazadas (incluyendo a las rojas). Como las cuerdas no se cortan,
la grafica es plana y el Teorema de Euler nos dice que V— A+ C = 2, donde V
es el nimero de vértices (por lo tanto V = n), A es el ndmero de aristas (que
coincide con el nimero de cuerdas trazadas) y C es el ndmero de caras (que
son los tridngulos mas la cara exterior). Por otra parte, el mismo razonamiento
empleado en el parrafo anterior nos dice que 24 = 3(C — 1) + n. Tenemos
pues, un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, de donde se sigue que
A=2n-3yC=n—-1.

Sea A~ el ndmero de cuerdas rojas. Antes de trazar las cuerdas rojas habia
A — A~ cuerdas en la figura. Cualquiera de los triangulos en que hemos dividido
al poligono tiene por lo menos un lado rojo. En efecto, por lo menos 2 de sus
3 vértices tienen la misma etiqueta. Para cada uno de estos tridngulos escriba-
mos su lado rojo (o alguno de sus lados rojos) en una lista. Al final, en la lista
aparecera cada cuerda roja a lo mds 2 veces. Por lo tanto, A~ > %(n -2)y
A-—A"<2n—-3-3(n-2)=3n-2

Solucion del problema 41. Sea F' el pie de la perpendicular a BD desde
C. ZLCAD = ZCBD (por éngulos inscritos), luego los tridngulos rectdngulos
AFEC y BFC son semejantes. De hecho son congruentes, pues AC = BC.
Entonces AF = BF y CE = CF. Del Teorema de Pitagoras aplicado a los
tridngulos rectdngulos CED y CFD se sigue que DE = DF'. Por lo tanto,
AE =BF =BD+ DF = BD + DE.

Solucién alternativa. Sea H en la prolongacién de AD tal que DH = DB.
Queremos demostrar que E es punto medio de AH. Como el tridngulo BDH es
isosceles, /DBH = %AADB. Primera forma: %AADB = %AACB. Como
el tridngulo ABC' es isésceles, %ZACB + /BAC = 90°. Pero ZCDB es
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el suplemento de ZBAC (porque el cuadrilditero ABDC' es ciclico), luego la
prolongacién de C'D cortard a BH formando un angulo recto. De DB = DH
se sigue que C'D es mediatriz de BH. Luego, CH = CB = CAylaaltura CE
del tridngulo isésceles AHC' también es mediana. Segunda forma: Sea GG en la
circunferencia tal que CG pasa por E. Z/CGA = ZCBA = /BAC = ZBGC,
por dngulos inscritos. Como AGBD es ciclico, 90° = %AADB + %ABGA =
/DBH + ZCBA. Por otra parte, en el tridngulo rectdngulo AEC, 90° =
£LDAC + LACE = ZDBC + ZABG (por angulos inscritos). Entonces los
dngulos en B suman 180°. Por lo tanto, G, B y H son colineales y en el
tridngulo AGH la altura GE es también bisectriz, luego también es mediana.

Solucién del problema 42. Observemos que 1991 = 11 x 181 y que 12™ +
97 4+ 8™ 4 6™ = (4™ 4+ 3™)(3™ 4 2™). Como m termina en 5, m = 5k con k
impar. Si se factoriza 4™ + 3™, el nimero 4° + 3% = 1267 = 181 x 7 serd un
factor, y si se factoriza 3™ + 2™, el niimero 3° + 2% = 275 = 11 x 25 serd un
factor. Esto concluye la prueba.

Solucién del problema 43. Sean J y K los puntos de intersecciéon de BM
con ADy AC, respectivamente. En el tridngulo ABK, la altura AJ es también
bisectriz, luego también es mediana y J es punto medio de BK. Por el Teorema
de Thales, JE es paralela a KC'. Sea L el punto de interseccién de EJ con
AB. Como LFE es paralela a AC, L es punto medio de AB. El Teorema de
Ceva en el tridngulo ABE'y las cevianas BM, EL y AD (concurrentes en .J)
nosdicequelz%-f—é-%:%-%,dedonde%:%y, por el
Teorema de Thales, AB y DM son paralelas.

Solucion alternativa. Sea F' el punto tal que ABFC es paralelogramo. Co-
mo las diagonales de un paralelogramo se cortan por la mitad, AF pasa por
E. Ademds /BAC + ZFBA = 180° porque ABFC es un paralelogramo y
%ABAC + ZMBA = 90° porque AD es perpendicular a BM. Por lo tanto,
ZMBA = %ZFBA y BM es bisectriz de ZF' BA. Utilizando el Teorema de la
bisectriz en los tridngulos ABF y ABC', tenemos que f/[—]\ﬁ = g—lfﬁ = % = %.
Pero AB y C'F son paralelas. Entonces, por el Teorema de Thales se sigue que

DM es paralelaa ABy CF.

Soluciéon del problema 44. Sean a,b,c,d y e las pesas, tales que a < b <
¢ < d < e. Convenimos que el lado izquierdo de la balanza es negativo y el
lado derecho positivo. Entonces un objeto se va a poder pesar cuando su peso,
P, lo escribamos como la diferencia de los pesos colocados de cada lado de la
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balanza, es decir:
P=a-z+b-y+c-z+d w+e-u, (3.4)

donde z,y,z,wyuson 0,16 -1,y Pe {—121,...,—1,0,1,...,121}. Ahora
bien, todos los niimeros enteros se pueden escribir en cualquier otra base, por
ejemplo, 121 escrito en base 2 es 1111001, es decir, si tuviéramos pesas cuyos
pesos fueran las siguientes potencias de 2: 20,23 24 25 y 26 podriamos pesar
121 Kg y 120 Kg. Sin embargo, ya no podriamos pesar 119 Kg pues necesi-
tarfamos tener la pesa de 22 Kg, es decir, necesitariamos 6 pesas para pesar
119, 120 y 121 Kg. Veamos que sucede si escribimos a 121 en base 3. Si trans-
formamos 121 a base 3 tenemos que es igual a 11111, esto es, necesitamos
las pesas de 1,3,9,27 y 81 Kg. Observemos, que cualquier otro peso menor
que 121 se puede conseguir con estas 5 pesas. Como P varia entre —121 y
121, podemos pensar en un nimero N = 121 + P con 0 < N < 243 = 3%,
La representacién de N en base 3, es N = ng + 3n1 + 3%ny + 3*n4 donde
n; = 0,162 Como N =121+ P =1+3+ 9+ 27+ 81 + P, entonces
P=N—-(1+3+9+27+81) = (ng—1)+3(n1 —1)+3%(ng—1)+3*(ny— 1)
donde n; —1 = —1,0 6 1. Luego, para pesar cualquier objeto de peso P < 121
Kg, expresamos a P como combinacién lineal de estas pesas, es decir, lo escri-
bimos como en la ecuacién (3.4).

Soluciéon del problema 45. Si en un vértice estd el nimero a, entonces dicho
nliimero aparece como factor en los productos de las tres caras que lo contienen
como vértice. Luego, el producto de los 14 nimeros es una cuarta potencia
e igual a 1. De los 14 nimeros hay un nidmero par de —1's, digamos I y un
nimero impar de 1's, digamos P. Si S es la suma de los 14 nimeros tenemos que
P4+I1=14y P—1=S5,dedonde S =2P—14. Como P es par, resulta que los
valores posibles de S serian: —14, —10,—-6,—2,2,6,10 y 14. El —14 no se logra,
ya que no pueden ser negativos todos los niumeros. El 10 no se obtiene, ya que
entonces debe haber 12 nimeros positivos y 2 negativos lo cual no es posible. Si
un vértice es negativo, S = 6, y si sélo hay un vértice positivo, S = —6. Si dos
vértices son negativos S = —2,2 6 6, y si dos vértices son positivos, S = —10
6 —6. Por lo tanto, los posibles valores son: —10, —6,—2,2,6 y 14.

.z . . 2,2 2
Solucién del problema 46. Consideremos la desigualdad 5% > (ZH)"
Entonces:
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Pero:

L SN S S U S A R T
4 a b) 4 a b) 4 ab)

Por lo tanto:
+ 1y’ + [0+ 1’ > L 1+ LY
a+ — - - — ] .
a b — 4 ab
Luego, % es minimo cuando ab es maximo. Como 0 < (a — b)2, entonces

4ab < a? + 2ab + b2, de donde ab < (“TH’)2 = %. De aqui que % >4y
1+ % > 5. Por lo que:

1 2+ bt "1 14— . 52 = 20
‘T b) — 2 ab) ~ 2 27

Soluciéon del problema 47. Sea S = a; + as + -+ + aqg, y consideremos el
sistema de ecuaciones:

1
2

S—a1=9-12,S—ay=9-2%2...,8 —ajp=9-10°

Sumando miembro a miembro todas estas ecuaciones tenemos que 95 = 9 -
(12 +224-+10?), de donde a = S —9k? = 12+ 2%+ ... +10% — 9k?. Es facil
ver que los a; son enteros distintos, y cualesquiera nueve suman un cuadrado
perfecto.

Solucién del problema 48. Sea O el centro del hexdgono ABCDEF y sea
A1A9 A3 A4 A5 Ag el hexdgono en el interior. Tracemos los segmentos OA;, con
1 < i < 6. Estos dividen el hexdgono AiAyA3A4A5Ag en seis tridngulos
congruentes. Ademds, el tridngulo formado con dos vértices consecutivos de
A1 Ay A3 Ay As Ag y el vértice sobre ellos de ABCDEF (por ejemplo el tridngulo
A1A2B) es congruente también a estos seis tridngulos. Ahora, notemos que
el tridngulo AA{B tiene la misma drea que el tridngulo A;BAs, ya que A;
es el punto medio de AA,. Entonces (ABCDEF) = 18(A10Az2), de donde
(A1 Ay A3 Ay As Ag) = 224 = 668.

Solucién del problema 49. Sean a;; los niimeros en el arreglo rectangular.
Paral <i<m-—-1y1l<j<n-—1, podemos tomar a;; = +1 de manera
arbitraria. Esto puede hacerse de 2(m=D(=1) maneras. Los valores para @y CON
1<j<n-—1yparaayconl<i<m-—1estdn determinados tnicamente
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por la condicién de que el producto de las entradas en cada renglén y en cada

columna sea —1. El valor de a,,,, también estd determinado tinicamente pero es
: n—1 _1ym—1 : _1rm—1yn—-1_

necesario que [ [ 5 am; = [[;Z7 " ain. Sihacemos P = [[;Z " [T;Z; asj, vemos

que P([T/2] amy) = (=)™ 1y P(IT%" ain) = (=1)™"', de donde m y n
deben tener la misma paridad.

Solucion del problema 50. Primero observemos que si M es un punto en la
bisectriz del angulo ZXOY', y si P es un puntoen OX y ) es un punto en OY,
con MP = MQ, entonces ZOPM = Z0QM é6 ZOPM + Z0QM = 180°.
Supongamos que el punto K existe. Entonces, M estd en la bisectriz de ZACB
y ML = MK, por la observacion ZALM = /BKM é6 ZALM + /BKM =
180°. Pero en este ultimo caso, se sigue que M KC'L es ciclico, de modo que
/ZC =180° — LK ML = 120°, lo cual es una contradiccién ya que el tridngulo
ABC' es acutangulo. Luego, ZALM = /BKM, del mismo modo /LKC =
ZLMA. En el tridngulo AM L, tenemos que ZAML + ZALM + /A = 180°.
Por otra parte /BKM + /LKC+ ZMKL = 180°, lo que implica que LA =
/ZMKL = 60°. Reciprocamente, si ZA = 60°, sea K en BC tal que MK es
perpendicular a BL. Como BL es bisectriz del angulo B, se sigue que BL es
la mediatriz de MK, y asi LM = LK. Sea I el incentro del tridngulo ABC.
Entonces /M LI = 120°, de donde AMIL es ciclico. Entonces /ZMLI =
/ZMAI = 30°, de modo que ZKLM = 60°. Luego, el tridngulo K LM es
isésceles con un angulo de 60°, por lo que es equilatero.

Solucidon del problema 51. Supongamos que la moneda nunca sale del tablero.
Como solo hay un nimero finito de casillas, la moneda visita al menos una
casilla un nimero infinito de veces. La flecha en esta casilla debe de rotar 90°
un ndmero infinito de veces, por lo que la moneda visita las casillas adyacentes a
esta, un nimero infinito de veces también. Se sigue que la moneda visita todas
las casillas infinitas veces. En particular, la moneda visita la casilla en la esquina
superior derecha del tablero al menos 4 veces. Entonces, en alglin momento la
direccién de la flecha serd hacia la salida del tablero. Cuando la moneda vuelva
a visitar esta casilla, esta saldra, lo cual es una contradiccién.

Solucién del problema 52. El primer nimero 10! 4+ 1 es primo, y como
10%%*1 = 1 (mod 11) para todo entero positivo k, se sigue que todos los
nimeros 103 + 1,10° + 1,...,10%°9% 4+ 1 no son primos. Similarmente, como
10%+2 = 1 (mod 101) para todo entero positivo &, los niimeros 10% + 1,100 +
1,...,10%°92 11 no son primos. Continuando de esta forma obtenemos que al



42 Soluciones Problemas de Practica

menos:

10
2004
ZQ . J—1>:1987
22
i=1

elementos de M no son primos, donde | x| denota el mayor entero que es menor

o igual que z. Por lo tanto, al menos el 99% de los elementos de M no son
primos.

Solucién del problema 53. Sea C’ la interseccién de CK vy la diagonal BD.
Por el Teorema de la bisectriz tenemos que & = LC Ahora:

MC” — DC’-
/u
MB-DM = MA(MC+CD):MA<%+CD>
MC MC' + DC’
- MA<D0/+1>CD_MA-CD<7DC, )
MD
— MA-CD <D0,>,

de donde %—g = %%l = ]\J\//[[—%/ Por lo tanto los tridngulos MAB y MC'C son
semejantes, por lo que ZMBA = Z/MCC'. Esto implica que los tridngulos
DC'C y KC'B sean semejantes, por lo que /BKC = Z/CDB.

Solucién del problema 54. Para n par consideremos los niimeros de 7 cifras
333...334. Asi, n = (333...334)2 = 11...155...556 es un nimero mo-
notdnico de n cifras. Nétese que también los nimeros de la forma 666...667
funcionan para n par. Ahora, para n = 2k — 1 impar, consideremos los nlimeros
de la forma 166. .. 667 de k cifras. Entonces n = (166...667)% = 277...788...889

es un nimero monotdnico de 2k — 1 cifras.

Solucién del problema 55. Sea B’ la reflexién de B en la recta XY. Sea M
la interseccién de AB’ y XY . Sea M’ un punto diferente de M en XY . Como
B’ es el reflejado de B, MB’ = M B y M'B' = M’'B, de donde:

AM'+ M'B = AM'+ M'B' > AB' = AM + MB' = AM + MB.
Luego, M es el punto buscado.

Solucién del problema 56. Llamaremos un poligono verde (respectivamente
rojo) si sus vértices son todos verdes (respectivamente rojos); y diremos que
un segmento es verde (respectivamente rojo) si sus puntos extremos son verdes
(respectivamente rojos). Supongamos que no existen puntos rojos o verdes como
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en el problema, y sean a,b y c los lados del tridngulo ABC. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que a < b,c. Si XY fuera un segmento rojo
de longitud a, entonces los circulos unitarios con centro en X y Y deben ser
completamente verdes. Ahora, sea Z un punto en el plano tal que los tridngulos
XY Z y ABC son congruentes. El circulo unitario con centro en Z debe ser rojo
o se formaria un tridngulo ilegal con los correspondientes puntos alrededor de X
y Y. En este circulo unitario podemos encontrar un segmento rojo de longitud
uno, lo que es una contradiccién. Luego, no hay segmentos rojos de longitud a.
Ahora, como todo el plano no puede ser verde, existe un punto rojo P. El circulo
w con centro en Py radio a debe ser verde. Entonces tomemos dos puntos D
y E enw con DE = a. Como a < b, ¢, podemos construir F' fuera de w de tal
forma que los tridngulos DEF y ABC' sean congruentes. Nétese que F' debe
ser rojo. De aqui que si rotamos DFE alrededor de P, F' forma un circulo rojo
de radio mayor que a, y en este circulo podemos encontrar dos puntos rojos con
distancia a entre ellos, lo cual es imposible.

Solucién del problema 57. Tales subconjuntos tienen a lo mds 4 elementos y
hay un sélo subconjunto con 4 elementos: {1,4,7,10}.

Los subconjuntos con 3 elementos se pueden contar de la siguiente manera: los
que empiezan con 1y 4 son 4 (el tercer elemento puede ser 7, 8, 9 o 10), los
que empiezan con 1y 5 son 3, los que empiezan con 1y 6 son 2, y hay uno que
empieza con 1y 7; los que empiezan con 2 y 5 son 3, los que empiezan con 2
y 6 son 2 y hay 1 que empieza con 2 y 7; los que empiezan con 3y 6 son 2y
hay 1 que empieza con 3 y 7; por dltimo hay 1 que empieza con 4 y 7. En total,
hay (44+3+2+4+1)+(3+2+4+1)+(2+1)+ 1 =20 de estos subconjuntos.
Por otra parte, hay (120) = 45 subconjuntos de 2 elementos de {1,2,3,...,10}
(no necesariamente con la propiedad deseada). De ellos, hay 9 que tienen ele-
mentos consecutivos y hay 8 que tienen elementos con diferencia 2. Entonces
hay 45 — 9 — 8 = 28 subconjuntos de {1,2,3,...,10} con la propiedad deseada.
Los 10 subconjuntos de 1 elemento y el subconjunto vacio también cumplen la
condicién. En total, hay 14+20+28+ 1041 = 60 subconjuntos con la propiedad
mencionada.

Solucién del problema 58. Digamos que los 2001 puntos elegidos son negros
(puede haber puntos que sean tanto rojos como negros). Supongamos que lo
que se pide demostrar es falso, es decir: para cualesquiera tres puntos rojos, el
plano que determinan contiene por lo menos un punto negro.

Fijemos dos puntos rojos Ay By, para cada uno de los otros 2002 puntos rojos,
consideremos el plano que pasa por A, By el punto considerado. En cada uno de
estos 2002 planos hay un punto negro, pero como tnicamente hay 2001 puntos
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negros, alguno de ellos aparece en 2 de los planos considerados. Como los puntos
rojos estdn en posicidn general, estos 2 planos son distintos y se cortan en la
recta AB. La lnica manera de que un punto negro pertenezca a ambos es que
pertenezca a la recta AB. Este argumento muestra que para cualesquiera dos
puntos rojos distintos hay un punto negro en la recta determinada por ellos.
Ahora fijemos un punto rojo X vy, para cada uno de los otros 2003 puntos rojos,
consideremos la recta que pasa por X y por el punto considerado. En cada una
de estas 2003 rectas hay un punto negro, por lo que acabamos de probar. Pero
como unicamente hay 2001 puntos negros, alguno de ellos aparece en 2 de las
rectas consideradas. De nuevo, como los puntos rojos estan en posicion general,
estas 2 rectas son distintas y se intersectan en X, de modo que la tinica manera
de que un punto negro pertenezca a ambas rectas es que coincida con X.

El parrafo anterior demuestra que cualquier punto rojo debe coincidir con un
punto negro. Esto es absurdo, pues hay mds puntos rojos que negros. Entonces
la suposicidn inicial es falsa.

Solucién del problema 59. Llamemos a los 4 puntos originales puntos azules,
y a las perpendiculares trazadas, rectas rojas. Desde cada uno de los 4 puntos
azules se trazan 3 rectas rojas, de modo que en total se trazan 4 x 3 = 12 rectas
rojas. En principio, estas rectas determinan (122) = 66 puntos de interseccién.
Sin embargo, hay algunas parejas de rectas rojas paralelas (las cuales no tienen
un punto de interseccién) y algunas ternas de rectas rojas concurrentes (las
cuales generan sélo un punto de interseccién, en vez de tres).

Dos rectas rojas son paralelas si son perpendiculares a la misma recta deter-
minada por dos puntos azules. Entonces, para cada par de puntos azules hay
un par de rectas rojas paralelas: las perpendiculares a la recta determinada por
los puntos azules considerados trazadas desde los otros dos puntos azules. Es
decir, hay (;1) = 6 parejas de rectas rojas paralelas. Por otro lado, las 3 rectas
rojas trazadas desde cada uno de los puntos azules concurren en dicho punto
azul. Ademas concurren las alturas de cada uno de los (g) = 4 tridngulos de-
terminados por los puntos azules. En total, pues, hay 8 ternas de rectas rojas
concurrentes.

Por lo tanto, no hay mas de 66 — 6 — 2 x 8 = 44 puntos de interseccién deter-
minados por las rectas rojas. Es facil convencerse de que hay ejemplos en los
cuales no se pierden mas puntos de interseccién que los que hemos mencionado.

Por lo tanto, 44 es el maximo buscado.

Solucion altenativa. Dados dos puntos azules, las rectas rojas trazadas des-
de ellos determinan, en principio, 3 X 3 = 9 puntos de interseccién (sin con-
tar los puntos azules). Pero dos de estas rectas rojas son paralelas, luego hay
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Gnicamente 8 puntos de interseccién. Considerando cada pareja de puntos azu-
les, obtenemos, en principio, (3) x 8 = 48 puntos de interseccién. Sin embargo,
los 4 ortocentros se cuentan tres veces: una por cada dos de sus vértices. Ademas
hay que incluir los puntos azules como puntos de interseccién determinados por
las rectas rojas. Por lo tanto, hay a lo mas 48 — 2 x 4 + 4 = 44 puntos de
interseccion.

Solucion del problema 60. Para cada entero positivo k consideremos la lista
infinita de todos los nimeros de la forma un cuadrado mas k:

Lr=1+Fk4+k9+k16+k25+Fk,..

El inciso (a) nos pide encontrar todos los enteros positivos k para los cuales es
posible encontrar dos niimeros a y b en L, cuyo producto ab también pertenezca
a L. El inciso (b) plantea la misma pregunta pero con la suma de a y b en
vez del producto. Las listas £ para los primeros valores de k comienzan de la
siguiente manera:

£, =2,5,10,17,26, ...
Lo =3,6,11,18,27, ...
L5=4,7,12,19,28, ...

Al observar estas listas se puede conjeturar que el producto de los primeros dos
nimeros de cada lista aparece en esa misma lista. Esto es muy facil de probar:
(1+k)(4+k)=4+5k+k?> = (2+ k)2 + k en efecto aparece en L. Por lo
tanto la respuesta para el inciso (a) es: todos los enteros positivos k.

Por otra parte, es claro que en cada lista £ las diferencias entre elementos
consecutivos son 3,5,7,9,11,... Entonces, si elegimos un nidmero impar sufi-
cientemente grande a en Ly, podremos encontrar dos nlimeros consecutivos b
y ¢ de L}, cuya diferencia sea a. Los niimeros a y b tendran, pues, la propiedad
de que su suma, c¢, estard en L. Por ejemplo, si escogemos el nimero impar 7
de L3, encontramos los nimeros consecutivos 12 y 19 de L3 cuya diferencia es
7, lo cual nos da dos niimeros de L3 (7 y 12) cuya suma (19) también estd en
L3. Como esto se puede hacer en todas las listas concluimos que la respuesta
para el inciso (b) también es: todos los enteros positivos k.
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3.2. Soluciones de los ultimos tres Concursos
Nacionales de la OMM

Solucion del problema 1. Si uno hace las operaciones del problema en una
cuadricula de 4 x 4 es facil conjeturar que al terminar todas las operaciones, la
cuadricula queda girada 90° en el sentido de las manecillas del reloj. Probémos-
lo: si se empezara con una cuadricula de 2 x 2, obviamente quedaria girada.
Supongamos que si se empieza con una cuadricula de n X n termina girada,
donde n es alguna potencia de 2. Para una cuadricula de 2n x 2n la primer
operacién nos lleva de:

a — b — d — a —

d — c — c — b —

(donde las flechas indican que los nimeros estan en orden creciente de izquierda
a derecha en cada renglén). El resto de los movimientos se hacen dentro de esas
cuatro subcuadriculas de n x n y ya sabemos que el resultado de esas es girar
cada cuadro 90°, de modo que obtenemos:

dl [a]
c |l bl

(donde las flechas indican que los niimeros estan en orden creciente de arriba
a abajo en cada columna). Esto es la cuadricula de 2n x 2n girada 90°. Esto
prueba (por induccién) que el resultado de aplicar las operaciones del problema
en cualquier cuadricula cuadrada cuyo lado es potencia de 2 es girar la cuadricula
90° en el sentido de las manecillas del reloj.

Por lo tanto, los nimeros que quedan en la diagonal son 32, 63,94, 125, ..., 993
(aumentan de 31 en 31).

Solucion del problema 2. Como AD es paralela a BE, los arcos ABy DFE son
iguales y por lo tanto, DE = AB = DC y CDEFE es is6sceles. Analogamente,
CBF esisdsceles. Sean M y N los puntos medios de C' E'y C'F’ respectivamente.
Por los triangulos isésceles, las rectas DM y BN son las mediatrices de los
segmentos CE y CF, y entonces, su intersecciéon K es el circuncentro. El
cuadrildtero MCN K es ciclico (por tener dos angulos opuestos rectos) y por lo
tanto, /BKD = 180° — ZECF = 180° — /BCD = LZABC = Z/BED. Por
lo tanto el cuadrildtero BK ED es ciclico, es decir, K estd sobre K.

Segunda Solucién. Sea K el circuncentro de CEF. Entonces, ZEKF =
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2/ECF. Como AD es paralela a BF, los arcos AB y DFE son iguales y
por lo tanto, DE = AB = DC y CDE es is6sceles, de donde ZEDC =
180° — 2ZECD. Por lo tanto, ZEKF + ZEDC = 180°, asi que EKFD es
ciclico y K esta sobre K.

Solucion del problema 3. Tiene mds de la forma 4k + 1. En efecto, si n no
es divisible por primos de la forma 4k — 1, todos sus divisores impares son de
la forma 4k + 1. jQué pasa cuando se “agrega’” un primo de la forma 4k — 17.
Supongamos que n cumple que r > s donde r y s son los niumeros de divisores
de n? de las formas 4k + 1 y 4k — 1 respectivamente. Sea ¢ un primo de la
forma 4k — 1 que no divide a n. Probaremos que m = ¢®n también cumple la
condicion.

Cualquier divisor de m? es de la forma ¢®d donde d es divisor de n? y 0 < 8 <
2cv. El divisor ¢Pd es de la forma 4k + 1 si d lo es 'y 3 es par, o si d es de la
forma 4k — 1y /3 es impar. Por lo tanto, m? tiene (a+ 1)r +as = a(r+s) +r
divisores de la forma 4k + 1. Un razonamiento similar nos dice que m? tiene
a(r + s) + s divisores de la forma 4k — 1. Entonces, m? tiene mds divisores de
la forma 4k + 1 que de la forma 4k — 1.

Esto prueba (por induccién) que n? siempre tiene mds divisores de la forma
4k + 1.

Segunda Solucién. Sea n = p‘flpg‘?...p,?"“q?lqg?..qgs la factorizacién de n
como producto de potencias de primos distintos, donde los ¢; son los primos de
la forma 4k — 1 que dividen a n, y los p; son los de la forma 4k 4+ 1 y un p; es
2 si n es par). Separamos todos los divisores de n? en dos clases: los que son
divisibles por algln ¢; y los que no son divisibles por ninguno. Dado un divisior
d=p}'po2..p) @i ¢ ...qk* de la primera clase, buscamos la minima i tal que

w; # 0y ad le asociamos el divisor d’ = pi‘lpg‘Q...p?7'qf1q’i‘1...qfi...p’;”’" donde

Hi= 1 Wi < 20

/ {Mz’ +1 p <2q4

Si d es par, d’ también lo es. Si d es de la forma 4k + 1, d’ es de la forma 4k — 1
y viceversa.

Esto nos da una biyeccién, en los divisores de la primera clase, entre los divisores
de la forma 4k — 1 y los de la forma 4k + 1. Los divisores de la segunda clase
son todos pares o de la forma 4k + 1 (y hay al menos uno de la forma 4k +1, a
saber: 1), por lo que n? tiene mas divisores de la forma 4k + 1 que de la forma
4k — 1.
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Solucion del problema 4. Para que la suma de los nimeros en la primer ficha
sea impar, uno de ellos debe ser pary el otro impar. Para que la suma siga impar,
las siguientes fichas deben tener suma par, es decir, tener ambos nlimeros pares
o ambos impares. Todas las fichas par-par deben quedar del lado par de la
primera ficha y las impar-impar del lado impar.

Las mulas (fichas dobles) siempre pueden colocarse en una hilera que cumpla
las condiciones de manera que se sigan cumpliendo, por lo tanto, en una hilera
de longitud méaxima se usan las siete. Encontremos la longitud maxima de una
hilera sin mulas:

Del lado impar se pueden usar todas las fichas: |1]3][3[5][5]1], por ejemplo.
en cambio del lado par sélo se pueden usar 5 de las 6 fichas. En efecto, cuando
las fichas se acomodan en hilera, cada ndmero que no esté en un extremo
aparece un nimero par de veces. Pero cada nimero par (0,2,4,6) aparece 3
veces en las fichas par-par y no pueden estar todos en los extremos. Por lo tanto
debemos dejar sin usar al menos una de las fichas. Entonces la longitud maxima
de la parte par es a lo mas 5 y la longitud maxima de una hilera es a lo mas
74+ 3+ 1+5=16: 7 mulas, 3 impar-impar, 1 impar-par y 5 par-par. Que de
hecho se pueden formar hileras de esa longitud se vera cuando las contemos.

iDe cuantas formas se puede formar el lado impar (sin mulas)? Una vez que
se elige con que ficha empezar el resto tiene dos opciones, por ejemplo si em-
pezamos con , debe quedar [1]3][3]5][5]1] o [3]1][1]5] |5]3] Asi
que hay 6 formas. Ahora con mulas: una vez puestas las otras fichas las mulas
se pueden insertar de dos formas: la mula del nimero en los extremos se puede
poner en cualquiera de los dos extremos y las otras dos estan obligadas. Por lo
tanto con todo y mulas hay 6 - 2 formas de hacer el lado impar.

.Y el lado par (sin mulas)? Ya vimos que debe faltar una ficha, digamos .
En las demas fichas par-par, los niimeros de la ficha faltante aparecen 2 veces, y
los otros dos aparecen 3 veces. Estos tltimos deben ser los extremos del lado par.
Entonces los dos nimeros de la ficha faltante obligan a poner algunas juntas,
en el ejemplo, deben ir juntas y también . Junto con
la ficha , tenemos 3 bloques con extremos 2 y 4. Para formar el lado par
basta escoger el orden de los 3 bloques y si queremos empezar con 2 o con 4.
Por lo tanto, sin mulas, hay 6 - 3!-2 (el primer factor es el nimero de formas de
elegir la ficha faltante) formas de hacer el lado par. Las mulas de los nimeros
de los extremos pueden estar en dos posiciones y las mulas de los otros dos
ndmeros sélo en una. Por lo tanto con todo y mulas hay (6-3!-2)(2-2) formas
de hacer el lado par.

El nimero total de formas de hacer la hilera de longitud maxima es el producto
de las formas de hacer los dos lados (puesto que la ficha par-impar queda



Soluciones 49

determinada). Asi que el nimero de formas buscado es (6-2)(6-3!-2)(2-2) =
2733 Si una hilera y la que se obtiene al girarla 180° se consideran distintas el
ntimero es el doble.

Comentario. Una solucién mds directa se obtiene haciendo el drbol completo
de los casos aprovechando la simetria para reducir el trabajo.

Solucion del problema 5. Sean a, b y c tres enteros distintos que forman una
terna compatible, y supongamos que a es el mayor de los tres. Notemos que
a debe ser miiltiplo o divisor de al menos uno de b y ¢, digamos de b. Como
a > b, a debe ser miiltiplo de b.

Si ¢ también es divisor de a (o de b, lo cual lo vuelve divisor también de a)
entonces by ¢ son a lo mas a/2 y a/3 en algtin orden, de modo que a+b+c¢ <
(1+3+3)a=4a

Si ¢ no es divisor de a, debe ser miltiplo de b. Si a = kb, entonces ¢ < (k—1)b,
porque a > c. entonces, a +b+c<a+b+ (k—1)b=a+ kb= 2a.
Entonces, en cualquier caso la suma es a lo mas 2a y sélo llega a eso si la
terna es de la forma kb, b, (kK — 1)b. Para las ternas formadas con ndmeros
del 1 al 2002 la suma méaxima es, entonces, 4004 y sélo ocurre para ternas de
la forma antes mencionada cuando kb = 2002. Factorizando 2002 (es 2 - 7 -
11 - 13) encontramos sus divisores, los posibles valores de b. Las ternas son:
{2002, 1, 2001}, {2002, 2,2000}, {2002,7,1995}, {2002, 11,1991},
{2002,13,1989}, {2002,14,1988}, {2002,22,1980}, {2002,26,1976},
{2002,77,1925}, {2002,91,1911}, {2002,143,1859}, {2002, 154,1848},
{2002, 182,1820}, {2002,286,1716}. (Ndtese que tomar b = 1001 no resulta
en una terna valida porque los tres nimeros no son distintos).

Solucién del problema 6. El cuadrilditero BC'K M es ciclico por tener dngulos
opuestos rectos. Entonces, ZABK = /MBK = Z/MCK = ZMCD. Ana-
logamente, /BAK = /M DC, por lo que ZABK + /BAK = ZMCD +
ZMDC =180° — ZCMD = 90°, de donde ZAK B es recto.

Como el tridngulo AK B es rectangulo, el punto medio de AB, M, es el circun-
centro de AK B y por lo tanto, AM = M K. Entonces, los tridngulos rectangu-
los AMD y KMD tiene un cateto correspondiente igual y comparten la hipo-
tenusa M D, lo cual los hace congruentes. andlogamente M KC y M BC' son
congruentes. En particular, AD = DK y KC = BC.

Usando esto hay muchas formas de terminar, aqui presentamos algunas:
Primera Forma. Como los tridngulos AKC' y ABC comparten el lado AC
la razén de sus dreas es la razén de sus alturas sobre el lado AC. La razén
de estas alturas es g—g(trazando las alturas se forman triangulos semejantes).
Por otra parte, los dos tridngulos tienen un lado igual, a saber BC' = KC,
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por lo que la razdn de sus areas es la razdn de las alturas a esos lados. Asi que
IIamando R al pie de la perpendicular desde A a CD, g—g = ﬁg Andlogamente,
Ki = AB, donde S es el pie de la perpendicular desde B a C'D. como AR,
MK y BS son perpendiculares a CD y M es el punto medio de AB, tenemos
que AR+ BS = 2MK = AB, por lo que las fracciones suman uno, como
debiamos probar.

Segunda Forma. Sean F el punto de interseccién de AC con BD y L el punto
sobre la recta C'D tal que AL es paralela a BD. Como AD y BC son paralelas,
CE _ BC

_ CD
4= aD- Por el teorema de Tales, EA = BI- Entonces,

A_D _ BC BC
DL CD AD+ BC’
Otra vez por el teorema de Tales,
KP _ KD _ AD
PA DL DL’

de donde
KP AD

PA  AD+ BC’

Andlogamente
KQ BC

QB AD + BC
y las fos fracciones suman uno, como se pedia probar.
Tercera Forma. Sea F el punto de interseccion de AC con BD. Por el teorema
de Menelao aplicado al tridngulo BK D con la recta EQC obtenemos:

KQ BE DC
QB ED KC

=1.

Como AD y BC son paralelas, £ ED = AD Usando esto, que KC' = BC'y que
CD = AD + BC, obtenemos que

KQ BC

QB AD+ BC’
Ahora terminamos como en la forma anterior.
Otra forma de empezar Finalmente, otra demostracién de que AK B es recto
yde que AD=DK y KC = BC"
Como LAMD + /BMC = 180° — ZCM D = 90°, los tridngulos rectdngulos
AMD y BCM son semejantes. Ahora, tenemos que

MC  BC BC
MD ~ AM ~ MB'
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por lo que el triangulo rectangulo M C' D también es semejantea AM Dy BCM.
Como MK es altura de MCD, entonces KMD y KCM también son seme-
jantes a estos triangulos. Como AMD y KM D comparten la hipotenusa, de
hecho son congruentes y por lo tanto, AD = DK . Andlogamente KC = BC.
También, como AMD y KM D son congruentes, por simetria, AK es perpen-
dicular a M D y andlogamente BK es perpendicular a M C'. Si llamamos R y
S a las intersecciones de AK con M D y de MC con BK, tres de los dngulos
del cuadrilatero K RM S son rectos y por lo tanto el cuarto también.

Solucion del problema 7. Supongamos que m = kt. Notemos que 10k y m
coinciden salvo por los digitos de las decenas y de las unidades. Especificamente,
si el digitos de las unidades de k es a, entonces m termina en Oa y 10k termina
en a0. Si a = 0, entonces 10k = m, de modo que todos los k que acaban
en 0 cumplen la condicién. Supongamos ahora que a no es cero. En este caso,
10k (que termina en a0) es mayor que m (que acaba en 0a). Por lo tanto, ¢ es
cuando mucho 9. Por otra parte ¢ debe ser mayor que 1 porque m > k (tiene
un digito mas, de hecho).

Para cada valor de ¢ encontramos todas las posibilidades para k como sigue: a,
el digito de las unidades de k, debe ser tal que kt también tenga digitos de las
unidades a. Después, encontramos el digito de las decenas usando que el digito
de las decenas de m = kt es 0, de modo que t por el digito de las decenas de &
mas lo que se lleva de calcular at debe terminar en 0. A partir de este momento,
cada digito de k debe ser tal que si se multiplica por ¢ y al producto se le suma
lo que se lleve de la posicién anterior, el resultado termine en el digito anterior
de k.

Para t = 2, 4 y 8 no hay nintin valor de a tal que at termine en a.

Para t = 6, a puede ser 2, 4, 6 u 8. Con el procedimiento ya descrito obtenemos
los nimeros X2, X34, X84, X18 y X68, donde las X denotan digitos para los
cuales no queda ninguna posibilidad (o sea que para t = 6 la tnica solucién es
k = 18). Notemos que si después de 18 continuamos con el método, se obtiene
... 00018, por lo que k = 18 realmente es la Unica solucién en este caso.

Para t = 5 se obtiene X5.

Para ¢t = 3 se obtiene ...28571428571435 donde el grupo de digitos 285714 se
repite una infinidad de veces. Por lo tanto, no hay solucién con ¢t = 3.

Para t = 7 se obtiene ... 0015 con el 0 repitiéndose, por lo que la tnica solucién
cont="7es k=15

Parat = 9 se obtiene ... 0045 con el 0 repitiéndose, por lo que la Unica solucién
cont=9es k=45

En resumen las soluciones son 15, 18, 45 y los nlimeros que terminen en 0.
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Segunda Solucidn. Si b es el digito de las unidades de k y a es el nimero for-
mado por los demds digitos, entonces k£ = 10a+by m = 100a+b. Supongamos
que m = kt. Entonces, 100a + b = ¢(10a + b), o sea, 10(10 — t)a = (t — 1)b.
Como t > 1, el lado derecho es no negativo. Luego, el lado izquierdo también
lo es, de donde t > 10. Si t fuera 1, tendriamos a = 0, lo cual es absurdo pues
k tiene dos o mas digitos. Si ¢ = 10, entonces b = 0 y todos estos valores de k
cumplen.

Ahora (t — 1)b debe ser miiltiplo de 10 y ¢ — 1 no puede ser miltiplo de 10 (¢
estd entre 2 y 9). Por lo tanto, b debe ser par, multiplo de 5, o ambos. Si es
ambos, b = 0 y esos valores ya los conocfamos.

Sib =5, la ecuacién se simplifica a 2(10—t)a = t—1. Entonces, 2(10—t) < t—1,
osea, t > 7. Comot—1es par, t debe ser 7 6 9. Para t = 7 obtenemos a = 1
y la solucién k£ = 15. Para t = 9 obtenemos a = 4 y la solucién k = 45.

Si b es para (distinto de 0), ¢t — 1 debe ser miltiplo de 5. Por lo tanto, ¢t = 6. La
ecuacién se simplifica a 8a = b, como b es un digito, la tnica solucién es a = 1
yb=28, osea, k=18.

En resumen, las soluciones son los mdltiplos de 10, y también los nimeros 15,
45y 18.

Solucién del problema 8. Sea T la interseccion de AR con CS. Probaremos
que T esta sobre la tangente comin a X' y Z probando que el dngulo ABT es
recto. Como AB es didmetro de X', ZBRT es recto. Como BC' es didmetro de
Z, LZBST es recto. Por lo tanto el cuadrilatero BRST es ciclico.

SiRy Sestianen Py (Q, tenemos que ZRBT = /RST = ZCS5Q = ZCBQ =
ZBPQ = ZBAR (la primer igualdad ocurre porque BRST es ciclico, la se-
gunda porque los dngulos son opuestos por el vértice, la tercera porque BSQC
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es ciclico, la cuarta porque BC' es tangente a ), y la (ltima porque APBR es
ciclico).

Si Py Q@ estanen Ry S es muy parecido: ZRBT = ZRST = 180°—-ZCSQ =
/CBQ = £ZBPQ = 180° — ZBPR = ZBAR.

En cualquier caso, ZRBT = ZBAR. Como ZBAR+ ZABR = 90°, entonces
/ZRBT + ZABR = 90°, o sea ZABT = 90°.

T

Segunda Solucion. Sea M el punto diametralmente opuesto a B en )). Como
AB es didmetro de X, el angulo APB es recto.

M

Como BM es diametro de ), el dngulo BPM es recto. Por lo tanto, A, Py M
son colineales. Andlogamente, C', Q y M son colineales. Probaremos que AR,
C'S y la tangente comiin concurren viendo que son alturas del triangulo AC'X.
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Para ver que AR es perpendicular a CM bastaria ver que BR 'y CM son
paralelas. Tenemos que ZABR = ZQPM = ZQBM = ZBCQ (la primera
igualdad es porque APRB es ciclico, la segunda porque BPMQ lo es y la
dltima porque BM es tangente a Z). Por lo tanto, AR es altura de ACM.
Andlogamente, CS es altura del tridngulo y claramente BM es altura. Por lo
tanto, AR, C'S y BM concurren.

Solucion del problema 9. Son los valores de a y b que cumplen que a+b > n.
Probemos primero que a + b > n, entonces forzosamente hay un muchacho y
una muchacha que se gustan mutuamente:

Primera Forma. Supondremos que no hay dos que se gustan mutuamente y
demostraremos que a + b < n. A cada quien le preguntamos quienes le gustan
y hacemos una lista de parejas en las que alguno de los dos le gusta al otro.
Como no hay dos que se gusten mutuamente, al hacer asf la lista no obtenemos
parejas repetidas. Por lo tanto, obtenemos a lo mas n? parejas en la lista. Por
otra parte, por cada muchacha obtenemos a parejas y por cada muchacho b,
de modo que obtenemos exactamente an + bn = (a + b)n parejas. Entonces,
(a + b)n < n? de donde a + b < n.

Segunda Forma. Este es realmente el mismo argumento que el anterior dicho
de otro modo. Numeramos los muchachos y las muchachas con los nimeros
del 1 al n, y hacemos una tabla n x n en la que el cuadro en el renglén i y la
columna 7, lo pintamos de rojo si a la muchacha 7 le gusta el muchacho j, de
azul si la muchacha i le gusta al muchacho j, y lo dejamos sin pintar en otro
caso. Si no hay dos que se gusten mutuamente, ninguna casilla se pinta tanto
de rojo como de azul. En cada renglén hay a casillas rojas y en cada columna
hay b casillas azules, de modo que en total hay (a + b)n casillas pintadas. Por
lo tanto, (a +b)n < n?, osea, a+b < n.

Tercera forma. Supongamos que a + b > n. Como a cada muchacha le gustan
a muchachos, en total hay an “gustos”de parte de las muchachas. Entonces, a
algtin muchacho le tocan al menos a “gustos”, es decir, hay alglin muchacho
popular que le gusta a al menos a muchachas. Como al muchacho popular le
gustan b muchachcasy a+b > n, no pueden ser todas distintas las a muchachas
a las que le gusta y las b que le gustan a él. Por lo tanto, hay una muchacha
que le gusta a y a quien le gusta el muchacho popular.

Ahora probaremos que si a + b < n puede suceder que no haya una muchacha
y un muchacho que se gusten mutuamente.

Primera Forma. Numeramos los muchachos y las muchachas con los niimeros
del 1 al n. Imaginemos que a la muchacha i le gustan los muchachos 7, i +1,. . .,
i+ a—1 (los ndmeros se toman médulo n) y que al muchacho j le gustan las
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muchachas 7 + 1,5 + 2,...,7 + b. En este caso no hay dos que se gusten
mutuamente. En efecto, si a la muchacha i le gusta el muchacho j, j debe ser
unodei, i+1,...,9+a—1, digamos i +t. Entonces, al muchacho j le gustan
las muchachas i +¢t+ 1,9 +t+2,...,i+ ¢+ b. El primero de eso nimeros es
al menos : + 1 yel dltimoesalomiast+a+b—1<i+n—1, osea que
ninguno es i (o0 i+ n).

Segunda Forma. Por lo que se vi6 en la segunda forma de la primera parte,
basta pintar una cuadricula de manera que haya a cuadros rojos en cada renglén
y b azules en cada columna. Empezamos pintando los primeros a cuadros del
primer renglén de rojo. El segundo renglén lo hacemos como el primero con los
cuadros rojos recorridos un lugar a la derecha. El tercero es el segundo recorrido,
etc. Cuando a la hora de recorrer un cuadro rojo se salga por el borde de la
cuadricula lo pasamos al principio de su renglén. Obtenemos una cuadricula con
a cuadros rojos en cada renglén y n — a cuadros vacios en cada columna. Como
n —a > b podemos simplemente elegir b cuadros de cada columna y pintarlos
de azul.

Tercera Forma. Elegimos a+b nlimeros distintos entre 1y n, digamos r1, 79, ...,
Tq, S1,592,--.,Sp. Imaginemos una fiesta donde a la muchacha ¢ le gusta el mu-
chacho j si i — j es congruente mddulo n con algin rg, y al muchacho j le
gusta la muchacha 7 si i — j es congruente médulo n con un sj. Asi es facil
ver que a cada muchacha le gustan a muchachos: a la muchacha ¢ le gustan
los muchachos i@ — ry, @ — ra,...,i — rq (mddulo n). Andlogamente, a cada
muchacho le gustan b muchachas. Ademads, no hay dos que se gusten mutua-
mente pues si ¢ — j es congruente con a lo mds uno de los a + b nimeros

r1,72,...,7q,51,82,...,Sp.

Solucién del problema 10. Primero probaremos que M N es paralela a AB

y a DC. Los triangulos APM y QDM son semejantes, de donde % = é—g.

También son semejantes PBN y CQN, de donde ]I\D,—]g = %. Pero por hipétesis,

ﬁ—g = %, asi que % = % y por el teorema de Thales, M N es paralela a
DC.

Hay muchas formas de concluir, presentamos dos.
Entonces, los tridngulos PM N y PDC son semejantes, de donde

DC_DP_1+DM_1+DQ_1+DC
MN MP MP AP AB’

Aqui, la dltima igualdad ocurre porque P divide al segmento AB en la misma
razén que @ divide a DC'. De aqui, despejamos
AB-DC

MN=25TDo
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D Q C

Alternativamente, de la semejanza de los tridngulos PM N y PDC' obtenemos

% = % y de la semejanza de los tridngulos QM N y QAB obtenemos que
% = %—3. Por el teorema de Thales, %—3 = %. Entonces, % + % =
% + % = 1, de donde podemos despejar otra vez M N.

Solucién del problema 11. Si el primer jugador empieza eligiendo la tarjeta
(1,p) con p primo, pierde el jugador que no tome una tarjeta que incluya un
multiplo de p (pues en ese momento el maximo comtn divisor pasa de p a 1).
Si la cantidad de tarjetas que incluyen un miltiplo de p es impar (incluyendo
la tarjeta (1,p)), al primer jugador le toca la dltima de ellas y gana. Desafortu-
nadamente, p = 2 no cumple: el nimero de tarjetas con al menos un nimero
par es igual al total de parejas menos el nimero de parejas con ambos impares,
esto es, (20203) — (10202) = 2003 - 1001 — 501 - 1001 que es par. Pero p = 3 si
cumple: como hay 1336 nimeros entre 1 y 2003 que no son muiltiplos de 3, hay
(20203) — (13236) = 2003 - 1001 — 668 - 1335 parejas, donde al menos uno de los
nimeros es miltiplo de 3, y ese nimero es impar.

Se puede verificar que esta estrategia funciona para los siguientes valores de p:
3, 7,11, 13, 23, 37, 43, 47, 73, 89, 101, 103, 107, 109, 127, 131, 137, 139,
167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283,
293, 307, 311, 313, 317, 331, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557, 563, 569, 571,
577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661,
673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773,
787, 797, 809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883,
887, 907, 911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997.

Solucion del problema 12. Primero veamos que no importa el orden en el que
se efecttien los dos tipos de cambio sensato: en un orden tenemos n — 2n+1 —
32n+1)+2=6n+5enelotron - 3n+2 —23n+2)+1=06n+>5.
Entonces, al hacer una serie de cambios sensatos, podemos hacer primero todos
los del tipo n — 2n + 1 y después todos los del tipo n — 3n + 2.

i Qué se obtiene si a n se le aplican k cambios sensatos del tipo n — 2n + 17
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Calculemos los primeros pasos: n — 2n+1—4n+3 — 8n+7 — 16n+ 15 —
.... Después de k cambios se obiene 2Fn + 28 — 1.

Andlogamente, si a n se le aplican k cambios sensatos del tipo n — 3n + 2 se
obtiene 3*n + 3% — 1.

Ahora, podemos determinar cudndo dos niimeros a y b son compatibles: segtin lo
anterior, si ¢ se obtiene con cambios sensatos a partir de a, usando j del primer
tipo y k del segundo, entonces ¢ = 3¥(2/a+2/ —1)+3F -1 = 273k (a +1) — 1.
Andlogamente, si ¢ se obtiene a partir de b, ¢ se puede escribir como ¢ = 2"3°(b+
1)—1. Igualando, 273¥(a+1) = 2"3%(b+1). Reciprocamente, si existen nlimeros
J, k, vy s que cumplan la dltima igualdad, a y b son compatibles (pues si a a
le hacemos j cambios del tipo n — 2n+ 1y k del tipo n — 3n + 2 obtenemos
el mismo resultado que si a b le hacemos r cambios del tipon — 2n+1y s
del tipo n — 3n + 2).

Asi que para que a se compatible con 2003, debemos tener, para algunos nime-
ros, j, k, vy s, que 2/3%(a+ 1) = 2712351 . 167, es decir, a = 27277351k,
167—1. Por lo tanto, los niimeros buscados son los de la forma a = 2!3™-167—1
que son menores que 2003 = 12-167—1. Los ndmeros de la forma 2!3™ menores
que 12son 1, 2, 3,4, 6,8y 9, por lo que los nimeros buscados son 166, 333,
500, 667, 1001, 1335 y 1502.

Segunda Solucion. Supongamos que ¢ se obtiene a partir de a con cambios
sensatos y escribamos la lista de los nimeros intermedios que se obtienen con
los cambios sensatos: a — ¢ — y — ... — ¢, donde x = 2a + 1 6 3a + 2,
y = 2xr+ 16 3z + 2, etc. Si le sumamos uno a cada nimero de la lista,
obtenemos otra listasa+1 — x+1 —>y+1 — ... — ¢+ 1, en la que
r+1=(2a+1)+1=2(a+1)6(3a+2)+1=3(a+1), es decir, el segundo
nimero es el doble o el triple del anterior. Consideremos ahora la factorizacién
de a + 1 como producto de potencias de primos distintos. La factorizacién de
¢+ 1 tiene las mismas potencias de los primos que no son ni 2, ni 3; y del 2y
el 3 puede tener cualquier potencia que sea mayor o igual que la que aparece
en la factorizacién de a + 1.

Por lo tanto, a y b con compatibles si y sélo si las factorizaciones de a + 1 y
b + 1 tienen las mismas potencias de todos los primos que no son ni 2, ni 3.
Como 2003 + 1 = 22 .3 - 167, los compatibles con 2003 son los de la forma
2!3™.167—1. De éstos, los menores que 2003 son los que tienen 2/3™ < 12. Los
valores posibles son 2!3™ = 1,2,3,4,6,8,9, por lo que los nimeros buscados
son 166, 333, 500, 667, 1001, 1335 y 1502.

Soluciéon del problema 13. Tenemos que pqr + 1 es cuadrado, por tanto
pgr =m? —1 = (m+ 1)(m — 1), para algin entero m.
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Dividimos en dos casos:

(a) Sim+1 = gr, entonces m — 1 =py qgr—p =2, lo cual no es
posible ya

que qr > p> > 2 > p+2.

(b) Si m+ 1 = ¢, entonces m — 1 = pr, luego ¢ > pr > r, lo cual no
es posible.

(c) Sim+ 1 =r, entonces m — 1 = pq, luego pg = r — 2 = (2004 —
25pq) — 2.

Tenemos entonces que,

26pq = 2002 = pg=7-11 = p=Tyqg=11. Luego, r = pg+2 =

7-114+2=179.

(73) Sip|m+1,

(a) Si m — 1 = gr, entonces m + 1 = p, pero entonces p > gr > r, lo
cual no es

posible.

(b) Sim — 1 = g, entonces m + 1 = pr y pr — ¢ = 2, pero esto no es
posible ya

que pr > 2r > 2q > q + 2.

(c) Sim — 1 =r, entonces m + 1 = pq, luego pg = r + 2 = (2004 —
25pq) + 2.

Por lo que 26pq = 2006, y no hay solucién ya que % no es entero.

Por tanto la tnica solucion esp=7,gq=11y r=79.
Segunda Solucién. Tenemos que pg = % < % < 81
Luego, p? < pq < 81 = p < 9. Entonces tenemos cuatro casos:
(1) Si p =2 = 25pq + r es impar, por tanto no hay solucién.
(73) Si p = 3, entonces r = 2004 — 25 -3 - q = 3(668 — 25¢) = 3 divide a 7,
pero r > 3 y r es primo, por tanto no hay solucién.
(7i1) Sip =5, entonces 5 < ¢ < % < 17 y tenemos los siguientes subcasos:
a)Siqg="7=r=2004—25-5-7 = 1129 que es primo, pero
5-7-11294 1 = 6(mod9) y no puede ser un cuadrado porque es miltiplo de 3
pero no de 9.
b) Sig=11=r=2004—25-5-11 = 629 = 17 - 37 que no es primo.
c¢) Sig=13 = r =2004 —25-5-13 = 379 que es primo, pero
5-13-379 + 1 = 3(mod9) y no puede ser un cuadrado.
(iv) Si p = 7, entonces 7 < ¢ < 8—71 < 12 dedonde ¢ = 11y r =
2004 —25-7-11 =179 que es primo, y 7-11-79+1=77-79 + 1 = 782,

Por tanto la Unica solucion esp=7,g=11y r =79.
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Solucion del problema 14. Supongamos que a; < as < ... < a, €S una
coleccién con la mayor cantidad de enteros con la propiedad.
Es claro que a; > i, paratodai=1,...,n.

ab

Si a'y b son dos enteros de la coleccién con a > b, como |a —b| = a—b > {5,

tenemos que a(l — 155) > b, por lo que si 100 — b > 0, entonces a > 7%

Notemos que no existen dos enteros a y b en la coleccién mayores que 100, en

efecto si @ > b > 100, entonces a — b = |a — b| > % > a, lo cual es falso.

También tenemos que para enteros a y b menores que 100, se cumple que

A%0a > 100 100a — ab > 100b — ab <= a > b.

Es claro que {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} es una coleccién con la propiedad.

Ahora, a11 > 1%)%%;(1)0 > 110%0;1100 = % > 11, lo que implica que a1 > 12.

100a11 S 100-12 1200

U2 Z 100 oy S T00-12 88 0 o ezl
1 100-14 14
s = 1080—a1;12 = 10000— - 82‘0 Z10 = a2 17
ayy = 1;8%5’13 > 110000;1177 = 1;20 >20 = ayq4 > 21.
o = 1;8[)?1;14 = 110000;2211 - 2;80 >0 = ms =20
a6 = 1;8%;515 = 110000;2277 - 2;(;0 > 36 = a5 237
a7 > 1;8%1;16 > 110000;3377 = 3220 >58 = a7 > 59.
wes M0y 10059 5000

=100 —ay7; — 100 —59 41

Y como ya hemos observado que no hay dos enteros de la coleccién mayores
que 100, la mayor cantidad es 18.
Una coleccién con 18 enteros que cumple la condicién es,

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,17,21,27, 37,59, 144} .

Segunda Solucién. Observemos que la condicién es equivalente a |2 — 1| > ﬁ.

Es facil ver que {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} es una coleccién con la propiedad
y que el siguiente nliimero que es posible agregar a esta coleccién de modo que
siga cumpliendo la propiedad es el 12. Continuando de esta manera obtenemos

una coleccién con 18 enteros que cumple la condicién:

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,17,21,27, 37,59, 144} .
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Para ver que no puede haber una con mas elementos, partimos los enteros
positivos mayores que 9 en los siguientes conjuntos:

10,11
12,13
14,15,16
17,18, 19,20
21,22, ...,26
27,28, ...,36
37,38,...,58
59,60, ...,143
144,145, . ..

Observemos que si a y b son el minimo y el mdximo de alguno de los primeros
11 1 . .
8 renglones, ‘E — 5\ < 109 Por lo tanto, esto mismo sucede para cualesquiera
a y b distintos que estén en el mismo renglén (de los primeros 8), puesto que
los extremos son los niimeros cuyos reciprocos estan mds alejados.
Por otro lado, si a y b son dos nimeros distintos del tltimo renglén, supo-
1

niendo sin pérdida de generalidad que a < b, entonces |% — %| =-— % < % <

i1 < o6

Consideremos una coleccién de enteros que cumple la propiedad. Por lo an-
terior, ésta puede tener a lo mds un niimero de cada uno de los nueve renglones.
Entonces, puesto que los niimeros del 1 al 9 son los (inicos que no aparecen en
la tabla, la coleccién tiene a lo mds 9 + 9 = 18 elementos, lo cual junto con el
ejemplo ya dado muestra que el maximo buscado es 18.

Soluciéon del problema 15. Como AZ y AY son tangentes al incirculo de
ABC, se cumple que AZ = AY. Trazamos la paralela a Y Z por B y llamamos
N’ al punto donde esta recta corta a C'A. También trazamos la perpendicular
a BN’ por Ay llamamos M’ al punto donde ésta corta a BN'.

Como los tridngulos AZY y ABN’ son semejantes (tienen lados paralelos),
se tiene que ABN' es isésceles, por lo que AM’ es bisectriz del ZBAN'y M’
es punto medio de BN'.

Los tridngulos CMN y CBN' son semejantes (tienen lados paralelos) y
como M es punto medio de BC, la razén de semejanza es 1 : 2, por lo que
CN =NN'"y MN = M'N’. También tenemos por ser M N y BN’ paralelas
que ZM'N'A = ZMN L, entonces, por el criterio LAL, los tridngulos M'N'A
y M NL son semejantes. Por lo que LM y M N son perpendiculares.
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B M C

Ahora observemos que, AL = AN — NL = AN — AB = AN — AN’ =
N'N =CN.

Y también que, LZAKL = /BAM' = /ZM'AC = ZALK (ya que AM’y
MK son paralelas y AM' es bisectriz).

Luego el tridngulo ALK es isésceles con AK = ALy por tanto AK = CN.

Segunda Solucién. Sea N’ la interseccién de M N con AB. Como AZ y AY
son tangentes al incirculo de ABC, entonces AZ = AY, y por ser N'N paralela
a ZY tenemos que AN’ = AN.

B C
N/

Aplicando el Teorema de Menelao al tridngulo ABC, con N', M y N colinea-
les obtenemos que ]‘é/,\]g ﬁ% %]X —1,y como BM = MC = CN = BN'.

Observemos que AC = AN + NC = AN'+ NC = (AB+ BN')+ NC =
AB +2NC' y que AC = AL+ LN + NC = AL+ AB + NC, por tanto
AL = NC.

Aplicando otra vez el Teorema de Menelao al tridngulo ABC pero ahora

con K, M y L colineales obtenemos que 4% . BM . CL —1 = =
£B, %f c%f“ %L KA

cL CL-LA _ KB_K B
TA 1——_1:> A  — _KAjLA_KA’y
como NL = AB:>LA:KA:>KA CN.
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Solucion del problema 16. Sea n el ndmero de equipos en el torneo, como
cada equipo jugd contra todos los demds equipos exactamente una vez, entonces
cada equipo jugd n — 1 partidos.

Supongamos que dos equipos X y Y ganaron ambos k partidos, entonces si X
le gand a Y ocurre que X le gand a todos los equipos que le gandé Y (por la
hipétesis), y entonces X le gand al menos a k + 1 equipos, lo cual contradice
que X y Y habian ganado el mismo nimero de partidos; el mismo argumento
se usa para mostrar que Y no le pudo haber ganado a X. Por tanto, como no
hay empates, no hay dos equipos con el mismo nimero de partidos ganados.
Como a lo mds hay n valores posibles para el nimero de partidos ganados, se
tiene que los equipos ganaron n — 1, n—2,..., 1, 0 en algln orden.

Si un equipo gané h partidos entonces perdié n — 1 — h partidos, entonces su
diferencia (positiva) entre el nimero de partidos ganados y perdidos es [n —1 —
2h|.

Sea D la suma de todas estas diferencias, entonces:

a) Si n es par, entonces n = 2m con m entero y
D=0Cn-1)+2m-3)+..+1+1+...+2m—-3)+2m —-1) =
2[2m — 1) + (2m — 3) + ... + 1] = 2m?.

b) Si n es impar, entonces n = 2m + 1 con m entero y
D=2m+02m—-2)+..424+0+2+ ...+ (2m —2)+2m =2[2m + (2m —
2) o+ 2 = Alm+ (m—1) + ... + 1] = 422 — 9 (4 1)

Como D = 5000, entonces:

a) 2m? = D = 5000 = m = 50 = n = 2m = 100.

b) 2m(m+1) = D = 5000 = m(m+1) = 2500, pero 49-50 < 2500 < 50-51,
por tanto no hay solucién en este caso.

Por tanto la tnica respuesta posible es n = 100.

Segunda Solucion. Sea n el nimero de equipos que participaron en el torneo.
Supongamos que A es el equipo que mas partidos gand y digamos que gand k.
Entonces k = n—1, es decir, A derroté a todos los demds equipos. En efecto, si
un equipo @ le hubiera ganado a A, por la condicién del problema, () también
le habria ganado a los k equipos que A derrotd, de modo que (Q habria ganado
al menos k + 1 partidos (lo cual contradice que k es el maximo).
Andlogamente, de los equipos restantes, el que mas partidos gand, digamos
B, debe haberle ganado a todos los equipos salvo A. Luego, C, el equipo que
después de A y B gand mas partidos, debe haberle ganado a todos los equipos
salvo A y B, y asi sucesivamente.

Por lo tanto, si ordenamos los equipos del que mas partidos gané al que menos,
entonces el k-ésimo equipo en la lista gané n — k partidos. Concluimos como
en la primer solucidn.
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Solucién del problema 17. Como O es centro de B se tiene CO = OD y
entonces ZDCO = ZC DO, y como CGDO es ciclico, ZCGO = ZCDO =
/DCO = /DGO, por tanto GO es bisectriz de ZCGD.

Como C' A es tangente a B tenemos que LACO = 90°, por tanto, ZAFO = 90°
(esto se sigue de que AO es didmetro de A o de que ACOF es ciclico). Entonces
OF es mediatriz de E'B lo cual implica EF = F'B.

Luego, como C' A es tangente a By CB es tangente a A tenemos que ZACE =
/CBE=ay /BCF = /ZCAF = 3, entonces Z/CEF = ZACE+ /FEAC =
a+ p=/CBF + /BCF = Z/CFE por tanto EC = CF.

También, CADF es ciclico, entonces /DAF = /DCF = ~, ZCDF =
LCAF = By ZCOD = 180° — ZDAC, y como CBDFE también es cicli-
co, obtenemos /DBE = Z/DCFE = 0.

Por criterio AAA, los tridngulos CAE y BC'F son semejantes, entonces é—g =
% = é—g = %.Tomando la potencia de E con respecto a A obtenemos
AE-EF:CE-EG:>%zg—g,yentonces %:g—gég—g:%:li
EG =CF.

En el tridngulo ABC' tenemos 180° = ZCAB+ Z/ABC + /BCA=034a+
(B+~+ 0+ a), entonces ZCOD = 180° — ZDAC = 180° — (LCAF +
/FAD)=180°— (8+7) = 2a+ +0; y por otro lado ZCOD =2/CBD =
2(£LCBE+ ZEBD) = 2(a+0), entonces 2a+ [+ 60 =20+ 20 = 3 =0. =
LCDF =/ZDCE = FD || CG.

Ahora, como F'D y CG son paralelas, DFCG es un trapecio isdsceles (ya
que también es ciclico) y entonces tenemos que GD = CF y también que
% = % = HD = HF = HG = HC y entonces los tridngulos CHG vy
FHD son isésceles. Ademds, como GE = EC entonces HE es mediatriz de
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GC, y por ser FDGC trapecio isésceles, HE también es mediatriz de F'D.
Por dltimo, como GD = CF = EG el tridngulo EGD es isésceles, y como GO
es bisectriz de ZEGD, entonces GO también es mediatriz de ED, por tanto,
la interseccién de GO y de E H es el circuncentro del tridngulo DEF.

Solucién del problema 18. Veamos primero que un recorrido no puede cambiar
de direccién en cada uno de los puntos de una linea de la cuadricula. En efecto,
cada vez que el recorrido llega a la linea en cuestién, al cambiar de direccién
pasa por otro punto de dicha linea antes de cambiar nuevamente de direccidn
y abandonar la linea. De este modo, suponiendo que cambiara de direccién en
cada punto de la linea, estos puntos estarian agrupados por pares, lo cual es
imposible dado que son 2005 puntos.

N

[P

Y S

TTITITT]

T TITTITITT
Este argumento requiere una pequeia modificacién para la linea en la que inicia
el recorrido (es decir, la linea que contiene el primer segmento del recorrido). En
ese caso, el punto inicial estd apareado con el segundo punto del recorrido y el
argumento aplica a los puntos restantes. De hecho, en esta linea hay al menos
dos puntos en los que no se cambia de direccidn: el que da el argumento y el
punto inicial del recorrido.

Por lo tanto hay al menos 2006 puntos en los que no se cambia de direccidn,
de donde hay a lo mds 20052 — 2006 puntos en los que si.

Sélo falta encontrar un recorrido con 20052 — 2006 cambios de direccién. El
ejemplo con 20052 — 2006 cambios de direccién lo construimos en forma similar
al recorrido siguiente en una cuadricula de 10 x 10. Como 10 y 2004 tienen igual
paridad, en cada linea vertical seguira habiendo un vértice donde no hay cambio
de direccién, y uno al final que no se utiliza.

Segunda Solucion. Sea R un recorrido con el mdximo niimero de cambios de
direccién posible, sin pérdida de generalidad podemos suponer que comenzé con
un segmento vertical. Pintemos las lineas horizontales de la cuadricula de negro
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y blanco alternadamente, comenzando con negro. Entonces cada vértice de la
cuadricula es o bien blanco o bien negro.

Para el recorrido R podemos hacer una lista L(R) de los colores de los vértices
que se van recorriendo, por ejemplo: BBNNBN NN B (donde B es Blanco, y
N es Negro).

Observemos que R tiene un cambio de direccién en un vértice si y sélo si los
vértices adyacentes a él en R son de distinto color.

Separemos L(R) en dos listas: Li(R) formada por las posiciones impares de
L(R),y La(R) formada por las posiciones pares de L(R). Entonces el nimero
de cambios de direccién de R es la suma de los cambios de color de Li(R) y
de La(R), y ademds por la forma en que coloreamos, alguna de las dos listas
comienza con B, sin pérdida de generalidad suponemos que es Li(R).

Sea i el nimero de cambios de color en L1(R) y sea j el nlimero de cambios

de direccién en Ly(R), entonces el nimero de B's en L1(R) es al menos 4

y en Ly(R) es al menos £, por tanto el niimero de B's en L(R) es al menos

A 2!
%, entonces como % es el nimero de B’s en toda la cuadricula,

z‘+g2'+1 < 200452005 = i+ j < 2004 - 2005 — 1.
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