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Presentacion

La Sociedad Matematica Mexicana organiza la 21* Olimpiada Mexicana de Ma-
tematicas. Los ganadores del certamen formaran las selecciones que participaran
en las distintas Olimpiadas Internacionales del afio 2008: la X X Olimpiada Ma-
tematica de la Cuenca del Pacifico que se llevara a cabo en el mes de marzo en
México y los exdmenes se corregiran en Corea, la 49* Olimpiada Internacional
que se llevard a cabo en Espafia durante el mes de julio, la XXIII Olimpiada
Iberoamericana de Matematicas que se realizard en septiembre en Brasil y la X
Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe que se celebrard en alguno
de los paises participantes en el mes de junio.

En la 21? Olimpiada Mexicana de Matemdticas pueden participar los estudiantes
de México nacidos después del 1° de agosto de 1988. Los concursantes deberadn
estar inscritos en una institucidn preuniversitaria durante el primer semestre del
ciclo escolar 2007-2008 vy, para el 1° de julio de 2008, no deberdn haber iniciado
estudios de nivel universitario.

La intencién de esta publicacién es que sirva como guia para los alumnos que
desean prepararse para el Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de Ma-
tematicas. Los problemas que aparecen aqui no son ejercicios rutinarios en los
que se apliquen directamente los conocimientos que se adquieren en la escuela,
son problemas que requieren de una buena dosis de ingenio y de esfuerzo para
ser resueltos. Como en todos los aspectos del aprendizaje de las matemadticas,
el esfuerzo individual y el enfrentamiento solitario con los problemas son impor-
tantes, pero también es muy importante la discusién con los compaiieros y los
profesores.

Una forma de manifestar creatividad en matematicas es resolviendo problemas.
Otra forma, que requiere de una mayor madurez, es inventandolos. Invitamos a
todos los lectores de este folleto: profesores, estudiantes, olimpicos y exolimpicos
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a que nos envien problemas con solucién. Las aportaciones serdn consideradas
para su inclusién en exdmenes o en futuros folletos.

Este folleto incluye problemas de los concursos estatales de: Distrito Federal,
Jalisco, Morelos, Puebla, San Luis Potosi, Tamaulipas y Yucatdn. También in-
cluye problemas de la etapa final de los Concursos Estatales del afio 2006 y del
examen eliminatorio propuesto por el Comité Nacional 2006.

Etapas de la Olimpiada

La Olimpiada Mexicana de Matemdticas consta de tres etapas:

Examenes Estatales. Estos exdmenes servirdn para formar las selecciones es-
tatales que asistirdn al Concurso Nacional.

Concurso Nacional. Este concurso se llevard a cabo en la ciudad de Saltillo,
Coahuila, del 11 al 16 de noviembre de 2007. En él, se elegira a la preseleccién
mexicana.

Entrenamientos. A los alumnos de la preseleccién que surjan del Concurso Na-
cional se les entrenard intensivamente durante el primer semestre del aifio 2008.
También, se les aplicaran examenes para determinar a los que representaran a
México en las olimpiadas internacionales.

La participacién en las tres etapas mencionadas es individual.
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Resumen de Resultados

En el afio de 1987 la Sociedad Matematica Mexicana organizé la Primera Olim-
piada Mexicana de Matematicas. A partir de esa fecha, los concursos nacionales
se han celebrado anualmente en las ciudades de Xalapa, Hermosillo, Metepec,
Guanajuato, Oaxtepec, La Trinidad, Acapulco, Guadalajara, Colima, Mérida,
Monterrey, Querétaro, Oaxaca, Morelia, Oaxtepec, Colima, Guanajuato, Ixta-
pan de la Sal, Campeche y Zacatecas.

Resultados de México en las Internacionales

Los resultados de las Delegaciones Mexicanas en las Olimpiadas Internacionales,

Iberoamericanas y Centroamericanas han sido los siguientes:

Olimpiada Internacional de Matematicas

afo pais sede no. de paises lugar de México
1988 Australia 49 37
1989 Rep. Fed. de Alemania 50 31
1990 | Rep. Popular de China 54 36
1991 Suecia 55 35
1992 Rusia 56 49
1993 Turquia 73 63
1994 Hong Kong 69 65
1995 Canad3 74 59
1996 India 75 53
1997 Argentina 82 32
1998 Taiwan 75 44
1999 Rumania 81 52
2000 Corea 82 30
2001 Estados Unidos 83 46
2002 Escocia 84 46
2003 Japén 82 41
2004 Grecia 84 37
2005 México 91 31
2006 Eslovenia 90 24

La 47 Olimpiada Internacional de Matematicas se llevé a cabo en Ljubljana,
Eslovenia, del 8 al 19 de julio de 2006. La delegacién que representé a México es-
tuvo integrada por los alumnos: Marco Antonio Avila Ponce de Ledn (Yucatén),
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Isaac Buenrostro Morales (Jalisco), Guevara Manuel Angel Guevara Lépez (Za-
catecas), lvdn Joshua Herndndez Maynez (Coahuila), Aldo Pacchiano Camacho
(Morelos) y Pablo Soberén Bravo (Morelos).

Este afio el equipo obtuvo los mejores resultados que ha obtenido un equipo
mexicano en este certamen y se colocé en el lugar 24 de los 90 paises asitentes.
Individualmente Pablo Soberén obtuvo medalla de oro, la primera que logra un
alumno de México. Isaac Buenrostro y Joshua Herndndez obtuvieron cada uno
medalla de plata, Manuel Guevara gané medalla de bronce y Aldo Pacchiano se
acredité una mencién honorifica.

Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

afo pais sede no. de paises lugar de México
1989 Cuba 13 3
1990 Espana 15 3
1991 Argentina 16 5
1992 Venezuela 16 6
1993 México 16 9
1994 Brasil 16 6
1995 Chile 18 9
1996 Costa Rica 17 2
1997 México 17 3
1998 Republica Dominicana 18 5
1999 Cuba 20 3
2000 Venezuela 21 2
2001 Uruguay 21 3
2002 El Salvador 22 3
2003 | Argentina 19 4
2004 Espaiia 22 5
2005 Colombia 22 2
2006 Ecuador 21 1

La XXI Olimpiada Iberoamericana se llevé a cabo en Guayaquil, Ecuador, del
23 al 30 de septiembre de 2006. Los alumnos que concursaron fueron: Isaac
Buenrostro Morales (Jalisco), Fernando Campos Garcia (Distrito Federal), lvdn
Joshua Hernandez Mdynez (Coahuila) y Pablo Soberén Bravo (Morelos). Obtu-
vieron medalla de oro Ivdn Joshua y Pablo, y de plata Isaac y Fernando. México
por primera vez ocupd el primer lugar de 21 paises participantes.
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Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe

afo pais sede no. de paises lugar de México
1999 Costa Rica 10 2
2000 El Salvador 9 2
2001 Colombia 10 2
2002 México 8 1
2003 Costa Rica 11 1
2004 Nicaragua 12 1
2005 El Salvador 12 1
2006 Panamia 12 1

Del 29 de julio al 5 de agosto de 2006, se celebré en Panama, la VIII Olimpia-
da Matematica de Centroamérica y el Caribe. La delegacién mexicana estuvo
integrada por los alumnos: José Daniel Rios (Querétaro), Paul Gallegos (Jalis-
co) y Andrés Gémez (Distrito Federal). Los alumnos José Daniel (con examen
perfecto) y Paul obtuvieron medalla de oro y Andrés obtuvo medalla de plata.
México ocupd la posicién nimero 1 de los 12 paises participantes.

Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional participan anualmente en
la Olimpiada Matemdtica de la Cuenca del Pacifico. No existe un registro es-
tadistico sobre la participacién de México antes del ano 2004.

afo pais sede no. de paises lugar de México
2004 | Canadd 19 9

2005 Corea 19 13

2006 | Corea 21 10

Durante el mes de marzo de 2006 se aplicé el examen de la XVIII Olimpiada
Matematica de la Cuenca del Pacifico a todos los alumnos que en ese momen-
to se encontraban en los entrenamientos. Dicho examen se aplica y califica en
México. Los mejores examenes se enviaron a Corea para ser evaluados por el
comité coreano. Los alumnos que obtuvieron medalla fueron: Guevara Manuel
Angel Guevara Lépez (Zacatecas), con medalla de oro; Isaac Buenrostro Mo-
rales (Jalisco) e lvan Joshua Herndndez Mdynez (Coahuila), con medalla de
plata; Pablo Soberén Bravo (Morelos) y David Guadalupe Torres Flores (Gua-
najuato), con medalla de bronce. Los siguientes alumnos obtuvieron mencién
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honorifica: Rodrigo Mendoza Orozco y Jan Marte Contreras Ortiz (Jalisco), Va-
lente Ramirez Garcia Luna (San Luis Potosi), Jests Aarén Escalera Rodriguez
(Nuevo Ledn) y Fernando Campos Garcia (Distrito Federal). México ocupé el
lugar nimero 10 de los 21 paises participantes.

Numero de Medallas obtenidas en Concursos Internacionales

La siguiente tabla contiene el nimero total de medallas obtenidas por México
en las Olimpiadas Internacionales.

Olimpiada Oro Plata | Bronce| Mencién Honorifica
Internacional 1 5 29 21

Iberoamericana 15 27 23 3

Centroamericana 14 8 2 0

Cuenca del Pacifico® | 2 3 6 14

1 Desde 2004.

Resultados del Concurso Nacional de la
20? Olimpiada Mexicana de Matematicas

Del 12 al 17 de noviembre de 2006 se llevd a cabo en Zacatecas, Zacatecas,
el Concurso Nacional de la 20* Olimpiada Mexicana de Matemdticas, con la
participacion de todos los estados de la Reptblica. Los 16 alumnos ganadores
del primer lugar fueron:

Juan Carlos Ramirez Prado (Baja California)
Fernando Campos Garcia (Distrito Federal)

Andrés Leonardo Gémez Emilsson (Distrito Federal)
Leonardo Ignacio Martinez Sandoval (Distrito Federal)
Isaac Buenrostro Morales (Jalisco)

Jan Marte Contreras Ortiz (Jalisco)

Paul Ivdn Gallegos Bernal (Jalisco)

Aldo Pacchiano Camacho (Morelos)

Rigel Apolonio Judrez Ojeda (Puebla)

José Daniel Rios Ferrusca (Querétaro)

Javier Ernesto Flores Robles (San Luis Potosi)
Valente Ramirez Garcia Luna (San Luis Potosi)
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Ariel Chavez Gonzilez (Veracruz)

Marco Antonio Avila Ponce de Ledn (Yucatan)
Manuel Jests Novelo Puc (Yucatan)

Cristian Manuel Oliva Aviles (Yucatan)

Los 6 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matematica de Centroamérica
y el Caribe fueron:

Luis Angel Isaias Castellanos (Colima)

Manuel Guillermo Lépez Buenfil (Chihuahua)
Joshua Eduardo Morales Salinas (Nuevo Leédn)
Alejandro Jiménez Martinez (Guanajuato)
José Ariel Camacho Gutiérrez (Guerrero)

Eric Alejandro Gallegos Bafios (Oaxaca)

Aunque la participacién en el Concurso Nacional es individual, es importante
destacar la labor que han llevado a cabo los estados de la Repiiblica apoyando
a sus concursantes. Con el propésito de reconocer este trabajo, presentamos
el registro de los estados que ocuparon los primeros 10 lugares en el Concurso
Nacional de la 20* Olimpiada Mexicana de Matemadticas.

Jalisco
Yucatan
Morelos
Distrito Federal
San Luis Potosi
Nuevo Ledn
Baja California
Veracruz

. Aguascalientes
10. Querétaro

10. Sonora?

©oN W

2 Los niimeros repetidos indican empate en la puntuacién.

En esta ocasidn, el premio a la Superaciéon Académica se llamé Copa "M =
A+ C (Matemdticas igual a arte mds ciencia)” y fue ganado por el estado de
Colima. El segundo y tercer lugar de este premio lo ocuparon, respectivamente,
Guerrero e Hidalgo.
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Capitulo 1

Enunciados de los Problemas

1.1. Problemas de Practica

Problema 1. Sean m y n enteros positivos. Prueba que si el dltimo digito del
nimero m? + mn + n? es cero, entonces sus ultimos dos digitos son ceros.

Problema 2. Con los digitos a y b (a # 0y b # 0) se forman los nimeros:

m=g.aaa---a y n=0.pbb---b.
~—— —_—
2006 2006

Determina todos los valores de los digitos a y b que satisfacen que 7> es un

entero mayor o igual que 40.

Problema 3. Sean ABC DEF un hexdgono regulary P, Q, Ry S puntos sobre
los segmentos AB, BC, EF y DFE respectivamente, tales que P(Q es paralela a
RS, RQ es perpendicular a BC'y PS es perpendicular a DE. Si T es el punto
de interseccién de RQ) y PS, demuestra que el tridngulo PQT es equilatero.

Problema 4. En un tablero de 10 x 10 se escribe un niimero entero en cada
casilla de modo tal que la diferencia entre los nimeros colocados en casillas
adyacentes sea siempre menor o igual que 1. (Dos casillas son adyacentes si
tienen un lado comun).
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(a) Encuentra un tablero que tenga la mayor cantidad posible de niimeros dis-
tintos, y explica por qué no puede haber un tablero que tenga mas nimeros
distintos.

(b) Demuestra que en el tablero hay al menos un niimero que se repite por lo
menos 6 veces.

Problema 5. En los vértices de un cubo, se escriben con azul los niimeros
enteros del 1 al 8 sin repetir. Después, en cada arista se escribe con rojo la
diferencia de los niimeros azules de sus dos extremos (el mayor menos el menor).
Explica como se deben distribuir los niimeros azules para que la cantidad de
nimeros rojos distintos sea la menor posible.

Problema 6. Diremos que un entero positivo n es azul, si la suma de sus digitos
es igual a la suma de los digitos del nimero 3n+ 11. Encuentra una lista infinita
de nimeros azules distintos.

Problema 7. Sea C el punto de tangencia de la circunferencia C y la recta [, y
sea AB un didmetrode C (A# Cy B # (). Sea N el pie de la perpendicular
de C sobre AB. Por un punto F' en el segmento CN (F' # C'y F # N),
se traza la paralela a CB que corta alen E'y a CA en G. Demuestra que
EG =GF.

Problema 8. Prueba que el nimero:
92005 | 42005 | 2005 4 . 4 9062005
es multiplode 2+4 +6 + - - - + 2006.

Problema 9. Encuentra todos los nimeros formados por cuatro digitos (todos
distintos entre si) que cumplen con la siguiente propiedad: si sumas el ndmero
formado por sus dos primeros digitos con el nimero formado por sus dos tltimos
digitos, obtienes el nimero formado por los dos digitos centrales. Es decir, si
abed es un ndmero de 4 digitos que cumple la propiedad, entonces ab+cd = be.

Problema 10. Determina todos los enteros positivos n para los cuales existen
enteros positivos distintos a1, as,...,a, tales que:

ay a2
— 4+ =4+ 4+ =
a9 as aq

es un entero.
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Problema 11. Se tiene un tridngulo de cartdn con una cara roja y la otra azul.
Sobre una hoja de papel se calca el tridngulo una vez con la cara roja hacia
arriba y otra vez con la cara azul hacia arriba, de manera que se obtienen dos
tridngulos congruentes. Prueba que los puntos medios de los segmentos que
unen los vértices correspondientes de los tridngulos calcados, son colineales.
(Nota: cuando el tridngulo se calca por segunda vez, sélo se le da la vuelta y
no se permite rotarlo).

Problema 12. Con 28 puntos se forma un arreglo triangular de lados iguales
como se muestra en la figura. Una operacidn consiste en elegir tres puntos que
sean los vértices de un tridngulo equilatero y retirar estos tres puntos del arreglo.
Si luego de realizar varias de estas operaciones queda solamente un punto, jen
qué posiciones puede quedar dicho punto?

Problema 13. Determina todos los ndmeros primos distintos p, ¢, r y s tales
que p+q+ 7+ s es un ndmero primo y p? + ¢s y p? + qr son ambos cuadrados
perfectos.

Problema 14. Sean P y @ puntos en el lado AB del tridngulo ABC (P entre
Ay Q), tales que LZACP = /ZPCQ = ZQCB. Sean M y N los puntos de
interseccién de las rectas CP y C'QQ con la bisectriz AD del ZBAC, respectiva-
mente. Si NP =CD y 3ZA = 2/C, prueba que los tridngulos CQD y QN B
tienen dreas iguales.

Problema 15. jSera posible encontrar 2006 enteros positivos distintos a1, as,
as, ..., a0, tales que:

2 2 2 2
a1+02+a3+"'+02006
sea el cuadrado de un entero?

Problema 16. Sea [ una recta que no intersecta a los lados del tridngulo ABC.
Sean D, E'y F los pies de las perpendiculares bajadas desde A, By C, respec-
tivamente a [. Sean P, Q y R los pies de las perpendiculares desde D, E'y F
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a las rectas BC, AC' y AB, respectivamente. Prueba que DP, EQ y F'R son
concurrentes.

Problema 17. Un entero positivo n se llama divisor cuadratico si siempre que
n divide a m™ — 1, para algtin entero m, también se cumple que n? divide a
m'* —1.

(a) Prueba que cualquier nimero primo es un divisor cuadrético.

(b) Demuestra que hay una infinidad de ndmeros compuestos que son divisores
cuadraticos.

Problema 18. Demuestra que si un entero positivo n es una potencia de 2,
entonces de cualquier conjunto formado con 2n — 1 enteros positivos es posible
elegir n de ellos de tal manera que su suma sea divisible entre n.

Problema 19. Un hexdgono convexo ABCDEF, en el cual AB = CD =
EF y las diagonales AD, BE y CF son concurrentes, estd inscrito en una

circunferencia. Sea P el punto de interseccién de AD y C'E. Demuestra que
(CP)(CE)? = (PE)(AC)2.

Problema 20. Sean z, y, z nlimeros reales positivos tales que x2+y2+z2 =1.
Demuestra que:

xzyz + ;Uy2z + a:yz2 <

W =

Problema 21. (a) Determina el primer entero positivo cuyo cuadrado termine
en tres cuatros.

(b) Determina todos los enteros positivos cuyos cuadrados terminen en tres
cuatros.

(c) Demuestra que ningtin cuadrado perfecto termina en cuatro cuatros.

Problema 22. Sean AD, BE y CF las alturas del tridngulo ABC'. Sean K, M
y N los respectivos ortocentros de los tridngulos AEF, BFD y CDE. Prueba
que los tridngulos KM N y DEF son congruentes.

Problema 23. Se quiere cubrir una cuadricula de 4 x 4 con fichas de 1 x 2 de
manera que no se pueda colocar una ficha mds sobre la cuadricula sin que ésta
se traslape con otra o rebase los limites de la cuadricula. ;Cudl es el minimo
nimero de fichas de 1 x 2 que se necesitan para lograr lo que se pretende? (Nota:
se entiende que la manera de cubrir la cuadricula con las fichas es siguiendo las
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lineas de la cuadricula y sin que las fichas se traslapen ni rebasen los limites de
la cuadricula).

Problema 24. Sea n un entero positivo tal que n+ 1 es mdltiplo de 24. Prueba
que la suma de los divisores positivos de n también es multiplo de 24.

Problema 25. Sean C; y Cs dos circunferencias que se cortan en los puntos P
y Q. La tangente comin a C; y Co, mds cercana a P, tocaaCyen Ay a(Cy
en B. La tangente a C; en P corta a Cy en C, siendo C diferente a P, y la
prolongacién de AP corta a BC en R. Prueba que la circunferencia circunscrita
al tridngulo PQR es tangente a BP y a BR.

Problema 26. A una fiesta asistieron 10 personas. Se sabe que entre cuales-
quiera tres de ellas hay al menos dos que no se conocen. Prueba que en la fiesta
hay un grupo de cuatro personas que no se conocen entre si.

Problema 27. Sea n un entero mayor que 1. Los divisores positivos de n son
di, do,...,dp, donde 1 =dy <dy < - <dp =n.
Sea D = dydy+dods+- - - +dj_1dj,. Demuestra que D < n? y determina todos
los valores de n para los que D es un divisor de n?.

Problema 28. Colocamos varios palitos en una mesa de manera que se forme
un rectangulo de m x n como se muestra en la figura.

(  —— B —

Debemos pintar cada palito de azul, rojo o negro de modo que cada uno de los
cuadros de la figura quede limitado por exactamente dos palitos de un color y
dos palitos de otro color. j De cudntas formas podemos hacer esto?

Problema 29. Queremos llenar una cuadricula de 3 renglones y n columnas
siguiendo tres reglas:

1. En el primer rengldn se ponen los nimeros 1,2,...,n en orden creciente,
empezando en la columna 1.

2. En el segundo renglén también se ponen los nimeros 1,2, ..., n empezando
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en algln cuadrito y continuando hacia la derecha hasta la columna n y conti-
nuando en la columna 1.

3. En el tercer renglén se pone una permutacién de los nimeros 1,2,...,n.
iPara qué valores de n se puede llenar la cuadricula siguiendo las reglas y de
manera que la suma de los ndmeros en cada columna sea la misma?

Problema 30. Reconstruye, usando regla y compds, el tridngulo ABC dados H
el punto de interseccién de la altura del tridngulo desde A con la circunferencia
circunscrita al tridngulo, S el punto de interseccidn de la bisectriz del tridngulo
desde A con la circunferencia circunscrita al tridngulo y M el punto de inter-
seccién de la mediana del tridngulo desde A con la circunferencia circunscrita
al tridngulo.

Problema 31. Sean a, b y ¢ enteros positivos tales que: a es impar, el maximo
comun divisor de a, by ces 1,y % + % = % Prueba que el producto abc es un
cuadrado perfecto.

Problema 32. El nimero:

\/1+1+1+\/1+1+1+ +\/1+ L
12722 22 ' 32 20052 ' 20062

es un nimero que se puede escribir como § con p y q enteros. Encuentra py

q.

Problema 33. Sea ABC un tridngulo acutangulo. Las bisectrices de los dngulos
ABC y ACB cortan a una circunferencia S que pasa por B y C' en los puntos
M y N, respectivamente. La recta M N corta a AB en Py a AC en Q.
Demuestra que la circunferencia inscrita al tridngulo ABC es tangente a AB
en Pya AC en Q si y sélo si BC es didametro de S.

Problema 34. Dado un entero positivo n sea f(n) el promedio de todos sus
divisores positivos. Demuestra que:
n+1

Vi< f(n) < ——.

Problema 35. ; Cudntas ternas de nimeros de tres digitos cada uno se pueden
obtener, usando los niimeros del 1 al 9 una sola vez y tal que los nlimeros de
las ternas estén relacionados en razén 1 : 2 : 37 Es decir, si n, m y s son los
nlimeros, entonces m = 2n y s = 3n.
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Problema 36. En un cuadrildtero convexo ABCD los lados AB y CD miden
lo mismo y los puntos medios de las diagonales AC'y BD son distintos. Prueba
que la recta determinada por los puntos medios de las diagonales, forma dngulos
iguales con ABy CD.

Problema 37. Encuentra todos los niimeros de cuatro digitos que son iguales
al cuadrado de la suma de dos nimeros de dos digitos. El primero de ellos
esta formado por los primeros dos digitos del nidmero original y el segundo estd
formado por los tltimos dos digitos del ndmero original.

Problema 38. Una funcién f estd definida para todos los enteros positivos y
satisface f(1) = 2006 y f(1) + f(2) + --- + f(n) = n®f(n) para todo entero
n > 1. Encuentra el valor de f(2006).

Problema 39. Sean Cq, Co, C3 y C4 cuatro circunferencias. Supongamos que
CicortaaCyen Ayen P,(CycortaaCzen Byen(Q,C3cortaaCyen(C
yen R,y CyqycortaaCy en Dyen S, de manera que el cuadrildtero PQRS
esté contenido en el cuadrilaitero ABC D. Prueba que el cuadrildtero ABCD
es ciclico si y sélo si el cuadrilatero PQRS es ciclico.

Problema 40. (a) Demuestra que de cualesquiera 39 enteros positivos conse-
cutivos, es posible escoger un nimero cuya suma de sus digitos es divisible por
11.

(b) Encuentra los primeros 38 enteros positivos consecutivos, tales que la suma
de los digitos de cada niimero no sea divisible por 11.

Problema 41. Sobre los lados AB y AC de un tridngulo acutdngulo ABC
se construyen externamente dos semicirculos. Considera las alturas desde B y
desde C' del tridngulo ABC'. Las rectas que contienen estas alturas cortan a los
semicirculos en Py (). Demuestra que AP = AQ.

Problema 42. Sea A = {1,2,3,...,2"}. Considera los mayores divisores im-
pares de cada uno de los elementos de A y sumalos. jA cuanto es igual esta
suma?

Problema 43. Se tienen dos enteros M y N de 9 digitos cada uno, con la
propiedad de que cada vez que un digito de M se cambia por el correspondiente
de N (esto es por el que ocupaba la misma posicién) se obtiene un ndmero
multiplo de 7. Demuestra que cada vez que se tome un digito de N y se inter-
cambie por el correspondiente de M, también se obtendrd un ndmero miltiplo
de 7.
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Problema 44. Prueba que:

T R
23 4 2005 2006 1004 = 1005 2006

donde los signos se alternan en el lado izquierdo de la igualdad.

Problema 45. Determina el dngulo en C del tridngulo ABC si se sabe que:

sen? A + sen? B — sen? C _q

sen Asen B

Problema 46. En el pais de Grolandia hay dos estados. En el estado A hay a
ciudades y en el estado B hay b ciudades. Todas las ciudades se van a conec-
tar entre si, ya sea mediante autopista o mediante carretera de segunda clase
(sélo una). Se quiere que al menos haya una ciudad de A conectada mediante
autopista a alguna ciudad de B. j Cudntos disefios distintos pueden hacerse con
estas condiciones?

Problema 47. Encuentra todos los enteros positivos n tales que existe una
secuencia x1,Z9,...,x, donde los nimeros 1,2,...,n aparecen exactamente
una vez de modo que k dividea z1 +x9+---+x parak =1,2,...,n.

Problema 48. En los triangulitos en blanco de la figura deben escribirse, sin
repetir, los nimeros del 1 al 6, de tal forma que la suma de los nimeros que
queden en los 3 tridngulos que tienen una base en P() sea igual a la de los tres
tridngulos que tienen una base en PR y también a la de los 3 tridngulos que
tienen una base en QR. jDe cudntas maneras distintas es posible hacer esto?

P

Q R

Problema 49. Sea ABC un tridngulo isésceles en el que el dngulo C' mide
120°. Una recta por O, el circuncentro del tridngulo ABC, corta a las rectas
AB, BCyCAen X,Y y Z, respectivamente. Demuestra que:

11 N 1
0OX O0OY 0z
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. : . 1 .
Problema 50. Un niimero triangulares un nimero de la forma % para algin

entero positivo n. Demuestra que entre cualesquiera 32 ndmeros triangulares
menores que 2006 hay dos cuya suma es un cuadrado.

Problema 51. Sean [ y m dos rectas paralelas, P un punto en [ y () un punto
en m. Encuentra la figura geométrica que forman todos los puntos de tangencia
externa de dos circunferencias, una de ellas tangente a [ en P y la otra tangente
amen Q.

Problema 52. (a) Demuestra que el producto de dos enteros de la forma a?+3b?
es de la misma forma.

(b) Demuestra que si 7n es de la forma a? + 3b2, entonces n también es de esa
forma.

Problema 53. Considera una cuadricula de 3 renglones y 10 columnas. En el
primer renglén se escriben los nlimeros enteros del 1 al 10, en ese orden. En el
segundo rengldén se van a escribir los nimeros del 1 al 10, en cualquier orden. Y
en cada casilla del tercer rengldn se escribe la suma de los dos niimeros escritos
arriba. jExiste una forma de completar el segundo renglén de modo que las
cifras de las unidades de los nimeros del tercer rengldn sean todas distintas?

Problema 54. Determina si existen enteros a, b, ¢, d y e mayores que 2006 que
satisfacen la ecuacién a® + b? + ¢ + d? + €2 = abede — 65.

Problema 55. Sea ABCD un paralelogramo y O un punto en su interior tal
que ZAOB + ZCOD = 180°. Demuestra que ZOBC = Z0DC.

Problema 56. Sea n un entero mayor que 6. Demuestra quesin —1yn+1
son ambos ndmeros primos, entonces n%(n?+16) es miltiplo de 720. ; Es cierto
el reciproco?

Problema 57.Sia=+v4—+vV5—a, b=vV4++V5—b,c=+V4d—+/b+cy
d =+/44 5+ d, determina el valor del producto abcd.

Problema 58. Sean M y N puntos en los lados AB y BC, respectivamente,
del paralelogramo ABC D tales que AM = NC'. Sea @ el punto de interseccién
de AN y CM. Demuestra que D@ es bisectriz del angulo CDA.

Problema 59. Sean a y b enteros positivos tales que 2a% + a = 3b® + b. Prueba
que a — b es un cuadrado.
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Problema 60. Dado un poligono convexo de n > 5 lados, demuestra que hay
. n(2n=5) , .. , : - -

a lo més % tridngulos de drea 1 que tienen sus vértices en Vvértices del

poligono.

1.2. Problemas de los ultimos tres Concursos
Nacionales de la OMM

Problema 1. (18a OMM) Encuentra todos los nimeros primos p,q y r con
p < q <7, que cumplan con 25pq + r = 2004 y que pgr + 1 sea un cuadrado
perfecto.

(Sugerido por Carlos Jacob Rubio)

Problema 2. (18a OMM) ;Cudl es la mayor cantidad de enteros positivos que
se pueden encontrar de manera que cualesquiera dos de ellos a y b (con a # b)

cumplan que:

ab
b > Yo
o =8l = 155

(Sugerido por José Antonio Gémez)

Problema 3. (18a OMM) Sean Z y Y los puntos de tangencia del incirculo
del triangulo ABC con los lados AB y C' A, respectivamente. La paralela a YZ
por el punto medio M del lado de BC, corta a CA en N. Sea L el punto sobre
CA tal que NL = AB (y L del mismo lado de N que A). La recta ML corta
a AB en K. Muestra que KA = NC.

(Sugerido por Julio Brau)

Problema 4. (18a OMM) Al final de un torneo de fiitbol en el que cada par
de equipos jugaron entre si exactamente una vez y donde no hubo empates, se
observd que para cualesquiera tres equipos A, By C,si Aleganéa By B le
gand a C entonces A le gané a C.
Cada equipo calculé la diferencia (positiva) entre el nimero de partidos que
gand y el nimero de partidos que perdié. La suma de todas estas diferencias
resulté ser 5000. j Cudntos equipos participaron en el torneo? Encuentra todas
las respuestas posibles.

(Sugerido por Antonio Olivas)
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Problema 5. (18a OMM) Sean A y B dos circunferencias tales que el centro
O de B esté sobre A. Sean C'y D los dos puntos de interseccién de las cir-
cunferencias. Se toman un punto A sobre A y un punto B sobre B tales que
AC es tangente a B en C' y BC es tangente a A en el mismo punto C. El
segmento AB corta de nuevo a B en E y ese mismo segmento corta de nuevo
aAen F. La recta CE vuelve a cortar a A en G y la recta CF corta a la recta
GD en H. Prueba que el punto de intersecciéon de GO y EH es el centro de la
circunferencia circunscrita al tridngulo DEF'.

(Sugerido por Ivan Sanchez)

Problema 6. (18a OMM) ;Cual es el mayor niimero posible de cambios de
direccién en un recorrido sobre las lineas de una cuadricula de 2004 x 2004
casillas, si el recorrido no pasa dos veces por el mismo lugar?

(Sugerido por Humberto Montalvédn)

Problema 7. (19a OMM) Sea O el centro de la circunferencia circunscrita al
tridngulo ABC, y sea P un punto cualquiera sobre el segmento BC' (P # B
y P # C). Supén que la circunferencia circunscrita al tridngulo BPO corta al
segmento AB en R (R # Ay R # B) y que la circunferencia circunscrita al
tridngulo COP corta al segmento C'A en el punto Q (Q # C'y Q # A).

(i) Considera el triangulo PQR; muestra que que es semejante al tridangulo
ABC'y que su ortocentro es O.

(i) Muestra que las circunferencias circunscritas a los tridngulos BPO,
COP y PQR son todas del mismo tamaio.

(Sugerido por José Antonio Gémez)

Problema 8. (19a OMM) Dadas varias cuadriculas del mismo tamafio con
nimeros escritos en sus casillas, su suma se efecttia casilla a casilla, por ejemplo:

12+10+20_42
4 0|1 310 |65

Dado un entero positivo N, diremos que una cuadricula es N-balanceada si
tiene nimeros enteros escritos en sus casillas y si la diferencia entre los niimeros
escritos en cualesquiera dos casillas que comparten un lado es menor o igual
que N.

(i) Muestra que toda cuadricula 2n-balanceada (de cualquier tamafio) se
puede escribir como suma de 2 cuadriculas n-balanceadas.
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(i) Muestra que toda cuadricula 3n-balanceada (de cualquier tamafio) se
puede escribir como suma de 3 cuadriculas n-balanceadas.
(Sugerido por David Mireles)

Problema 9. (19a OMM) Determina todas las parejas (a, b) de enteros distintos
de cero para las cuales es posible encontrar un entero positivo x primo relativo
con by un entero cualquiera y, tales que en la siguiente lista hay una infinidad
de nlimeros enteros:

a+zy a+azy? a+ay a+ xy"
T R N I

(Sugerido por Miguel Raggi)

Problema 10. (19a OMM) Decimos que una lista de nimeros ay,as,...,an
contiene una terna aritmética a;,aj,ar si i < j < ky 2a; = a; + a. Por
ejemplo, 8,1,5,2,7 tiene una terna aritmética (8, 5y 2) pero 8,1,2,5,7 no.
Sea n un entero positivo. Muestra que los niimeros 1,2,...,n se pueden reor-
denar en una lista que no contenga ternas aritméticas.

(Sugerido por José Antonio Gémez)

Problema 11. (19a OMM) Sea N un entero mayor que 1. En cierta baraja de
N3 cartas, cada carta estd pintada de uno de N colores distintos, tiene dibujada
una de N posibles figuras y tiene escrito un nimero entero del 1 al N (no hay
dos cartas idénticas). Una coleccién de cartas de la baraja se llama completa si
tiene cartas de todos los colores, o si entre sus cartas aparecen todas las figuras
o todos los nlimeros.
i Cudntas colecciones no completas tienen la propiedad de que, al afiadir cual-
quier otra carta de la baraja, ya se vuelven completas?

(Sugerido por Humberto Montalvén)

Problema 12. (19a OMM) Sea ABC' un tridngulo y AD la bisectriz del dngulo
/ZBAC, con D sobre BC'. Sea F un punto sobre el segmento BC tal que
BD = EC'. Por E traza [ la recta paralela a AD y considera un punto P sobre
I 'y dentro del tridngulo. Sea G el punto donde la recta BP corta al lado AC'y
sea F' el punto donde la recta CP corta al lado AB. Muestra que BF = CG.

(Sugerido por Jests Jerénimo Castro)

Problema 13. (20a OMM) Sea ab un nimero de dos digitos. Un entero positivo
n es “pariente” de ab si:
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= el digito de las unidades de n también es b,
= los otros digitos de n son distintos de cero y suman a.

Por ejemplo, los parientes de 31 son 31, 121, 211 y 1111.
Encuentra todos los niimeros de dos digitos que dividen a todos sus parientes.
(Sugerido por Simon Knight)

Problema 14. (20a OMM) Sea ABC' un tridngulo rectangulo con dngulo recto
en A, tal que AB < AC. Sea M el punto medio de BC y D la interseccién
de AC con la perpendicular a BC que pasa por M. Sea E la intersecién de
la paralela a AC que pasa por M con la perpendicular a BD que pasa por
B. Demuestra que los triangulos AEM y MCA son semejantes si y sélo si
/ABC = 60°.

(Sugerido por Julio Brau)

Problema 15. (20a OMM) Sea n un ndmero entero mayor que 1. ;j De cudntas
formas se pueden acomodar todos los nimeros 1,2,3,...,2n en las casillas de
una cuadricula de 2 X n, uno en cada casilla, de manera que cualesquiera dos
nimeros consecutivos se encuentren en casillas que comparten un lado en la
cuadricula?

(Sugerido por Humberto Montalvén)

Problema 16. (20a OMM) ;Para qué enteros positivos n puede cubrirse una
escalera como la de la figura (pero con n escalones en vez de 4) con n cuadrados
de lados enteros, no necesariamente del mismo tamafio, sin que estos cuadrados
se encimen y sin que sobresalgan del borde de la figura?

(Sugerido por Humberto Montalvén)

Problema 17. (20a OMM) Sean ABC' un tridngulo acutdngulo y, AD, BE'y
C'F sus alturas. La circunferencia con didmetro AD corta a los lados AB y AC
en M y N, respectivamente. Sean P y (Q los puntos de interseccién de AD con
EF y MN, respectivamente. Demuestra que () es el punto medio de PD.
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(Sugerido por Jestis Jerénimo Castro)

Problema 18. (20a OMM) Sea n la suma de los digitos de un entero positivo
A. Decimos que A es “surtido” si cada uno de los enteros 1,2,...,n es suma
de digitos de A.

1. Demuestra quesi 1,2, ...,8 son sumas de digitos de un entero A entonces
A es surtido.

2. Si1,2,...,7 son sumas de digitos de un entero A, jes A necesariamente
surtido?

Nota: El nimero 117 no es surtido pues sélo 1 = 1,2 =141, 7 = 7,
8 =147 9=141+7 se pueden escribir como suma de digitos de 117.
(Sugerido por Juan José Alba)



Capitulo 2

Olimpiadas Internacionales en
las que participa México

2.1. XVIII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico

Problema 1. Sea n un entero positivo. Encuentra el mayor nimero real no
negativo f(n) (dependiente de n) que tenga la siguiente propiedad: cada vez
que se tomen numeros reales aq,as,...,a, tales que a1 + as + -+ + a, sea
entero, existe alguna i tal que |a; — 3| > f(n).

Problema 2. Muestra que todo entero positivo puede ser escrito como una
suma finita de distintas potencias enteras de la razén de oro 7 = # Aqui
una potencia entera de 7 es un nimero de la forma 7% donde i es un entero
(no necesariamente positivo).

Problema 3. Sea p > 5 un nimero primo y sea r el nimero de maneras de
colocar p damas en un tablero de ajedrez de p X p de manera que no estén todas
las damas en un mismo renglén (pero si pueden estar en una misma columna).
Muestra que 7 es divisible entre p°. Asume que todas las damas son iguales.

Problema 4. Sean A, B dos puntos distintos sobre una circunferencia O y
sea P el punto medio del segmento AB. Sea O; la circunferencia tangente a
la recta AB en P y tangente a la circunferencia O. Sea [ la recta tangente a
O que pasa por A y diferente a la recta AB. Sea C el punto de interseccion,
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diferente de A, de [ y O. Sea @) el punto medio del segmento BC'y sea Os la
circunferencia tangente a la recta BC' en (Q y tangente a la recta AC. Muestra
que la circunferencia Os es tangente a la circunferencia O.

Problema 5. En un circo, hay n payasos cuya vestimenta y maquillaje usa una
seleccion de 12 colores diferentes. Cada payaso debe de usar al menos 5 colores
diferentes. Un dia, el duefio del circo ordena que no debe haber dos payasos
que usen el mismo conjunto de colores y que no mds de 20 payasos usen un
color particular. Encuentra el mayor nimero n de payasos que pueden cumplir
la orden.

2.2. VI Olimpiada Matematica de Centroamérica y
del Caribe

Problema 1. Se consideran los enteros positivos:
Se=1+d+d*+- -+ d*,
cond=0,1,2,...,9. Halle la dltima cifra del nimero:

So+ 51+ 59+ -+ 5.

Problema 2. Sean I" y IV dos circunferencias de igual radio con centros O y O’
respectivamente. I' y I se cortan en dos puntos y A es uno de ellos. Se escoge
un punto B cualquiera de I'. Sea C el otro punto de corte de la recta AB con
Iy D un punto en I tal que OBDO’ es un paralelogramo. Demuestre que la
longitud de C'D es constante, es decir, no depende de la eleccién de B.

Problema 3. Para cada ndmero natural n, se define f(n) = [n+ /n + %]
Pruebe que para cada k£ > 1, la ecuacién:

f(f(n) = f(n) =k

tiene exactamente 2k — 1 soluciones.
Nota: Si 2 es un nimero real, el simbolo [z] denota al mayor entero que es menor o
igual que x. Por ejemplo: [2] =2, [-0,4] = -1, [V2] = 1.

Problema 4. El producto de varios nimeros enteros mayores que 0 y distintos
entre si, es miiltiplo de (2006)2. Determine el menor valor que puede tomar la
suma de esos nlimeros.
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Problema 5. El pais Olimpia estd formado por n islas. La isla mds poblada es
Panacentro y todas las islas tienen diferente nimero de habitantes. Se desea
construir puentes entre islas de manera que cada pareja no esté unida por mas
de un puente. Es necesario que se cumplan las siguientes condiciones:

e Siempre es posible llegar desde Panacentro hasta cualquiera otra isla usan-
do los puentes.

e Si se hace un recorrido desde Panacentro hasta cualquier otra isla, el
nimero de habitantes de las islas visitadas es cada vez menor.

Determine el nimero de maneras de construir los puentes.

Problema 6. Sea ABCD un cuadrilatero convexo. Sea I el punto de intersec-
cién de las diagonales AC'y BD. Sean F, H, F'y GG puntos sobre los segmentos
AB, BC, CD y DA respectivamente, tales que EF y GH se cortan en . Sea
M el punto de intersecciéon de EG y AC' y sea N el punto de interseccién de
HF y AC. Demuestre que:

AM IN _ IA
IM CN IC’

2.3. XXI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Problema 1. En el tridngulo escaleno ABC, con ZBAC = 90°, se consideran
las circunferencias inscrita y circunscrita. La recta tangente en A a la circun-
ferencia circunscrita corta a la recta BC en M. Sean S y R los puntos de
tangencia de la circunferencia inscrita con los catetos AC'y AB, respectiva-
mente. La recta RS corta a la recta BC' en N. Las rectas AM y SR se cortan
en U. Demuestre que el tridngulo UM N es isésceles.

Problema 2. Se consideran n nidmeros reales a1, as, ..., a, no necesariamente
distintos. Sea d la diferencia entre el mayor y el menor de ellos y sea:

s:Z|ai—aj|.

1<j

Demuestre que:
2d
(n—1)d<s< nT
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y determine las condiciones que deben cumplir estos n nimeros para que se
verifique cada una de las igualdades.

Problema 3. Los niimeros 1,2,3,...,n? se colocan en las casillas de una

cuadricula de n x n, en algtin orden, un ndmero por casilla. Una ficha se encuen-
tra inicialmente en la casilla con el nimero n?. En cada paso, la ficha puede
avanzar a cualquiera de las casillas que comparten un lado con la casilla donde
se encuentra. Primero, la ficha viaja a la casilla con el nimero 1, y para ello
toma uno de los caminos mds cortos (con menos pasos) entre la casilla con
el ndmero n? y la casilla con el nimero 1. Desde la casilla con el ndmero 1
viaja a la casilla con el nimero 2, desde alli a la casilla con el niimero 3, y asi
sucesivamente, hasta que regresa a la casilla incial, tomando en cada uno de sus
viajes el camino mds corto. El recorrido completo le toma a la ficha IV pasos.
Determine el menor y el mayor valor posible de N.

Problema 4. Determine todas las parejas (a,b) de enteros positivos tales que
2a + 1y 2b — 1 sean primos relativos y a + b divida a 4ab + 1.

Problema 5. Dada una circunferencia C, considere un cuadrildtero ABCD con
sus cuatro lados tangentes a C, con AD tangente a C en P y C'D tangente a
Cen Q. Sean X e Y los puntos donde BD corta a C, y M el punto medio de
XY . Demuestre que ZAMP = ZCMQ.

Problema 6. Sea n > 1 un entero impar. Sean Py y P; dos vértices consecutivos
de un poligono regular de n lados. Para cada k > 2, se define P, como el vértice
del poligono dado que se encuentra en la mediatriz de P,_1 y Pi_s. Determine
para qué valores de n la sucesién Py, P;, P,, ..., recorre todos los vértices del
poligono.

2.4. 47° Olimpiada Internacional de Matematicas

Problema 1. Sea ABC un triangulo y sea I el centro de su circunferencia
inscrita. Sea P un punto en el interior del tridngulo tal que:

/PBA+ /PCA=/PBC+ /PCB.
Demuestre que AP > Al y que vale la igualdad si y sélosi P = 1.

Problema 2. Decimos que una diagonal de un poligono regular P de 2006 lados
es un segmento bueno si sus extremos dividen al borde de P en dos partes, cada



Enunciados de los Problemas 19

una de ellas formada por un nimero impar de lados. Los lados de P también se
consideran segmentos buenos. Supongamos que P se ha dividido en tridngulos
trazando 2003 diagonales de modo que ningln par de ellas se corta en el interior
de P. Encuentre el maximo ndmero de tridngulos isdsceles que puede haber tales
que dos de sus lados son segmentos buenos.

Problema 3. Determine el menor nimero real M tal que la desigualdad:
|ab(a2 — %) + be(b? — ) + ca(® — a2)| < M(a® +b* + )?

se cumple para todos los nimeros reales a, b, c.

Problema 4. Determine todas las parejas de enteros (x,y) tales que:

1_,_2:0_,_221‘-‘1*1 :yZ.

Problema 5. Sea P(z) un polinomio de grado n > 1 con coeficientes enteros y
sea k un entero positivo. Considere el polinomio Q(z) = P(P(... P(P(x))...)),
donde P aparece k veces. Demuestre que hay a lo sumo n enteros t tales que

Q) =t.

Problema 6. Asignamos a cada lado b de un poligono convexo P el drea maxima
que puede tener un tridngulo que tiene a b como uno de sus lados y que esta
contenido en P. Demuestre que la suma de las dreas asignadas a los lados de
P es mayor o igual que el doble del drea de P.
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Capitulo 3

Soluciones de los Problemas

3.1. Soluciones de los Problemas de Practica

Solucién del problema 1. Es claro que si m o n es impar, entonces m?+mn-+n>
es también impar. Luego, m y n son ambos pares. Si alguno de ellos es miiltiplo
de 10 y el otro no, entonces m? + mn 4 n? no es miiltiplo de 10. Supongamos
que ninguno es multiplo de 10. Entonces m? y n? terminan en 4 o en 6, mientras
que mn no termina en cero. Luego, no podemos tener que uno termine en 4 y el
otro en 6. Ahora, si m?2 y n2 terminan ambos en 4 o ambos en 6, entonces mn
debe terminar también en 4 o en 6 (;por qué?), y de aqui que m? +mn+n? no
es multiplo de 10. Por lo tanto, la tnica posibilidad es que m y n sean mdltiplos
de 10, de donde m? + mn + n? es miiltiplo de 100.

Segunda Solucién. Todas las congruencias seran médulo 10. Tenemos que
m? +mn+n?=0= (m—n)(m?+mn+n?) =0 m®—n3=0. Luego,
m?> = n3. Consideremos la siguiente tabla de congruencias médulo 10.

E|lo|1]|2[3|4|5|6|7|8]9
EBlo|1|8|7]4|5|6|3[|2]9

Es facil ver de la tabla que si m> = n3, entonces m = n. Luego, m?>+mn+n? =

3n? = 0 de donde n? = 0. Por lo tanto n = m = 0 como en la primer solucién.
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Solucién del problema 2. Notemos que m = a(1.11--- 1) = a(10)(0.11---1)
N—— SN——
2006 2006
y n=5b(0.11---1), de donde 2 = 192 Como 192 > 40, tenemos que % > 4.
2006
Como a y b son digitos, los tnicos valores que puede tomar bson 1y 2 (si b > 3,
entonces a > 12 y no seria digito). Si b =1, entonces a = 4,5,6,7,8 0 9. Y si

b =2, entonces a = 8 0 9. Ademds, sib=1, > = 10a y si b = 2, "% = 5a.
Es decir, % es entero. Por lo tanto, los valores de a y b para los que % es un
entero mayor oigualque40son1y4,1y5,1y6,1y7,1y8,1y9,2y8,2y09.

Solucién del problema 3. Tenemos que AB y DE son paralelas por ser lados
opuestos del hexagono. Entonces, /BPS = ZPSE = 90°, y de aqui que el
cuadrildtero BQT'P es ciclico. Asi, ZQPB = ZQT B. Andlogamente, tenemos
que el cuadrilatero SERT también es ciclico, y asi ZRSE = ZRTE. Como
RS y PQ son también paralelas, tenemos que ZQPS = ZPSR. Luego:

/RTE = /RSE = /PSE— /PSR = /BPS—/QPS = /QPB = /QTB,

y por lo tanto, los puntos E, T y B son colineales. Entonces, Z/PBT =
QBT = /ZRET = ZSET = 60°. Finalmente, como BQTP y SERT son
ciclicos, se sigue que ZQPT = ZPQT = ZSRT = ZRST = 60° y asi los
tridngulos PQT y RST son equilétero%

Segunda Solucién. Como PB es paralela a SE, BQ es paralela a RE 'y QP
es paralela a RS, tenemos que los triangulos PBQ y SER son homotéticos.
Luego, T es el centro de homotecia y BE, PS y QR concurren en T'. Luego,
BE biseca al angulo ABC, de donde Z/PTB = /ZBT(Q y en consecuencia,
los tridngulos PT'B y QT B son congruentes (por el criterio ALA). Luego, el
tridngulo PQT es isésceles con PT = T'Q). Usando el hecho de que BQTP
es ciclico (se probd en la primera solucién), se sigue que ZPT(Q = 60°, pues
/ZPBQ@ = 120°. Por lo tanto, el triangulo PQT es equildtero.
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Solucién del problema 4. (a) Puesto que la diferencia entre las casillas debe
ser menor o igual que 1, comencemos poniendo en el primer renglén los enteros
del 1 al 10.

[1]2]3]4]5[6][7]8[9]10]

La primera casilla del segundo renglén puede ser 0, 1 o 2. Pero nos conviene
poner el 2 porque asi al final de la fila tendremos el 11 que es un niimero que
no hemos utilizado y se trata de tener la mayor cantidad de niimeros distintos.
Siguiendo esta misma idea completamos facilmente el resto del tablero.

112|345 |6 |7]|8]|9 10
213|456 |7 8|9 |10|11
314 |5 |6 |7 |8]9 10|11 12
4 |56 |7 8|9 |10]11|12 |13
516|789 |10|11 12|13 | 14
6 | 7|8 ]9 (10|11 12|13 |14 15
7189 10|11 12|13 |14 |15 |16
819 10|11 |12 |13 |14 | 15|16 | 17
9110|1112 |13 |14 |15 |16 | 17 | 18
101112 13|14 | 15|16 | 17| 18 | 19

Por supuesto que pudimos haber empezado con cualquier otro niimero en lugar
del 1 y hubiésemos obtenido, siguiendo este método, un tablero que cumpliria
las condiciones del problema. Para estar seguros de que no es posible construir
otro tablero que tenga una mayor cantidad de nimeros distintos, pensemos en
recorrer el tablero a través de casillas adyacentes. La mdxima distancia que po-
demos recorrer es de esquina a esquina, cruzando 18 casillas. Luego, a partir
de un nimero n en una esquina, a lo mas podriamos tener n + 18 en la otra
esquina (esquina opuesta en diagonal), ya que en cada paso se aumenta a lo
mds 1. Por lo tanto, la mdxima cantidad de ndmeros distintos que hay en el
tableroes 19: n,n+1,n+2,...,n + 18.

(b) El tablero tiene 10 x 10 = 100 ndmeros y a lo mas hay 19 distintos. Como
100 = (19)(5) + 5, por el principio de las casillas se sigue que al menos uno de
los ndimeros se repite por lo menos 6 veces.

Solucion del problema 5. Veamos que la cantidad minima de nidmeros rojos
distintos es 3. En efecto, supongamos que hay a lo mds dos ndmeros rojos
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distintos, y que el nimero 1 es adyacente a los vértices que tienen a los nlimeros
azules a, by c. Comoa—1,b— 1y ¢— 1 son nimeros rojos, al menos dos
de estos deben ser iguales y por lo tanto, a = b 0 b = c 0 a = c¢. Pero esto es
imposible, pues a, b y ¢ son distintos entre si. La siguiente figura muestra un

acomodo que genera 3 nlimeros rojos distintos.
3 5

Solucidn del problema 6. Observemos que el nimero 8 es azul, ya que 3(8) +
11 = 35y 3+ 5 = 8. Para generar una lista infinita de nimeros azules, con-
sideremos a todos los nimeros de la forma 8 - 10™. Claramente, la suma de
los digitos de 8 - 10™ es 8. Ahora, si n = 1, entonces 3(80) + 11 = 251 y
2+541=28.Sin > 2, entonces 3(8-10")+11 =24-10"+11 =2400---011

n—2

y2+4+14+1=38.

Solucién del problema 7. El tridngulo ABC es rectangulo en C, pues estd
inscrito en una semicircunferencia. Luego, los tridngulos ACN, CBN y CGF
son rectdngulos. Como BC'y GF son paralelas, tenemos que ZCFG = ZBCN,
pero ZBCN = ZCAN por la semejanza de los tridngulos rectangulos CBN
y ABC'. Luego, Z/CFG = ZCAN. Por otro lado, tenemos que LACFE =
ZCBA por subtender el mismo arco, y como el tridngulo EGC' también es
rectdngulo, se sigue que Z/CEG = ZCAN. Entonces, /CFG = ZCEG y de
aqui que el tridngulo ECF es is6sceles y CG es su altura (pues CG'y EN son
perpendiculares). Por lo tanto, EG = GF.
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Solucién del problema 8. Tenemos que 2+4+6+---+2006 = 2(1 +2+3+

-+4+1003) = 1003(1004). Usaremos el hecho de que z"+3" tiene al factor x+y
cuando 1 es un entero impar. Sea S = 22905 4 42005 4 62005 4 ... 4 20062905,
Notemos que podemos escribir a S como:

(2%0% 42006*°%%) + (47°%° 4 20042°%) - - - 4 (10022°%° +10062°7) 410047

Como 2005 es impar, cada nimero entre paréntesis es multiplo de 2008 y en
consecuencia de 1004. Por lo tanto, S es miiltiplo de 1004.
Por otro lado, notemos que también podemos escribir a S como:

(2709 420042°%%)  (47°%° 4 20022°%%) + - - - 4 (1002277 +10042°%) 42006

Ahora, cada nimero entre paréntesis es multiplo de 2006 y en consecuencia de
1003. Por lo tanto, S es miiltiplo de 1003. Luego, S es miiltiplo de 1003(1004),
o biende 2+ 4+ 6+ --- + 2006.

Solucién del problema 9. De la condicién ab+cd = bc tenemos que 10(a+c)+
b+d = 10b+c, es decir, 10a+d = 9(b—c). Luego, 10a+d debe ser mdltiplo de
9y en consecuencia, a+d también. Como a y d son digitos, tenemos que las po-
sibilidades para a y d son: (a,d) = (1,8),(2,7),(3,6), (4,5), (5,4), (6,3), (7,2)
y (8,1). (Note que si a = 0, entonces el nimero abcd seria de 3 digitos; y si
d = 0, entonces a tendria que ser 9 y por lo tanto b — ¢ = 10 lo cual no es posi-
ble). Si (a,d) = (1,8), entonces (b,c) = (2,0),(4,2),(5,3),(6,4),(7,5),(9,7);
si (a,d) = (2,7), entonces (b,c) = (3,0),(4,1),(6,3),(8,5),(9,6); si (a,d) =
(3,6), entonces (b,c) = (4,0),(5,1),(8,4),(9,5); si (a,d) = (4,5), enton-
ces (b,c) = (6,1),(7,2),(8,3); si (a,d) = (5,4), entonces (b,c) = (6,0),
(7,1), (8,2), (9,3); si (a,d) = (6,3), entonces (b,¢c) = (7,0),(8,1),(9,2); s
(a,d) = (7,2), entonces (b,c) = (8,0),(9,1); y si (a,d) = (8,1), entonces
(b, c) = (9,0). Por lo tanto, en total hay 28 nimeros de cuatro digitos que
satisfacen el problema.

Solucién del problema 10. Sin = 1, hacemos a; = 1y asi “i = 1 es entero. Si
n = 2, podemos asumir que aj y ag son primos relativos con a; < as. Entonces

2., 2
2 2 : : a1 ax _ 07+aj
aijaz 'y CLl + CL2 son primos relatlvos Y €n consecuencia as + a1 alaz no es

entero. Sin >3, sea a = (n — 1)¥~! para1 <k <n. Comon — 1 > 1 todos
los enteros aj son distintos. Finalmente, es facil ver que:

an 1 1 1 .
ksl — — — 1 A |
a2+ 3+ e M S —— =)' = (1),

n—1
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es un entero. Por lo tanto, n = 2 es el linico caso imposible.

Solucién del problema 11. Sean ABC y A’B’C’ los tridngulos obtenidos des-
pués de calcar el tridngulo de cartén. Sea AB”C"” el tridngulo que se obtiene
al trasladar A’B’C" de forma que A’ coincida con A. Tenemos entonces que
AA’, B"B' y C"(C’ son paralelas con la misma longitud. Los tridngulos ACC”
y ABB” son isésceles, de modo que si M y N son los puntos medios de BB”
y CC"”, respectivamente, entonces /NAC = /NAC" y /MAB = /ZMAB".
Luego, como ZBAC = /B"AC”, se sigue que los puntos A, M y N son
colineales. Sean ahora P, QQ y R los puntos medios de AA’, BB’y CC’, res-
pectivamente. Basta probar entonces que P() es paralela a AM y que PR es
paralela a AN. Sea X el punto medio de B’B”. Dado que los puntos (Q y M son
puntos medios de los lados BB’ y BB” en el tridngulo BB’'B”, tenemos que
el cuadrildtero M B"”B’(Q es un paralelogramo. Recordando que AA’ y B"B’
son paralelas y con la misma longitud, tenemos que B”X y AP también son
paralelas con la misma longitud. De esta forma M@ y AP son paralelas y tienen
la misma longitud, por lo que el cuadrilditero M AP() es un paralelogramo y asi
AM y PQ son paralelas. Usando el punto medio de C”C’ se demuestra de
manera andloga que AN es paralela a PR.

Segunda Solucién. Usando geometria analitica. Sean ABC, A’B'C’, AB"C",
M y N como en la primer solucién. Sea [ la recta que pasa por M y N. Como
A, M y N son colineales (se demostré en la primer solucién), tenemos que [ es
mediatriz de las rectas BB"” y C'C". Pongamos nuestro sistema coordenado con
origen en el vértice A y a la recta [ como el eje y. Luego, si las coordenadas de
los vértices del tridngulo ABC son A(0,0), B(x1,y1) y C(z2,y2), entonces los
vértices de AB”C"” tienen coordenadas A(0,0), B"(—xz1,y1) y C"(—z2,12).
Si A’ tiene coordenadas (xg,yg), entonces las coordenadas de B’ y C’ son
(xo—21,90+y1) Y (To — 22, Yo+ y2). Luego, los puntos medios de AA’, BBy
CC' tienen coordenadas (%, %), (%, %) y (%, %) respectivamente.

En consecuencia, los puntos medios de AA’, BB’y CC’ se encuentran sobre la

recta x = %0 es decir, son colineales.

Solucién del problema 12. Numeremos los vértices del arreglo como sigue:
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1
2 3
4 56
7 8 910
111213 14 15
16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28

Veamos que es posible dejar al final a los vértices con ndmeros 1, 5, 7, 10, 13,
17, 20, 22, 25 y 28.

(i) Quitamos a los vértices con nimeros (1,2,3), (4,7,8), (5,6,9), (11,12,17),
(10,14,15), (16,22,23), (18,19,25), (13,24,26) y (20,21,27), quedando al fi-
nal el vértice con el nimero 28. Por simetria podemos tener al final los vértices
con nimeros 1y 22.

(i) Quitamos a los vértices con nimeros (1,2,3),(4,7,8),(5,6,9),(11,12,17),
(10,14,15), (16,22,23), (18,19,25), (13,24,26) y (21,27,28), quedando al fi-
nal el vértice con el nimero 20. Por simetria podemos tener al final los vértices
con ndimeros 5y 17.

(iii) Quitamos a los vértices con nimeros (1,2,3),(4,7,8),(5,6,9),(11,12,17),
(13,14,19), (16,22,23), (18,24, 25), (15,26,28) y (20,21,27), quedando al fi-
nal el vértice con el nimero 10. Por simetria podemos tener al final los vértices
con nimeros 7 y 25.

(iv) Quitamos a los vértices con niimeros (1,4,6),(2,3,5),(7,8,12),(9, 10, 14),
(11,22,24), (16,17,23), (18,19,25), (15,26,28), y (20,21,27), quedando al
final el vértice con el nimero 13.

Demostraremos que éstas son las lnicas posiciones para el vértice que queda al
final. Para esto, consideremos la siguiente disposicion de los nimeros 0, 1y 2
en los vértices del arreglo.

Es facil verificar que para cualquier tridngulo equildtero con vértices en los puntos
del arreglo triangular, la suma de los nimeros de sus vértices es miultiplo de 3.
Sea p el nimero que le corresponde al punto que queda al final (p = 0,1 o 2).
Entonces, con los restantes 27 puntos tenemos % = 9 tridngulos equilateros
que hemos retirado del arreglo. Como cada uno de estos 9 tridngulos tiene suma
de sus vértices un multiplo de 3, se sigue que la suma S de todos los niimeros

en los vértices de los 9 tridngulos es miltiplo de 3.
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0

1 2
201
0120
12012
201201
0120120

Como la suma de todos los niimeros del arreglo es mudiltiplo de 3, es decir S+ p
es multiplo de 3, se sigue que p debe ser miltiplo de 3, y de aqui que las tnicas
posiciones para el punto que queda al final son las que tienen el nidmero 0 en el
arreglo.

Solucién del problema 13. Como p + ¢ + r + s es un primo mayor que 2,
alguno de los primos p, ¢, r 0 s debe ser 2. Supongamos que p # 2. Entonces
alguno de ¢, 7 0 s es 2 y asi, alguno de p? + ¢s o p?> + gr es de la forma
(2m+1)242(2n+1) = 4(m?+m-+n)+3, el cual no es cuadrado perfecto, ya que
todo cuadrado perfecto es de la forma (2k)? = 4k? o (2k+1)? = 4(k* +k) + 1.
Luego, p = 2. Supongamos que 22+¢s = a?, es decir ¢s = (a—2)(a+2). Como
a—2<a+2yqy ssonprimos, entonces a —2 =1,q o s. En el primer caso,
a =3y qs=>5locual es imposible. Si a — 2 = ¢, entonces s =a+2 =g+ 4;
ysia—2=s, entonces g = a + 2 = s+ 4. Es decir, en cualquier caso q y s
difieren por 4. Analogamente, usando que 22 + gr = b® concluimos que g y r
difieren por 4. Como ¢, r y s son primos distintos, algunode r o sesq—4y
elotroesg+4 Comog+4=qg+1 (m6d3)yqg—4=qg+2 (mdd3),
tenemos que ¢, ¢ — 4 y q + 4 dejan diferente residuo cuando se dividen entre
3. Luego, uno de ellos es el 3 y debe ser ¢ — 4. Por lo tanto, tenemos dos
soluciones (p,q,7,s) = (2,7,3,11) o (2,7,11,3). Finalmente, es ficil ver que
ambas soluciones satisfacen las condiciones del problema.

Solucién del problema 14. Sean ZACP = /PCQ = ZQCB =ay /ZCAD =
/DAB = [. Entonces 3ZA = 60 y 2/C = 6a, de donde a = 3. Asi,
/PCQ=/PCN = /ZDAB = ZN AP, de manera que el cuadrilitero ACN P
es ciclico. Luego, ZANP = ZJACP y /CPN = ZCAN. De aqui que los
tridngulos APN y PNC son isésceles con NP = PAy CN = NP. Como
NP = CD, se sigue que el tridngulo DNC es isésceles con CD = CN y
L/CDN = ZCOND. Por otro lado, ZCAN + ZANC + ZNCA = ZCAN +
JANC + /NCM 4+ ZMCA = ZANC + 3a = 180°. Ademias, /DCN +
/CND+ /ZCDN =a+2/CND = a+2(180° — ZANC') = 180°. Entonces
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a + 2(180° — (180° — 3«r)) = 180°, de donde 7aw = 180°. Luego, ZABC =
180° — LA — ZC = 180° — ba = 2a, de manera que el tridngulo ABC es
isésceles con AC = CB. De esta forma, los tridngulos CAP y C'BQ son
congruentes con AP = BQ y CP = C(Q. Observemos que los tridngulos
PNAy QNB comparten su altura desde N y tienen bases iguales, por lo que
tienen dreas iguales. Basta probar entonces que los tridngulos CDQ y APN
son congruentes. Recordando que ZANP = ZACP tenemos que NPy CA
son paralelas, y asi el cuadrilitero ACNP es un trapecio isésceles, de donde
AN = CP = CQ. Se sigue entonces que los tridngulos CD(Q@Q y APN son
congruentes.

Solucién del problema 15. Si es posible. Comencemos con la igualdad 32+42 =
52. Multiplicando por 52 en ambos lados obtenemos 32 - 52 + 42 - 52 = 52 . 52.
Sustituyendo la primera igualdad en el primer sumando de la segunda, resulta
que 3%(32 4 42) + 4% .52 = 5° .52, es decir 32-32 432 .42 4 42 .52 = 5% . 52,
Multiplicando otra vez por 52 y descomponiendo el primer sumando tenemos
que:

32.3%(32 +4%)+3%.42. 52 442 .52 .52 = 5% . 52 . 52,

es decir:
32.32.32432.32.424+3%2.4%2.5%2 +4%2.5%2.52 =52 .52. 52,

Continuando de esta forma, es decir, multiplicando por 52 y descomponiendo el
primer sumando, aumentamos cada vez el nimero de términos en uno. Ademas,
cada término es el cuadrado de un entero y todos son distintos pues son estric-
tamente crecientes de izquierda a derecha. Esto muestra que para cada entero
positivo n > 2 existen n enteros positivos distintos cuyos cuadrados suman un
cuadrado.

Solucion del problema 16. Sean M, N y O los puntos de interseccién de las
rectas FR, AC' y DP, con la recta BE, respectivamente. Sea X el punto de
interseccién de las rectas FQ y DP, y sea Y el punto de interseccién de las rec-
tas FRy EQ. Como los tridngulos BOP y DOE son rectangulos y Z/BOP =
ZDOEF, entonces son semejantes. Analogamente, los tridngulos BM Ry FMFE
son semejantes. Luego, ZABM = /YFE y ZCBM = /ZXDE. Por otro
lado, como las rectas EQ y AC, CF y I, y AD y | son perpendiculares,
los cuadrilateros AQED y CQEF son ciclicos, y las rectas AD, BE y CF
son paralelas. Entonces, ZQED = 180° — ZQEF = /FCQ = ZCNB y
/ZQEF =180°-ZQFED = /DAQ = ZAN B, de donde los tridngulos DX E'y

BNC son semejantes, asi como los tridngulos F'YEy BN A. Luego, g—% = %
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AN _ EY 1 AN _ DE
Y 5§y = EF- Ademds por el Teorema de Thales, tenemos que 57 = £ De

estas ultimas tres igualdades se sigue que EX = EY, es decir, X =Y, y asi
las rectas DP, EQ y F'R concurren.

B
R O P
N C
Q M
A
l
D E F

Solucidn del problema 17. (a) Sea p un nimero primo tal que m? = 1 (mod p)
para algin entero m. Por el pequeno Teorema de Fermat tenemos que m? =
m (mod p). Luego, m = 1 (mod p) y de aqui que m = kp+1 para algin entero
k. Entonces:

mP—1 = (kp+1)P—1 = (zp: (f)m) 1= zp: (]Z)k i = (’;)kmé (jz)kipi.

=0 i=1

Como (’1’) kp = kp? y p' es miiltiplo de p? para 2 < i < p, se sigue que mP — 1
es miultiplo de p?, es decir, p es un divisor cuadratico.

(b) Demostraremos que todo ndmero de la forma 2p con p > 3 ndmero primo,
es un divisor cuadratico. Supongamos que m? = 1 (mod 2p) para algiin entero
m. Como 2 y p son primos entre si, tenemos que m?’ = 1 (mod 2p) siy
sélo si m?” = 1 (mod p) y m?”» = 1 (mod 2). Por el pequefio Teorema de
Fermat tenemos que m” = m (mod p), de donde m? = m? (mod p). Luego,
m? =1 (mod p) siy sélo si (m —1)(m+1) =0 (mod p). Como p es primo, se
sigue que m = +1 (mod p) y asi, m = kp + 1 para algin entero k. Entonces:

2p
2p e
1 = (kpx1)*-1= —D)PiEp | —1
m (ko 1) <§(>< ) p>
2p 2p
B 20\, \2p—igii (2P 20\ \2p—igi
= S (7)o = () X (7)o

Como (Qf’)kp = 2kp? y p* es miltiplo de p? para 2 < i < 2p, se sigue que
m? —1 es miltiplo de p?. Finalmente, como m? —1 es miiltiplo de 2, entonces
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m es impar y por lo tanto m? —1 = (mP +1)(m? — 1) es miiltiplo de 2-2 = 4.
Como 4y p? son primos entre s, se sigue que m? —1 es miiltiplo de 4p? = (2p)2.

Solucién del problema 18. Si n = 2, nuestro conjunto estd formado por
2(2) — 1 = 3 ndmeros de los cuales al menos dos tienen la misma paridad,
de modo que la suma de estos dos niimeros es divisible entre 2. Supongamos
que el problema es cierto para n = 2, y consideremos la siguiente potencia
de 2 que es 2n = 2F*1 Consideremos un conjunto de 2(2n) — 1 ndmeros,

digamos A = {aj,as,...,a4n—1}. Claramente, A = {aj,aq9,...,a2,-1} U
{agn, a2n+1,- .-, a4n—2} U {as,—1} donde los primeros dos conjuntos de esta
unién tienen cada uno 2n — 1 ndmeros. Por nuestra hipdtesis, podemos ele-
gir n ndmeros de {ay,as,...,as,—1}, digamos da},a,, ... al,, y n nimeros de
{aon, asn+1, ... aan—2}, digamos by, b, ... 0, tales que Y ' jaly D" b
son divisibles entre n. Consideremos el conjunto de los niimeros de A que no se
eligieron: A" = {a}, 1, a7, o,... a5, 1} U{b, 1,00 0., 05, 1} U{am—1}.

Claramente, A’ tiene (n—1)+(n—1)41 = 2n—1 nimeros. Luego, por nuestra
hipétesis es posible elegir n de ellos, digamos ¢}, c5, ..., ¢}, tales que Y1, ¢
es divisible entre n. Consideremos ahora el conjunto:

Im |, 1, 1
=1 i=1 i=1

Como cada uno de los nimeros de B es un entero, podemos elegir 2 de ellos
tales que su suma es divisible entre 2. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que 1377 1 aj 4+ 231 b es par. Entonces, Y1 ai + Y1 bl es divisible
entre 2n, y asi hemos elegido 2n = 251 nimeros de A tales que su suma es
divisible entre 2n, como queriamos.

Solucion del problema 19. Sea @ el punto de intersecciéon de AD, BE vy
CF.Sean o« = ZADC vy 8= ZEDA. Como los cuadrildteros EFAB, CDEF
y ABCD son ciclicos y cada uno de ellos tiene dos lados opuestos iguales,
entonces son trapecios isésceles (iPor qué?). Luego, « = ZDAB (por ser
ABCD trapecio isésceles), ZDAB = ZBED (por subtender el mismo arco)
y 0= ZCQD (por ser paralelas QC'y ED). Por otro lado, ZAEC = « (por
subtender el mismo arco) y ZACE = 3 (por subtender el mismo arco). En
resumen, tenemos que o« = /BED = ZAEC y = ZACE = ZCQ@QD, de
modo que los tridngulos ACE, QCD y QDE son semejantes. De la semejanza
de los tridngulos QCD y QDE, tenemos que S—QD = %, y de la semejanza de

los triangulos QDE y ACE, tenemos que CD?—]]'; = é—%. Luego:

(@D)*  CQ _(@D)* (AC)?

Co="pE T DE" (DE? ~ (CE)?"
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Finalmente, notando que los tridangulos CQP y EDP son semejantes (porque
tienen el angulo 8 en comin y porque ZEPD = ZQPC por ser opuestos por

- cP _ CQ cP _ (AC)? .
el vértice), tenemos que 5z = 5f. Luego, Fp = ({CEyz como querfamos.

Solucién del problema 20. Por la desigualdad media aritmética - media geo-
métrica, tenemos que x2+y? > 2xy, £2+ 22 > 2wz y 22 +y? > 2yz. Entonces,
1 =22 +y2+22 > ay+aztyzy (x+y+2)? = 22 +y? + 224+ 2(xy+r2+y2) <
1+2(1) = 3. Luego, = +y+2z < v/3. Usando nuevamente la desigualdad media
aritmética - media geométrica, tenemos que 1 = 22 + y? + 22 > 33/a2y222,

de donde zyz < 3—\1/3 Por lo tanto, 2%yz + 29?2 + 2y2? = xyz(z +y +2) <

(#g)\/g = % y la igualdad se da si y sélo si v =y = z.

Solucién del problema 21. (a) Como 212 < 444 < 222 y 1444 = 382, el
primer entero que cumple es el 38.

(b) Supongamos que n satisface que su cuadrado termina en tres cuatros. En-
tonces, n? — 1444 = (n — 38)(n + 38) es miiltiplo de 1000 = 23 - 53 . Esto
implica que al menos uno de los factores n — 38 o n + 38 es miiltiplo de 4.
Como n+ 38 — (n— 38) = 76, se sigue que ambos son miiltiplos de 4. Como 76
no es multiplo de 5, entonces alguno de n — 38 y n + 38 debe ser miiltiplo de
4-5% = 500. Luego, n = 500k =+ 38 con k entero no negativo. Reciprocamente,
si n = 500k & 38, entonces n? = 1000(250k? + 38k) + 1444 siempre termina
en tres cuatros para cualquier entero no negativo k.

(c) Si n termina en cuatro cuatros, entonces n termina en tres cuatros. Lue-
go, por el inciso anterior n = 500k + 38, de donde n? = 1000(250k2 +
38k) + 1444. Sea m = 250k? + 38k. Es claro que m es par. Ahora, si m =
0,2,4,6,8 (mod 10), entonces n? = 1444, 3444, 5444, 7444, 9444 (mod 10000),
respectivamente, de modo que ningtn cuadrado perfecto termina en cuatro cua-
tros.

Solucién del problema 22. Sea H el ortocentro del tridngulo ABC'. Siendo
FM y HD perpendiculares a BC, tenemos que FFM y HD son paralelas. Si-
milarmente, F'H y M D son paralelas. Luego, el cuadrilitero DHFM es un
paralelogramo. De manera andloga se demuestra que DHEN es un paralelo-
gramo. Entonces F'M y EN son paralelas y tienen la misma longitud. Luego,
el cuadrildtero EFM N es un paralelogramo y en consecuencia FF = NM.
Andlogamente, tenemos que FD = KN y DE = MK. Asi, los tridngulos
DEF y KMN son congruentes.
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Solucion del problema 23. El siguiente ejemplo muestra que es posible lograr
lo que se pretende utilizando 6 fichas.

Supongamos que hemos logrado nuestro objetivo utilizando 5 o menos fichas.
Entonces en la cuadricula quedan por lo menos 16 — 5(2) = 6 casillas sin cubrir.
Pintemos la cuadricula como tablero de ajedrez. Cada ficha colocada cubre una
casilla blanca y una casilla negra, asi que de las casillas sin cubrir, la mitad son
blancas y la mitad son negras. Dividamos la cuadricula en 4 subcuadriculas de
2 x 2, como lo indica la figura.

T
1
1

B
1
1
[}

R R -

Es claro que si alguna de estas subcuadriculas contuviera 3 casillas sin cubrir, se
podria colocar una ficha adicional sobre 2 de ellas. Entonces cada subcuadricula
contiene a lo mas 2 casillas sin cubrir. Como en total hay por lo menos 6 casillas
sin cubrir, existen 2 subcuadriculas, por lo menos, con exactamente 2 casillas
sin cubrir. Veamos cédmo deben estar colocadas las casillas sin cubrir en una
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de las cuatro subcuadriculas conteniendo exactamente 2 casillas sin cubrir. En
primer lugar, podemos observar que las casillas sin cubrir no pueden ser adya-
centes, o se podria colocar una ficha adicional sobre ellas. Cada subcuadricula
contiene una casilla que es una esquina de la cuadricula. Si esta casilla estuviera
cubierta por alguna ficha, dicha ficha cubriria otra casilla de la subcuadricula,
adyacente a la primera, forzando a que las 2 casillas sin cubrir fueran adyacen-
tes. Entonces la casilla que es esquina de la cuadricula debe estar sin cubrir, y
la otra casilla sin cubrir de la subcuadricula debe ser la opuesta. Veamos ahora
cudles 2 subcuadriculas pueden ser las que tengan 2 casillas sin cubrir. Si estas
2 subcuadriculas fueran adyacentes, se podria colocar una ficha adicional, como
lo muestra la figura.

Si estas 2 subcuadriculas fueran opuestas, las 4 casillas sin cubrir que éstas
contienen serian todas del mismo color, asi que tendria que haber otras 4 casillas
sin cubrir, del otro color. Estas dltimas tendrian que estar repartidas, 2 y 2, en
las otras 2 subcuadriculas, pero entonces habria 2 subcuadriculas adyacentes
con 2 casillas sin cubrir, lo cual acabamos de ver que es imposible. Por lo tanto,
concluimos que no se puede lograr lo que se pretende utilizando menos de 6
fichas.

Segunda Soluciéon. Como en la primer solucién se prueba que 6 fichas son
suficientes. Supongamos que hemos logrado lo que se pretende utilizando no
mas de 5 fichas. Como no puede haber mds de 2 fichas colocadas de manera
horizontal y a la vez mas de 2 fichas colocadas de manera vertical, concluimos
que hay menos de 3 fichas de alguno de estos dos tipos. Supongamos que
hay menos de 3 fichas horizontales (si hubiera menos de 3 fichas verticales,
podriamos rotar la cuadricula de modo que estas fichas se vieran horizontales).
Dividimos en casos.

Caso 1. No hay fichas horizontales. Si alguna columna no contuviera una ficha
vertical, se podria colocar una ficha vertical adicional en esta columna. Por lo
tanto en cada columna hay al menos una ficha. Pero como hay a lo més 5 fichas,
en al menos 3 columnas hay exactamente una ficha. En cada una de estas 3
columnas la ficha debe estar colocada en medio (figura 1) (de lo contrario se
podria colocar una ficha vertical adicional en esta columna). Pero de estas tres
columnas hay al menos 2 que son adyacentes. Entonces se pueden colocar fichas
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horizontales adicionales en los lugares marcados con lineas punteadas (figura 2),
lo cual es un absurdo.

figura 1 figura 2

Caso 2. Hay una ficha horizontal. Si alguna columna no contuviera una ficha
vertical, la ficha horizontal de que se dispone cubriria a lo mds una casilla de
esta columna y no evitaria que se pudiera colocar una ficha adicional vertical en
esta columna. Por lo tanto, en cada columna hay al menos una ficha vertical.
Como hay a lo mas 4 fichas verticales, en cada columna hay exactamente una
ficha vertical. La ficha horizontal abarca 2 columnas adyacentes. En las otras
2 columnas la ficha vertical debe estar colocada en medio. Si estas 2 columnas
fueran adyacentes, acabariamos como en el caso 1. La (inica forma de que estas
2 columnas no sean adyacentes es que sean las columnas de la orilla de la
cuadricula. Si la ficha horizontal estuviera colocada en el primer renglén (figura
3), sin importar cémo se coloquen las 2 fichas verticales restantes, no se podra
evitar que sea posible colocar una ficha adicional horizontal en alguno de los
3 lugares marcados con lineas punteadas en la figura. Si la ficha horizontal
estuviera colocada en el segundo renglén (figura 4), se podria colocar una ficha
adicional horizontal en el lugar marcado. Andlogamente se comprueba que la
ficha horizontal no puede estar colocada en los otros renglones. Por lo tanto,
este caso también es imposible.

figura 3 figura 4

Caso 3. Hay 2 fichas horizontales. Como hay a lo mds 5 fichas, hay a lo mas
3 fichas verticales. Entonces hay una columna que no contiene ninguna ficha
vertical. Las 2 fichas horizontales deben cubrir casillas de esta columna de modo
que no sea posible colocar en ella una ficha vertical adicional. En vista de esto,
una de las fichas horizontales debe cubrir alguna de las casillas centrales de
esta columna (la del segundo renglén o la del tercero). Digamos, sin pérdida de
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generalidad, que una ficha horizontal cubre el segundo renglén de la columna
(figura 5). La tnica forma de evitar que se pueda colocar una ficha en la posicién
marcada en la figura es que la otra ficha horizontal cubra alguna de las casillas
del primer renglén. Pero entonces en la columna sin fichas verticales se puede
colocar una ficha vertical adicional.

figura 5

En conclusién, el minimo nimero de fichas requeridas para lograr lo que se
pretende es 6.

Solucién del problema 24. Comon+1=0 (mod 3)yn+1=0 (mod 8),
tenemos que n = 2 (mod 3) y n = 7 (mod 8). Ademds n no puede ser un
cuadrado, ya que n +1 = 0 (mod 3) y todo cuadrado es congruente con
0 o 1 médulo 3. Luego, n tiene un numero par de divisores positivos. Para
cada divisor d de n, consideremos el divisor % (claramente d # %) Entonces,
n=d-5=2(mod3)yn=d-%5 =7 (mod8). En el primer caso, uno de
los factores debe ser congruente con 1 y el otro con 2 médulo 3, de modo que
d + % es miltiplo de 3 y por lo tanto la suma de los divisores positivos de n
también es multiplo de 3. En el segundo caso, alguno de los factores debe ser
congruente con 1y el otro con 7 médulo 8, o bien, uno es congruente con 3
y el otro con 5 médulo 8. En cualquier caso, tenemos que d + % es miiltiplo
de 8 y en consecuencia, la suma de los divisores positivos de n es miultiplo de
8. Se sigue entonces que la suma de los divisores positivos de n es miiltiplo de
3-8=24.

Solucion del problema 25. Sea T el punto de intersecciéon de AB con C'P. Por
la relacidn entre el angulo inscrito y el dngulo semi-inscrito, ZBAP = /TPA =
ZAQP. Entonces, ZCPR = /TPA = ZAQP . De nuevo por la relacién entre
el dngulo inscrito y el angulo semi-inscrito, /ABP = /BCP = /BQP. Tene-
mos entonces que ZAQB = ZAQP + /BQP = /CPR+ ZRCP = ZBRP,
esto ultimo porque ZBRP es dngulo exterior del tridngulo PRC. De ZAQB =
ZARB se sigue que AQRB es ciclico. Entonces ZAQP = /BAP = /BQR
y ZPQR =/AQB = Z/BRP. Como el dngulo entre PR y la tangente en R a
la circunferencia circunscrita al tridngulo PQR es /PQR = Z/BRP, BR debe
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ser dicha tangente. Por ultimo observemos que /BPR = /BAP + ZABP =
/BQR+ /BQP = ZPQR. Como antes se probé para BR, anidlogamente se
prueba que BP es tangente a la circunferencia circunscrita al tridngulo PQR.

Solucion del problema 26. Representemos a cada persona i con un vértice v; y
uniremos dos vértices con aristas rojas o verdes dependiendo si las dos personas
correspondientes se conocen o no. Si vy tiene al menos 6 aristas verdes de las
9 aristas que salen de v1, tomamos los vértices que estdn unidos a vy por estas
aristas verdes, digamos vs, v3, . .., v7. Ahora, si vy tiene al menos 3 aristas verdes
de las 5 aristas que lo unen con ws,...,v7, entonces tomamos esos vértices,
digamos v3,v4,vs. Entre estos tres vértices hay al menos dos unidos por una
arista verde, digamos v3 y v4. Entonces, v1, v, v3,v4, estan unidos inicamente
por aristas verdes y terminamos.

Si v9 no tiene al menos 3 aristas verdes, entonces tiene al menos 3 aristas
rojas. Tomamos los 3 vértices de esas aristas rojas, digamos que son v3, v4, V5.
Entonces entre estos 3 vértices no hay 2 que estén unidos por una arista roja.
Luego, v1,v3,v4,v5 estdn unidos Ginicamente por aristas verdes y terminamos.
Finalmente si v; no tiene al menos 6 aristas verdes, tiene al menos 4 aristas
rojas, y tomando los vértices de esas aristas rojas digamos v, v3, V4, U5, entonces
entre estos vértices no hay 2 que estén unidos por una arista roja, y por lo tanto,
estan unidos tnicamente por aristas verdes y nuevamente terminamos.

Solucién del problema 27. Observemos que d es divisor de n si y sélo si % es
divisor de n. Entonces:
D = ) didin
1<i<k
1 1 1 11 n?
2 2 2
= n —<n — ) =n——— | < — =n"
lggk didiq lggk <di di+1> <d1 dk) dy
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Ahora, si p es el menor divisor primo de n, entonces ds = p, di,_1 = % y dip = n.
Sin=p, entonces k =2y D = p, y en este caso D dividze an?
Si n es compuesto, entonces k > 2y D > di_1d, = %. Si D fuera divisor

., 2 , .. 2
de n?, entonces también 5 seria divisor de n?. Pero 1 < 5 < p, lo cual es

imposible porque p es el menor divisor primo de n?.
Por lo tanto, D es divisor de n? si y sélo si n es primo. (IMO, 2002).

Solucién del problema 28. Hay 3™ formas de pintar el renglén de palitos
horizontal superior. El palito vertical mas a la izquierda de la primera linea
también se puede pintar de 3 formas.

n
. ° . . .
. ° ° . .
. ° ° . .

Una vez definidos los colores de los palitos superiores y del palito izquierdo
de un cuadrito, hay dos maneras de completar el segundo: si ambos palitos
pintados tienen el mismo color tenemos dos colores para pintar los dos palitos
restantes; y si los dos tienen distinto color hay dos formas de pintar los dos palitos
restantes con esos colores. Luego, para completar la primera linea de cuadrados
hay 3™ -3 - 2" formas. De la misma manera, el color del palito vertical que esta
mas a la izquierda y en el segundo rengldn puede escogerse de 3 maneras y hay
2" formas de pintar los demads palitos del segundo renglén. Luego, para m = 2
hay 3" -3-2".3-2™ coloraciones posibles. Continuando con este razonamiento
tenemos que, en el caso general, hay 3"(3-2™)™ = 3"t™. 2" formas de pintar
los palitos del tablero.

Solucion del problema 29. Si n fuera par, considerando los residuos médulo
2, los primeros dos renglones de la tabla serian de alguna de estas formas:

1{0]---111]0 O(1}---]0]|1
1{0]---111]0 110)---7110

En cualquiera de los dos casos es claro que al llenar el tercer renglén, la mitad
de las columnas tendria una suma par y la otra mitad tendria una suma impar,
de manera que al poner cualquier permutacién de los nimeros 1,2,...,n en el
tercer renglén la suma seria par o impar, por lo que no se puede igualar la suma
en las columnas.

Si n es impar, en algun lugar del segundo renglén debe haber dos unos consecu-
tivos (que corresponden a n 'y 1). Digamos que esos unos estan en las columnas
k 'y k+1. Antes de llenar el tercer renglén las sumas de las primeras k£ columnas
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son todas de la misma paridad y las sumas de las siguientes columnas son todas

de paridad opuesta. Como en el tercer renglén queremos acomodar ”T_l pares

y "TH impares, en la columna k tiene que estar alguno de estos dos valores.
Eligiendo uno de estos dos valores hay una tinica manera de completar |a tabla.
Por ejemplo, si en la columna k£ ponemos a "T_l el siguiente acomodo funciona:
1 2 3 pllotl ) In—1] n
n+3 n+5 n+7 n 1 n=1 | ntl
2 2 2 2 2
n—1|n—-3|n—->5 2 n 3 1

Solucién del problema 30. Como AS es bisectriz del dngulo BAC, S es el
punto medio del arco BC'. Entonces la mediatriz del segmento BC pasa por S
y por el circuncentro O del triangulo ABC'. Luego, OS es perpendicular a BC
y como AH es también perpendicular a BC, tenemos que AH es paralela a
OS. Ademas, OS, AM y BC concurren en el punto medio N de BC.

A
0

B\ N c
~——
<

Dados, H, Sy M, podemos construir la circunferencia que pasa por estos tres
puntos, que coincide con la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC, y po-
demos construir su centro O. La paralela a OS por H es la altura del triangulo
ABC desde A, la cual corta a la circunferencia circunscrita al triangulo preci-
samente en A. Una vez hallado A, el punto N se encuentra en la interseccidn
de AM con OS. La perpendicular a OS por N es el lado BC, el cual corta a la
circunferencia en los puntos B y C, con lo que queda determinado el tridngulo.

Solucion del problema 31. Multiplicando la ecuacién %—I—% = % por abc tene-
mos que 2bc + ac = ab. Como a es divisor de ac y de ab, resulta que a divide a
2bc, pero como a es impar, a divide a bc. Andlogamente, b divide a ac y ¢ divide
a ab. Sea p un primo y sean «, 3 y v las maximas potencias de p que dividen
a a, by c respectivamente. Como (a,b,c) = 1, alguno de o, 3 0 7y es cero,
digamos que . Luego, albc = a < f+y=LFyblac= < a+~vy=a. Porlo
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tanto, a = (3, y la mdxima potencia de p que divide a abc es a + 8+ v = 2¢,
que es un numero par. Esto prueba que abc es un cuadrado perfecto.

Segunda Solucién. Como antes, se prueba que albe, blacy c|ab. Entonces exis-
ten enteros u vy w tales que au = be, bv = ac y cw = ab. Luego, a = bcv =9
y de aqui a® = vw. Andlogamente, b = uw y ¢ = uv. Supongamos que existe
un primo p tal que p|v y plw. Entonces, plvw = a? = pla, pluw = b*> = p|b, y
pluv = ¢ = plc, lo cual es un absurdo pues (a,b, c) = 1. Entonces, (v,w) = 1
de modo que v y w son cuadrados perfectos. Andlogamente, (u,w) =1y u es
un cuadrado perfecto. Finalmente, observamos que a?b%c? = (vw)(uw)(uv) =

(uvw)? de donde abc = uvw es un cuadrado perfecto.

Tercera Solucién. Tenemos que ab = ac+ 2bc. Esta ecuacidn se puede escribir
como (a+2b)(a—2c) = a®. Supongamos que existe un primo p tal que p|a+2by
pla—2c. Entonces p|a?, de donde p|a y p es impar. Ademds, p|(a+2b) —a = 2b,
y como p es impar, p|b. Andlogamente, p|c. Pero esto es un absurdo pues
(a,b,¢) = 1. Luego, a + 2by a — 2¢ son primos relativos, y como su producto
es un cuadrado, se sigue que a+ 2by a — 2c son ambos cuadrados. Finalmente,
multiplicando la ecuacién ab = ac + 2bc por c, tenemos que abc = c2(a + 2b),
que es un cuadrado.

Solucién del problema 32. Llamemos S a la suma. Entonces:

2005 2005

k* 4+ 2k3 + 3k2 + 2k + 1
5 = j{: j{: k2(k + 1)
B 2%5 (k2 +k + 1)2 2005k:2+k+1
- BN AV T2k
P (k%2 + k)2 P k* +k
2005

2005

= 1 =92 - -

k:1<+k > 005+Z< k+1>

1 1 1 1 1

= 2005 1— = S . —
+< 2>+<2 3>+ +<2005 2006>

2005  (2005)(2007)

2006 2006 ’

de donde p = 2005(2007) y ¢ = 2006.

= 2005+

Solucién del problema 33. Sea I el incentro del tridngulo ABC, es decir, I es
el punto de interseccién de las bisectrices BM y C'N. Tenemos que ZABM =
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/M BC, porque BM es bisectriz del dngulo ABC,y ZMBC = ZMNC, por-
que el cuadrilatero BNMC es ciclico. Entonces ZABM = ZMNC', de donde
el cuadrildtero BPNI es ciclicoy ZBNI = ZBPI. Andlogamente, ZACN =
/NCB porque CN es bisectriz del dngulo ACB,y /NCB = /N M B porque
el cuadrildtero BNMC es ciclico. Entonces ZACN = ZNMB, de donde el
cuadrildtero CM QI es ciclicoy ZCMI = ZCQI. Finalmente, observemos que
la circunferencia inscrita al tridngulo ABC' es tangente a AB en Py a AC
en (Q siysélosi ZBPI = 90°y ZCQI = 90° si y sblo si ZBNI = 90° y
ZCMI =90° siy sélo si BC' es didmetro de S.

Solucién del problema 34. Sean dy,ds,...,d; los divisores positivos de n.
Primero demostraremos que d + 7 < n + 1 para todo divisor d de n. Es claro
que la desigualdad es cierta parad =1. Sid > 1, entonces d+ 5 <n+1siy
sélosid?+n < d(n+1)siysélosid(d—1) < (d—1)nsiysélosid<mn,locual
es cierto. Usando esto y el hecho de que d es divisor de n si y sélo si 7 es divisor
de n, tenemos que 22?21 d; = Zle(di + 7) < k(n+1), de donde f(n) =
% Zle d; < "TH y es facil ver que la igualdad se cumple si y sélo si n es primo.
Esto prueba la desigualdad derecha. Notemos ahora que si n no es un cuadrado,
entonces para cada divisor d de n tenemos que d # %5 y asi k debe ser par.

Agrupando d con %, obtenemos que dids - --dy = n¥/2.Si n es un cuadrado,

digamos n = ¢*, entonces k es impar. Si agrupamos nuevamente d con % para
cada d # ¢, tenemos que didy ---dj, = ¢ - nF=D/2 = pl/2 . pk-1/2 = pk/2,

En cualquier caso tenemos que dids---d; = n*/2. Finalmente, aplicando la
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desigualdad media aritmética - media geométrica tenemos que:

=

k
f(n) = Zdi > (dids - - - di) /% = (n*/2)VE = /.
=1

Claramente la igualdad se cumple si y sélo si n = 1.

Solucién del problema 35. Sean n, 2n y 3n los nimeros. Como todo entero
es congruente con la suma de sus digitos médulo 9, tenemos que n+2n+3n =
bn=1+2+---4+9=45=0 (mod 9). Entonces 6n, y en consecuencia 3n,
son divisibles entre 9. Como 3n es uno de los tres nimeros, el primer digito de
n no puede ser mayor que 3, y entonces tenemos que el dltimo digito de n no
puede ser 1, ya que el entero 2n terminaria en 2 y 3n en 3 y ninguno de estos
tres enteros podria ser usado para empezar como digito de las centenas para
el nimero n. El entero n no puede terminar en 5, ya que 2n terminaria en O y
esto es imposible. Supongamos ahora que el digito de las unidades de n es 2.
Entonces los digitos de las unidades de 2n y 3n son respectivamente 4y 6, y
los otros dos digitos de 3n pueden ser escogidos entre 1, 3, 5, 7, 8 6 9. Como
la suma de todos los digitos de 3n tiene que ser un mdltiplo de 9, los primeros
dos digitos de 3n son 3y 9 6 5y 7. Pero checando todas las posibilidades,
encontramos que los nimeros 192, 384 y 576 satisfacen las condiciones del
problema. Andlogamente consideramos los casos para los cuales n termina en
3,4,6,7, 869. Esto nos dard otras tres soluciones: 273, 546 y 819; 327, 654
y 981; 219, 438 y 657. Por lo tanto, hay 4 ternas en total.

Solucién del problema 36. Sean M y N los puntos medios de AC'y BD,
respectivamente.

Llamemos P al punto medio de AD. Entonces PN es paralelaa CD y PM es
paralela a AB. Ademds PM = ATB = % = PN. Luego, el tridngulo PM N es
isésceles. Entonces, si llamamos X y Y a las intersecciones de M N con AB'y
CD respectivamente, tenemos que ZAXM = /PMN = /PNM = ZDYN.

A P D

b% Y
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Solucion del problema 37. Sea a el nimero de dos digitos formado por los
primeros dos digitos del nimero original N, y sea b el nimero de dos digitos
formado por los ultimos dos digitos de N. Entonces N = 100a 4+ b y cumple
que 100a +b = (a+b)?, es decir, 99a = (a+b)? — (a+b) = (a+b)(a+b—1).
Luego, (a+b)(a + b — 1) debe ser divisible entre 99. Dividimos en casos.
La+b=99%ya+b—1= 7. Comoa,b <99, tenemos que 99k = a+b < 2(99)
dedonde £k < 2.Sik=1,entoncesa+b=99ya=a+b—1=98, de donde
N =9801=(98+1)% Sik =2 entoncesa+b =198y & =a+b—1, de
donde a = 394 > 99, lo cual no es posible. Luego, en este caso no hay solucién.
2.a+b=%ya+b—1=99k. Comoa,b <99, tenemos que 99k =a+b—1<
2(99) — 1 de donde k < 2 — % < 2, de modo que la dnica posibilidad es k& = 1.
Luego, b =0y a = 100 lo cual es imposible dado que a es un nimero de dos
digitos.

3.a+b=1lm,a+b—1=9n y mn = a. Entonces 9n = 11m — 1, por
lo que 11m = 1 (mod 9). Luego m = 5 (mod 9), es decir, m = 9t + 5.
Entonces 9n = 11(9t +5) — 1 = 99t + 54, por lo que n = 11t + 6. De aqufi
que a = mn = (9t + 5)(11¢ + 6) = 99t + 109¢ + 30, y como a es un niimero
de dos digitos tenemos que t = 0 y a = 30, de donde m = 5y n = 6. Luego,
a+b=11m =55y b= 25. Por lo tanto, N = 3025 = (30 + 25)2.

4. a4+b=9m,a+b—1=11ny mn = a. Entonces 11n = 9m — 1, es decir,
9m =1 (mod 11). Luego, m =5 (mod 11). De aqui que m = 11t +5y 1ln =
99t + 44, de donde n = 9t + 4, a = mn = (11t + 5)(9t + 4) = 99t + 99¢ + 20.
Como a es un numero de dos digitos, tenemos que t =0y a = 20. Asi, n = 4,
m =>5yb=25. Luego, N = 2025 = (20 + 25)2.
5.a+b=3nya+b—1=33mbéa+b=33nya+b—1=3m. Claramente
ningln caso es posible pues a +by a+ b — 1 son consecutivos y no pueden ser
ambos muiltiplos de 3.

Solucién del problema 38. Tenemos que f(1)+ f(2)+---+ f(n)+ f(n+1) =
(n+1)2f(n+1) y como f(1) + f(2) + - + f(n) = n?f(n) se sigue que
7’L2 n nrn
n2f(n)+ f(n+1) = (n+1)2f(n +1). Luego, f(n+1) = n2{|-(272 = rﬁ;.
Entonces, f(2006) = 22500 = r(9gp5) = 200402000 - p(3) = 2/(2)

72) =13,

_2005-2004-2003---2f (1) 2£(1) 2(2006) 2

Por lo tanto, f(2006) = 35573006.2005- 4.3 = 2007.2006 = 20072006 — 2007 -

Solucion del problema 39. Como los cuadrilateros ADSP, APQB, BQRC'y
CRSD son ciclicos, tenemos que /PSD+/PAD = 180°, /PQB+/PAB =
180°, ZBQR+ ZRCB =180°y ZDSR+ ZRCD = 180°, de donde:

/PSD+/PQB+/BQR+/DSR ="720°—(LPAD+/PAB+/RCB+ /ZRCD).
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Por otra parte, en el cuadrilitero PQRS tenemos que ZPSD + Z/DSR =
360° — /PSRy /ZPQB + ZBQR = 360° — ZPQR, de donde:

/PSD + /PQB + /BQR + /DSR = 720° — (/PSR + /PQR).
Luego:

/PSR+ /PQR = (/PAD+ /PAB)+ (/RCB+ Z/RCD)
—~ /DAB+ /DCB.

De aqui que ZDAB + Z/DCB = 180° si y sélo si /PSR + ZPQR = 180°,
es decir, el cuadrilatero ABC' D es ciclico si y sélo si el cuadrilatero PQRS es
ciclico.

Solucion del problema 40. Vamos a decir que un ndmero es B si la suma de
sus digitos es divisible por 11. Sea s(n) la suma de los digitos de n. Si n termina
en 0, entonces n,n+ 1,...,n + 9 difieren solo en el digito de las unidades que
va de 0 a 9. Luego, s(n),s(n+1),...,s(n+9) es una progresién aritmética
con diferencia comin 1. Por lo tanto, si s(n) # 1 (mod 11), entonces alguno
de estos nimeros es B.

Ahora, si n termina en k > 0 nueves, entonces s(n + 1) = s(n) + 1 — 9k, ya
que los ultimos k digitos de n 4+ 1 son ceros en lugar de nueves, y el siguiente
digito a la izquierda es mayor en 1 que el correspondiente digito en n.
Finalmente, supongamos que n termina en 0 y que s(n) = s(n + 10)
1 (mod 11). Como s(n) = 1 (mod 11), debemos tener que s(n + 9)
10 (mod 11). Si n+9 termina en k nueves, entonces 2 = s(n+10)—s(n+9)
1 — 9k (mod 11) de donde k& = 6 (mod 11).

(a) Supongamos que tenemos 39 enteros consecutivos, tal que ninguno de ellos
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es B. Uno de los primeros 10 debe terminar en 0, llamémosle n. Como nin-
guno de n,n + 1,...,n+ 9 es B, debemos tener que s(n) = 1 (mod 11).
Andlogamente, s(n+10) =1 (mod 11) y s(n+20) =1 (mod 11). De nuestra
tercera observacién anterior, esto implica que n + 9 y n + 19 deben terminar
en al menos 6 nueves. Esto es imposible, pues n + 10 y n + 20 no pueden ser
ambos multiplos de un millén.

(b) Supongamos que tenemos 38 enteros consecutivos n,n + 1,...,n + 37,
ninguno de los cuales es B. Por un anilisis similar al inciso anterior, ninguno de
los primeros nueve nimeros puede terminar en 0. Luego, n 4+ 9 debe terminar
en 0, asi como n+ 19 y n + 29. Luego, s(n +9) = s(n +19) = 1 (mod 11),
y por lo tanto s(n + 18) = 10 (mod 11). Ademds, si n + 18 termina en k
nueves, debemos tener que £ = 6 (mod 11). El menor nimero posible es
n + 18 = 999999 cuando k£ = 6, lo que nos da los 38 nimeros consecutivos
siguientes: 999981, 999982, ..., 1000018.

Solucion del problema 41. Sea M el pie de la altura desde C, y sea N el
pie la altura desde B. Como el tridngulo APB es rectingulo en P, y PM es
la altura desde P, tenemos que AP?> = AB - AM = AB - AC cos Z/BAC,
donde la primera igualdad se sigue de la semejanza de los tridngulos APB vy
APM. Andlogamente, AQ? = AC - AN = AC - ABcos ZBAC. Por lo tanto,
AP = AQ.

Q

Solucion del problema 42. Sea m un nimero entero. Tenemos que:

1. Si m es impar, entonces el mayor divisor impar de m es él mismo.

2. Si m = 2k, entonces el mayor divisor impar de m es k.

3. Si m = 2F, entonces el mayor divisor impar de m es 1.

Sea S(a,b,c,...) la suma de los mayores divisores impares de a,b,c,.... Tene-
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mos que:

S, =5(1,2,...,2") = S(1,3,...,2" —1) + S(2,4,6,...,2")
= 143+---4+2"—1+5(1,2,3,...,2" Y

(2" N2 4+5(1,2,3,...,2" 1)

212 4 S, .

Continuando de esta forma tenemos que:

Sp_1=25(1,2,3,...,2" Y = S(1,3,...,2" 1 — 1)+ 5(2,4,6,...,2"7 )
= 1434+ +2"1—14+5(1,2,3,...,2"%)
= (222 4+5(1,2,3,...,2"7%)

(2722 1+ 8, o,

y asi sucesivamente. Luego:

Sn _ Sn—l — (2n—1)2 — 4n—1

Sn—l _ Sn—Z — (2n—2)2 — 4n—2
S3—Sy = 4°
So—51 = 4,

de donde (S, —Sp_1) + (Sp_1—Sp_2)+---+(S2—81) =5, — S =4""1 +
A2y g2 g = 2D A8 22D por g tanto, 5, — 2 = 240 =L

. -1 3 3
y de aqui S, = 43—+2.
Solucién del problema 43. Sean M = mgmymgmsmMamamamymyg y

N = ngnrngnsnangnaning. 1enemos que:

M —mgy-10° +np-10° = 0 (mod 7)
M —mq-10"' +ny-100 = 0 (mod 7)
M —m7-10" +n7-10° = 0 (mod 7)
M —mg-10° +ng-10> = 0 (mod 7)

Sumando estas congruencias tenemos que:

OM—-—M+N=0(mod7)< M+ N =0 (mod 7).
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Falta probar entonces que N — n; - 10° + m; - 10° = 0 (mod 7) para cada

1=20,1,...,8. Para ver esto, observemos que:
N —n;-10° +m; - 10° = —M —n; - 10° +m; - 10°
= —(M +n;- 10" —m; - 10%)
= 0 (mod 7).

Solucion del problema 44. Demostraremos que para todo entero positivo n
se tiene que:

1 1-|-1 1+ + 1 1 + 1 n -|-1
2 3 4 2n—1 2n n+1 n+2 2n’
Haciendo S =1 — % + % — % + o+ 2n1_1 — % tenemos que:

S—1+1+1+1+ + L +1 2 1+1+ +1
a 2 3 4 n—1 2n 2 4 n

111 1 1 1 1
= l+-4+-+5++ il R R

2 3 4 2n — 1 2n 2
- bt o
 on+1 n+2 on’

Tomando n = 1003 se tiene el resultado.

Segunda Solucién. Usaremos induccién para demostrar el resultado de la pri-
mer solucién. Para n = 1 tenemos que 1—% = % lo cual es cierto. Supongamos
el resultado cierto para n = k. Es decir, supongamos que:

RO SIS U BN S SR B
2 3 4 2k —1 2k k+1 k+2 2k
Veamos el cason = k+1. Sea §' = —%4—%—%4—---—1—%1_1—%—1—%11—%12.
Usando la hipdtesis de induccién, tenemos que:
g _ (1 1 1 1 1
B <l<:—+1+k—+2+”'+%>+<2k+1_2k+2>
1 1 1 2 1
- k—+2+”'+%+2k;+1+<2k+2_2k+2>
1 1 1 1
B R TR s R T L

y asi el resultado es cierto para n = k 4 1. Esto completa la demostracién.
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Solucién del problema 45. Por la ley de los senos, tenemos que " = ﬁ =
oo Entonces:
1:sen2A—|—sen23—sen20 _ sen A SenB_senC.SenC
sen Asen B senB  senA senA senB
_a b c?
T b a ab
B a? + b — 2
- ——0

de donde a® + b — ¢ = ab. Pero la ley de los cosenos establece que ¢? =

a? + b2 — 2abcos C. Luego, 2abcos C = ab de donde cos C = % Por lo tanto,
ZC = 60°.

Solucién del problema 46. Representemos cada ciudad por un punto y pon-
gamos una linea entre dos puntos si entre las ciudades que representan hay una
autopista. Como el nimero total de parejas de puntos es (a;rb), las posibilida-

des de poner o no lineas son Q(G;b). Sin embargo, aqui no se estd tomando en
cuenta el que al menos haya una ciudad de A conectada mediante autopista a
alguna ciudad de B. Entonces, hay que restar los casos en que entre todas las
ciudades de A y las de B no haya lineas. Estos casos son 2(3)2(3). Por lo tanto,
la respuesta es Z(ng) — 2(‘2’)+(l2’)_

Solucién del problema 47. Si n es solucién, entonces 1 + 29 + -+ + &, =

1+42+---4n = w es multiplo de n y por lo tanto n debe ser impar.
Claramente, n = 1, yn = 3 con 1 = 1,29 = 3 y x3 = 2 son solucién.
Supongamos que n > 5. Entonces z1 + x9 + -+ + 251 = w —x, =

0 (mod n — 1), de donde z, = ") = 24l (mod n — 1) (ya que n =

2
1 (mod n — 1)). Luego, z, = % + (n — 1)i para algin entero i > 0. S
i > 1, entonces xz, > ”T“+n—1 = 3”2_1 > nyaquen > 1, locual e
un absurdo pues 1 < x, < n. Luego, i = 0y z, = "T“ Anilogamente,
T+ 22+ F T2 = % — &y — Tp—1 = 0 (mod n — 2) implica que

wn_lzn(n;l) —az,=n+1-— 2 =24 (ya que n = 2 (mod n — 2)), y por

lo tanto x,,—1 = ”T“ Luego, =, = =,_1 lo cual es una contradiccién. Por lo

tanto, n =1 y n = 3 son las (nicas soluciones.

n

Solucién del problema 48. Sean a, b, ¢, d, ey f, los niimeros que quedan en
los triangulitos seglin se indica en la figura. Podemos suponer que a < c < ey
después, el resultado que obtengamos con esta condicién lo multiplicamos por
6 = 3!, que es el nimero de permutaciones de estas tres letras.
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Tenemos que a +b+c =c+d+e = a+ f+ e = x. Tenemos entonces
que 3r = 2a+2c+2e+b+d+f =21+a+c+eyasiat+c+ees
multiplo de 3. Ademds, como los niimeros estdn entre 1 y 6, a, ¢ y e deben
dejar distinto residuo al dividirse entre 3. Con estas condiciones tenemos 8 casos
para (a,c,e): (1,2,3), (1,2,6), (1,3,5), (1,5,6), (2,3,4), (2,4,6), (3,4,5) y
(4,5,6). Ahora consideremos también los nimeros que faltan de poner. Junto a
los dos que sumen mds en las esquinas debe ir el mas chico de los que faltan y
viceversa (es decir, entre los dos que sumen mds debe ir el mds chico). De esta
manera, los otros tres niimeros estan determinados por a, ¢y e. Es facil verificar
que sdlo los casos siguientes son posibles para (a,b,c,d,e, f): (1,6,2,4,3,5),
(1,6,3,2,5,4), (2,5,4,1,6,3) y (4,3,5,1,6,2). La respuesta es 6 x 4 = 24.

Solucion del problema 49. Como ABC es isésceles, la mediatriz CO de AB es
bisectriz del angulo AC'B. Entonces los tridngulos isésceles AOC'y BOC tienen
un angulo de 60° en la base y por lo tanto son equilateros. En consecuencia,
AOBC es un rombo y, en particular, es paralelogramo. Entonces, los tridngulos
CZY y BOY son semejantes, asi como también lo son los tridngulos AZX
y BOX. Por otra parte, la igualdad a demostrar es equivalente a la igualdad
OY(0Z-0X)=0X-0Z.Como OZ—-0X = XZ, basta demostrar entonces
que OY - XZ = OX - OZ. De la semejanza de los tridngulos CZY y BOY
YZ _ CZ : s
tenemos que [ogiaie] y de la semejanza de los tridngulos AZX y BOX

tenemos que 55 = 5¥x-
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Z
C Y B
A O
Luego:
%:1+E:1+%:OB—I—C’Z:AC’—I—C’Z:g:ﬂ
oY oY OB OB OB OB 0OX’

de donde se sigue lo que queriamos.

Solucién del problema 50. Denotemos con T;, al n -ésimo nimero triangu-
lar. Es facil ver que la suma de dos ndmeros triangulares consecutivos es un
_ (n=D@®) |, nn+l) _ 2
cuadrado, ya que T,,_1 + T,, = 5 + —5— = n*. Por otro lado, tene-
mos que T}, = % < 2006 si y sélo si n < 62, es decir, hay 62 nimeros
triangulares menores que 2006. Como tenemos 32 nimeros triangulares meno-
res que 2006, y hay 31 parejas de niimeros triangulares consecutivos (717, 7%),
(T5,T4), ..., (Té1, Ts2) menores que 2006, por el principio de las casillas habra al

menos un par de nimeros triangulares consecutivos cuya suma es un cuadrado.

Solucién del problema 51. Sea Cp una circunferencia con centro Op, tangente
alen Pysea Cg una circunferencia con centro Og, tangente a m en Q.
Supongamos, ademas, que C'p y Cg son tangentes exteriormente en T'. Entonces
Op, T y Ogq son colineales. Ademds, las rectas POp y (QOg son paralelas,
por ser perpendiculares a [ y m. Tenemos dos posibilidades: que Cp y Cg se
construyan hacia lados opuestos (una hacia arriba y otra hacia abajo de sus
tangentes respectivas) o que se construyan hacia el mismo lado (ambas hacia
arriba o hacia abajo).
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P Og

Q

En la primera posibilidad, tenemos que ZPOpT = ZQOQT'. Luego, los tridngulos
isésceles POpT y QOQT son semejantes. Entonces ZPTOp = ZQTOg y los
puntos P, T'y @ son colineales. Ademas podemos asegurar que 1" estd dentro
de la franja delimitada por [ y m. Por lo tanto, T es un punto del segmento
PQ.

En la segunda posibilidad, 7" estd fuera de la franja delimitada por [ y m. Sea
R el punto diametralmente opuesto a P en Cp. La tangente a Cp por R es
paralela a m y entonces, por el argumento anterior, R, T'y () son colineales.
Ademds, ZRTP = 90° porque PR es didmetro de C'p. Luego, ZPT(Q = 90° y
T pertenece a la porcién de la circunferencia de didmetro P que queda fuera
de la franja delimitada por [ y m.

Por lo tanto, el lugar geométrico buscado consiste del segmento PQ y los dos
arcos de la circunferencia de didmetro PQ) que quedan fuera de la franja deli-
mitada por [ y m.

Solucién del problema 52. (a) Tenemos que:
(a® +3b%)(c® + 3d*) = (ac+ 3bd)* 4 3(ad — be)? = (ac — 3bd)* + 3(ad + be)?.

(b) Sean a y b enteros tales que Tn = a? + 3b*> = a® + 7b? — 4b°. Entonces,
a® — 4b?> = 0 (mod 7) de modo que 7 divide a a — 2b o a a + 2b. Supongamos
que n = ¢® + 3d%. Como 7 =22 + 3 - 12, tenemos del inciso anterior que:

n = (2¢ + 3d)? 4 3(c — 2d)? = (2¢ — 3d)? + 3(c + 2d)>.

Resolviendo el sistema de ecuaciones 2c+ 3d = a y ¢ — 2d = b, obtenemos que
c= Z‘l—f’b yd= “_T%. Como 2a + 3b = 2a — 4b = 2(a — 2b) (mod 7), tenemos
que si 7 divide a a — 2b, entonces ¢ y d son ambos enteros y satisfacen que
n = c? + 3d?. Argumentos similares implican el resultado si suponemos que 7
divide a a + 2b.

Solucion del problema 53. Supongamos que es posible. Entonces, los nlimeros
del tercer rengldn tendrian en algln orden, las terminaciones 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
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7,8y 9, de modo que sumarian un nimero impar pues 0+1+2+---4+9 = 45.
Por otra parte, como la suma de los niimeros del tercer renglén es igual a la
suma de los nimeros del primer y segundo renglones, entonces esta suma es
igual al doble de la suma de los ndmeros del 1 al 10, y por lo tanto, el resultado
es par, lo cual es una contradiccién. En consecuencia, no es posible hacer lo que
se pide.

Solucién del problema 54. Notemos primero que la quinteta (1,2,3,4,5) es
solucién de la ecuacién. Reescribiendo la ecuacién, tenemos que:

a? — (bede)a + (b% 4 ¢ + d* + €% + 65) = 0.

Luego, si (a1,b1,c1,d1,e1) es solucién, entonces por la relacién que existe en-
tre las raices y los coeficientes de una ecuacién cuadrdtica, concluimos que
(bicrdie; — ag,by,c1,dq,e1) también es solucién. Entonces, a partir de la so-
lucién (1,2,3,4,5), podemos obtener la solucién (2-3-4-5—1,2,3,4,5) =
(119,2,3,4,5). Por otra parte, como la ecuacidn original es simétrica se si-
gue que la quinteta (2,3,4,5,119) también es solucién. De manera andloga,
obtenemos la solucién (3-4-5-119 — 2,3,4,5,119) = (7138,3,4,5,119). Y
nuevamente, por la simetria de la ecuacién, la quinteta (3,4, 5,119, 7138) tam-
bién es solucién. Continuando de esta forma, obtenemos la solucién (7138,4 -
5-119-7138 — 3,z,y,2) donde z = 5-119- 7138 - (4-5-119 - 7138 — 3) — 4,
y =119-7138-(4-5-119-7138—3)-x—5 y z = 7138-(4-5-119-7138—3)-z-y—119.
Y es claro que cada uno de los niimeros de esta quinteta es mayor que 2006.
Por lo tanto, si existen enteros con la propiedad pedida.

Solucién del problema 55. Calquemos el paralelogramo ABCD y el punto O,
para obtener el paralelogramo EFGH y el punto O’. Hagamos coincidir el lado
EF con el lado C'D para obtener el paralelogramo ABGH.
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Tenemos entonces que ZAOB = ZDO’'C'y por lo tanto, ZCOD + £ZDO'C =
180°. Luego, el cuadrilditero CODO’ es ciclicoy ZODC = Z/00’C. Como OB
y O'C son paralelas y tienen la misma longitud (por construccién), tenemos
que el cuadrildtero BOO'C es un paralelogramo y Z00'C = ZOBC. Se sigue
entonces que ZOBC = Z0DC.

Solucién del problema 56. Es ficil ver que n debe ser miiltiplo de 6 (si
n=1,2,3,405 (mod 6), entonces alguno de n—1 o n+1 no seria primo). Sea
n = 6m con m entero positivo. Entonces, n%(n?+16) = (6m)?((6m)? + 16) =
144m2(9m? +4). Si m = 0 (mod 5), entonces n?(n? + 16) es miiltiplo de
144 x5 ="720. Sim =10 —1 (mod 5), entonces n = 30a £ 6 y es ficil ver que
alguno de n — 1 o n + 1 es miiltiplo de 5. Por dltimo, si m =2 o —2 (mod 5),
entonces 9m? + 4 = 9(4) + 4 = 0 (mod 5) y por lo tanto, n?(n? + 16) es
miltiplo de 144 x 5 = 720. Si n = 720, entonces n?(n? + 16) es miiltiplo de
720, pero 721 =7 x 103 no es primo. Luego, el reciproco es falso.

Solucién del problema 57. Elevando al cuadrado dos veces cada igualdad,
tenemos que a* —8a?+a+11 =0, b* - 82 +b+11 =0, * =82 —c+11 =0
y d* —8d? —d + 11 = 0. Elevando nuevamente al cuadrado cada una de estas
igualdades, obtenemos expresiones del tipo 28 — 162% + 862* — 17722 4+ 121 =
0 para a, b, ¢ y d. Haciendo y = 22, esta dltima expresion se convierte en
y* — 16y3 + 86y? — 177y + 121 = 0 la cual tiene cuatro raices complejas,
digamos y1, 2, y3, ya tales que y1yoysys = 121. Como a®b*c*d? = y1y2ysya,
se sigue que abed = /121 = 11.

Solucién del problema 58. Prolonguemos AN y DC, y llamemos T al punto
de interseccién. Sea AM = NC = z.

A D
M
Q
B N\\/C
T
Como NC'y AD son paralelas, los triangulos NT'C'y AT D son semejantes,
de modo que % = %. Andlogamente, como AM y CT son paralelas, los

tridngulos AQM y TQC son semejantes, y en consecuencia % = %. De
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estas razones de semejanza tenemos que % = %, y por el Teorema de la

bisectriz se sigue que DQ es bisectriz del angulo ADT que es el mismo dngulo
CDA.

Solucién del problema 59. Notemos que (a — b)(3a + 3b+ 1) = 3a® + a —
3b> — b = a®. Demostraremos que a — b y 3a 4+ 3b + 1 son primos entre si.
Supongamos que p es un divisor primo de a — b. Entonces, p divide a a? — b?
y como 2a? + a = 3b® + b se sigue que p divide también a b?. Luego, p divide
a b y también divide a a (porque divide a a — b). De aqui que si p divide a
3a + 3b + 1, entonces p divide a 1, lo cual es imposible. Por lo tanto, a — by
3a + 3b + 1 son primos entre si, y como su producto es un cuadrado, cada uno
de ellos es un cuadrado.

Solucién del problema 60. Sean A y B dos vértices del poligono. Si M es
otro vértice tal que el tridngulo AM B tiene area 1, entonces M esta sobre una
recta | paralela a la recta AB y a distancia h = A2—B (que es una altura del
tridngulo AM B) de AB. Luego, hay a lo més 4 de tales puntos M, con a lo
mas 2 de cada lado de la recta AB. En efecto, si hubiera 3 de un mismo lado de
AB, digamos My, Ms y Mg con hy, hyo y hg alturas de los tridngulos AM; B,
AMoB y AM3B, respectivamente, sobre AB, entonces h; = hy = h3 de modo
que M7, My y Ms serian colineales, lo cual no puede ser porque el poligono es
convexo. Dividimos en casos:
1. Si no hay ningtn vértice entre A y B, entonces hay a lo mds 2 triangulos de
drea 1 teniendo a AB como uno de sus lados. Como hay n posibilidades para
que AB sea un lado del poligono, tenemos en este caso a lo mds 2n tridngulos
de drea 1.
2. Si hay exactamente un vértice entre Ay B (en el sentido de las manecillas
del reloj), entonces hay a lo mds 3 triangulos de drea 1 teniendo a AB como
uno de sus lados. Como hay n posibilidades para A y B en este caso, tenemos
a lo mas 3n tridngulos de drea 1.
3. Si hay al menos dos vértices del poligono en cada lado de la recta AB,
entonces hay a lo mds 4 tridngulos de drea 1 teniendo a AB como uno de sus
lados. Como hay (’2‘) —2n = @ — 2n posibilidades para A y B en este caso
(hay (g) formas de elegir cualesquiera dos vértices A y B del poligono, y 2n
formas de elegirlos de tal manera que no hay ningtn otro vértice entre Ay B o
hay exactamente un vértice entre ellos en el sentido de las manecillas del reloj),
tenemos a lo mds 4(@ —2n) = 2n(n — 5) tridngulos de drea 1.
Como cada tridngulo tiene 3 lados, cada triangulo de area 1 se conté 3 veces
. . c 2n+3n+2n(n—5) _ n(2n—>)
en el razonamiento anterior. Luego, a lo mds hay 3 = 3
tridngulos de area 1.
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3.2. Soluciones de los ultimos tres Concursos
Nacionales de la OMM

Solucion del problema 1. Tenemos que pgr + 1 es cuadrado, por tanto pgr =
m? — 1= (m+1)(m — 1), para algtin entero m.

Dividimos en dos casos:

1. Si p| m — 1, entonces:

(a) Sim+1=qgr, entonces m — 1 =py qr —p =2, lo cual no es posible ya
que qgr > p> > 2p > p+2.

(b) Sim+1 = g, entonces m — 1 = pr, luego ¢ > pr > r, lo cual no es posible.
(c) Sim+1=r, entonces m — 1 = pq, luego pg = r —2 = (2004 — 25pq) — 2.
Tenemos entonces que 26pg = 2002 = pq=7-11 = p="Ty q = 11. Luego,
r=pg+2=7-11+2=79.

2. Sip| m+1, entonces:

(a) Si m — 1 = gr, entonces m + 1 = p, pero entonces p > qr > r, lo cual no
es posible.

(b) Sim —1 =g, entonces m + 1 = pry pr — q = 2, pero esto no es posible
ya que pr > 2r > 2q > q + 2.

(c) Sim —1=r, entonces m+ 1 = pq, luego pg = r +2 = (2004 — 25pq) + 2.
Por lo que 26pg = 2006, y no hay solucién ya que % no es entero.

Por tanto la tnica solucién esp=7,¢g=11y r =79.

Segunda Solucidn. Tenemos que pg = % < % < 81. Luego, p? < pq <

81 = p < 9. Dividimos en casos:

1. Si p = 2, entonces 25pq + r es impar, y por lo tanto no hay solucién.

2. Si p = 3, entonces r = 2004 — 25 - 3 - ¢ = 3(668 — 25¢q) = 3 divide a r, pero
r > 3y r es primo. Luego, no hay solucién.

3.Sip=25, entonces 5 < g < %—1 < 17 y tenemos los siguientes subcasos:

(a) Si ¢ = 7, entonces 7 = 2004 — 25 -5 -7 = 1129 que es primo, pero
5-7-1129+ 1 =6 (mod 9) y no puede ser un cuadrado porque es mdltiplo de
3 pero no de 9.

(b) Si ¢ =11, entonces r = 2004 — 25-5- 11 = 629 = 17 - 37 que no es primo.
(c) Si g = 13, entonces r = 2004 — 25 -5 - 13 = 379 que es primo, pero
5-13-379+1 =3 (mod 9) y no puede ser un cuadrado.

(d) Sip =7, entonces 7 < q < % < 12dedonde g = 11y r = 2004—25-7-11 =
79 que es primo, y 7-11-79 +1=77-79 + 1 = 782

Por lo tanto, la dnica solucién es p =7, g =11y r = 79, como en la primer
solucidn.
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Soluciéon del problema 2. Supongamos que a1 < as < ... < a, €S una
coleccién con la mayor cantidad de enteros con la propiedad. Es claro que
a; > 1, para toda i =1,...,n.

Si a y b son dos enteros de la coleccién con a > b, como |[a —b| =a—b> %,

tenemos que a(l — 125) > b, por lo que si 100 — b > 0, entonces a > .

Notemos que no existen dos enteros a y b en la coleccién mayores que 100, ya

que si a > b > 100, entonces a — b = |a — b| > %’0 > a, lo cual es falso.

También tenemos que para enteros a y b menores que 100, se cumple que

00 > 190 «— 100a — ab > 100b — ab <= a > b.

Es claro que {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} es una coleccién con la propiedad.

Ahora, a1 > 110%0_“;(1“0 > 110000;1100 = % > 11, lo que implica que a1 > 12.

100a11 100 - 12 1200

U2 Z 100 oy S T00-12 88 0 T ae=ld
(mzlg%izzﬁﬁjtzﬁ?>us:?amzn
= 1;(())()?1;13 = 110000;1177 - 1;20 >0 = au=22l
15 = 1;8%1;14 = 110000;2211 - 2;80 > 26 = a5 227
aw21£%252£?j;:220>% = a6 23T,
“”—uﬁ%zﬁzggf;:3£0>% = a2 9.
am2$$$;2i$jizﬁ?>m3:jawzm4

Y como ya hemos observado que no hay dos enteros de la coleccién mayores
que 100, la mayor cantidad es 18. Una coleccién con 18 enteros que cumple la
condicién es:

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14, 17,21, 27,37, 59, 144} .

Segunda Solucién. Observemos que la condicién es equivalente a |1 — 1| > ﬁ.
Es facil ver que {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} es una coleccién con la propiedad y
que el siguiente nimero que es posible agregar a esta coleccién de modo que
siga cumpliendo la propiedad es el 12. Continuando de esta manera obtenemos

una coleccién con 18 enteros que cumple la condicidn:

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,17, 21, 27, 37,59, 144} .
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Para ver que no puede haber una con mas elementos, partimos los enteros
positivos mayores que 9 en los siguientes conjuntos:

{10,11}
{12,13}
{14,15,16}
{17,18,19,20}
{21,22,...,26}
{27,28,...,36}
{37,38,...,58}
{59,60,...,143}
{144,145,.. .}

Observemos que si a y b son el minimo y el maximo de alguno de los primeros
8 conjuntos, entonces |é — %| < WIO‘ Por lo tanto, esto mismo sucede para
cualesquiera a y b distintos que estén en el mismo conjunto (de los primeros 8),
puesto que los extremos son los ndmeros cuyos reciprocos estan mds alejados.
Por otro lado, si a y b son dos nimeros distintos del tltimo conjunto, suponiendo
sin pérdida de generalidad que a < b, entonces |é—% = é—% < % < rLl < ﬁ.
Consideremos una coleccién de enteros que cumple la propiedad. Por lo anterior,
ésta puede tener a lo mas un nidmero de cada uno de los nueve conjuntos.
Entonces, puesto que los nimeros del 1 al 9 son los (nicos que no aparecen
en ninguno de los conjuntos anteriores, la coleccién tiene a lo mas 9 +9 = 18
elementos, lo cual junto con el ejemplo ya dado muestra que el maximo buscado

es 18.

Solucién del problema 3. Como AZ y AY son tangentes al incirculo de ABC,
se cumple que AZ = AY. Trazamos la paralela a YZ por By llamamos N’ al
punto donde esta recta corta a C'A. También trazamos la perpendicular a BN’
por A y llamamos M’ al punto donde ésta corta a BN'.

Como los tridngulos AZY y ABN’ son semejantes (tienen lados paralelos), se
tiene que ABN' es isésceles, por lo que AM’ es bisectriz del ZBAN' y M’ es
punto medio de BN'.

Los tridngulos CM N y C BN’ son semejantes (tienen lados paralelos) y como
M es punto medio de BC, la razén de semejanza es 1 : 2, por lo que CN =
NN’y MN = M'N’. También tenemos por ser M N y BN’ paralelas que
/M'N'A = ZMNL, entonces, por el criterio LAL, los tridngulos M'N'A y
MNL son semejantes. Por lo que LM y M N son perpendiculares.



58 Soluciones de los Concursos Nacionales

N

§<

B C

Ahora observemos que AL = AN — NL = AN —AB = AN — AN' = N'N =
CN, y también que LZAKL = /ZBAM' = /ZM'AC = ZALK (ya que AM'y
MK son paralelas y AM' es bisectriz).

Luego el tridngulo ALK es isésceles con AK = AL y por tanto AK = CN.

Segunda Solucién. Sea N’ la interseccién de M N con AB. Como AZ y AY
son tangentes al incirculo de ABC, entonces AZ = AY, y por ser N'N paralela
a ZY tenemos que AN’ = AN.

B C
N/

Aplicando el Teorema de Menelao al tridngulo ABC, con N', M y N colineales

obtenemos que ﬁj,\fg J\B;[Aé %]X —1,y como BM = MC = CN = BN'.

Observemos que AC = AN + NC = AN’ + NC = (AB+ BN') + NC =
AB 4+ 2NC y que AC = AL+ LN + NC = AL+ AB + NC, por tanto
AL = NC.

Aplicando otra vez el Teorema de Menelao al tridngulo ABC, pero ahora con

K My L coIineaIes obtenemos que 4% . BM (iL =-1= 4 =%
1=K 1:>CLLA_KB A:> éN__ ﬁfL_ﬂB
T o LA~ = KA 7 TA = KAY

como NL=AB = LA = KA:>KA CN.
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Solucion del problema 4. Sea n el nimero de equipos en el torneo, como cada
equipo jugd contra todos los demds equipos exactamente una vez, entonces
cada equipo jugd n — 1 partidos.

Supongamos que dos equipos X y Y ganaron ambos k partidos, entonces si X
le gand a Y ocurre que X le gand a todos los equipos que le gand Y (por la
hipdtesis), y entonces X le gand al menos a k + 1 equipos, lo cual contradice
que X y Y habian ganado el mismo nimero de partidos; el mismo argumento
se usa para mostrar que Y no le pudo haber ganado a X. Por tanto, como no
hay empates, no hay dos equipos con el mismo nimero de partidos ganados.
Como a lo mas hay n valores posibles para el nimero de partidos ganados, se
tiene que los equipos ganaron n — 1, n — 2,...,1,0 en algin orden.

Si un equipo gand h partidos entonces perdié n — 1 — h partidos, entonces su
diferencia (positiva) entre el nimero de partidos ganados y perdidos es |[n—1—
2h.

Sea D la suma de todas estas diferencias, entonces:

(a) Si n es par, entonces n = 2m con m entero y:

D = 2m-1)+2m-3)+--+14+1+---+(2m—-3)+ (2m —1)
= 2[2m—1)+ (2m —3)+ - + 1] = 2m>.

(b) Si n es impar, entonces n = 2m + 1 con m entero y:

D = 2m+0@m—2)+ - +24+0+24 -+ (2m—2) +2m
= 22m+2m—-2)+---+2]=4m+(m—1)+---+1]

m(m +1)
2

= 4 =2m(m +1).

Como D = 5000, entonces:

(@) 2m? = D = m = 50 = n = 2m = 100.

(b) 2m(m + 1) = D = m(m + 1) = 2500, pero 49 - 50 < 2500 < 50 - 51, de
modo que no hay solucién en este caso.

Por lo tanto la unica respuesta posible es n = 100.

Segunda Solucién. Sea n el nimero de equipos que participaron en el torneo.
Supongamos que A es el equipo que mds partidos gané y digamos que gané k.
Entonces kK = n—1, es decir, A derroté a todos los demds equipos. En efecto, si
un equipo Q) le hubiera ganado a A, por la condicién del problema, ) también
le habria ganado a los &k equipos que A derrotd, de modo que @ habria ganado
al menos k + 1 partidos (lo cual contradice que k es el mdximo).

Andlogamente, de los equipos restantes, el que mas partidos gand, digamos
B, debe haberle ganado a todos los equipos salvo A. Luego, C, el equipo que
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después de A y B gand mas partidos, debe haberle ganado a todos los equipos
salvo Ay B, y asi sucesivamente.

Por lo tanto, si ordenamos los equipos del que mas partidos gané al que menos,
entonces el k-ésimo equipo en la lista gané n — k partidos. Concluimos como
en la primer solucién.

Soluciéon del problema 5. Como O es centro de B se tiene CO = OD vy
entonces ZDCO = ZCDQO, y como CGDO es ciclico, ZCGO = ZCDO =
/ZDCO = ZDGO, por tanto GO es bisectriz de ZCGD.

Como C A es tangente a B tenemos que ZACO = 90°, por tanto, ZAFO = 90°
(esto se sigue de que AO es didmetro de A o de que ACOF es ciclico). Entonces
OF es mediatriz de EB lo cual implica EF = FB.

Luego, como C A es tangente a By CB es tangente a A tenemos que ZACE =
/CBE=ay /BCF =/CAF = 3, entonces /CEF = ZACE+ /FAC =
a+p=/LCBF + /Z/BCF = ZCFE por tanto EC = CF.

También, CADF es ciclico, entonces Z/DAF = /DCF = v, ZCDF =
JCAF = By ZCOD = 180° — Z/DAC, y como CBDE también es cicli-
co, obtenemos /DBE = Z/DCFE = 6.

Por criterio AAA, los tridngulos CAE y BCF son semejantes, entonces é—g =
% = é—g = %.Tomando la potencia de E con respecto a A obtenemos
AE-EF:C’E-EG:>é—gz%,yentonces %:%é%:%:1:>
EG =CF.

En el tridngulo ABC tenemos 180° = /CAB + /ABC + /BCA =03+ a+
(B+ v+ 6+ «), entonces ZCOD = 180° — LDAC = 180° — (LCAF +



Soluciones de los Concursos Nacionales 61

ZFAD) =180°— (8+7) = 2a+ 3+86; y por otro lado ZCOD =2/CBD =
2(£LCBE+ ZEBD) = 2(ac+0), entonces 2a+ 3+ 0 =2a+20 = f=0. =
/CDF = /DCE = FD | CG.

Ahora, como F'D y CG son paralelas, DFCG es un trapecio isdsceles (ya
que también es ciclico) y entonces tenemos que GD = CF y también que
% = % = HD = HF = HG = HC y entonces los tridngulos CHG vy
FHD son isésceles. Ademds, como GE = EC entonces HE es mediatriz de
GC, y por ser FDGC trapecio isésceles, HE también es mediatriz de F'D.
Por dltimo, como GD = CF = EG el tridngulo EGD es isésceles, y como GO
es bisectriz de ZEGD, entonces GO también es mediatriz de D, por tanto,
la interseccion de GO y de E'H es el circuncentro del tridngulo DEF.

Solucion del problema 6. Veamos primero que un recorrido no puede cambiar
de direccién en cada uno de los puntos de una linea de la cuadricula. En efecto,
cada vez que el recorrido llega a la linea en cuestién, al cambiar de direccién
pasa por otro punto de dicha linea antes de cambiar nuevamente de direccién
y abandonar la linea. De este modo, suponiendo que cambiara de direccién en
cada punto de la linea, estos puntos estarian agrupados por pares, lo cual es
imposible dado que son 2005 puntos.

CTITITITLT]

Este argumento requiere una pequefia modificacién para la linea en la que inicia
el recorrido (es decir, la linea que contiene el primer segmento del recorrido). En
ese caso, el punto inicial estd apareado con el segundo punto del recorrido y el
argumento aplica a los puntos restantes. De hecho, en esta linea hay al menos
dos puntos en los que no se cambia de direccién: el que da el argumento vy el
punto inicial del recorrido.

Por lo tanto hay al menos 2006 puntos en los que no se cambia de direccidn,
de donde hay a lo mds 20052 — 2006 puntos en los que si.

Sélo falta encontrar un recorrido con 2005% — 2006 cambios de direccién. El
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ejemplo con 20052 — 2006 cambios de direccién lo construimos en forma similar
al recorrido siguiente en una cuadricula de 10 x 10. Como 10 y 2004 tienen igual
paridad, en cada linea vertical seguird habiendo un vértice donde no hay cambio
de direccién, y uno al final que no se utiliza.

Segunda Solucién. Sea R un recorrido con el mdximo ndmero de cambios de
direccién posible, sin pérdida de generalidad podemos suponer que comenzé con
un segmento vertical. Pintemos las lineas horizontales de la cuadricula de negro
y blanco alternadamente, comenzando con negro. Entonces cada vértice de la
cuadricula es o bien blanco o bien negro.

Para el recorrido R podemos hacer una lista L(R) de los colores de los vértices
que se van recorriendo, por ejemplo: BBNNBN NN B (donde B es Blanco, y
N es Negro).

Observemos que R tiene un cambio de direccién en un vértice si y sélo si los
vértices adyacentes a él en R son de distinto color.

Separemos L(R) en dos listas: Li(R) formada por las posiciones impares de
L(R),y Ly(R) formada por las posiciones pares de L(R). Entonces el nimero
de cambios de direccién de R es la suma de los cambios de color de L;(R) y
de La(R), y ademds por la forma en que coloreamos, alguna de las dos listas
comienza con B, sin pérdida de generalidad suponemos que es L1 (R).

Sea ¢ el nimero de cambios de color en Li(R) y sea j el nimero de cambios
de direccién en Lo(R), entonces el nimero de B's en Li(R) es al menos £t

y en Ly(R) es al menos %, por tanto el nimero de B's en L(R) es al menos
i+j+1 2004-2005
2

, entonces como es el nimero de B's en toda la cuadricula,
Z+]2+1 < 200422005 = Z+] < 2004 - 2005 — 1.

Solucién del problema 7. Primero veamos que OQAR es un cuadrildtero
ciclico. Como ORBP y OPCQ son ciclicos, tenemos que ZROP = 180°— /B,
ZQOP =180°—~/C. Luego, ZROQ = 360°— /ROP—/QOP = /B+/C =
180° — ZA, y por lo tanto OQAR es ciclico.
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A

Veamos ahora que ZP = ZA.

Como ORBP es ciclico, Z/OPR = ZOBR = ZOAB, y como OPCQ es
ciclico, ZOPQ = £20CQ = ZOAQ. Luego, /P = ZOPR + Z0PQ =
/0OAB + Z0AQ = ZA. Andlogamente, /QQ = /By /R = ZC. Por lo
que PQR y ABC son semejantes.

Como OQAR es ciclico tenemos que ZOQR = ZOAR = 90° — ZC', y como
/PRQ = ZC, QO es perpendicular a RP. Andlogamente, RO es perpendicu-
lar a PQ), por lo que O es el ortocentro del tridngulo PQR.

Notemos que los radios de las circunferencias circunscritas a BPO y COP son
iguales, ya que dichas circunferencias tienen como cuerda comin a PO y se
tiene que ZOBP = ZOCP. De igual manera, las circunferencias circunscritas
a los tridngulos BPO y PQR tienen el mismo radio, ya que estas ultimas tienen
la cuerda PR en comun y los angulos ZRBP y ZPQR son iguales.

Otra manera de resolver (ii) es usando la ley de los senos generalizada. La cir-
cunferencia circunscrita a BPO cumple que el doble de su radio es ser&% y
el doble del radio de la que circunscribe a COP es %. Pero OB = OC
y sen ZOPB = sen ZOPC, por ser dngulos suplementarios. El doble del radio
de la circunferencia circunscrita a PQR estd dado por senIZ];QR = senIZ];zBP
que es igual al doble del radio de la circunferencia circunscrita a BPO.

Solucién del problema 8. (i) Sea C' una cuadricula 2n-balanceada. Construya-
mos primero dos cuadriculas idénticas A y B poniendo en cada casilla la mitad
del ndmero correspondiente en C. Observemos que A+ B = (', y ademds, tanto
en A como en B, nimeros escritos en casillas que comparten un lado tienen
diferencia menor o igual que n. Sin embargo, los nimeros de A y B pueden
no ser enteros. Para corregir esto, ajustemos A redondeando sus nimeros ha-
cia abajo, y ajustemos B redondeando sus nimeros hacia arriba. A + B sigue
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siendo C. La diferencia de dos nimeros en casillas que comparten lado en A
pudo haber aumentado, por culpa del ajuste, maximo en % Pero después del
ajuste la diferencia es un nimero entero. Si este entero fuera mayor o igual que
n + 1, antes del ajuste la diferencia era mayor o igual que n + % lo cual es
una contradiccién. Esto muestra que A es n-balanceada. Andlogamente, B es
n-balanceada.

(ii) Sea D una cuadricula 3n-balanceada. Construyamos tres cuadriculas idén-
ticas A, B y C poniendo en cada casilla la tercera parte del niimero corres-
pondiente en D. Entonces A+ B+ C = D, yen A, By C niimeros escritos
en casillas que comparten un lado tienen diferencia menor o igual que n. Para
hacer el ajuste, nos fijamos en el residuo médulo 3 de un ndmero escrito en D.
Si este residuo es cero, no hay nada que hacer (ya tenemos niimeros enteros en
A, By C). Siel residuo es 1, redondeamos los niimeros correspondientes hacia
abajo en Ay By hacia arriba en C'. Si el residuo es 2, redondeamos hacia abajo
en Ay hacia arriba en By C. Es claro que A+ B + C sigue siendo D. Ademas,
en A, B y C, la diferencia entre nimeros escritos en casillas que comparten
lado pudo haber aumentado, por culpa del ajuste, maximo en % (por ejemplo,
en B, un nimero de la forma b+ % con b entero, cambia a b, y uno de la forma
b+ % cambia a b+ 1, de forma que el ajuste aumenta o disminuye el valor de
un nimero de B en a lo mds %) Pero después del ajuste la diferencia es un
nimero entero. Si este nimero fuera mayor o igual que n + 1, antes del ajuste
la diferencia era mayor o igual que n + % lo cual es una contradiccién. Esto

muestra que A, B y C son n-balanceadas.

Solucién del problema 9. Si a es positivo, pongamos z = a y y = —1. Con
estos valores, para toda m impar se tiene que a + zy” = 0, y por lo tanto
todos los términos impares de la sucesién son enteros. Para poder tomar z = a
necesitamos que a y b sean primos relativos.

Si a es negativo, pongamos z = —a y y = 1. En este caso todos los términos de
la sucesién son enteros (y también es necesario que a y b sean primos relativos).
Ahora supongamos que a y b no son primos relativos y sea p un primo que divide
a ambos. Tomemos un entero positivo k tal que b* divide a a + zy*. Como p
divide a b*, p divide a a + zy*, y como divide a a, divide zy*. Pero como z es
primo relativo con b, p divide a y*, y por lo tanto divide a y. Sea M la méxima
potencia de p que divide a a. b no puede dividir a @ + zy™ para ningun valor
n > M porque p" divide tanto a " como a xy", pero no divide a a.

Por lo tanto, la respuesta es /as parejas tales que a y b son primos relativos.

Solucién del problema 10. Para n < 3, ninguna reordenacidn tiene una terna
aritmética. Para n = 3, la lista 2,1, 3, cumple.
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Vamos a construir un ejemplo para n utilizando los ejemplos para los valores
anteriores. De un lado de la lista pondremos los niimeros pares entre 1y n, y del
otro, los impares. Si son j nlimeros pares, para ordenarlos utilizamos el ejemplo
para j simplemente multiplicando sus nimeros por 2. Si son k ndmeros impares,
para ordenarlos utilizamos el ejemplo para k& multiplicando sus nlimeros por 2 y
restdndoles 1. De esta forma obtenemos una reordenacién de los nimeros del 1
al n. Si en la parte par, 2a, 2b y 2c¢ son una terna aritmética, entonces a, by ¢
lo eran en el ejemplo para j. Si en la parte impar 2a — 1, 2b—1y 2¢— 1 son una
terna aritmética, a, b y ¢ lo eran en el ejemplo para k. Si tomamos un término
de la parte par y otro de la parte impar, su suma es impar, y no hay un tercero
en medio de ellos cuyo doble sea esta suma. Esto muestra que la ordenacién
que conseguimos no tiene ternas aritméticas.

Solucion del problema 11. Tomemos una de las colecciones que queremos
contar. No puede ser una coleccién vacia, porque una coleccién de una sola
carta no es completa (N > 1).

Fijémonos en los colores que aparecen: no pueden estar todos. Supongamos que
faltan dos, digamos A y B. Tomemos una figura F y un niimero n de los que sf
aparecen. La carta de color A, figura F y nimero n no estd en nuestra coleccién.
Sin embargo, al afiadirla, la coleccién no se vuelve completa (pues no estamos
agregando figuras nuevas ni nimeros nuevos, y aunque estamos agregando el
color A, ain falta que aparezca el color B), en contradiccién con la carac-
teristica de las colecciones que queremos contar. Entonces falta Ginicamente un
color. Andlogamente, aparecen todas salvo una de las figuras y todas salvo uno
de los nimeros.

Es claro ademas que en la coleccién estan todas las cartas que usan estos co-
lores, estas figuras y estos nimeros (de lo contrario, al afiadir una de éstas, la
coleccién no se volveria completa).

Reciprocamente, todas las colecciones que se construyen eligiendo N —1 nimeros,
y poniendo en la coleccién todas las cartas que resultan de combinar estos colo-
res con estas figuras y estos niimeros, son colecciones incompletas que se vuelven
completas si se anade cualquier otra carta de la baraja.

Por lo tanto, la respuesta es N* (elegir N — 1 colores, por ejemplo, equivale a
elegir el color que no va a aparecer, y hay N formas de hacer esto).

Solucién del problema 12. Sean Q y R las intersecciones de [ con AB vy
C A respectivamente. Sean K y N los puntos donde BG y CF cortan a AD,
respectivamente.

Seaa=/BAD = /DAC. Comoly AD son paralelas, tenemos que ZARQ =
/DAC = «, y entonces el tridngulo AQR es isésceles con AQ = AR. También,
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por ser [ y AD paralelas, tenemos que ZADB + Z/REC = 180°, ZADB =
/QEBy /ERC = ZBAD = Z/BQFE = «.

Por otro lado, como BD = EC, se tiene que BE = CD. Sea E' sobre la
prolongacién de AD (con D entre Ay E') y tal que DE’ = ER. Por el
criterio LAL, los tridngulos BDE' y CER son congruentes, lo que implica
que ZBE'D = ZCRE = «, y entonces el tridngulo ABE' es isésceles, con
BE'" = AB, pero BE' = CR (por la congruencia) y entonces AB = CR.
Tenemos también que, BQ = BA+ AQ = RC + AR = AC'. Ahora, del hecho
de que ACRP ~ ACAN y ABAK ~ ABQP, obtenemos:

AK_BA_RC’_RP:>AK_PQ
QP BQ AC AN =~ RP AN’

y del hecho de que AAFN ~ AQFPy ARGP ~ ANAGK, obtenemos:

GK _AK _PQ _FP _GP+PK FN+NP _PK _PN
GP RP AN FN GP~  FN GP ~ FN’

y finalmente:

AR PK PN AQ

E_ﬁ_ﬁ—ﬁ:>RG:AF:>BF:AB—AF:C’R—RG:CG,

que es lo que queriamos probar.

El/

Otra manera de probar que AB = RC es usando la ley de senos en los tridngulos
ABD vy REC:

AB BD EC RC

sen ZADB - sen ZBAD - sen ZERC - sen ZREC = AB = RC.
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Otra manera es utilizando la semejanza de los tridngulos CRE y CAD:
RC EC BD AB
AC ~ DC DC AC’

donde la dltima igualdad se sigue por el Teorema de la Bisectriz.

Solucién del problema 13. Dividimos en casos.

(1) Si a =1y n es pariente de ab, entonces la tnica posibilidad es n = 1b, y
claramente 1b divide a 1b.

(2) Si a = 2. Como 2b debe dividir a 110 y a 2b divide a 2b, entonces 2b divide a
11b—2b = 90. Los divisores de 90 = 2-3%-5son 1,2, 3,5,6,9,10, 15,18, 30, 45
y 90. Como 20 < 2b = 20 + b < 29, no hay soluciones en este caso.

(3) Si a > 3. Como ab debe dividir a (a — 3)21b y a (a — 3)12b, entonces ab
divide a (@ — 3)21b — (a — 3)12b = 90. Luego, las lnicas posibilidades para ab
son 30, 45 y 90, ya que ab > 30.

Veamos que 30, 45 y 90 dividen a todos sus parientes.

Si n es pariente de 30, entonces n = A0 donde A es un nimero cuya suma de
digitos es 3. Luego, n es miiltiplo de 10 y de 3, y por lo tanto también de 30.
Si n es pariente de 45, entonces n = A5 donde A es un nimero cuya suma de
digitos es 4. Luego, la suma de los digitos de n es 9 y por lo tanto n es miltiplo
de 9. Como n claramente es miiltiplo de 5, se sigue que n es miltiplo de 45.
Si n es pariente de 90, entonces n = A0 donde A es un ndmero cuya suma de
digitos es 9. Luego, n es miltiplo de 9 y de 10, y por lo tanto de 90.

Concluimos que los tnicos enteros de dos digitos que dividen a todos sus pa-
rientes son: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 30, 45 y 90.

Segunda Solucidén. Dividimos en dos casos.

(1) a = 1. Este caso es como en la primer solucién.

(2) a > 2. Como ab debe dividir a 1(a — 1)b y claramente ab divide a ab,
entonces ab divide a 1(a — 1)b — ab = 90. Y terminamos como en la primer
solucién.

Solucién del problema 14. Como M es el circuncentro del tridngulo ABC,
el tridngulo AMC' es isésceles, por lo que ZMAC = ZMCA = 3, donde
/ZAMB = «. En el cuadrildtero ABM D, sus dngulos en Ay en M son rectos,
entonces es ciclico y BD es un didmetro de su circunferencia circunscrita. Como
BE es perpendicular a BD, se tiene que BE es tangente a esta circunferencia
en el punto B. Se sigue que ZEBA = Z/BMA = o. Como EM es la mediatriz
de AB (es paralela a C'A 'y pasa por el punto medio de BC'), tenemos que los
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tridngulos EAM y EBM son congruentes.

Si el tridngulo EBM es semejante al tridngulo AMC, entonces ZEBM =
ZAMC y de aqui se obtiene la igualdad o + 90° — § = 180° — «, lo cual
implica que a = 60°. Por lo tanto, el tridngulo ABM es equildtero.

Por otro lado, si el tridngulo ABM es equildtero entonces ZEBA = 60° y el
tridngulo EBM es isésceles y semejante al tridngulo AMC.

Segunda Solucioén. El cuadrildtero ABM D es ciclico (ya que sus dngulos en
A'y M son rectos) y estd inscrito en una circunferencia de didmetro BD.
Como ME es paralelaa AC y M es punto medio de BC, se tiene que M E es
mediatriz de AB.

Los tridngulo MCA, ABM y BAFE son isésceles, los dos primeros por ser M
el circuncento del triangulo ABC'y el tercero por ser M E mediatriz de AB.
Como EB es perpendicular a BD, se tiene que EB es tangente al circuncirculo
de ABMD.

El dngulo semi-inscrito ZABE es igual al inscrito ZAM B, ya que abren el
mismo arco. Sean « = LZABE = /AMBy = ZBFA.
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C
M
a\/
D
A ~/ B
B
E

Como ME y AC son paralelas, ZMAC = ZAME.

Los triangulos AEM y M C A son semejantes si y sélosi ZAME = /MFEA si
y sélo si a = (3.

Si los tridngulos AEM y MC A son semejantes, entonces o = 3y como 2« +
B = 180° (angulos en ABFE) se tiene que a = 60°. Luego, el tridngulo ABM
es equildtero y ZABC = 60°.

Si ZABC = 60°, entonces el triangulo ABM es equildtero, por lo que o = 60°
y como 2« + 3 = 180°, tenemos que 3 = 60° = «.

Solucion del problema 15. Contemos, equivalentemente, la cantidad de cami-
nos que visitan cada casilla de la cuadricula exactamente una vez y en los que
cada paso es a una casilla adyacente.

Contemos primero cudntos de estos caminos empiezan en la casilla de la esquina
superior izquierda de la cuadricula. Llamemos a,, a esta cantidad. Por simetria,
hay a,, caminos que empiezan en cada una de las otras esquinas.

Supongamos que el primer paso de uno de dichos caminos es hacia la derecha.
Entonces el camino contindia hacia la derecha hasta llegar a la orilla de la
cuadricula. En efecto, un paso hacia abajo divide a la cuadricula en dos partes;
la porcidn final del camino no puede visitar ambas partes. Es claro entonces que
hay una sola forma de completar el camino. Si el primer paso es hacia abajo, en
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cambio, el siguiente es hacia la derecha y el camino puede completarse de a,,_1
formas.

Por lo tanto, a, = a,—1 + 1 y como as = 2, se sigue que a,, = n.

Ahora contemos cudntos caminos empiezan en la casilla superior de la j-ésima
columna, con 1 < j < n. Si el primer paso es hacia la derecha, entonces el
camino continda hacia la derecha hasta llegar a la orilla de la cuadricula (de
nuevo, un paso hacia abajo divide a la cuadricula en dos partes; la porcién final
del camino no puede visitar ambas), luego baja y regresa hasta llegar a la casilla
inferior de la j-ésima columna. El camino puede completarse de a;_1 = j — 1
formas. Andlogamente, si el primer paso es hacia la izquierda, el camino puede
completarse de a,,—; = n — j formas. En total, son (j — 1)+ (n—j) =n—1
caminos. Por lo tanto, la respuesta es:

n—1
An+2> (n—1)=4n+2(n—2)(n—1)=2n"—2n+4.
j=2

Segunda Solucién. Pintemos la cuadricula como tablero de ajedrez de blanco
y negro. Supongamos que el 1 estd en una casilla blanca. Entonces, el 2 tiene
que estar en una casilla negra, y asi cada niimero par estara en una casilla negra.
En particular, el 2n estard en una casilla negra. Dividimos en dos casos.

(i) Numeremos las columnas de izquierda a derecha del 1 al n y supongamos
que el 1 y el 2n estdn en la columna ¢ con 1 < i < n. Supongamos que el 2
estd a la izquierda del 1. Entonces, todos los niimeros del 3 al 2 — 1 estardn
también a la izquierda de la columna 4, y por lo tanto el nimero 2¢ tendrad que
quedar a la derecha de la columna 4, lo cual no puede suceder. Por lo tanto, si
el 1y el 2n estan en la misma columna, necesariamente deberan estar en las
columnas 1 o n. Luego, en este caso sélo hay 4 formas de colocar al 1y al 2n,
y es facil ver que en cada una de estas 4 formas sélo hay una manera de colocar
al resto de los niimeros.

(ii) Supongamos ahora que el 1y el 2n no estan en la misma columna. Dividimos
en dos subcasos.

(a) Si el 1 estd en una esquina y el 2n estd en la columna 4, entonces es ficil
ver que el 2 tiene que estar en la misma columna del 1. Luego, si consideramos
ahora la cuadricula que se obtiene quitando esta columna, entonces el 3 esta en
una esquina de esta nueva cuadricula y andlogamente, el 4 tiene que estar en la
misma columna del 3. Continuando de esta forma, tenemos una Unica manera
de acomodar a los nimeros entre 1y 2i — 2. Ahora, como el 2¢ — 1 debe estar
en la misma columna del 2n, completamos la cuadricula como en el caso (i),
tomando el 2¢ — 1 como si fuera el 1. Por lo tanto, sélo hay una tinica manera
de llenar la cuadricula en este subcaso, como se muestra en la siguiente figura.
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o aa s e .

(b) Supongamos que el 1 esta en la columna j y que el 2n estd en la columna 4
con 1 < j < i < n. Entonces, es facil ver que los nimeros 2,3, ..., j tienen que
estar en las columnas j — 1,5 — 2,...,1, respectivamente, dejando como Unica
posibilidad que los nimeros desde j + 1 hasta 25 4+ 1 estén en la misma fila.
Luego, el 25 + 1 estd en la columna j + 1 y ahora completamos la cuadricula
como en el subcaso (a), tomando el 25+ 1 como si fuera el 1. Por lo tanto, sélo
hay una tnica manera de llenar la cuadricula en este subcaso, como se muestra
en la siguiente figura.

= n'a'N == a

Luego, en el caso (i) hay 4 formas de llenar la cuadricula. Y en el caso (ii), hay
2n(n — 1) formas de llenar la cuadricula, ya que hay 2n maneras de colocar el
1y como la casilla del 2n tiene distinto color que la del 1, entonces hay n — 1
maneras de colocar el 2n. Por lo tanto, hay 2n(n — 1) +4 = 2n? — 2n + 4
formas de llenar la cuadricula.

Solucién del problema 16. Llamemos construibles a dichos niimeros n. Tome-
mos un n construible y fijmonos en los cuadritos marcados con X.

En total tenemos n de estos cuadritos. Si consideramos un cuadrado de los que
no se salen de la figura, éste puede cubrir a lo mas un cuadrito de los marcados
con X. Como sélo tenemos n cuadrados para cubrir la figura, concluimos que
cada cuadrado ocupard uno y sélo uno de estos cuadritos (de los marcados con
X).
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Ahora nos fijamos en el cuadrito marcado con Y. El cuadrado que lo cubra,
deberd también cubrir a un cuadrito marcado con X, y por lo tanto, este cuadrito
marcado con X tiene que estar a la mitad de la escalera. Luego, n es impar (ver
figura).

[y

n—

Este cuadrado separa a la escalera original en dos escaleras, cada una de
escalones. Por lo tanto, "T_l es construible. Continuando de esta forma,
n—1

. nol_y _ : , :
es impar y —25— = "Tg es construible, y asi sucesivamente hasta llegar al

1 que es el menor construible. Ademas, si m es construible entonces también
lo es 2m + 1. Entonces concluimos que todos los nimeros construibles son:
1,3,7,15,. .., es decir son todos los niimeros de la forma 2% — 1 para k > 1.

| Do)

n—1
2

Solucién del problema 17. Sea H el punto de interseccién de las alturas del
tridngulo ABC. Dado que AD es didmetro de la circunferencia, tenemos que
/DMA =/DNA =90°. De aqui tenemos que DN es paraleloa BEy DM
es paralelo a C'F, lo que a su vez implica que g—f] = 1’3—% = ;,4—]\12, es decir,
MN es paralelo a F'E. Sea L el punto donde F'D intersecta a M N. Como
el cuadrildtero AFDC' es ciclico entonces /M FL = ZACD; también, como
BFEC es ciclico tenemos que ZAFE = /ZECB,y como MN es paralela a
FE tenemos que /ZFML = ZAFE. Hemos probado que /ZMFL = /FML,
y como el tridngulo F'M D es rectangulo entonces L es el punto medio de F'D.
Dado que F'E es paralelo a M N entonces 8—% = % = 1, es decir, @ es el

punto medio de PD.
A
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Segunda Solucidon. Al reflejar el pie de la altura D sobre los lados AB vy
AC obtenemos los puntos S y T, respectivamente. Sea H el ortocentro del
tridngulo ABC. Como MF es la mediatriz del segmento SD, tenemos que
ZSFM = ZDFM; ademds, como el cuadrilditero BFH D es ciclico, tenemos
que ZDFB = ZDHB. A su vez, tenemos que ZDHB = ZAHE = ZAFE
(esta dltima igualdad se sigue de que el cuadrildtero AFHE es ciclico), de aqui
se sigue que S, F' y E son colineales. Andlogamente se prueba que T, F y F
son colineales y obtenemos que S, F, E y T son colineales. Como M y N son
los puntos medios de los segmentos SD y T'D, tenemos que M N es paralelo a

ST. Como % = % = 1 se concluye que () es punto medio de PD.

Tercera Solucion. Sean S y R los puntos donde F'D y F'C intersectan a
M N, respectivamente. Probaremos que FM DR es un rectangulo y de aqui
se seguird que S es el punto medio de F'D. Para esto, como el cuadrildtero
AMDN es ciclico entonces /ZMAD = ZMND. Ademas, como /MAD =
/FCB tenemos que el cuadrilitero DRNC es ciclico. Se sigue que ZDRC =
ZDNC = 90° y entonces FM DR es un rectdngulo (tiene tres dngulos rectos
y por tanto el cuarto también). Sea T el punto donde ED intersecta a M N.
Andlogamente se prueba que T es el punto medio de £D. Concluimos entonces
que ST es paralela a FE. Como g—g = % = 1 se sigue que ) es el punto
medio de PD.
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Solucién del problema 18. Sea n la suma de los digitos del entero positivo A.
Si 1,2, ...,8 se obtienen como suma de digitos de A, entonces n > 8. Sin =8
no hay nada que hacer. Supongamos que n > 9.

(1) Veamos que el 9 se puede escribir como suma de digitos de A.

Si 9 es un digito de A, entonces se puede escribir el 9.

Si algin 1, de entre los digitos de A, no se utilizé en la escritura del 8, sumando
a estos digitos el 1, obtenemos 9.

Si todos los unos que aparecen como digitos de A se utilizaron en la escritura
del 8, sea j el menor de los digitos del nimero A que no se utilizé en dicha
escritura. Entonces en ésta se utilizan todos los digitos de la escritura de j — 1,
(en efecto, la expresién de j — 1 como suma de digitos de A utiliza digitos
menores que j y cada uno de ellos debe aparecer en la escritura del 8, ya que
Jj es el menor de los que no aparecen en la escritura del 8). Ahora sustituimos
estos por j y obtenemos 9.

(77) Veamos ahora que si m (9 < m < n), es un entero positivo que se puede
escribir como suma de digitos de A, entonces m + 1 también.

Si un 1, de entre los digitos de A, no se utilizé en dicha suma, agregamos 1y
obtenemos m + 1.

Si todos los unos que aparecen como digitos de A, se utilizaron en la escritura
del m, sea j el menor de los digitos del nimero A que no se utilizé en dicha
escritura. Entonces, en la escritura del m, se utilizaron todos los digitos de la
escritura de j — 1. Sustituyendo estos por j, obtenemos m + 1.

Luego, (i) y (ii) garantizan que cada uno de los ndmeros 1,2,...,n, es suma
de digitos de A.
El nimero A = 1249 no es surtido y cumple que 1,2, ..., 7 son sumas de digitos

de A.



Capitulo 4

Soluciones de las Olimpiadas
Internacionales

4.1. XVIII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico

Solucién del problema 1. (Solucién de Pablo Soberén). Sia; = as =--- = a,
y i, a; =k, entonces a; = % y |a; — %| = |2l§;”| paracadai=1,2,...,n.
Si n es par, podemos elegir k tal que 2k = n y entonces f(n) = 0 en este caso.
Si n es impar, sea k tal que 2k — n = 1. Entonces, |a; — 3| = 5~ para cada
i=1,2,...,n, de modo que f(n) < 5-. Veamos en este caso que f(n) = 5.
Consideremos la suma ay + as + --- + a, = k’. Tenemos que (a3 — %) +
(a2 —3)+ -+ (an—3) =K — 2 = m+  donde m es un entero. Como
(a1 —3)+ (a2 — %)+ -+ (an — 3)| = |m + %| > 3, se sigue que alguno de

1
a] — % as — %, ceey Ay — % tiene un valor absoluto de al menos 2 = % Luego,
1

hemos encontrado un i con |a; — %\ > % Por lo tanto, f(n) = 5 si n es impar
y f(n) =0 sin es par.

Solucién del problema 2. Haremos la prueba por induccién, utilizando la igual-
dad 72 =7 + 1.

Sin =1, entonces 1 = 79. Supongamos que n — 1 se puede escribir como una
suma finita de potencias enteras de 7, digamos:

k
n—1= Z a;Tr, (4.1)

i=—k
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donde a; € {0,1} y n > 2. Escribiremos (4.1) como:
n—1=ua---ajap.a_1a_9- - a_p. (4.2)

Por ejemplo, 1 =1.0=0.11 =0.1011 = 0.101011.

Primero demostraremos que podemos asumir en (4.2) que a;a;+1 = 0 para todo
icon —k < i < k—1. En efecto, si aparecen varios 11, entonces tomamos el que
estd mas a la izquierda. Ya que podemos asumir que hay un cero antes de él,
podemos reemplazar 011 por 100 usando la identidad 7+! 4+ 7* = 7+2_ Conti-
nuando de esta forma, si es necesario, habremos eliminado todas las ocurrencias
de dos unos seguidos. Tenemos entonces la representacion:

k
n—1= Z biT", (4.3)

i=—k

donde b; € {0,1} y bibiy1 = 0.

Si bp = 0 en (4.3), entonces sélo sumamos 1 = 7
terminamos.

Supongamos ahora que hay un 1 en la posicién de las unidades, es decir by = 1.
Si hay dos ceros a la derecha de by, es decir, sin—1=---1.00---, podemos
reemplazar 1- 00 con 0.11 ya que 1 = 7! + 772, y terminamos nuevamente ya
que tenemos 0 en la posicién de las unidades. Podemos asumir entonces que:

0 en ambos lados de (4.3) y

n—1=---1.010--- .
Otra vez, si tenemos n—1 =---1.0100-- -, podemos reescribirlo como:
n—1=---1.0100---=---1.0011--- = ---0.1111 - - -

y obtenemos 0 en la posicién de las unidades. Por lo tanto, podemos asumir
que:
n—1=---1.01010--- .

Como el nimero de unos es finito, eventualmente obtendremos un 100 al final,
es decir:
n—1=---1.01010--- 100.

Entonces podemos mover todos los unos a la derecha para obtener O en la
posicién de las unidades, es decir:

n—1=---0.11---11,

y terminamos.
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Solucién del problema 3. (Solucién de Joshua Herndndez). Las formas de
2
acomodar las damas como se pide es r = (7;) — p. Tenemos que:

2(p2—1)(p?—2)--(p%—(p—1 2_1)(p%2—=2)---(p?—(p—1))—(p—1)!
r— @D p!) ®*=(p ))_p:p<(p )@ )(;Iil)!(p )= ))_

@*=1E*=2)-E’~(p-1)-r-1! _ (
(p—1)!

Como p* y (p — 1)! son primos entre si, lo que queremos es equivalente a

P?—=1)P*—=2)---p*—(p—1)) — (p—1)! =0 (mod p*). Sea P la expresién

del lado izquierdo. Desarrollando, tenemos que:

P = p2(P—1) + 3p_2p2(17—2) NI 82])4 + (Q”:_ll)' 4 (p:zl)! 4+t _(IE;_I)1!)> p2,

donde s;,_o,..., 52 son enteros.

Luego, P = 0 (mod p*) si y sélo si p?(p—1)! (% +i+ ﬁ) =0 (mod p*)

Basta demostrar entonces que mod p?).

si y sélo si el numerador de % + % + e+ es miltiplo de p?. Como

p—1
1,1, o 1 _iywl 1, 1)y _1yel_p _ pye-l 1
Tttt = 2 i (z + p—i) = 321 o) — 5 2l )
-1 e
entonces basta demostrar que el numerador de > 7~] m es multiplo de p.

Veamos primero que si a y b son enteros primos relativos con n (n entero po-
sitivo), el numerador de £ + % es divisible entre n si y sélo si ca™! + db~!
es divisible entre n, donde a~!' y b~! son los respectivos inversos de a y b
médulo n (recuerde que k es un inverso de k' médulo n si kk' = 1 (mod n)).
En efecto, tenemos que ¢ + % = % y bc + ad = 0 (mod n) si y sélo si
a~ b1 (bc + ad) = 0 (mod n) siy sélo si ca™! + db~! = 0 (mod n).
Regresando a la solucién del problema, debemos probar entonces que (1(p —
D) '+(2(p—2) " +---+((p—1)1)"! = 0 (mod p). Como p—i = —i (mod p),
basta probar que (—12)7! 4+ (—=22)"1 +. ..+ (—=(p—1)?)"! = 0 (mod p). Como
)+ (=27 e+ (- D)) T = (P @72 4+ (-
1)71)?), y paracada i € {1,2,...,p — 1} existe un dnico j € {1,2,...,p— 1}
tal que ij = 1 (mod p), tenemos que:

A+ 4 (D)) = P24t (1)
—Dp2p—1
(p )p6( L= 1 _ ) (mod p),
ya que % es entero si p es un primo mayor o igual que 5.

Solucion del problema 4. Sea S el punto de tangencia de las circunferencias O
y O1 y sea T el punto de interseccién, distinto de .S, de la circunferencia O con
la recta SP. Sea X el punto de tangencia de [ con O; y sea M el punto medio
del segmento X P. Como LTBP = ZASP, el tridngulo TBP es semejante
al tridngulo ASP. Luego, % = ,Ii—g‘. Como la recta [ es tangente a O en
X, tenemos que ZSPX =90° — ZXSP = 90° — LAPM = ZPAM, lo que
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implica que el tridngulo PAM es semejante al tridngulo SPX. En consecuencia,

XS _ MP _ XP XP _ MA : .
XP = MA =iy Ps = Pa- Se sigue entonces que:

XS PT _ XP PA_ XP MA_1 )
XP PB 2MA PS 2MA XP 2 '
Sea A’ el punto de interseccién de O con la mediatriz de la cuerda BC de
tal manera que A y A’ estdn del mismo lado de la recta BC' y sea N el
punto de interseccién de las rectas A’Q y CT. Como ZNCQ = /TCB =
/TCA = /TBA = /TBPy /CAQ = €448 = £8AD — /pAM =
/SPX, el tridngulo NCQ es semejante al tridngulo TBP y el tridngulo CA'Q
es semejante al tridngulo SPX. Luego, 8—% = % y % = % y por lo tanto
QA" = 2QN seglin (4.4). Esto implica que N es el punto medio de QA'.
Supongamos que Oy toca al segmento AC en el punto Y. Como LACN =
LACT = /BCT = ZQCN y CY = CQ, los triangulos YCN y QCN son
congruentes, de modo que NY y AC son perpendiculares,y NY = NQ = NA'.
Por lo tanto, N es el centro de Oy y esto termina la prueba.

Solucidén del problema 5. (Solucién de Fernando Campos). Observemos pri-
mero que 5n < 12 x 20 = 240, de donde n < 48. Veamos que n = 48 se
alcanza dando una configuracién. Denotemos a los colores con los nimeros
1,2,...,12. Para los primeros 12 payasos, consideramos las quintetas de colo-
res (i (mod 12),i+1 (mod 12),i+2 (mod 12),i+3 (mod 12),7+4 (mod 12)),
1 =1,2,...,12. Es claro que dos de estas quintetas ordenadas son iguales si y
sblo si ¢ = j donde i, j son los nimeros con los que empiezan las dos quintetas.
Como la rotacién es ciclica, cada i aparece exactamente 5 veces.

Ahora hacemos (b1,b2,...,b12) = (1,3,5,7,9,11,2,4,6,8,10,12), y genera-
mos las 12 quintetas de colores:

b b

i+4 (mod 12))

parai =1,2,...,12. Andlogamente, haciendo (c1, co, ..., c12) = (1,4,7,10,2,5,8, 11,
3,6,9,12) y (dy,do,...,d12) = (1,5,9,2,6,10,3,7,11,4,8,12), podemos ha-
cer las otras 24 quintetas de colores. Por simetria, cada color se usa exactamente
5 veces. Falta demostrar que las quintetas son distintas. Las primeras doce son
distintas entre si por lo que se dijo anteriormente. De manera andloga, las
quintetas generadas con las b;'s son distintas entre si, asi como las generadas
con las ¢;'s y d;'s. Ahora, ninguna de las primeras doce quintetas puede ser
igual a una quinteta de b;'s, ¢;'s 0 d;'s, ya que las primeras tienen al menos 3
nimeros consecutivos mientras que las otras tienen 0, 1 o 2 respectivamente.
Luego, tampoco hay quintetas iguales entre las b;'s, ¢;'s y d;'s. Por lo tanto, el
mayor valor de n es 48.

<bz (mod 12)° bi—i—l (mod 12)° bi+2 (mod 12)’ Yi+3 (mod 12)°
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4.2.

VIl Olimpiada Matematica de Centroamérica y
del Caribe

Solucién del problema 1. Denotemos por U(S;) a la dltima cifra del ndmero
Sq. Claramente, U(Sp) = 1 y U(S1) = U(1 + 2006) = 7. Para calcular los
restantes U (.S;) observemos que para cualquier entero positivo k:

u(d4k + d4k+1 + d4k+2 + d4k+3) — 0’

excepto para d = 6. Para d = 6, tenemos que:

u(65k2 + 65k‘+1 + 65k+2 + 65k+3 + 65k‘+4) — 0

Explicitamente, tenemos que:

U(S2)

U(Ss)

U(S4)

U(Ss)

U(Se)

U(Sr)

U(Ss)

U(Sy)

UL+ (2422 + 23 424 ... 4 (22001 ... 92004y 4 92005 4 92006
UL +0+ - +0+2+4) =7,
UL+ (3432433 +34) 4. (32001 4 ... 4 32001y | 32005 32006]
UL +0+---+0+3+9) =3,
UL+ (4442 443 £ 48 .. (42000 4 ... 42001y | 42005 42006]
UL +0+ - +0+4+6) =1,

u[1+(5+52_1_53_1_54)_‘_“._‘_(52001_1_.”_‘_52004)_1_52005_1_52006]
UL 0+ +0+5+5) =1,
UL+ (6467 + 6% + 6" +6°) + - + (6°°" +--- 4 6°°) + 677
UL+ 0+ +0+6) =7,

14+ (7T+ 7+ 7+ 71 4o 4 (72000 . 72004y 72005 4 72006)
(1+0+---4+04+7+9) =7,
[
(
[
(

NG

UL+ (8 + 82 483 1+ 8Y) 4. 4 (82001 ... 4 g2004) 4 2005 4 g2006]
UL1+0+---+0+8+4) =3,
UL+ (9+ 92+ 95+ 94 - 4 (92001 4 ... 4 2004y 4 2005 4 2006]
UL +0+--+0+9+1)=1.

Por lo tanto:

USo+S1+ -+ 8) =UA+T+T+3+1+1+T7+7+3+1)=8.

Segunda Solucién. Sea S = Sy + 51+ -+ Sy. Calculemos los residuos de S
al ser dividido entre 2 y 5. Es facil ver que cada .S; es impar, de modo que S es
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par, es decir, S = 0 (mod 2). Ahora, como cada S; aporta un 1 a lasuma S'y
S5 —1=0 (mod 5), tenemos que S =S5 —10=(Sy — 1)+ (S1 — 1) + (S2 —
D4+ (Sg—1)=(S1—-1)4+(S2—1)+---+(Sg—1)=(S1 — 1)+ (S2 —
1)+(53—1)—|—(S4—1)+(Sﬁ—1)+(S7—1)+(58—1)+(59—1) (mod 5).
Ahora, como " = (i + 5)" (mod 5) para cualquier entero i y cualquier entero
positivo n, tenemos que S; = S;y5 (mod 5) para i = 1,2,3,4. Entonces,
S=2((51—-1)+(S2—1)+ (S5 — 1)+ (S4 — 1)) (mod 5). Por otro lado,
tenemos que:

2006
(S1=1)+(Sa— 1)+ (S5 — 1)+ (Sa—1) =Y (1" +2"+3"+4").

n=1
Ademds, por el pequefio Teorema de Fermat tenemos que a* = 1 (mod 5) para
cada entero a primo relativo con 5, en particular para a = 1,2,3,4. Luego,
como 14+2+3+4=0 (mod5), 12422 +3%2+42 =0 (mod 5), 13 +
23 +33 4+ 4% =0 (mod 5) y 1* +2* +3* +4* = 4 (mod 5), se sigue que
[t 4ogndd 4 gntd oyt = qn 4 9 4 3" 4 4" (mod 5) para todo entero
positivo n. Entonces:

X 2004
D ("2 43" +4") = (0+0+0+4) <T> =4 (mod 5).
n=1

Luego, S = 2(4) = 3 (mod 5) y como S = 0 (mod 2), concluimos que
S = 8 (mod 10). Por lo tanto, la dltima cifra de S es 8.

Solucién del problema 2. Como los tridngulos OAB y O’ AC son isésceles,
tenemos que ZOAB =a = /0BAy Z/0'AC = 3 = Z0'CA.

Construyamos un punto E tal que AC y O'E sean paralelas. Entonces, ZACO' =
Z/CO'E = f3 por ser alternos internos, y Z/OBA = ZEO'D = « porque OB es
paralela a O'D y AB es paralela a O'E. Luego, ZOAO' = a+ = /2CO'D.
Primera forma de concluir. Como I' y IV son circunferencias de radios iguales,
tenemos que el tridngulo OAQ’ es congruente con el tridngulo CO’D y por lo
tanto CD = OO’, es decir, C'D es constante independientemente de la ubica-
cién de B.

Segunda forma de concluir. Usando la ley de los cosenos en el tridngulo
CDO', tenemos que CD = /2R? — 2R2 cos(a + 3) donde R es el radio de
I'". Es decir, C'D es constante independientemente de la ubicacién de B. (NéStese
que aqui no usamos que I' y I tienen radios iguales).
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Solucién del problema 3. Consideremos la funcién g(n) = f(f(n)) — f(n).
De la definicién de f tenemos que g(n) = [\/f(n) + %} Se trata entonces de
resolver la ecuacién:

g(n) = [mjtﬂ —k, para k>1.

Observemos lo siguiente:
1. f es estrictamente creciente.
2. g es creciente.
3. g(k?) =k.
4. g(k>+1) =k +1.

Veamos el caso k = 1.

Claramente, n = 1 es solucién de la ecuacién g(n) =1, pues f(f(1)) — f(1) =
f(2)—2=3-2=1.Ademss, g(2) = f(f(2)—f(2)=f(3)—3=5-3=2,
por lo que g(n) > 2 para n > 2. Asi, la dnica solucién es n = 1 y esto prueba
el resultado en el caso k = 1.

Supongamos entonces que k > 2, y tomamos n tal que k? — 2k +2 < n < k2.
Hay exactamente 2k — 1 de tales n. Como ¢ es creciente, tenemos que k =
g(k? —2k+2) < g(n) < g(k?) = k. Por lo tanto, g(n) = k. Hemos encontrado
2k — 1 soluciones de la ecuacién. Para demostrar que no hay mds soluciones,
observemos que m < k? — 2k + 1 implica que g(m) < g(k* =2k +1) =k — 1,
y k2 +1 < m implica que k +1 = g(k? + 1) < g(m).
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Demostraremos ahora las afirmaciones 1 a 4.

1. Sea n > 1. Entonces:

f(n+1)—f(n) =n+l+[Vo+l+i]-n-[Vn+i]=1+[Vn+1+3]-
[V +3].

Como vVn+1+ 5 >\/7+2 se tiene que [\/n—i- + ] [f—i— ] > 0. Por

lo tanto, f(n + 1) f(n) >0, es decir, f es estrictamente creciente.

2. Sean > 1. Entonces, g(n+1) —g(n) = [ fln+1)+ ] [\/ )+ ]
Como f es estrictamente creciente tenemos que v/ f(n + 1)+ 5 >/ f(n)+ 5,
y por lo tanto [ fn+1)+ ] [\/ )+ ] Por lo tanto, g es creciente.

3. Como f(k?) = k(k+1), tenemos que g(k?) = [ f(k?) + %} = [ k(k+1)+

De las desigualdades k < /k(k + 1) + 3 < k + 1, se sigue que g(k?) = k.

4. Como k? < k2 +1 < (k+1)%, y g es creciente, tenemos que k = g(k?) <
g(k?* +1) < g((k + 1)?) = k + 1. Probemos que g(k? + 1) > k. Supon-

gamos que g(k? + 1) = k. Entonces, { fk2+1)+ %} = k, de modo que
k< f(k*+1) +% < k+ 1. Luego, (k—%)z < f(R*+1) < (k+%)2_

Seglin la definicién de f, tenemos que (k: — %)2 <k2+1+ [\/k2 + 1+ %} <

2 e . .
(k:—l— %) . Estas uItlmas desigualdades se pueden reescribir como —k — % <

[\/kz +1+ %] < k — 2, de donde [\/k2 +1+ %} < k, lo que implica que
VEZ+1+1<klo cual es imposible. Por lo tanto, g(k* +1) =k + 1.

Solucién del problema 4. Tenemos que 2006 = 22 x 172 x 59%. A cada
conjunto que cumple las condiciones del enunciado y tal que la suma de sus
elementos es ese menor valor, lo llamaremos un conjunto minimo.

Primero veremos que cada conjunto minimo tiene 6 o menos elementos.
Consideremos un conjunto minimo cualquiera. Marcamos algunos de sus ele-
mentos siguiendo los siguientes pasos:

(a) Primero marcamos o bien dos elementos muiltiplos de 2, o un elemento
miiltiplo de 4 (esto tiene que existir ya que el producto es miiltiplo de 20062).
(b) Luego marcamos o bien dos elementos mudltiplos de 17, o un elemento
miiltiplo de 17? (existen por la misma razén anterior).

(c) Finalmente marcamos o bien dos elementos mltiplos de 59, o un elemento
miltiplo de 592.

i
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Notese que los elementos marcados satisfacen que su producto es miiltiplo de
20062, y no se marcaron mas de 6 elementos. Ademas, la suma de los elementos
marcados es menor o igual a la suma de todos los elementos del conjunto.
Dado que este conjunto es un conjunto minimo, necesariamente se tienen que
haber marcado todos sus elementos, por lo que el conjunto no tiene mas de 6
elementos.

Ahora veremos que ninguno de los elementos de un conjunto minimo es miltiplo
de 172.

Supongamos que un conjunto minimo es de la forma {172k, a1, as, ..., a,} (con
k un entero positivo). Consideremos las parejas de niimeros:

17k, 15 x 17k
2 x 17k, 14 x 17k
3 x 17k, 13 x 17k
4 x 17k, 12 x 17k

7Tx17k,9 x 17k

En total hay 7 parejas, y no hay mas de 6 elementos en el conjunto {172k, ay, as, . . .

por lo que una de las parejas satisface que ninguno de sus dos elementos esta
en ese conjunto. Sea a(17k), (16 — a)17k esa pareja. Consideremos entonces el
nuevo conjunto {a(17k), (16 — a)17k,a1,as9,...,ay}. El nuevo conjunto satis-
face que el producto de sus elementos es miltiplo del producto de los elementos
del conjunto original, y por lo tanto es miiltiplo de 2006%. Ademads, la suma de
los elementos de este nuevo conjunto es:

n n
16 x 17k + > _a; <17k + Y _ a;.
=1 =1

Por lo tanto, el conjunto original no puede ser un conjunto minimo, lo cual
contradice lo asumido inicialmente.
Usando el mismo argumento, pero con las parejas:
59k, 15 x 59k
2 x 59k, 14 x 59k
3 x b9k, 13 x 59k
4 x 59k, 12 x 59k

7 x 59k, 9 x 59k
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se tiene que ninglin conjunto minimo tiene un elemento muiltiplo de 592

Ahora veremos que ningtin conjunto minimo tiene un elemento mdltiplo de 17 x

59. Supongamos que algtin conjunto minimo es de la forma {17x59k, a1, as, ..., an}
con k un entero positivo. Consideremos las parejas de nidmeros:

17k, 59k
2 x 17k, 2 x 59k
3 x 17k, 3 x 59k

7 x 17k, 7 x 59k

En total son 7 parejas, y el conjunto {17 x 59k, a1, as,...,a,} no tiene mas de
6 elementos, por lo que alguna de las parejas satisface que ninguno de sus dos
elementos estd en {17 x 59k, a1,aq,...,a,}. Sea a(17k), a(59k) dicha pareja.
Consideramos entonces el nuevo conjunto {a(17k),a(59k),a1,az,...,an}. El
producto de los elementos del nuevo conjunto también es miltiplo de 20062, y
la suma de sus elementos es:

a(17+59)k+Y " a; = a(T6k)+ > a; S TxT6k+ Y a; <17x59%k+ Y _ a;.
i=1 =1 =1 i=1

Entonces el conjunto original no podria ser un conjunto minimo, lo cual contra-
dice la suposicién inicial.

Tenemos entonces que las siguientes afirmaciones son ciertas para cada conjun-
to minimo S:

(a) Ningtin elemento de S es miiltiplo de 172.

(b) Ningin elemento de S es miiltiplo de 592.

(c) Ningin elemento de S es mdltiplo de 17 x 59.

Entonces el conjunto S debe ser de la forma:

{172,175, ..., 172p, 5991, 592, . . ., 59Yq, 21, 22, . . ., 2 }

(r podria ser 0), donde ninguno de los nimeros x1, 2,...,Zp, Y1,Y2;---,Yq
z1, Z2, - -+, 2 €s multiplo de 17, ni de 59.

Tenemos ademds que p > 2y q¢ > 2 (para que el producto sea divisible entre 172
y 592). Por otro lado, como los s son distintos, se tiene que z1 + x2 > 1+ 2
y de la misma manera y; + y2 > 1 + 2. Finalmente, tenemos que:

Z(S) = 171 +ao+-+a) +59 +y2+ - F+yp)+2u+2++2
> 17(x1 + 22) + 59(y1 + y2) > 17(3) + 59(3) = 228.
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Basta entonces dar un ejemplo de un conjunto tal que el producto de sus
elementos es muiltiplo de 20062 y tal que la suma de sus elementos es 228:
{17,2 x 17,59, 2 x 59}.

Soluciéon del problema 5. Veamos primero que la red de puentes de Olimpia
no puede contener ciclos. Sean I, I, ..., I, las islas de Olimpia, y supongamos
que hay un ciclo. Como por cada dos islas hay a lo mas un puente, el ciclo tiene
al menos tres islas. Supongamos que I; es Panacentro. Si I estd en dicho ciclo,
digamos que el cicloes I; «» Iy < -+ < I, <> I, con m < mn, al irde I; a
I, pasando por I, 1Is,..., I, _1, tenemos que el nimero de habitantes de I,,
es menor que el nimero de habitantes de I5. Y si vamos de I; a I pasando
por I, I;n—1, ..., I3 tenemos que el nimero de habitantes de I,,, es mayor que
el ndmero de habitantes de I, lo cual es una contradiccién. Si I; no estd en
el ciclo, digamos que el ciclo es Iy < I3 <> --- <« I, < I, sea I; una de las
islas del ciclo. Como podemos llegar de I a I;, consideremos la primera isla del
ciclo en ese camino de I; a I;, y sin pérdida de generalidad supongamos que es
I, (podria ser la misma I;). Entonces hay un camino que conecta a [; con Iy
que no usa mds islas del ciclo. Luego, si vamos de I1 a I3y de 17 a I,,, por los
caminos mas largos, llegaremos a una contradiccién como en el caso anterior.
Por lo tanto, la red de puentes de Olimpia no contiene ciclos.

Sean p1,po, ..., pn las respectivas poblaciones de I, Io, ..., I,, de forma que
p; > pj siy sblo si i > j. Entonces, la primera isla en el orden, I, debe ser
justamente Panacentro. Ahora, Is debe estar directamente unida a I, ya que de
I, es posible llegar a Is y en ese camino no deberian encontrarse islas de menor
cantidad de habitantes. Para I3, es posible unirla con un puente directamente
a I; o directamente a I5, pero no a las dos, ya que se formaria un ciclo. Se
tienen entonces 2 posibilidades. Para Iy, se le puede unir directamente con I7,
I o I3, para obtener 3 posibilidades. Siguiendo el proceso, hasta llegar a I,
para la que existen n — 1 posibilidades (unir directamente con cualquiera de las
islas anteriores) se tiene que el total de opciones para conformar los puentes de
Olimpia esta dado por:

1x2x3%x---x(n—1)=(n—-1)L

Solucion del problema 6. Notemos que podemos determinar doce pares de
triangulos, ya sea con lados en com(in o con angulos comunes, o bien con dos
angulos congruentes, uno por cada triangulo del par.
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Estableciendo relaciones entre dreas y lados, tenemos que:

AM IN  (AEG) (IFH)
IM CN ~ (IEG) (CHF)
(IFH) (CBD) (ABD) (AEG)
(IEG) (CHF) (CBD) (ABD)
IF-IH CD-CB IA AE-AG
IE-IG CF-CH IC AB-AD
(FAC) (HAC) (DAC) (BAC) IA (EAC) (GAC)

(EAC) (GAC) (FAC) (HAC) IC (BAC) (DAC)
IA

itk

donde (XY Z) denota el drea del tridngulo XY Z.

4.3. XXl Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Solucién del problema 1. (Solucién de Fernando Campos). Sea O el circun-
centro del tridngulo ABC. Como /BAC = 90°, entonces O es el punto medio
de BC'y AO = BO = CO. Sean 20 = ZCBAy 20 = ZACB. Entonces
ZOAC = 20y Z/BAO = 2(3. Como AR = AS (son tangentes desde A al
incirculo), ZARS = ZASR por lo que f+ 60 = ZARS = ZNRB. Ademss,
/NBR=180°—ZABC =180°-20y ZBNR =180°-4ZNRB—-—/Z/NBR =
8 —0.

Como AM y AO son perpendiculares y ZBAC = 90°, entonces ZMAB =
ZOAC (ambos iguales a 90° — ZBAQO), de donde ZM AB = 26. Como ademds
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/MBR = 180° — 203, tenemos que ZAMB = 23 — 20. Pero como ZAMB
es un angulo externo del tridngulo MUN, tenemos que ZMUN = LZAMB —
LMNU =23—-20—(6—60)=[—0. Luego ZMUN =(—0 = ZUNM, de
donde M N = MU.

Solucion del problema 2. Sin pérdida de generalidad supongamos que a; <
a2 < ...<ay Paracada k =1,2,...,n —1, sea dy = ag+1 — ay. Es claro
que d = dy +dy + --- + d,_1. Calculemos s en términos de los dj. Un d,
con k = 1,2,...,n — 1 aparece en aquellas diferencias a; — a;, ¢ < j, en
las que a; es uno de los nimeros aq,...,a;, mientras que a; es uno de los
nimeros ak1, ..., ay. Es decir, en total dy aparece k(n — k) veces en la suma
s. Entonces, tenemos que:

Como k(n—k) >n—1siysdlosikn—k*—n+1>0siysélosi (k—1)(n—
k —1) >0, y esta dltima desigualdad es cierta, tenemos que:

n—1 1
s= k(n—k)dy > (n—1)dp = (n—1)d.
k=1 1

3
|

B
Il

Por otro lado, por la desigualdad media aritmética - media geométrica, tenemos
2
que k(n — k) < -, de modo que:

n—1 n—1 TL2 ’I’LZ
s kz_:lk(n k:)dk_kz_:l = pd

Ahora, la igualdad en k(n — k) >n—1sedasdloen k =1y k=n—1.
Entonces, para tener s = (n — 1)d sélo d; y d,,—1 pueden ser distintos de cero.
Luego, s=(n—1)dsiysblosia; <as=a3=---=ap—1 < ay,.

Por otro lado, la igualdad en k(n—k) < ”72 sedasiysdlosik =n—k,siysélosi
k = 5. Entonces, si n es impar, para que s = "72d debemos tener que d; = 0 para

. 2 . , . .
cadai=1,...,n— 1. Luego, s = “-d siy sélo si a; = --- = a, para n impar.
Si n es par, digamos n = 2k, entonces sélo d; puede ser distinto de cero, de

2 . , .
modo que s = “-dsiysélosia; =as =+ = ap < a1 = Qpyo = -+ = At

Solucion del problema 3. Como en cada viaje la ficha da por lo menos un
paso, N > n2. Si n es par, podemos acomodar los niimeros de manera que
cada viaje sea de 1 paso (abajo se ilustra como hacerlo para n = 6). En cambio,
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si n es impar, alguno de los viajes debe ser de 2 0 mds pasos: de lo contrario, si
pintamos la cuadricula como tablero de ajedrez, el viaje empezaria y terminaria
en casillas de diferente color. Pero podemos acomodar los niimeros de manera
que el primer viaje sea de 2 pasos y los demds de 1 (abajo se ilustra como
hacerlo para n = 7).

36 49

W N4

W N+ =

Ahora determinemos el N maximo. Para cada k entre 1 y n?, sean r;, y ¢, el
renglén y la columna donde aparece k. Observemos que cuando la ficha viaja de
la casilla con el niimero j a la casilla con el ndmero j+1, da |rj1—rj|+|cj+1—¢j|
pasos. Escribamos los nimeros 71,79, ...,7,2 alrededor de una circunferencia,
en ese orden. Al hacerlo, ponemos cada niimero del 1 al n exactamente n veces.
En el espacio entre cada dos niimeros consecutivos 7; y ;41 de la circunferen-
cia, escribamos en rojo el mayor de ellos y en azul, el menor. En cada espacio,
el nimero rojo menos el azul es |rj;1 — 7;|. Ademds, cada niimero del 1 al n
aparece pintado, en los espacios, exactamente 2n veces. Sean r a la suma de
los 2 niimeros rojos, a la suma de los n? nimeros azulesy R = r — a. Sea C
el resultado andlogo para las columnas (escribimos los ¢;'s alrededor de una cir-
cunferencia, escribimos nimeros rojos y azules entre los espacios, y efectuamos
los mismo célculos). Entonces N = R+ C.

Supongamos ahora que n es impar. Entonces, r alcanza su maximo M si de
los 2n% nimeros pintados, los rojos son los n? mas grandes (especificamente,
los 2n n's, los 2n (n-1)'s, etcétera, y n de los "THS) De igual manera, a al-
canza su minimo m si de los 2n? niimeros pintados, los azules son los n? mas
pequefios (especificamente, los 2n 1's, los 2n 2's, etcétera, y n de los "THS)
Entonces R < M —m = 3(n® — n). Andlogamente, C < £(n® —n) y por lo
tanto, N < n3 — n. Veremos que este valor de N puede alcanzarse. Digamos
que los nimeros del 1 al "TH — 1 son pequenos, que el nimero "TH es mediano,
y que los nimeros del "TH + 1 al n son grandes. Escribamos en una sucesién s
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los ndmeros del 1 al n de manera que queden ordenados asi: pequeho, grande,
pequeiio, grande, etcétera, pequeiio, grande y mediano. Dividamos dos circun-
ferencias en n sectores cada una. En cada sector de la primera circunferencia,
pongamos copias de s. En los sectores de la segunda circunferencia, pongamos
las n combinaciones ciclicas de s. De esta manera, al asociar cada ndmero de la
primera circunferencia con su correspondiente en la segunda, obtenemos todas
las combinaciones (r,c¢) con ry c entre 1 y n, y por lo tanto obtenemos una ma-
nera de acomodar los nimeros del 1 al n? en la cuadricula. Si ademds ponemos,
en la segunda circunferencia, primero todas las permutaciones que empiezan en
pequeno y terminan en grande, luego la que empieza en pequefio y termina en
mediano, luego todas las que empiezan en grande y terminan en pequefio, y
finalmente la que empieza en mediano y termina en grande, es claro que tanto
en la primera circunferencia como en la segunda, los niimeros rojos y azules son
exactamente los que necesitamos para que N alcance el valor deseado.

Ahora supongamos que n es par. Como en el otro caso, r alcanza su maximo
M si de los 2n% ndmeros pintados, los rojos son los n? mds grandes (es-
pecificamente, los 2n n's, los 2n (n-1)'s, etcétera, y los 2n & + 1's), mientras
que a alcanza su minimo m si de los 2n? nimeros pintados, los azules son los
n? mds pequefios (especificamente, los 2n 1's, los 2n 2's, etcétera, y los 2n
2's). Entonces N < n?.

Digamos que los nimeros del 1 al 5 son pequefios y que los ndmeros del 5 — 1
al n son grandes. Si ponemos los niimeros pequefios y los grandes alternados
tanto en la circunferencia de los renglones como en la de las columnas, al asociar
los nimeros de la primera circunferencia con los de la segunda, no obtendre-
mos todas las parejas (7, c). Por lo tanto, en alguna de las dos circunferencias,
tenemos que poner dos numeros pequefios uno junto al otro, y también dos
nimeros grandes uno junto al otro. En el espacio entre los dos nimeros pe-
queiios, queda pintado de rojo uno de ellos, digamos p, y en el espacio entre
los dos grandes, queda pintado de azul uno de ellos, digamos g. Entonces,
N <n3—2(g—p) <n3— 2. Veremos que este valor de N puede alcanzarse.
Escribamos en una sucesién s los nimeros del 1 al n de manera que queden
ordenados asi: pequeio, grande, pequefio, grande, etcétera, pequeiio y grande.
Dividamos dos circunferencias en n sectores cada una. En cada sector de la
primera circunferencia pongamos copias de s y en los sectores de la segunda,
las n permutaciones ciclicas de s, ordenadas de esta manera: primero todas
las permutaciones que empiezan en pequefio y terminan en un ndmero grande
distinto de 5 + 1, luego la que empieza en pequefio y termina en 7 + 1, luego
todas las que empiezan en grande y terminan en un ndmero pequeno distinto
de 5 y finalmente la que empieza en grande y termina en 5. Es claro que los
ndmeros rojos y los azules son los que necesitamos para que NN alcance el valor
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deseado. La siguiente tabla resume los resultados obtenidos.

N minimo | N maximo
n par n? ns —2
n impar n?+1 nd—n

Solucién del problema 4. (Solucién de Fernando Campos). Como a + b divide
adab+ 1y a (a+b)? = a?+ 2ab+ b? tenemos que a + b divide a a® +
2ab+b* — (dab+1) = (a—b)2 =1 = (a—b—1)(a — b+ 1). Por otro lado,
(20—1,2a4+1)=1= (2a+14+20—1,2a+1) =1= (2a+2b,2a+1) =1 =
(a+b,2a+1)=1= (a+b,2a+1—a—b) =1, esdecir (a+b,a—b+1) = 1.
Entonces a + b divide a a —b— 1. Como a +b > a — b — 1, necesariamente se
tiene que cumplir que a — b — 1 =0, de modo que a = b+ 1.

Por dltimo, notemos que las parejas (a, b) con a = b+1, satisfacen que 2a+1 =
2b+ 3y 2b— 1 son primos relativos, ya que si p es un primo que divide a 2b+ 3
y a 2b — 1, entonces p divide a la resta que es 4, de modo que p = 2 lo cual
no puede ser porque 2b + 3 y 2b — 1 son impares. Ademas, es claro que 2b + 1
divide a 4b(b+ 1) +1 = (2b+ 1)2.

Por lo tanto, la respuesta es: todas las parejas de la forma (b+ 1,b).

Solucién del problema 5. (Solucién de Joshua Herndndez). Sea O el centro
de C. Como XY es una cuerda de C entonces ZOM D = 90°. Como PDy QD
son tangentes a C en P y () respectivamente, tenemos que ZOPD = 90° =
Z0Q@D. Luego, el cuadrilatero M QD P es ciclico, y como el tridngulo PQD es
isésceles, tenemos que /ZPMD = /PQD = /DPQ = /DM@ = «.
Andlogamente, si Ry S son los puntos de tangencia de C con BC'y AC respec-
tivamente, entonces el cuadrilitero BSMR es ciclicoy ZSMB = ZBMR =
/ZBSR = /BRS = p§.

Sean ZRMC = ¢y, ZCMQ = c9, ZSMA=a1y ZAMP = as.

Por la ley de los senos en los tridngulos BM R y M RC' tenemos que fnRﬁ =
MB RC _ _ MC _ _ MC _ _ McC )
sen ZMRB Y Senci — sen ZMRC — sen(180°—ZMRB) =~ sen ZMRB' de donde:
BR senc; MB (4.5)

RC sen8 MC"

De manera andloga, usando la ley de los senos en los tridngulos MCQy MQD,
MC _ _ CQ QD _ _ MD MD

tenemos que sen ZMQC ~— senca Y Sena — sen ZMQD = sen(180°—ZMQC) =
MD
SR ZMOC de donde

CQ sena  MC
QD sency; MD’

(4.6)
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Multiplicando (4.5) y (4.6), y usando que RC = C'Q, tenemos que S—g . :22% .

sency _ MB i senc; _ MB QD senp

sen c2 — MD’ €s (_jec”’ senco =~ MD BR _sena’
Si hacemos lo mismo pero ahora en el tridngulo ABD, tenemos que % =
MB PD  senf sency __ senaj _ _
D BS * sona- Luego, Sencr = senay YA que QD =PDy BR=BS. .

or otro lado, tenemos que ¢; + ¢o = —a—f3 = a1 + as. Luego, si
Por otro lado, t q + 180° + Lueg

_ o sen(M—c2) _ sen(M—ax2)

M = 180° — a — 3 tenemos que e~ = sonay Desarrollando, resulta
que:

sen M cos ¢y sen as—sen co cos M sen as = sen M cos as sen cog—sen as cos M sen cs,

de donde sen M cos cogsenas = sen M cosagsenco. Como 0° < M < 180°,
entonces sen M # 0 y por lo tanto coscosenas = cosassenco, es decir,
sen(ag — c2) = 0. Pero como —180° < ag — co < 180°, entonces ag — ca = 0,
de donde ay = co y a1 = ¢q, que es lo que queriamos demostrar.

Solucién del problema 6. Numeremos los vértices del poligono del 0 al n — 1,
de manera consecutiva. Para cada entero no negativo k, sea a; el nimero del
vértice P;. Para cada k > 2 el tridngulo P,_oP_1 Py es isosceles con P,_o P, =
Py Py;_1. Por lo tanto, ap — ag_2 = ax—1 — ax (mod n). De aqui, ax_o = 2ay, —
ai—1 (mod n). Dos términos consecutivos de la sucesién determinan el siguiente.
Como hay una cantidad finita de parejas ordenadas de vértices del poligono,
a partir de cierto momento la sucesién Fy, P, P»,... se vuelve periddica. La
férmula que acabamos de deducir nos indica que dados dos términos de la
sucesion, es posible determinar el término precedente. Entonces el periodo debe
incluir a Py, P;. Ademds, podemos dar respuesta al problema considerando la
sucesidn en sentido inverso, es decir, considerando una sucesién de enteros
by, b1, ... médulo n tal que by y by son los nimeros correspodientes a dos
vértices consecutivos del poligono y tal que byyo = 2by, — bi11 (mod n) para
todo entero no negativo k. Sin pérdida de generalidad, supondremos que by = 0
y by = 1. La ecuacién caracteristica A2+ X\ —2 = 0 de la relacién de recurrencia
bi+o = 2by, — by tiene raices A = 1 y A = —2. De las condiciones iniciales
bp = 0y by =1 se sigue facilmente que:

by = ————  (modn),

para todo entero no negativo k. El problema se reduce a investigar para qué

.. . Lo 1—(=2)F
enteros positivos impares n mayores que 1, la expresiéon —5—— toma todos los

valores médulo n.

Supongamos que n tiene un factor primo p distinto de 3. Como n es impar,

1-(=2)
3

k
p debe ser impar. Si la expresidn toma todos los valores médulo n,
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entonces también toma todos los valores médulo p. Pero de acuerdo al pequeno
Teorema de Fermat, 1 — (—2)P~ 1+ =1 — (=2)P~1(=2) =1 — (—2)! (mod p)
para cualquier entero no negativo t. Es decir, 3b,_14+ = 3b; (mod p). Como
3 y p son primos entre si, esto implica que b,_14; = b; (mod p). Entonces la
sucesion by, by, . .. es peridédica médulo p y el tamano de dicho periodo es, como
maximo p — 1. Por lo tanto, alguno de los p distintos residuos médulo p, no
aparece en dicha sucesion.

Para que n tenga la propiedad requerida, es necesario que sea potencia de 3.
Veremos ahora que todas las potencias de 3 cumplen. Usaremos el siguiente
resultado.

Proposicién. Sea m un entero positivo. El orden O de —2 mddulo 3™+ es 3™.
Prueba. Primero mostraremos por induccién que la maxima potencia de 3 que
divide a (—2)% — 1 es 3/*!1. Claramente 32 es la maxima potencia de 3 que

divide a (—2)31 — 1 = —9. Supongamos que el resultado es cierto para algun
entero positivo j. Observemos que:
(2% —1=((-2" = D((-2*¥ + (-2)" +1). (4.7)

Médulo 9, la sucesién (—2)°, (=2)!,... es 1,7,4,1,7,4,.... Luego, (—2)*%¥ +
(—2)¥ +1=1+141=3 (mod 9), de modo que la maxima potencia de 3 que
divide al segundo factor del lado derecho de (4.7) es 3. También para j =0 se
cumple el resultado. Esto completa la induccidn.

Tenemos entonces que (—2)3" =1 (mod 3™*1), de modo que O divide a 3™.
Pero por otra parte, 3™*! no divide a (—2)37”71 —1, ya que la maxima potencia
de 3 que divide a (—2)3’”71 — 1 es 3™. Entonces, O no divide a 3™ ! y por lo
tanto O = 3™. Esto termina la prueba de la proposicién.

Sea, pues, n = 3™ con m un entero positivo. Supongamos que k y K son
enteros no negativos con k < K, tales que bx = by (mod n). Entonces 3bx =
1—(—2)K =1—(—2)* = 3b), (mod 3n). De aqui, (—2)X = (—2)* (mod 3™*1)
y en vista de que —2 y 3™T! son primos entre si, tenemos que (—Z)K_'“ =
1 (mod 3™*1). Luego, el orden de —2 médulo 3™*! divide a K — k. Pero
de acuerdo con la proposicién, dicho orden es n = 3™. Es decir, K — k es
multiplo de n. Esto significa que entre los primeros n términos by, ...,b,_1 de
la sucesidn, no hay dos que sean congruentes entre si médulo n, y asi todos los
residuos aparecen.

4.4. 47" Olimpiada Internacional de Matematicas

Solucidn del problema 1. (Solucién de Isaac Buenrostro Morales). Sean ZPBC
ay ZPCB = (. Entonces /BPC = 180°—a—(,y como /PBA+/PCA =
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/PBC + ZPCB = «a + (3 tenemos que 2o + 28 = ZPBA + ZPCA +
/PBC + ZPCB = 180° — ZBAC, es decir, a + 3 = M. Luego,
ZBPC = 180° — BE=£BAC " que es fijo. Ademds, ZBPC = ZBIC, y como
P e I estan del mismo lado de BC, tenemos que los puntos B, C', I y P son
conciclicos. En otras palabras, P estd en el circuncirculo del tridngulo BCI.

Sea M la interseccién de Al con el circuncirculo del tridngulo ABC'. Es resulta-
do conocido que M B = M1 = MC', de modo que los tridngulos MBI, M PI1
y M BC son isésceles. Luego, las mediatrices de IB, BC'y C1 pasan por M y
asi M es el circuncentro del triangulo BIC'. Por lo tanto, M es el centro de la
circunferencia que pasa por B, C, I y P.

Si trazamos la circunferencia con centro en A y radio Al, entonces como A, I
y M son colineales, tenemos que I es el punto de tangencia de esta circunferen-
cia con la circunferencia que pasa por B, C, I y P. Luego, si P # I, entonces
P no estd sobre la circunferencia con centro en A y por lo tanto AP > Al.
Finalmente, es claro que AP = Al si y sélosi P = 1.

Solucion del problema 2. Llamaremos a un tridngulo isdsceles impar si tiene
dos lados impares. Supongamos que tenemos una divisién como lo dice el pro-
blema. Un tridngulo isésceles impar en la divisién sera llamado iso-impar por
brevedad. Demostraremos primero el siguiente resultado.

Proposicién. Sea AB una de las diagonales que dividen a P y sea L la parte mds
corta de la frontera de P con extremos A, B. Supongamos que L estd formado
de n segmentos. Entonces, el nimero de tridngulos iso-impares con vértices en
L no es mayor que 3.

Prueba. El resultado es claro para n = 2. Sea n tal que 2 < n < 1003 y supon-
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gamos que el resultado es cierto para cada £ de longitud menor que n. Sea PQ
la diagonal mas grande que es lado de un tridngulo iso-impar PQS con todos
los vértices en L (si no existe dicho tridngulo, no hay nada que probar). Cada
tridngulo cuyos vértices estan en L es obtusdngulo o rectangulo, asi que S es el
vértice mas alto de PQS. Supongamos que los cinco puntos 4, P, S, Qy B
estan en L en este orden y particionemos £ en cuatro piezas Lap, Lps, L5
y Lop (algunas de ellas podrian ser sélo un punto).

Por definicion de PQ, un tridngulo iso-impar no puede tener vértices en Lap
y en Lop. Luego, cada tridngulo iso-impar con vértices en L tiene todos sus
vértices exactamente en una de las cuatro piezas. Aplicando a cada una de estas
piezas la hipétesis de induccién y sumando las cuatro desigualdades, tenemos
que el nimero de tridngulos iso-impares con vértices en L, ademds de PQS,
no es mayor que 5. Como Lpg y Lgg estdn formados por un nimero impar
de lados, las desigualdades para estas dos piezas son desigualdades estrictas,
dejando % + % en exceso. Luego, el tridngulo PS( también estd cubierto por
la estimacién 5. Esto completa la prueba de la proposicién.

Consideremos ahora la diagonal mas grande XY que divide a P. Sea Lxy la
parte mas corta de la frontera de P con extremos X, Y, y sea XY Z el tridngulo
en la division tal que el vértice Z no estd en Lxy. Notemos que XY Z es un
angulo agudo o recto, ya que de no ser asi uno de los segmentos X Z, Y Z, seria
mayor que XY. Denotando por Lxz y Lyz a las dos piezas definidas por Z
y aplicando la proposicién a cada una de Lxy, Lxz y Lyz, tenemos que no
hay mas de % tridngulos iso-impares en total, a menos que XY Z sea uno
de ellos. Pero en ese caso, XZ y Y Z son diagonales impares y las desigualda-
des correspondientes son estrictas. Esto muestra que también en este caso el
numero total de tridngulos iso-impares en la divisién, incluyendo XY Z, no es
mayor que 1003.

Veamos que esta cota se puede alcanzar. Para esto, basta seleccionar un vértice
de P y unir cada segundo vértice comenzando a partir del seleccionado. Como
2006 es par, la linea quebrada se cierra. Esto nos da los 1003 tridngulos iso-
impares requeridos. Finalmente, podemos completar la triangulacién de manera
arbitraria.

Segunda Solucién. Con las definiciones de la primer solucién, sea ABC un
tridngulo iso-impar con AB y BC' lados impares. Entonces, tenemos un nimero
impar de lados de P entre Ay B y también entre B y C. Diremos que estos
lados pertenecen al tridngulo iso-impar ABC.

Ademas, al menos un lado en cada uno de estos grupos no pertenece a ningtin
otro tridngulo iso-impar, ya que cualquier tridngulo iso-impar con vértices en los
puntos entre Ay B (y andlogamente entre B y C), tiene dos lados de la misma
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longitud y por lo tanto tiene un nimero par de lados que le pertenecen en total.
Eliminando todos los lados pertenecientes a cualquier otro tridngulo iso-impar,
dejamos dos lados (uno en cada grupo) que no pertenecen a ninglin otro
tridngulo iso-impar. Asignemos estos dos lados al tridngulo ABC, y hagamos
lo mismo con cada tridngulo iso-impar. Entonces, a cada tridangulo iso-impar
le hemos asignado dos lados, tales que no hay dos tridngulos que comparten
un lado asignado. De aqui, se sigue que a lo mds 1003 tridngulos iso-impares
pueden aparecer en la division. Este valor se puede alcanzar como se mostré en
la primer solucién.

Solucion del problema 3. Consideremos el polinomio clibico:
P(t) = tb(t* — b*) + be(b? — ¢2) + ct(c® — t2).
Es facil verificar que P(b) = P(c) = P(—b — ¢) = 0, de modo que:
Pit)y=0b-=0c)(t=0b)(t—c)(t+b+c)
ya que el coeficiente de t3 es b — ¢. Luego:
lab(a® —b?)+be(b? —c*)+ca(c*—a?)| = |P(a)| = |(b—c)(a—b)(a—c)(a+b+c)|.

El problema se reduce a encontrar el menor nimero M que satisface la des-
igualdad:

|(b—c)(a—b)(a—c)a+b+c) <M-(a®+b*+ )2 (4.8)

Como esta expresion es simétrica, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que a < b < ¢. Con esta suposicién, tenemos que:

—a)+ (c=b)\? (c—a)?
L e e

con la igualdad si y sélo si b—a = ¢ — b, es decir, 2b = a+ ¢. También tenemos
que:

((c—b)+(b—a)>2< (c—b)2+ (b—a)?
2 - 2 ’

o equivalentemente:

3(c—a)? <2[(b—a)®+ (c—b)?+ (c—a)?, (4.10)
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y la igualdad se da nuevamente si y sélo si 2b = a+c. De (4.9) y (4.10) tenemos
que:

[(b—c)(a—0b)(a—c)a+b+c)

< %|(c—a)3(a+b+c)|
= i\/(c—a)ﬁ(a+b+c)2
— a2+ (c—b)2+ (¢ —a)?]\®
. i\/(ﬂ(b )2+ ( 3b) +( )]) 0+ bty

a+b+c)?

V2 [ 4 ((b—a)2+ (c—b)2+ (c—a)?\*
Py

Por la desigualdad media aritmética - media geométrica, tenemos que:

3
</<(b—a)2+(c—3b)2+(c—a)2> t bt

(b—a)®+(c=b2+(c—a)®+(a+b+c)?

= 9

con la igualdad si y sélo si (b_a)2+(c_3b)2+(c_“)2 =(a+b+c)

Luego:

[(b—c)(a—0b)(a—c)a+b+c)

V2 ((b—a)?+(c—b)%+ (c—a)?+ (a+b+c)?\
2 : )

9v2
32

IN

(a® + b* + )2

Asi, la desigualdad (4.8) se cumple para M = 3%\/5 y la igualdad se da si y
sélosi2b =a+cy:

(b—a)?>+ (c—b)?+ (c—a)?

3 = (a+b+c)?

Sustituyendo b = %£< en la igualdad anterior, tenemos que 2(c—a)? = 9(a-+c)?.

Luego, las condiciones para la igualdad son 2b = a +cy (c — a)? = 18b2,
Haciendo b = 1, encontramos que a = 1 — %\/5 yc=1+ %\/5 Por lo tanto,
M = ?% 2 es el menor valor que satisface la desigualdad, y la igualdad se
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da para cualquier terna (a,b,c) proporcional a (1 — %\/5,1,1 + %\/5) salvo
permutacion.

Solucién del problema 4. Si (x,y) es una solucién, entonces es claro que
x >0y (z,—y) es también solucién. Para = = 0 tenemos las dos soluciones
(0,2) y (0,—2). Sea (x,y) una solucién con x > 0, y sin pérdida de generalidad
supongamos que y > 0. La ecuacién reescrita como 2%(142%t1) = (y—1)(y+1)
muestra que los factores y — 1 y y + 1 son pares, y sélo uno de ellos es divisible
entre 4. De aqui que = > 3 y uno de estos factores es divisible entre 221 pero
no entre 27. Luego, y = 2*"'m + k con m impar y k = £1. Sustituyendo en la
ecuacién original tenemos que:

2°(14+ 2" = (27 'm + k)* — 1 =22""*m? + 2°mk,

es decir, 1 + 2771 = 2272m?2 4 mk, de donde 1 — mk = 2272(m? — 8).

Si k = 1, entonces m2 — 8 < 0, y por lo tanto m = 1, lo cual no puede
ser. Si k = —1, entonces 1 +m = 2*72(m? — 8) > 2(m? — 8), de donde
2m? —m — 17 < 0. Luego, m < 3. Claramente m no puede ser igual a 1, y
como m es impar, entonces m = 3 y por lo tanto x = 4. Se sigue entonces que
y = 23. Es facil ver que estos valores de = y y satisfacen la ecuacién original.
Finalmente, recordando que y = —23 también es solucién, concluimos que todas
las soluciones son (0, 2), (0, —2), (4, 23), (4, —23).

Solucion del problema 5. La afirmacién es obvia si cada entero que es punto
fijo de @@ es un punto fijo de P. Asi que asumiremos de aqui en adelante
que este no es el caso. Tomemos cualquier entero xg tal que Q(zp) = xo,
P(xg) # z¢ y definamos inductivamente x;1; = P(z;) para i = 0,1,2,....
Entonces, z = xg.

Es claro que:

P(u) — P(v) es divisible entre « — v para enteros distintos u, v, (4.11)

ya que si P(x) = Y a;x" entonces a;(u’ — v') es divisible entre u — v. Luego,
cada término en la secuencia de diferencias distintas de cero:

To — X1, L1 — L2y .-+, Lk—1 — Ty Tk — Tk+1,

es un divisor del siguiente término, y como zj — 11 = g — x1, todas estas
diferencias son iguales en valor absoluto. Para z,, = min(xy,...,x), esto
significa que -1 — Ty, = — (T — Ting1). Luego, Tim—1 = Tyl (F Tm)-
Se sigue que las diferencias consecutivas en la secuencia anterior tienen signos
opuestos. Por lo tanto, xg, x1, 2, ..., €s una secuencia alternante de dos valores
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distintos. En otras palabras, cada entero que es punto fijo de (Q es un punto
fijo del polinomio P(P(x)). Nuestro objetivo es probar que hay a lo mds n de
dichos puntos.

Sea a uno de ellos tal que b = P(a) # a (habiamos asumido antes que dicho
a existe). Entonces, a = P(b). Tomemos cualquier otro entero o punto fijo de
P(P(x)) y sea P(ar) = 3, de modo que P(3) = «. Los niimeros a'y 3 no
son necesariamente distintos (« puede ser punto fijo de P), pero a 'y /3 son
distintos de a y b. Aplicando la propiedad (4.11) a las cuatro parejas de enteros
(a,a),(08,b), (a,b), (B,a), tenemos que los nimeros « — a y (3 — b se dividen
entre si, y también los niimeros o — b y 8 — a se dividen entre si. Luego:

a—b==x(f—a), a—a==x(-0). (4.12)

Supongamos que tenemos el signo “mas” en ambas igualdades: a—b=08—ay
a—a = f—b. Restandolas, tenemos que a—b = b—a, que es una contradiccién
ya que a # b. Entonces, al menos una de las igualdades en (4.12) se cumple con
el signo “menos” . Esto significa que a+ 3 = a+b, o bien, a+b—a— P(a) = 0.
Si hacemos C' = a+ b, hemos demostrado que cada entero que es punto fijo de
Q distinto de a y b, es una raiz del polinomio F(x) = C' —z — P(x), lo cual es
cierto también para a y b. Y como P tiene grado n > 1, el polinomio F' tiene el
mismo grado, y por lo tanto no puede tener mas de n raices. De aqui se sigue
el resultado.

Solucién del problema 6. Demostraremos primero el siguiente resultado.
Proposicion. Cada 2n-dgono convexo de drea S, tiene un lado y un vértice que
al unirlos generan un triangulo de drea no menor que %

Prueba. Por diagonales principales del 2n-agono nos referiremos a aquellas que
particionan el 2n-agono en dos poligonos con la misma cantidad de lados. Para
cualquier lado b del 2n-dagono, denotaremos por A, al tridngulo ABP donde
Ay B son los vértices de by P es el punto de interseccidén de las diagonales
principales AA’ y BB'.

Afirmamos que la unién de los tridngulos Aj, tomada sobre todos los lados,
cubre todo el poligono.

Para mostrar esto, tomemos un lado AB y consideremos la diagonal principal
AA’ como un segmento dirigido. Sea X un punto del poligono que no estd en
ninguna diagonal principal. Supongamos que X estd del lado izquierdo de AA’.
Consideremos la secuencia de diagonales principales AA’, BB',CC’, ..., donde
A, B,C, ... son vértices consecutivos situados a la derecha de AA’.

La n-ésima diagonal en esta secuencia es la diagonal A’A (es decir, AA" al
revés), teniendo a X a su derecha. Luego, hay dos vértices sucesivos K, L en la
secuencia A, B,C, ... antes de A’ tales que X estd del lado izquierdo de K K’,
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pero del lado derecho de LL’. Esto significa que X estd en el tridngulo Ay,
donde I’ = K'L’. Un razonamiento andlogo se puede aplicar a los puntos X del
lado derecho de AA’ (los puntos que caen en diagonales principales pueden ser
ignorados). Asi, todos los tridngulos Ay cubren el poligono.

La suma de sus areas no es menor que S. Luego, podemos encontrar dos lados
opuestos digamos b = AB y i/ = A'B’ (con AA’ y BB’ diagonales principales)
tales que [Ap] + [Ay] > 2, donde los corchetes indican el 4rea de la figura que
encierran. Supongamos que AA’ y BB’ se intersectan en P, y supongamos sin
pérdida de generalidad que PB > PB’. Entonces:

[ABA'| = [ABP] + [PBA'] > [ABP]| + [PA'B'] = [Ap] + [Ay] >

)

S|

lo que concluye la prueba de la proposicién.

Ahora, sea P cualquier poligono convexo de drea S con m lados ay,...,am.
Sea S; el area del tridngulo mds grande en P con lado a;. Supongamos, por
contradiccién, que:

m
Si
> 5 <2
i=1
Entonces, existen ndmeros racionales ¢i,...,q,, tales que > ¢ = 2y ¢ >
% para cada i. Sea n el comin denominador de las m fracciones q1, ..., q¢n.

Escribamos ¢; = % Entonces ) k; = 2n. Particionemos cada lado a; de P
en k; segmentos iguales, generando asi un 2n-agono convexo de drea S (con
algunos dngulos de tamafio 180°). De acuerdo con la proposicién anterior, este
poligono tiene un lado b y un vértice H que generan un tridngulo T' de area
[T] > % Si b es un pedazo de un lado a; de P, entonces el triangulo W con
base a; y vértice mas alto H tiene drea:

W=k [ 2 kD =g 558,

en contradiccién con la definicién de S;. Esto termina la prueba.
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Definicion 1 (Divisor) Un entero a # 0 es divisor del entero b, si existe un
entero c tal que b = a - c. Se denota esto por alb. También se dice que a divide
a b, o que b es divisible entre a, o que b es miiltiplo de a.

Definicion 2 (Ndmero primo y niimero compuesto) Un enterop > 1 es un
ntmero primo si los tnicos divisores positivos de p son 1 y p. Un enteron > 1
que no es primo, se dice que es compuesto. Por ejemplo, 2 y 3 son nimeros
primos y 6 es compuesto.

Definicion 3 (Maximo Comun Divisor) Unenterod > 1 es el maximo comin
divisor de los enteros a y b si:

(1) dla y db.

(2) Si cla y c|b, entonces c|d.

Se denota por (a,b). Si (a,b) = 1, se dice que a y b son primos relativos o
primos entre si.

Teorema 4 E/ maximo comtn divisor de a y b es el menor entero positivo que
se puede escribir en la forma am + bn con m, n enteros.

Definiciéon 5 (Minimo Comun Muiltiplo) Un entero m > 1 es el minimo
comtin miltiplo de los enteros a y b si:

(1) a|m y bjm.

(2) Si alc y blc, entonces mc.

Se denota por [a, b].

Teorema 6 (Teorema Fundamental de la Aritmética) Todo entero es pro-
ducto de primos. Su descomposiciéon como producto de primos es tinica salvo el
orden de los factores primos.

Teorema 7 Se cumple que:

(1) (a,b)[a,b] = ab.

(2) Sia=pl'py*---pi* yb= pflp? .- -pf’“ con «y, 3; enteros no negativos y
p; ndmeros primos distintos, entonces (a,b) = p{*---p/* y [a,b] = Pt pi’“
donde v; = min{«;, 5;} vy 6; = méx{ay, 5;}.
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Teorema 8 (Algoritmo de la division) Para a y b enteros, con b # 0, existen
enteros tnicos q y r tales que a =bg+1 y 0 <r <|b|.
El nidmero r se llama el “residuo” que deja a al dividirlo entre b.

Teorema 9 (Algoritmo de Euclides) Es un proceso para encontrar el maximo
comdn divisor de dos enteros positivos a y b. Utiliza el algoritmo de la division
como sigue:

a = ngb+ry, O0<ri<b

b = niry + ro, O0<ro<r

L = MN9rg+1r3, 0<ry<mre
Tk—2 = MNp—1Tk—1+ 7k, 0 <rp <71

Tk—1 = MNgTk

Entonces, el dltimo residuo distinto de cero es el maximo comiin divisor de a y
b, es decir, i, = (a,b).
Ademis, ry = (a,b) = (b,r1) = (r1,72) = -+ - = (Th—2,"k—1) = (Th—1,Tk)-

Teorema 10 (Congruencias) Sia y b son enteros y n es un entero positivo,
decimos que a es congruente con b médulo n si n divide a a — b, y se denota
por a =b (modn).

Para a, b, c enteros y n, m,r enteros positivos, tenemos las siguientes propieda-
des:

(1) a =a (modn).

(2) Si a =b (mod n), entonces b = a (modn).

(3) Sia=b(modn) yb=c (modn), entonces a = ¢ (mod n).

(4) Sia =b (modn) yc=d (modn), entonces a + ¢ = b+ d (mod n) y
ac = bd (modn).

(5) Sia = b (modn), entonces a™ = b™ (mod n) para todo entero positivo m.
(6) Si a =nc+r con 0 <r <n, entonces a =r (modn).

Definicién 11 (Funcién ¢ de Euler) Sean un entero positivo. Se define ¢(n)
como el nimero de enteros positivos menores que n y primos relativos con n.

Teorema 12 (Teorema de Euler) Sin es un entero positivo y a es un entero
primo relativo con n, entonces a®™ =1 (mod n).

Teorema 13 (Pequeiio Teorema de Fermat) Sia es un entero positivo y p
es un niimero primo que no divide a a, entonces a?~* =1 (mod p).
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Definicion 14 (Orden) Sia y n son primos entre si, el orden de a médulo n,
denotado por O, es el menor entero positivo tal que a® =1 (mod n).

Teorema 15 (Propiedad del orden) Si a y n son primos entre si y a™ =
1 (mod n), entonces el orden de a mddulo n es un divisor de m.

Teorema 16 (Férmulas dtiles) Sin es un entero positivo, tenemos que:
(1)14+2+3+-- 4n="20t)
2 ) 2. 2 _ n(n+1)(2n+1)
(2) 13 + 23 + 33 +o n3 R
(3) 13428 433 4 ... 4 = n(ntl

(HD1+x+22+- +a"= % para cualquier nimero real x # 1.

Teorema 17 (Teorema del Binomio) Para a y b nimeros cualesquiera y n
un entero no negativo se cumple que:

(a+0)" = ,;) (:) akpnk,

donde (}) = ﬁlk),

Teorema 18 (Desigualdad media aritmética - media geométrica) Para cua-

lesquiera niimeros reales no negativos ai,as, ... ,ay,, Se tiene que:
ayt+ax+---+ay
> Yaias - ay.
n
La igualdad ocurre si y sélo si a1 = ag = - -+ = ay,.

Teorema 19 (Principio fundamental del conteo) Si una tarea puede reali-
zarse de m formas diferentes y, para cada una de estas maneras, una segunda
tarea puede realizarse de n maneras distintas, entonces las dos tareas pueden
realizarse (en ese orden) de mn formas distintas.

Teorema 20 (Principio de las casillas) Sink + 1 objetos (o mds) se distri-
buyen en k casillas, entonces alguna casilla tiene al menos n + 1 objetos.

Definicion 21 (Triangulos) (1) Triangulo acutdngulo. Es aquel que tiene sus
tres dngulos agudos, es decir, menores de 90°.

(2) Tridngulo rectangulo. Es aquel que tiene un dngulo recto o de 90°.

(3) Tridngulo obtusdngulo. Es aquel que tiene un dngulo obtuso, es decir, un
dangulo mayor de 90°.

(4) Tridngulo equildtero. Es aquel que tiene sus tres lados iguales.

(5) Tridngulo isésceles. Es aquel que tiene dos lados iguales.

(6) Tridngulo escaleno. Es aquel que no tiene dos lados iguales.
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Teorema 22 (1) La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°.
(2) (Desigualdad del triangulo) En un triangulo de lados a, b y ¢, las siguientes
tres desigualdades se cumplen: a +b > c,a+c > b,b+ c > a, y las igualdades
se cumplen si y sélo si los vértices del triangulo son colineales.

Definicion 23 (Puntos y rectas notables de un triangulo) Mediana. Recta
que une un vértice y el punto medio del lado opuesto.

Centroide. Punto donde concurren las medianas. También se le llama gravicentro
o baricentro.

Mediatriz. Recta perpendicular a un lado que pasa por su punto medio.
Circuncentro. Punto donde concurren las mediatrices.

Bisectriz interna. Recta que divide a un dangulo interior de un triangulo en dos
dangulos de la misma medida.

Incentro. Punto donde concurren las bisectrices internas.

Altura. Recta trazada desde un vértice que es perpendicular al lado opuesto de
dicho vértice.

Ortocentro. Punto donde concurren las alturas.

Definicion 24 (Triangulos semejantes) Los tridngulos ABC y A’B’'C’ son
semejantes si se cumple alguna de las siguientes dos condiciones:
(1) LA=1A, /B=/B,6 £C = /C".

@) AB _ BC _ CA
() A'B’ — B'CT — CTA

Teorema 25 (Criterios de semejanza) Dos tridngulos son semejantes si se
verifica alguna de las siguientes condiciones:

(1) Tienen sus lados correspondientes proporcionales.

(2) Tienen dos lados correspondientes proporcionales y el dngulo comprendido
entre ellos igual.

(3) Tienen dos dngulos correspondientes iguales.

Definicion 26 (Triangulos congruentes) Los tridngulos ABC' y A’B'C’ son
congruentes si tienen sus tres angulos iguales y sus tres lados iguales.

Teorema 27 (Criterios de congruencia) Dos tridngulos son semejantes si se
verifica alguna de las siguientes condiciones:

(1) (LAL) Tienen dos lados correspondientes iguales y el dngulo comprendido
entre ellos igual.

(2) (ALA) Tienen dos angulos correspondientes iguales y el lado comprendido
entre ellos igual.

(3) (LLL) Tienen los tres lados correspondientes iguales.
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Teorema 28 (Teorema de Thales) Si ABC' es un tridngulo y D, E son pun-
tos sobre AB y C' A respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son
paralelos si y sélo si ﬁ—g = %.

Teorema 29 (Teorema de Pitagoras) Si ABC es un tridngulo rectingulo
con dngulo recto en C, entonces AB? = BC?+ CA2. El reciproco del Teorema
de Pitdgoras también es cierto, es decir, si en un triangulo ABC' se cumple que
AB? = BC? + CA?, entonces el triangulo es rectangulo con dngulo recto en

C.

Teorema 30 (Ley de los cosenos) En un tridgngulo ABC, de lados a (opuesto
al angulo A), b (opuesto al dngulo B) y ¢ (opuesto al dngulo C'), se tiene que:

?=a®>+b%>—2abcosC.

Teorema 31 (Ley de los senos) En un triangulo ABC, de lados a (opuesto
al dngulo A), b (opuesto al dngulo B) y ¢ (opuesto al dngulo C'), se tiene que:

a b c

senA senB senC ’

donde R es el radio de la circunferencia circunscrita del tridgngulo ABC'. (La
circunferencia circunscrita o circuncirculo es la que pasa por los tres vértices del
triangulo).

Teorema 32 (Area de un triagngulo) El rea de un tridngulo ABC, denotada
por (ABC), de lados a, b, c, y alturas hy, hy, h. (donde h; es la altura trazada

sobre el lado i) es:

ahg  bhy  che
MBO) =5 =5 =75

También:

(ABC) = sr = +/s(s —a)(s —b)(s —c) = abe = LSGDA,

4R 2
donde s = , R es el radio de la circunferencia circunscrita del triangulo
ABC, yr es el radio de la circunferencia inscrita del triangulo ABC'. (La circun-
ferencia inscrita o incirculo es la que tiene como centro al punto de interseccién
de las bisectrices internas (incentro) y es tangente a los tres lados).

at+b+c
2

Teorema 33 (Teorema de la Bisectriz) Si AP es la bisectriz interna del dngulo
en A del tridngulo ABC' (con P sobre BC'), se tiene que:

BP _AB

pPC — ACT
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Definicion 34 (Colineales) Puntos colineales son los que se encuentran sobre
una misma recta.

Teorema 35 (1) En un triangulo ABC' el ortocentro, el centroide y el circun-
centro son colineales. La recta donde se encuentran estos puntos se conoce
como la recta de Euler.

(2) (La circunferencia de los nueve puntos) Los pies de las tres alturas de un
triangulo, los puntos medios de los tres lados y los puntos medios de los segmen-
tos que van de los vértices al ortocentro, estan en una circunferencia de radio
%R, donde R es el radio de la circunferencia circunscrita del tridngulo ABC.

Teorema 36 (Teorema de Ceva) Si L, M y N son puntos sobre los lados
(o extensiones) BC', CA y AB respectivamente, del triangulo ABC, entonces

BL CM AN _
AL, BM y CN son concurrentes si y sélo si 75 - 574 * Ng = 1-

Teorema 37 (Teorema de Menelao) SiL, M y N son puntos sobre los lados
(o extensiones) BC', CA y AB respectivamente, del triangulo ABC, entonces

BL CM AN _
L, M y N son colineales si y sélo si 7 - 514 Ng = —1

Definicién 38 (Angulos en la circunferencia) (1) Angulo inscrito. En una
circunferencia, es el dangulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comun.

(2) Angulo semi-inscrito. En una circunferencia, es el dngulo formado por una
cuerda y la tangente a la circunferencia en un punto comun.

(3) Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 39 (1) La medida de un dngulo inscrito en una circunferencia es igual
a la mitad del angulo central que abre el mismo arco.

(2) La medida de un dngulo semi-inscrito en una circunferencia es igual a la
mitad del dngulo central que abre el mismo arco.

(3) El dngulo entre dos secantes trazadas a una circunferencia desde un punto
exterior, es igual a la mitad de la diferencia de los dos arcos subtendidos.

(4) El angulo entre dos cuerdas que se cortan en el interior de una circunferencia,
es igual a la mitad de la suma de los dos arcos subtendidos.

Teorema 40 (Potencia de un punto) (1) Si dos cuerdas AB y CD de una
circunferencia se intersectan en un punto P, entonces PA- PB = PC - PD.
(2) Si A, B y C son puntos sobre una circunferencia y si la tangente en C,
intersecta en un punto P a la prolongacién de la cuerda AB, entonces PC? =
PA - PB.
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Definicion 41 (Cuadrilateros) (1) Un cuadrildtero es un poligono de cuatro
lados. Un cuadrilitero ABC'D es convexo si al trazar sus diagonales AC'y BD,
éstas quedan dentro del cuadrildtero. Un cuadrilitero ABCD es ciclico si sus
vértices estan sobre una misma circunferencia.

(2) Un trapecio es un cuadrildtero que tiene dos lados paralelos. A los lados
paralelos del trapecio se les llaman bases. Si los lados no paralelos del trapecio
son iguales, se dice que el trapecio es isosceles.

(3) Un paralelogramo es un cuadrildtero que tiene ambos pares de lados opuestos
paralelos.

(4) Un rombo es un paralelogramo que tiene sus cuatro lados iguales.

(5) Un rectdngulo es un paralelogramo cuyos dngulos son todos rectos.

(6) Un cuadrado es un rectdngulo que tiene sus cuatro lados iguales.

Teorema 42 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) ABCD es un cuadrildtero ciclico.

(2) LA+ £C = 4B+ ZD = 180°.

(3) ZADB = LZACB.

(4) AC - BD = AB-CD + BC - AD (Teorema de Ptolomeo).

Teorema 43 (Teorema de Varignon) Los puntos medios de los lados de un
cuadrildtero son los vértices de un paralelogramo. El perimetro del paralelogramo
es igual a la suma de las longitudes de las diagonales del cuadrilatero y su drea
es igual a la mitad del drea del cuadrilatero.

Teorema 44 (Férmula de Brahmagupta) El drea A de un cuadrildtero cicli-
co de lados a, b, ¢ y d estd dada por:

A=/(s—a)(s = b)(s —c)(s — d),

donde s — atbtetd
= ! )

Teorema 45 E/ cuadrildtero convexo ABC D es circunscrito, es decir, sus lados
son tangentes a una misma circunferencia, si y sélo si AB+ CD = BC + DA.
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