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Presentacion

La Sociedad Matemdtica Mexicana organiza la 22* Olimpiada Mexicana de
Matematicas. Los ganadores del certamen formardn las selecciones que partici-
paran en las distintas Olimpiadas Internacionales del afio 2009: la XXI Olimpiada
Matematica de la Cuenca del Pacifico que se llevard a cabo en el mes de marzo
en México y los exdmenes se corregiran en Corea, la 50 Olimpiada Internacional
que se llevard a cabo en Alemania durante el mes de julio, la XXIV Olimpiada
Iberoamericana de Matemdticas que se realizard en septiembre en México y la
XI Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el Caribe que se celebrard en
junio en la Republica Dominicana.

En la 22? Olimpiada Mexicana de Matemdticas pueden participar los estudiantes
de México nacidos después del 1° de agosto de 1989. Los concursantes deberdn
estar inscritos en una institucién preuniversitaria durante el primer semestre del
ciclo escolar 2008-2009 vy, para el 1° de julio de 2009, no deberdn haber iniciado
estudios de nivel universitario.

La intencién de esta publicacién es que sirva como guia para los alumnos que
desean prepararse para el Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de Ma-
tematicas. Los problemas que aparecen aqui no son ejercicios rutinarios en los
que se apliquen directamente los conocimientos que se adquieren en la escuela,
son problemas que requieren de una buena dosis de ingenio y de esfuerzo para
ser resueltos. Como en todos los aspectos del aprendizaje de las matemadticas,
el esfuerzo individual y el enfrentamiento solitario con los problemas son impor-
tantes, pero también es muy importante la discusidén con los compaiieros y los
profesores.

Una forma de manifestar creatividad en matematicas es resolviendo problemas.
Otra forma, que requiere de una mayor madurez, es inventandolos. Invitamos a
todos los lectores de este folleto: profesores, estudiantes, olimpicos y exolimpicos
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a que nos envien problemas con solucién. Las aportaciones serdn consideradas
para su inclusién en exdmenes o en futuros folletos.
Este folleto incluye problemas de los concursos estatales de: Baja California,
Distrito Federal, Morelos, Puebla y San Luis Potosi.

Etapas de la Olimpiada

La Olimpiada Mexicana de Matemdticas consta de tres etapas:

Examenes Estatales. Estos exdmenes servirdn para formar las selecciones es-
tatales que asistirdn al Concurso Nacional.

Concurso Nacional. Este concurso se llevara a cabo en la ciudad de Hermosillo,
Sonora, del 9 al 14 de noviembre de 2008. En él, se elegird a la preseleccién
mexicana.

Entrenamientos. A los alumnos de la preseleccién que surjan del Concurso Na-
cional se les entrenard intensivamente durante el primer semestre del aifio 2008.
También, se les aplicaran exdmenes para determinar a los que representardn a
México en las olimpiadas internacionales.

La participacién en las tres etapas mencionadas es individual.
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Resumen de Resultados

En el afio de 1987 la Sociedad Matematica Mexicana organizé la Primera Olim-
piada Mexicana de Matematicas. A partir de esa fecha, los concursos nacionales
se han celebrado anualmente en las ciudades de Xalapa, Hermosillo, Metepec,
Guanajuato, Oaxtepec, La Trinidad, Acapulco, Guadalajara, Colima, Mérida,
Monterrey, Querétaro, Oaxaca, Morelia, Oaxtepec, Colima, Guanajuato, Ixta-

pan de la Sal, Campeche, Zacatecas y Saltillo.

Resultados de México en las Internacionales

Los resultados de las Delegaciones Mexicanas en las Olimpiadas Internacionales,

Iberoamericanas y Centroamericanas han sido los siguientes:

Olimpiada Internacional de Matematicas

afo pais sede no. de paises lugar de México
1988 Australia 49 37
1989 Rep. Fed. de Alemania 50 31
1990 | Rep. Popular de China 54 36
1991 Suecia 55 35
1992 Rusia 56 49
1993 Turquia 73 63
1994 Hong Kong 69 65
1995 Canad3 74 59
1996 India 75 53
1997 Argentina 82 32
1998 Taiwan 75 44
1999 Rumania 81 52
2000 Corea 82 30
2001 Estados Unidos 83 46
2002 Escocia 84 46
2003 Japén 82 41
2004 Grecia 84 37
2005 México 91 31
2006 Eslovenia 90 24
2007 Vietnam 92 37

La 48* Olimpiada Internacional de Matematicas se llevd a cabo en Hanoi, Viet-
nam, del 19 al 31 de julio de 2007. La delegacidén que representé a México estuvo
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integrada por los alumnos: Isaac Buenrostro Morales (Jalisco), Aldo Pacchiano
Camacho (Morelos), Fernando Campos Garcia (Distrito Federal), Cristian Ma-
nuel Oliva Avilés (Yucatdn), Manuel Novelo Puc (Yucatdn) y Marco Antonio
Avila Ponce de Leén (Yucatan).

México ocupé el lugar nimero 37 de 92 paises participantes. Los alumnos Isaac,
Aldo, Fernando y Cristian obtuvieron medalla de bronce, y Manuel y Marco
Antonio obtuvieron mencién honorifica.

Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

afo pais sede no. de paises lugar de México
1989 Cuba 13 3
1990 Espana 15 3
1991 Argentina 16 5
1992 Venezuela 16 6
1993 México 16 9
1994 Brasil 16 6
1995 Chile 18 9
1996 Costa Rica 17 2
1997 México 17 3
1998 Repiiblica Dominicana 18 5
1999 Cuba 20 3
2000 Venezuela 21 2
2001 Uruguay 21 3
2002 El Salvador 22 3
2003 | Argentina 19 4
2004 Espaiia 22 5
2005 Colombia 22 2
2006 Ecuador 21 1
2007 Portugal 22 4

La XXII Olimpiada Iberoamericana se llevé a cabo en Coimbra, Portugal, del
9 al 16 de septiembre de 2007. Los alumnos que concursaron fueron: Aldo
Pacchiano Camacho (Morelos), Fernando Campos Garcia (Distrito Federal),
Padl Ivan Gallegos Bernal (Jalisco) y Manuel Novelo Puc (Yucatan). Los cuatro
alumnos obtuvieron medalla de plata. México ocupé el cuarto lugar de 22 paises
participantes.
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Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe

afo pais sede no. de paises lugar de México
1999 Costa Rica 10 2
2000 El Salvador 9 2
2001 Colombia 10 2
2002 México 8 1
2003 Costa Rica 11 1
2004 Nicaragua 12 1
2005 El Salvador 12 1
2006 Panamia 12 1
2007 Venezuela 12 1

Del 4 al 9 de junio de 2007, se celebré en Mérida, Venezuela la IX Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe. La delegacién mexicana estuvo inte-
grada por los alumnos: Luis Angel Isafas Castellano (Colima), Alejandro Jiménez
Martinez (Guanajuato) y Manuel Guillermo Lépez Buenfil (Chihuahua). Los
alumnos Luis Angel y Alejandro obtuvieron medalla de oro y Manuel Guillermo
obtuvo medalla de plata. México ocupd el primer lugar entre los doce paises
participantes.

Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional participan anualmente en
la Olimpiada Matemdtica de la Cuenca del Pacifico. No existe un registro es-
tadistico sobre la participacién de México antes del ano 2004.

afio pais sede no. de paises lugar de México
2004 Canada 19 9

2005 Corea 19 13

2006 Corea 21 10

2007 Corea 21 10

Durante el mes de marzo de 2007 se aplicé el examen de la XIX Olimpiada
Matematica de la Cuenca del Pacifico a todos los alumnos que en ese momen-
to se encontraban en los entrenamientos. Dicho examen se aplica y califica en
México. Los mejores examenes se enviaron a Corea para ser evaluados por el
comité coreano. Los alumnos que obtuvieron medalla fueron: Isaac Buenrostro
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Morales (Jalisco) con medalla de plata; Erick Alejandro Gallegos Bafios (Oa-
xaca), Fernando Campos Garcia (Distrito Federal), Andrés Leonardo Gémez
Emilsson (Distrito Federal), Marco Antonio Avila Ponce de Ledn (Yucatsn),
Manuel Jests Novelo Puc (Yucatdn) y Cristian Manuel Oliva Avilés (Yucatén)
con medalla de bronce. Los siguientes alumnos obtuvieron mencién honorifica:
Eduardo Velasco Barrera (Sonora) y Malors Emilio Espinosa Lara (Jalisco).
México ocupd el lugar niimero 10 de los 21 paises participantes.

Numero de Medallas obtenidas en Concursos Internacionales

La siguiente tabla contiene el niimero total de medallas obtenidas por México
en las Olimpiadas Internacionales.

Olimpiada Oro Plata | Bronce| Mencién Honorifica
Internacional 1 5 33 23

Iberoamericana 15 31 23 3

Centroamericana 16 9 2 0

Cuenca del Pacifico! | 2 4 12 16

1 Desde 2004.

Resultados del Concurso Nacional de la
21? Olimpiada Mexicana de Matematicas

Del 11 al 16 de noviembre de 2007 se llevd a cabo en Saltillo, Coahuila, el
Concurso Nacional de la 21* Olimpiada Mexicana de Matemadticas, con la par-
ticipacién de todos los estados de la Replblica. Los 18 alumnos ganadores del
primer lugar fueron:

Anguiano Chavez Marcelino (Chihuahua)
Lépez Buenfil Manuel Guillermo (Chihuahua)
Isafas Castellanos Luis Angel (Colima)

Diaz Nava Benito Clemente (Hidalgo)
Espinoza Lara Malors Emilio (Jalisco)
Gallegos Bernal Paul Ivan (Jalisco)

Mendoza Orozco Rodrigo (Jalisco)

Alvarez Rebollar José Luis (Michoacén)
Blanco Sandoval Bruno (Morelos)

Campero Nifiez Andrés (Morelos)
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Pacchiano Camacho Aldo (Morelos)
Gallegos Bafos Erik Alejandro (Oaxaca)
Judrez Ojeda Rigel Apolonio (Puebla)
Velasco Barreras Eduardo (Sonora)
Culebro Reyes Jakob (Veracruz)

Novelo Puc Manuel Jesis (Yucatan)
Tuyub Roman Daniel Abisai (Yucatdn)
Vera Ruiz Alan Alejandro (Yucatdn)

Los 5 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica
y el Caribe fueron:

Hernandez Gonzdlez Flavio (Aguascalientes)
Arreola Gutiérrez Fernando Ignacio (Aguascalientes)
Dosal Bustillos Manuel Enrique (Chihuahua)

Rios Veldzquez Ménica del Carmen (Nuevo Ledn)
Vera Garza José Carlos (Nuevo Ledn)

Aunque la participacién en el Concurso Nacional es individual, es importante
destacar la labor que han llevado a cabo los estados de la Republica apoyando
a sus concursantes. Con el propédsito de reconocer este trabajo, presentamos
el registro de los estados que ocuparon los primeros 10 lugares en el Concurso
Nacional de la 21* Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Jalisco
Morelos
Yucatan
Chihuahua
Colima
Nuevo Ledn
Sonora
Veracruz
. Puebla
10. Michoacidn

© XN WD

En esta ocasidn, el premio a la Superacién Académica se llamé Copa “Aguila
que Vueld" y fue ganado por Colima. El segundo y tercer lugar de este premio
lo ocuparon, Oaxaca y Veracruz, respectivamente.
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Capitulo 1

Enunciados de los Problemas

1.1. Problemas de Practica

Problema 1. Sea ABC DE un pentagono tal que los tridngulos ABC, BCD,
CDE, DEA y FAB tienen la misma drea. Supongamos que AC'y AD interse-
can a BE en los puntos M y N, respectivamente. Demuestra que BM = NFE.

Problema 2. Denotemos con S(n) a la suma de los primeros n enteros posi-
tivos. Diremos que un entero positivo n es fantdstico si n 'y S(n) son ambos
cuadrados perfectos. Por ejemplo, el niimero 49 es fantdstico, porque 49 = 72
y S(49) = 1+ 2+ -+ +49 = 1225 = 35% son ambos cuadrados perfectos.
Encuentra un entero n > 49 que sea fantastico.

Problema 3. Demuestra que en cualquier particién del conjunto {1,2,...,9} en
tres subconjuntos, hay uno de ellos que cumple que el producto de sus nlimeros
es mayor que 71.

Problema 4. Encuentra todos los enteros no negativos a y b que satisfacen la
ecuacién 3 - 2% 4+ 1 = b

Problema 5. Considera un hexdgono con la propiedad de que todos sus angulos
internos son iguales, pero sus lados no son necesariamente iguales. Demuestra
que la suma de las longitudes de dos lados consecutivos es igual a la suma de
las longitudes de sus respectivos lados opuestos.
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Problema 6. Determina todos los posibles resultados que se obtienen al sumar
90 enteros distintos tomados del 1 al 100.

Problema 7. Sea ABC un tridngulo y sea I su incentro. Sea (' la circunferencia
que pasa por B y es tangente en [ a la bisectriz del dngulo C', y sea Cs la
circunferencia que pasa por C'y es tangente en I a la bisectriz del dngulo B.
Demuestra que C; y Cy se cortan en un punto que estd en la circunferencia
circunscrita del tridngulo ABC.

Problema 8. Determina todos los enteros positivos a,b,c,d cona < b <c<d

tales que:

1+1+1+1
a b ¢ d

sea un entero.

Problema 9. Un nidmero de cubitos de lado uno se ponen juntos para formar
un cubo mds grande y algunas de las caras del cubo grande se pintan. Después
de pintado se vuelven a separar los cubitos pequefos y nos damos cuenta de
que 45 de los cubos pequefios no tienen ninguna cara pintada. ; Cudntas caras
del cubo grande se pintaron?

Problema 10. Sean m y n enteros positivos con m > 1. Demuestra que ¢(m" —
1) es divisible entre n donde ¢ es la funcién de Euler.

Problema 11. Por el baricentro GG de un tridngulo ABC se traza una recta que

corta al lado AB en Py al lado AC en (). Demuestra que % . % < %.

Problema 12. Demuestra que todo entero positivo se puede escribir en la forma
a®? + b — % donde a, by c son enteros positivos y a < b < c.

Problema 13. Considera un conjunto finito de puntos en el plano con la propie-
dad de que la distancia entre cualesquiera dos de ellos es a lo mas 1. Demuestra
que el conjunto de puntos puede ser encerrado en un circulo de radio @
Problema 14. Sea C el circuncirculo del tridngulo ABC. Tracemos la bisectriz
[ del dngulo A. Sean L el punto de interseccién de [ con BC'y N el otro punto
de interseccién de [ con C. Sea M el punto de interseccién de la circunferencia
que pasa por A, By L con el segmento AC. Demuestra que las dreas de los
triangulos BNM y BMC son iguales.

Problema 15. Sea p un nimero primo y sean a, b, ¢ y d enteros tales que
a?+b?>=p=c?+d? Demuestraquea=+cyb==+d oa==+dyb=+c.
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Problema 16. Determina todos los enteros n > 1 para los cuales es posible
construir un rectangulo de dimensiones 15 X n con piezas del tipo:

e Las piezas no deben encimarse ni dejar huecos.
e Los cuadritos de las piezas son de lado 1.

Problema 17. Determina el maximo comun divisor de los nimeros:

3% —-3,5° =577 —7,...,2007%°97 — 2007.

Problema 18. jPara qué enteros n > 5 se pueden pintar los vértices de un
n-agono regular usando a lo mas 6 colores de tal manera que cualesquiera 5
vértices consecutivos tengan distinto color?

Problema 19. En el tridngulo ABC, sea H el ortocentro. Demuestra que las
rectas de Euler de los tridngulos AHB, BHC y CH A concurren.

Problema 20. Sobre una circunferencia se sefialan siete puntos y se asignan
enteros positivos distintos a cada uno de ellos. Luego, en forma simultanea,
cada nimero se reemplaza por el minimo comin miultiplo de los dos niimeros
vecinos a él. Si se obtiene el mismo nidmero n en cada uno de los siete puntos,
determina el menor valor que puede tener n.

Problema 21. Demuestra que el producto de cuatro enteros positivos consecu-
tivos no puede ser un cuadrado perfecto ni tampoco un cubo perfecto.

Problema 22. Sea ABCD un cuadrado con centro en el punto O. Sea X el
punto tal que AOBX es un cuadrado y sean M, Y los puntos medios de los
segmentos AB y OB, respectivamente. Sean C1, la circunferencia que pasa por
X, M, Y; Cy, la circunferencia que tiene centro C y radio igual a CM; y Cs,
la circunferencia con didmetro C'X. Demuestra que las tres circunferencias Cq,
Cy y Cg tienen un punto en comun.



4 Problemas de Practica

Problema 23. En algunas casillas de un tablero de 10 x 10 se coloca una ficha
de manera que se cumpla la siguiente propiedad: para cada casilla que tiene
una ficha, la cantidad de fichas colocadas en su misma fila debe ser mayor o
igual que la cantidad de fichas colocadas en su misma columna. j Cudntas fichas
puede haber en el tablero?

Problema 24. Demuestra que para cada entero positivo n existe un niimero de
n digitos divisible entre 5" formado de puros digitos impares.

Problema 25. Determina todos los enteros positivos n para los cuales existen
k > 2 numeros racionales positivos a1, as, ..., a que satisfacen:

a1+a2+...+ak:a1.a2...ak:n,

Problema 26. Sean C; y C; dos circunferencias que se intersectan en los puntos
Ay B. La tangente comin mds préxima al punto A toca las circunferencias
C1 y Cs en los puntos C'y D respectivamente. Una paralela a la recta CD se
traza a través de A, cortando a C; y Co en los puntos E y F' respectivamente.
Sean G e [ las intersecciones de la recta DA con C; y BC respectivamente
(G distinto de A). Andlogamente, sean H y J las intersecciones de C'A con C,
y BD respectivamente. Finalmente, sean K y L las intersecciones de C'G con
BE y de DH con BF respectivamente. Demuestra que los puntos I, J, K y
L estan sobre una recta paralela a C'D.

Problema 27. Sean z, y enteros tales que 2> — 2zy + y?> — bx + Ty y 22 —
3zy + 2y% + = — y son ambos miiltiplos de 17. Demuestra que zy — 12z + 15y
también es midiltiplo de 17.

Problema 28. Demuestra que es posible elegir 7 puntos en el plano con la
propiedad de que entre cualesquiera tres de ellos, hay dos a distancia 1.

Problema 29. Demuestra que existe un entero positivo n tal que:

(m_m)mos:\/*_m_

Problema 30. Sean m > 1y n > 1 enteros. Encuentra todos los enteros x, y
tales que:
xn + yn — 2m.
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Problema 31. Sea ABC' un tridngulo rectangulo con angulo recto en B. Sea D
el pie de la perpendicular desde B sobre AC', y sea E el punto de interseccién
de la bisectriz del angulo BDC con BC'. Sean M y N los puntos medios de
BE y DC, respectivamente, y sea F' el punto de intersecciéon de M N con BD.
Demuestra que AD = 2BF.

Problema 32. Un hombre del desierto antes de morir dejé dicho en su testa-
mento que sus tres hijos deberian recibir la n-ésima, m-ésima y t-ésima parte de
su rebafio de camellos, respectivamente. EI hombre tenia IV camellos, N > 3, en
el rebafio cuando murié, donde N +1 es un miltiplo comdn de n, m y t. Como
los tres hijos no pudieron dividir N exactamente en n, m y t partes, mandaron
llamar a Pablo para que les ayudara a resolver el problema. Pablo llegd con su
propio camello, el cual se sumé al rebafio. Entonces el rebano fue dividido de
acuerdo a los deseos del hombre. Pablo tomé entonces su camello de vuelta,
el cual sobré después de la reparticion. Determina todas las soluciones posibles
(n,m,t,N).

Problema 33. Sean:
1 1 1
A‘ﬁ+37+"'+2007-2008
B= 1 + L ot __ !
~ 1005 - 2008 ' 1006 - 2007 2008 - 1005

Demuestra que % no es un entero.

Problema 34. Sea ABC'D un cuadrilatero convexo con ZADC = Z/BCD >
90°. Sea FE el punto de interseccién de AC' con la paralela a AD por B, y sea
F' el punto de interseccién de BD con la paralela a BC por A. Demuestra que
EF y CD son paralelas.

Problema 35. Sean a, b y ¢ nlimeros reales positivos tales que abc = 1. De-

muestra que:

1 1 1
- -
hriel Jeri+l yatlitl

> /2.
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Problema 36. Sea n un entero positivo. Determina todos los enteros que se
pueden escribir en la forma:

1 2 n
ai a2 G,
para algunos enteros positivos a1, as, ..., a, no necesariamente distintos.

Problema 37. Decimos que un entero positivo es 3-partito si sus divisores
positivos se pueden separar en tres conjuntos con la misma suma. Demuestra
que hay infinitos enteros positivos 3-partitos. (Los conjuntos pueden tener sélo
un elemento).

Problema 38. Sea M el punto de interseccién de las diagonales AC' y BD
del cuadrildtero convexo ABCD. La bisectriz del dngulo ACD intersecta a
BA enel punto K. Si MA-MC + MA-CD = MB - MD, demuestra que
/ZBKC = /ZBDC.

Problema 39. (a) Demuestra que entre cualesquiera 2007 enteros positivos
distintos, existe un entero con la propiedad de que el producto de los 2006
nlimeros restantes se puede escribir en la forma a? — b? para algunos enteros
positivos a y b.

(b) Supén que uno de los 2007 enteros es el 2006. Demuestra que si hay un
dnico entero (de los 2007 enteros dados) con la propiedad del inciso anterior,
entonces este Unico entero es el 2006.

Problema 40. Sobre el lado AB del tridngulo equildtero ABC' se escogen dos
puntos Py @ (con P mas cerca de A que de ) de manera que ZPCQ = 30°.
Sean M y N los puntos medios de los lados BC'y AC respectivamentey Ry S
puntos sobre C'QQ y C P respectivamente tales que RM es perpendicular a BC
y NS es perpendicular a AC. Demuestra que las diagonales del cuadrildtero
PQRS son perpendiculares.

Problema 41. Los lados y las diagonales de un n-dgono convexo (n > 3), se
pintan con n colores de tal manera que cada color se usa al menos una vez.
Demuestra que hay un tridngulo con vértices del poligono, cuyos lados estdn
pintados con 3 colores distintos.

Problema 42. Determina todos los enteros positivos n tales que 3™ + 5™ sea
miltiplo de 3"~1 4+ 571,
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Problema 43. En el tridngulo ABC' se tiene que ZABC = ZACB = 80°.
Sea P un punto en el segmento AB tal que ZBPC = 30°. Demuestra que
AP = BC.

Problema 44. El producto de ciertos niimeros primos no necesariamente dis-
tintos, es 10 veces su suma. Determina dichos niimeros.

Problema 45. En una Olimpiada de Matematicas participan n estudiantes de
m paises. En la ceremonia de inauguracién, los estudiantes del mismo pais
no se saludan (pues ya se conocen entre ellos), y pueden o no saludar a los
participantes de otros paises una tnica vez. Si IV es el niimero total de saludos
que hubo, demuestra que:
2
n (m—1
y<mm=l,
2m

(Nota. El nlimero de estudiantes que lleva cada pais no es limitado, y no nece-
sariamente es el mismo para dos paises diferentes).

Problema 46. Demuestra que para cada entero n > 0, el ndmero 77" + 1 es el
producto de al menos 2n + 3 ndmeros primos no necesariamente distintos.

Problema 47. Sea JHIZ un rectangulo, y sean A y C puntos en los lados
Z1y ZJ, respectivamente. La perpendicular desde A sobre C'H intersecta a la
recta HI en el punto X, y la perpendicular desde C sobre AH intersecta a la
recta HJ en el punto Y. Demuestra que los puntos X, Y, Z son colineales.

Problema 48. Sean ag, aq, ..., a, enteros mayores o iguales que —1 y al menos
uno de ellos distinto de cero. Si ag + 2a; + 2%2ag + - - - + 2"a,, = 0, demuestra
que ay +as +---+a, > 0.

Problema 49. Demuestra que hay una infinidad de enteros positivos a y b tales
que a® + 1 es miiltiplo de by b? + 1 es miiltiplo de a.

Problema 50. En un torneo de volibol durante la copa Europa—Africa, hubieron
9 equipos mas de Europa que de Africa. Cada pareja de equipos jugd exacta-
mente una vez, y en total los equipos europeos ganaron 9 veces tantos partidos
como ganaron los equipos africanos. ;Cudl es el maximo nimero de partidos
que un solo equipo africano pudo haber ganado?

Problema 51. Sea n > 1 un entero y sea p un ndmero primo tal que n divide
ap—1y pdivide a n® — 1. Demuestra que 4p — 3 es un cuadrado perfecto.
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Problema 52. Sea n un entero mayor que 1. Sobre cada vértice de un poligono
de 2n lados se escribe un entero de tal forma que cualquier lado del poligono
tiene escritos sobre sus extremos dos enteros consecutivos. Decimos que dos
vértices del poligono son adyacentes si son los extremos de un lado del poligono.
Un vértice del poligono se llama loma si el nimero escrito sobre él es mayor
que los nimeros escritos sobre los dos vértices adyacentes a él. Un vértice del
poligono se llama valle si el nimero escrito sobre él es menor que los nliimeros
escritos sobre los dos vértices adyacentes a él. Sea L la suma de los nimeros
escritos sobre las lomas del poligono, y sea V' la suma de los niimeros escritos
sobre los valles del poligono. Demuestra que L — V = n.

Problema 53. Utilizando fichas como la que se muestra en la figura, donde
cada cuadrito es de 1 x 1, jes posible cubrir una cuadricula de 5 x 7 de tal
manera que cada cuadrito de la cuadricula quede cubierto el mismo nimero
de veces? (Se permite que se traslapen las piezas, pero no que se salgan de la
cuadricula).

Problema 54. Sea ABC' un tridangulo cuyo lado mds pequefio es BC. Sean P
un punto de AB tal que ZPCB = ZBAC y @Q un punto sobre AC tal que
ZQBC = ZBAC. Demuestra que la recta que pasa a través de los centros de
los circuncirculos de los tridngulos ABC'y APQ), es perpendicular a BC.

Problema 55. Determina el menor nimero real r con la propiedad de que
existen dos tridngulos no congruentes con lados de longitudes enteras y dreas
iguales a r.

Problema 56. Sea O el circuncentro del triangulo acutangulo ABC y sea K
el punto de interseccién de AO y BC. Sean L y M puntos en los lados AB y
AC respectivamente, tales que KL = KBy KM = KC'. Demuestra que las
rectas LM y BC son paralelas.

Problema 57. Las casillas de una cuadricula de 9 x 9 se llenan con los enteros
del 1 al 81. Demuestra que hay un entero k, 1 < k < 9, tal que el producto
de los niimeros en el renglén k es distinto del producto de los nimeros de la
columna k.
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Problema 58. (a) Demuestra que en cualquier coleccién de nueve enteros dis-
tintos, se pueden elegir cuatro, digamos a, b, cy d, talesque a +b—c—d es
multiplo de 20.

(b) Demuestra que no se cumple (a) en colecciones de ocho enteros.

Problema 59. Sea P un poligono regular de 2m + 1 lados y sea C su centro.
i Cuantos tridngulos cuyos vértices coinciden con vértices de P contienen a C
en su interior?

Problema 60. Encuentra todos los enteros a, b que satisfacen la ecuacién:

(a+1)(a+2)(a+3)+a(a+2)(a+3)+ala+1)(a+3)+ala+1)(a+2) ="

1.2. Problemas de los ultimos tres Concursos
Nacionales de la OMM

Problema 1. (19a OMM) Sea O el centro de la circunferencia circunscrita al
tridngulo ABC, y sea P un punto cualquiera sobre el segmento BC (P # B
y P # (). Supén que la circunferencia circunscrita al tridngulo BPO corta al
segmento AB en R (R # Ay R # B) y que la circunferencia circunscrita al
tridngulo COP corta al segmento C'A en el punto Q (Q # C'y Q # A).

(i) Considera el triangulo PQR; muestra que que es semejante al tridngulo
ABC' y que su ortocentro es O.

(i) Muestra que las circunferencias circunscritas a los tridngulos BPO,
COP y PQR son todas del mismo tamafio.

(Sugerido por José Antonio Gémez)

Problema 2. (19a OMM) Dadas varias cuadriculas del mismo tamafio con
nimeros escritos en sus casillas, su suma se efectta casilla a casilla, por ejemplo:

12+10+20_42
4 0|1 310 |65

Dado un entero positivo N, diremos que una cuadricula es N-balanceada si
tiene nimeros enteros escritos en sus casillas y si la diferencia entre los niimeros
escritos en cualesquiera dos casillas que comparten un lado es menor o igual
que N.
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(i) Muestra que toda cuadricula 2n-balanceada (de cualquier tamafio) se
puede escribir como suma de 2 cuadriculas n-balanceadas.
(i) Muestra que toda cuadricula 3n-balanceada (de cualquier tamafio) se
puede escribir como suma de 3 cuadriculas n-balanceadas.
(Sugerido por David Mireles)

Problema 3. (19a OMM) Determina todas las parejas (a, b) de enteros distintos
de cero para las cuales es posible encontrar un entero positivo x primo relativo
con b y un entero cualquiera y, tales que en la siguiente lista hay una infinidad
de nimeros enteros:

a+zy a+azy? a+axy’ a+ xy"
e T m e

(Sugerido por Miguel Raggi)

Problema 4. (19a OMM) Decimos que una lista de nimeros aj,as,...,an
contiene una terna aritmética a;,aj,ar si i < j < ky 2a; = a; + ai. Por
ejemplo, 8,1,5,2,7 tiene una terna aritmética (8, 5y 2) pero 8,1,2,5,7 no.
Sea n un entero positivo. Muestra que los niimeros 1,2,...,n se pueden reor-
denar en una lista que no contenga ternas aritméticas.

(Sugerido por José Antonio Gémez)

Problema 5. (19a OMM) Sea N un entero mayor que 1. En cierta baraja de
N? cartas, cada carta estd pintada de uno de N colores distintos, tiene dibujada
una de N posibles figuras y tiene escrito un ndmero entero del 1 al N (no hay
dos cartas idénticas). Una coleccién de cartas de la baraja se llama completa si
tiene cartas de todos los colores, o si entre sus cartas aparecen todas las figuras
o todos los nlimeros.
i Cudntas colecciones no completas tienen la propiedad de que, al afiadir cual-
quier otra carta de la baraja, ya se vuelven completas?

(Sugerido por Humberto Montalvén)

Problema 6. (19a OMM) Sea ABC un tridngulo y AD la bisectriz del dngulo
/ZBAC, con D sobre BC'. Sea F un punto sobre el segmento BC tal que
BD = EC'. Por E traza [ la recta paralela a AD y considera un punto P sobre
I 'y dentro del tridngulo. Sea G el punto donde la recta BP corta al lado AC'y
sea F' el punto donde la recta C'P corta al lado AB. Muestra que BF = CG.

(Sugerido por Jestis Jerénimo Castro)
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Problema 7. (20a OMM) Sea ab un ndmero de dos digitos. Un entero positivo
n es “pariente” de ab si:

= el digito de las unidades de n también es b,
= |os otros digitos de n son distintos de cero y suman a.

Por ejemplo, los parientes de 31 son 31, 121, 211 y 1111.
Encuentra todos los nimeros de dos digitos que dividen a todos sus parientes.
(Sugerido por Simon Knight)

Problema 8. (20a OMM) Sea ABC' un tridngulo rectangulo con dngulo recto
en A, tal que AB < AC. Sea M el punto medio de BC' y D la interseccién
de AC con la perpendicular a BC que pasa por M. Sea E la intersecién de
la paralela a AC que pasa por M con la perpendicular a BD que pasa por
B. Demuestra que los tridngulos AEM y MCA son semejantes si y sélo si
ZABC = 60°.

(Sugerido por Julio Brau)

Problema 9. (20a OMM) Sea n un niimero entero mayor que 1. ;De cudntas
formas se pueden acomodar todos los nimeros 1,2,3,...,2n en las casillas de
una cuadricula de 2 X n, uno en cada casilla, de manera que cualesquiera dos
nimeros consecutivos se encuentren en casillas que comparten un lado en la
cuadricula?

(Sugerido por Humberto Montalvén)

Problema 10. (20a OMM) ;Para qué enteros positivos n puede cubrirse una
escalera como la de la figura (pero con n escalones en vez de 4) con n cuadrados
de lados enteros, no necesariamente del mismo tamafio, sin que estos cuadrados
se encimen y sin que sobresalgan del borde de la figura?

(Sugerido por Humberto Montalvén)
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Problema 11. (20a OMM) Sean ABC' un tridngulo acuténgulo y, AD, BE'y
CF sus alturas. La circunferencia con didmetro AD corta a los lados AB y AC
en M y N, respectivamente. Sean P y (Q los puntos de intersecciéon de AD con
EF y MN, respectivamente. Demuestra que @) es el punto medio de PD.
(Sugerido por Jestis Jerénimo Castro)

Problema 12. (20a OMM) Sea n la suma de los digitos de un entero positivo
A. Decimos que A es “surtido” si cada uno de los enteros 1,2,....,n es suma
de digitos de A.

1. Demuestra quesi 1,2, ...,8 son sumas de digitos de un entero A entonces
A es surtido.

2. Si1,2,...,7 son sumas de digitos de un entero A, jes A necesariamente
surtido?

Nota: El nimero 117 no es surtido pues sélo 1 =1, 2 =141, 7 = 7,
8 =147 9=141+7 se pueden escribir como suma de digitos de 117.
(Sugerido por Juan José Alba)

Problema 13. (21a OMM) Encuentra todos los enteros positivos N con la
siguiente propiedad: entre todos los divisores positivos de N hay 10 nimeros
consecutivos pero no 11.

(Sugerido por Humberto Montalvian Gamez)

Problema 14. (21a OMM) Dado un tridngulo equildtero ABC, encuentra todos
los puntos P del plano que cumplan ZAPB = ZBPC.

(Sugerido por José Antonio Gémez Ortega)

Problema 15. (21a OMM) Sean a, b, ¢ niimeros reales positivos que satisfacen
a+ b+ c=1. Muestra que:

Va+be+Vb+ ca+ Ve +ab< 2.

(Sugerido por José Antonio Gémez Ortega)
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Problema 16. (21a OMM) Para un entero positivo n se definen: n; como la
suma de los digitos de n, ny como la suma de los digitos de ny y ng como
la suma de los digitos de ny. Por ejemplo para n = 199, n; = 199; = 19,
Nng = 1992 =10 Yy ng = 1993 =1.

Encuentra todas las parejas de enteros positivos (m,n) tales que:

m+n = 2007
mg+ng = 20073

(Sugerido por Octavio Arizmendi Echegaray)

Problema 17. (21a OMM) En cada cuadrado de una cuadricula de 6 x 6 hay
una luciérnaga apagada o encendida. Una movida es escoger tres cuadrados
consecutivos ya sean los tres verticales o los tres horizontales, y cambiar de
estado a las tres luciérnagas que se encuentran en dichos cuadrados. Cambiar
de estado a una luciérnaga significa que si estd apagada se enciende y viceversa.
Muestra que si inicialmente hay una luciérnaga encendida y las demdas apagadas,
no es posible hacer una serie de movidas tales que al final todas las luciérnagas
estén apagadas.

(Sugerido por Andrés Leonardo Gémez Emilsson)

Problema 18. (21a OMM) Sea ABC un tridngulo tal que AB > AC > BC.
Sea D un punto sobre el lado AB de tal manera que CD = BC, y sea M
el punto medio del lado AC. Muestra que BD = AC si y sélo si ZBAC =
2/ABM.

(Sugerido por David Torres Flores y Alejandro Jiménez Mtz.)



14

Problemas Concursos Nacionales de la OMM




Capitulo 2

Olimpiadas Internacionales en
las que participa México

2.1. XIX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico

Problema 1. Sea S un conjunto de 9 enteros distintos tal que todos los factores
primos de estos nliimeros son menores o iguales a 3. Muestre que S contiene 3
enteros distintos tales que su producto es un cubo perfecto.

Problema 2. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo con Z/BAC = 60° y AB >
AC. Sean I el incentro y H el ortocentro del tridngulo ABC'. Muestre que:

2/AHI = 3/ABC.

Problema 3. Considere n discos C1,Cs, ..., C, en el plano tales que para cada
1 <i < n, el centro de C; esta sobre la circunferencia de C;1, y el centro de
C,, esta sobre la circunferencia de C7. Defina el resultado de tal arreglo de n
discos como el nimero de parejas (i, j) para las cuales C; contiene propiamente
a C; (es decir, C; estd contenido en Cj, pero C; # C;). Determine el resultado
maximo posible.

Problema 4. Sean z,y, z nlimeros reales positivos tales que /z+,/y++/z = 1.
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Muestre que:

a:2+yz y2—|—zx z2+xy >1
V222 (y+2) 22 +a) (222 (e +y)

Problema 5. Un arreglo regular de focos de 5 x 5 estd defectuoso, ya que
al apagar o encender el apagador de uno de los focos provoca que cada foco
adyacente en la misma columna o en la misma fila, ademas del foco mismo,
cambie de estar encendido a apagado o de apagado a encendido. Inicialmente
todos los focos estdn apagados. Después de apagar o encender los apagadores
varias veces, sélo un foco permanece encendido. Encuentre todas las posibles
posiciones de este foco.

2.2. IX Olimpiada Matematica de Centroamérica y del
Caribe

Problema 1. La OMCC es una competencia anual de Matematicas. En el 2007
se lleva a cabo la novena olimpiada. j Para cudles enteros positivos n se cumple
que n divide al afio en que se realiza la n-ésima olimpiada?

Problema 2. Sean ABC un tridngulo, D y E puntos en los lados AC' y AB,
respectivamente, tales que las rectas BD, C'E'y la bisectriz que parte de A con-
curren en un punto P interior al tridngulo. Demuestre que hay una circunferencia
tangente a los cuatro lados del cuadrilditero ADPE siy sélosi AB = AC.

Problema 3. Sea S un conjunto finito de nimeros enteros. Suponga que para
cualquier par de elementos p, ¢ de S, con p # ¢, hay elementos a, b, c de S,
no necesariamente diferentes entre si, con a # 0, de manera que el polinomio
F(x) = axz® + bz + ¢ cumple que F(p) = F(q) = 0. Determine el maximo
nimero de elementos que puede tener el conjunto S.

Problema 4. Los habitantes de cierta isla hablan un idioma en el cual todas las
palabras se pueden escribir con las siguientes letras: a, b, ¢, d, e, f, g. Se dice
que una palabra produce a otra si se puede llegar de la primera a la segunda
aplicando una o mds veces cualquiera de las siguientes reglas:

1. Cambiar una letra por dos letras de acuerdo a la siguiente regla:

a— be,b—cd,c— de,d —ef,e — fg,f — ga,g — ab.
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2. Si se encuentran dos letras iguales rodeando a otra, ellas se pueden quitar.
Ejemplo: dfd — f.

Por ejemplo, cafed produce a bfed, porque:
cafed — cbcfed — bfed.
Demuestre que en esta isla toda palabra produce a cualquier otra palabra.

Problema 5. Dados dos nimeros enteros no negativos m, n, con m > n, se dird
que m termina en n si es posible borrar algunos digitos de izquierda a derecha de
m para obtener n. Por ejemplo, 329 termina en 9 y en 29 tinicamente. Determine
cuantos nimeros de tres digitos terminan en el producto de sus digitos.

Problema 6. Desde un punto P exterior a una circunferencia S se trazan
tangentes que la tocan en Ay B. Sea M el punto medio de AB. La mediatriz
de AM corta a S en C (interior al AABP), la recta AC corta a la recta PM
en GG, y la recta PM corta a S en el punto D exterior al tridngulo AABP.
Si BD es paralelo a AC, demuestre que GG es el punto donde concurren las
medianas del AABP.

2.3. XXII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Problema 1. Dado un entero positivo m, se define la sucesién {a,} de la
siguiente manera:

a1 = —, ap+1 = aplay], si n>1.

m
2
Determinar todos los valores de m para los cuales asgg7 es el primer entero que
aparece en la sucesion.

Nota: Para un niimero real x se define [2] como el menor entero que es mayor
o igual que x. Por ejemplo, [7] =4, [2007] = 2007.

Problema 2. Sean ABC' un triangulo con incentro I y I" una circunferencia
de centro I, de radio mayor al de la circunferencia inscrita y que no pasa por
ninguno de los vértices. Sean X; el punto de interseccién de I' con la recta
AB mas cercano a B; X3, X3 los puntos de interseccién de I' con la recta BC
siendo X9 mds cercano a B; y X, el punto de interseccién de I' con la recta
CA mas cercano a C. Sea K el punto de interseccién de las rectas X1 X5 y
X3.X,4. Demostrar que AK corta al segmento X2 X3 en su punto medio.
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Problema 3. Dos equipos, A y B, disputan el territorio limitado por una cir-
cunferencia. A tiene n banderas azules y B tiene n banderas blancas (n > 2,
fijo). Juegan alternadamente y A comienza el juego. Cada equipo, en su turno,
coloca una de sus banderas en un punto de la circunferencia que no se haya
usado en una jugada anterior. Cada bandera, una vez colocada, no se puede
cambiar de lugar. Una vez colocadas las 2n banderas se reparte el territorio
entre los dos equipos. Un punto del territorio es del equipo A si la bandera mas
préxima a él es azul, y es del equipo B si la bandera mds préxima a él es blanca.
Si la bandera azul mds préxima a un punto estd a la misma distancia que la
bandera blanca mds préxima a ese punto, entonces el punto es neutro (no es de
A ni de B). Un equipo gana el juego si sus puntos cubren un drea mayor que el
drea cubierta por los puntos del otro equipo. Hay empate si ambos cubren dreas
iguales. Demostrar que, para todo n, el equipo B tiene estrategia para ganar el
juego.

Problema 4. En un tablero cuadriculado de 19 x 19, una ficha llamada dragdn
da saltos de la siguiente forma: se desplaza 4 casillas en una direccién paralela a
uno de los lados del tablero y 1 casilla en direccién perpendicular a la anterior.

D

Desde D el dragén puede saltar a una de las cuatro posiciones X

Se sabe que, con este tipo de saltos, el dragén puede moverse de cualquier
casilla a cualquier otra.

La distancia dragoniana entre dos casillas es el menor nimero de saltos que el
dragén debe dar para moverse de una casilla a otra.

Sea C' una casilla situada en una esquina del tablero y sea V' la casilla vecina a
C' que la toca en un dnico punto.

Demostrar que existe alguna casilla X del tablero tal que la distancia dragoniana
de C' a X es mayor que la distancia dragoniana de C' a V.
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Problema 5. Un nilmero natural n es atresvido si el conjunto de sus divisores,
incluyendo al 1 y al n, se puede dividir en tres subconjuntos tales que la suma
de los elementos de cada subconjunto es la misma en los tres. ; Cual es la menor
cantidad de divisores que puede tener un nimero atresvido?

Problema 6. Sea F la familia de todos los hexagonos convexos H que satisfa-
cen las siguientes condiciones:

(a) los lados opuesto de H son paralelos;
(b) tres vértices cualesquiera de H se pueden cubrir con una franja de ancho 1.

Determinar el menor ndmero real [ tal que cada uno de los hexdgonos de la
familia F se puede cubrir con una franja de ancho [.

Nota: Una franja de ancho [ es la regién del plano comprendida entre dos rectas
paralelas que estdn a distancia [ (incluidas ambas rectas paralelas).

2.4. 48" Olimpiada Internacional de Matematicas

Problema 1. Sean ay,as,...,a, ndmeros reales. Para cada i (1 < i < n) se
define:
di =méx{a; : 1 <j <i} —min{a;:i<j<n}

y sea:
d=max{d; : 1 <i<n}.

(a) Demostrar que para cualesquiera nimeros reales 21 < x9 < -+ < @,

[ ) d
max {|x; —a;| : 1 <i<n}> 7 (2.1)
(b) Demostrar que existen ndmeros reales 7 < x9 < --+ < x,, para los cuales

se cumple la igualdad en (2.1).

Problema 2. Se consideran cinco puntos A, B,C,D y FE tales que ABCD
es un paralelogramo y BCED es un cuadrilatero ciclico y convexo. Sea [ una
recta que pasa por A. Supongamos que [ corta al segmento DC' en un punto
interior F'y a la recta BC' en GG. Supongamos también que FF = EG = EC.
Demostrar que [ es la bisectriz del dngulo DAB.
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Problema 3. En una competencia de matematicas algunos participantes son
amigos. La amistad es siempre reciproca. Decimos que un grupo de participantes
es una clique si dos cualesquiera de ellos son amigos. (En particular, cualquier
grupo con menos de dos participantes es una clique). Al nimero de elementos
de una clique se le llama tamafo. Se sabe que en esta competencia el mayor de
los tamafios de las cliques es par.

Demostrar que los participantes pueden distribuirse en dos aulas, de manera que
el mayor de los tamanos de las cliques contenidas en un aula sea igual al mayor
de los tamaios de las cliques contenidas en la otra.

Problema 4. En un tridngulo ABC' la bisectriz del dngulo BC'A corta a la
circunferencia circunscrita en R (R # C), a la mediatriz de BC en P y a la
mediatriz de AC en Q. El punto medio de BC es K y el punto medio de AC
es L. Demostrar que los tridngulos RPK y RQL tienen dreas iguales.

Problema 5. Sean a y b enteros positivos tales que 4ab— 1 divide a (4a® —1)2,
Demostrar que a = b.

Problema 6. Sea n un entero positivo. Se considera:
S:{('m?y?z):x7y7z€{0717"'7n}7 "E+y+z>0}

como el conjunto de (n + 1)3 — 1 puntos en el espacio tridimensional.
Determinar el menor nimero posible de planos cuya unién contiene todos los
puntos de S pero no incluye a (0,0,0).



Capitulo 3

Soluciones de los Problemas

3.1. Soluciones de los Problemas de Practica

Solucién del problema 1. Como los tridngulos BCD y CDE tienen la misma
area y comparten el lado C'D, tenemos que CD y BE son paralelas. De manera
similar tenemos que BC' es paralela a AD y DFE es parelela a AC. Luego, los
cuadrilateros BCDN y MCDE son paralelogramos y por lo tanto BN = CD
y ME = CD. En consecuencia, BN = MFE, esdecir BM+MN = MN+NE
de donde BM = NFE.

B
M C
A
N
D
E

Solucién del problema 2. Queremos encontrar un entero positivo & tal que

n==kvySh)= "("2+1) = kQ(kgﬂ) sea un cuadrado perfecto. Como k2 es

k241
2

un cuadrado, basta encontrar k tal que = m? para alglin entero positivo
m. Es decir, queremos que k? — 2m? = (k +mv/2)(k — mv/2) = —1. Como
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S(49) = w = 72(52), tenemos que:
72— 2.5% = (T+5V2)(7T - 5V2) = —1. (3.1)
Ademas, es claro que:
(3+2v2)(3 -2v2) = 1. (3.2)

Multiplicando (3.1) y (3.2) tenemos que:

—1 = (T45V2)(7-5V2)(3+2V2)(3 —2V2) (3.3)
= [(74+5V2)(3 4+ 2V2)][(7 - 5V2)(3 — 2V2)]
(41 4 29v/2)(41 — 29V/2)
= 412 -2.29%
De aqui que k = 41 y m = 29 satisfacen la ecuacién k% — 2m? = —1. Por

lo tanto, n = 412 = 1681 es otro nimero fantastico. (Nétese que si multipli-
camos (3.2) con (3.3) obtenemos nuevos valores de k' y m y en consecuencia
otro niimero fantastico. Por lo tanto, podemos seguir con este procedimiento de
multiplicar la igualdad (3.2) con la nueva igualdad obtenida en el paso anterior
y asi sucesivamente, para generar una infinidad de nimeros fantésticos).

Solucién del problema 3. Supongamos que el conjunto {1,2,...,9} se parte
en tres subconjuntos ajenos dos a dos A, B y C, donde el producto de los
elementos de cada subconjunto es a, b y ¢, respectivamente. Si a, b y ¢ son
menores o iguales que 71, entonces abc < 713 = 357911. Por otro lado, el
producto de los elementos del conjunto {1,2,...,9} es 9! = 362880, que es
mayor que 713, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, al menos uno de los
conjuntos A, B o C tiene producto mayor que 71.

Solucién del problema 4. Si a = 0, entonces b = 2. Si a = 1, entonces b?> = 7
y no hay solucién. Si a > 2, entonces 2% es muiltiplo de 4 y b es impar. Sea
b=2c+1. Entonces 3-2¢ = b*>—1 = (b—1)(b+1) = 2¢(2¢+2) = 4c(c+1), de
donde 3-2972 = ¢(c+1). Si a = 2, entonces 3 = ¢(c+ 1) lo cual es imposible.
Luego, a > 2. Si ¢+ 1 es par, entonces c es impar y por lo tanto ¢ es primo
relativo con 2472 Luego c es divisor de 3, es decir ¢ = 1 o 3. Es facil ver que ¢
no puede ser 1. Si ¢ = 3 tenemos que 2% 2 = 4, de donde a — 2 = 2. De aquf
que a =4y b="7. Ahora, si c es par entonces c+ 1 es divisor de 3. Es facil ver
que ¢ + 1 no puede ser 1. Si ¢+ 1 = 3, entonces 20-2 — 9, Luego, a —2 =1
de donde a =3 y b = 5. Por lo tanto, las soluciones son (a,b) = (0,2),(3,5) y
(4,7).
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Solucién del problema 5. Sea ABCDFEF un hexdgono con todos sus angulos
internos iguales. Si « es un angulo interno, entonces @ = 120°. Sean AB = a,
BC =b CD =¢, DE = a1, EF = by y FA = ¢;. Sea P el punto de
interseccién de las rectas AB y CD. Entonces ZPBC = 60° y ZPCB = 60°.
Por lo tanto, el tridngulo BPC' es equilatero de lado b.

R

E

Q D C P

De manera similar, si  es el punto de interseccién de lasrectas CDy EF,y R
es el punto de interseccién de las rectas EF'y BA, entonces los tridngulos DQFE
y FFRA son equildteros de lados a; y ¢q, respectivamente. Entonces, ZQPR =
/ZRQP = ZPRQ = 60° y por lo tanto el tridngulo PQR es equildtero. Luego,
R(Q = RP, es decir, a1 + by + ¢c1 = a+ b+ ¢; de donde a1 + b1 = a + b.
Similarmente, a1 +c=ci+ayc+b=cy +b;.

Solucion del problema 6. Observemos que la suma mdas pequefia posible es
m=1+2+-+90 = 1(90)(91) = 45(91) y la suma mds grande posible
es M = 11+12+ .-+ 100 = $(90)(111) = 45(111). Demostraremos que
todo nimero entero entre m y M se puede escribir como suma de 90 ndmeros
distintos tomados del 1 al 100. Sean Sy, = k+ (k+ 1)+ -+ (k+89) y
R = (k+1)+(k+2)+---+(k+90) con 1 < k < 10. Como Sy, = 90k+45(89) y
Ry, = 90k +45(91) = S+ 90, entonces si n es un entero tal que Sx, < n < Ry,
necesariamente n es de la forma S + r con 1 < r < 90. Luego, para escribir
a n como suma de 90 enteros distintos tomados del 1 al 100, basta sumarle
1 a cada uno de los r sumandos mdas grandes de Si. Por lo tanto, los valores
posibles para la suma de 90 enteros distintos tomados del 1 al 100, son todos
los enteros a tales que 45(91) < a < 45(111).

Segunda Solucién. Sean m y M como en la primera solucién. Supongamos
que b > m no puede ser obtenido como la suma de una eleccién de 90 enteros
distintos tomados del 1 al 100, mientras que b — 1 si puede ser obtenido como
una de tales sumas. Sean 1 < a1 < ag < --- < agg < 100 tales que b — 1 =
a1 + ag + - -+ + agy. Tenemos entonces que agy = 100, pues de otro modo
sustituyendo agg por agy+ 1 obtendriamos b, lo cual no puede ser. Por el mismo
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argumento, tenemos que a;_1 = a;—1 para 2 <t < 90. Luego, b = M+1 > M,
lo que prueba que todo entero entre m y M (incluyéndolos), se puede escribir
como una suma de 90 enteros distintos tomados del 1 al 100.

Soluciéon del problema 7. Sea P el otro punto de interseccién de Cy y Cs.
Basta demostrar que ZBAC + ZBPC = 180° (jpor qué?).

A

Ci
Co

Sean « = LZACBy 3 = ZABC. Tenemos que Z/BAC = 180° — (« + f3).
Demostraremos entonces que Z/ZBPC = a+ (3. Sean E' y F las interseccio-
nes de la bisectriz por B con el lado AC' y de la bisectriz por C' con el lado
AB, respectivamente. Como la bisectriz por C' es tangente a Cq, tenemos que

/BPI = /BIF ya que subtienden el mismo arco. Andlogamente tenemos que
ZCPI = ZCIE. Ademids, /BIC = ZFIE = 180° — # Luego:

360° = /BIF+ /BIC + /CIE+ /FIE
- 43P1+1&P—f1§£—%40P1+1&P—fﬁgé

= /BPC +360° — (o + ),
de donde Z/BPC = o+ (3.

Solucién del problema 8. Como 1 < a < b < ¢ < d, tenemos que b > 2,
c>3yd>4. Entonces:
11 1 1 _ 1 1 1 1 1

- S oo - =24 —,
pTeTac1 T2tz T

Luego, los valores enteros posibles de % + % + % + é son 1y 2. Dividimos en
casos.

Casol.2+1414+1=2

Sia=1,b=2yc=3, entoncesd:6y%+%+%+%:2.
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Sia=2,b=3yc=4, entonceséz2—<%+%+%>:%éd:%queno

es entero.

S|a>3 b>4,¢>5yd>6, entonces2—% %—F%—Féﬁ%—k%—k%—#%:
0 < 1, lo cual es un absurdo.

Por lo tanto, sélo hay una solucién en este caso.

Caso 2. é—l—%—l—%—l—é:l.

Notemos que sélo hay que considerar el caso a = 2, ya que si a > 3, entonces
lpi+i+i<i+i+i +6 <1

Sla—2yb—3 entonces——l—d 1demodoqueal—— 6+ . Como

d es entero, entonces ¢ — 6 debe dividir a 36. Luego, las p05|b|||dades para c—06

son 1,2,3,4,6,9,12,18 y 36, y de aqui se sigue facilmente que las soluciones

con ¢ < d son (¢, d) = (7, 42) (8 4),(9,18) y (10, 15)

Sia=2yb =4, entonces ——I—d = l de donde d = = 4—1— . De aqui que

c—4 debe ser divisor de 16. Luego, Ios posibles vanres para c—4 son1,2,4 8y
16. Se sigue entonces que las soluciones con ¢ < d son (¢, d) = (5,20) y (6, 12).
Sia=2yb=25, entonces %—i— é = % de donde d = 3012610 =3+ 3?3100 Como

d es entero, entonces 3¢— 10 debe dividir a ¢+ 30, de modo que 3c—10 < ¢+ 30

y de aqui que ¢ < 20. Es facil verificar que no hay soluciones para ¢ y d con

6 < c<20.

Sia=2yb>6,entoncesc>T7yd>8, demodoquel—%+%+%+é§
2+6—|-7—i-8—ig;<1locua|esunabsurdo Luego, sia =2y b > 6 no hay
soluciones.

Por lo tanto, las soluciones son (a,b, ¢,d) = (1,2,3,6), (2,3,7,42), (2,3,8,24),
(2,3,9,18), (2,3,10,15), (2,4,5,20) y (2,4,6,12).

Solucion del problema 9. Observemos que si tenemos un cubo formado por
6 x 6 X 6 cubitos, el cubo que esta en la parte interior del cubo mayor es un cubo
de 4 x 4 X 4 = 64 cubitos que no estardn pintados y el problema nos dice que
tnicamente 45 cubos pequefios no tienen caras pintadas. Por lo tanto, nuestro
cubo grande estard formado por a lo mads 5 x 5 x 5 cubitos.

Veamos qué sucede para el caso del cubo formado por 4 x 4 x 4 cubitos. Ocultos
a la vista tenemos un cubo formado por 2 x 2 x 2 = 8 cubitos que no se pintan
aun cuando pintemos todas las caras del cubo mayor. Luego, tenemos que ver
cuantas caras del cubo mayor hay que pintar para tener otros 37 cubitos sin
pintar. Si Unicamente pintamos una cara del cubo de 4 x 4 x 4, tendremos
3 X 4 x 4 = 48 cubitos sin caras pintadas. Luego, tendremos que pintar al
menos dos caras del cubo de 4 x 4 x 4, pero esto lo podemos hacer de dos
formas, es decir: pintar dos caras que comparten una arista o pintar dos caras
que no tienen una arista en comdn. Analicemos cada caso. Supongamos que
tenemos dos caras pintadas que comparten una arista. Entonces, tendremos
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3 x 3 x 4 = 36 cubitos sin pintar y necesitamos tener 45. Ahora analicemos el
caso donde tenemos dos caras pintadas que no comparten una arista. En este
caso tenemos 2 x 4 x 4 = 32 cubitos sin pintar. Por lo tanto, no hay posibilidad
de obtener 45 cubitos sin pintar para un cubo de 4 x 4 x 4, ya que si pintamos
mas caras el niimero de cubitos sin pintar serd menor.

Para los cubos formados por un niimero menor de cubitos tampoco hay solucidn,
ya que tienen mucho menos de 45 cubitos.

En el caso en que el cubo grande esté formado por 5 X 5 x 5 cubitos, siempre
habra 3x3x3 = 27 cubitos pequenos que no tienen caras pintadas y que forman
la parte interior del cubo grande. Veamos qué debemos pintar para obtener 18
cubitos mas sin pintar. Al igual que en el caso del cubo de 4 x 4 x 4 cubitos,
tenemos varios casos. Pensemos en el cubo de 5 X 5 X 5 como una caja con 4
paredes, la base y la tapa. Si pintamos 4 caras, podemos hacerlo de 4 formas:
pintar 3 paredes y la tapa; pintar 2 paredes que compartan una arista, la base y la
tapa; pintar dos paredes que no compartan una arista, la base y la tapa; o pintar
4 paredes sin pintar la base y la tapa. Los primeros dos casos son equivalentes,
y tenemos (3 x 4) + (3 x 3) = 21 cubitos sin pintar, pero sélo necesitamos 18.
Los otros dos casos son equivalentes y se obtienen 3 X 3 x 2 = 18 cubitos sin
pintar y por lo tanto habrd 27 + 18 = 45 cubitos que no tienen caras pintadas.
Por lo tanto, se pintaron 4 caras del cubo grande (que es un cubo de 5 x 5 x 5
cubitos).

Soluciéon del problema 10. Es claro que m™ — 1 y m son primos relativos.
Entonces, por el Teorema de Euler tenemos que m®™"~1) =1 (mod m™ — 1),
es decir, m®m"=1) _ 1 es divisible entre m™ — 1. Aplicando el siguiente lema,
se sigue que ¢(m™ — 1) es divisible entre n.

Lema. Sia, m y n son enteros positivos y a > 1, entonces a™ — 1 es divisible
entre a™ — 1 si y sélo si m es divisible entre n.

En efecto, si m = nk, entonces a™ — 1 = (a™)* — 1 tiene al factor a” — 1 y por
lo tanto @™ — 1 es divisible entre a” — 1.

Supongamos ahora que a™ — 1 es divisible entre a™ — 1. Por el algoritmo de la
divisidn, existen enteros q y 7 talesque m =gn+r donde 0 <r <nygq>0.
Entonces:

a™ —1=a™" —1=a"((a")7—1)+a" — 1.

Como a™ — 1y (a™)? — 1 son ambos divisibles entre a™ — 1, entonces a” — 1
también es divisible entre ¢ — 1. Como a” —1 > a" — 1 (yaquea > 1y
n > r), la dnica posibilidad para que a” — 1 sea divisible entre " — 1 es que
a” —1 =0, es decir, r = 0. Por lo tanto, m = gn y asi m es divisible entre n.
Esto demuestra el lema.
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Solucion del problema 11. Dupliquemos el tridngulo trazando AD paralela a
BC y CD paralela a BA. Sea M el punto de intersecciéon de CD con PQ y
sean x = PB, y = AB.

A D
M
P, G @
B C
Por la semejanza de los tridngulos AQP y QMC' tenemos que % = ]\X—g =
PB

y x, y por la semejanza de los tridngulos GPB y GM D tenemos que 175 =
gg 5. Entonces, MD =22y MC =y — MD =y — 2z. Luego:
PB QU _

1 z(y— 2x) 1
PA QA 4

<92’ —6ry+1y°>0s (3z—y)? >0,

T y—a2 =1

Como (3z — y)?2 > 0 para todo x,%, se 5|gue que % 83 < %. Ademis, la

igualdad se alcanza si y sélo si PB =z = £, siy sdlo si MC = ¥, siy sblo si
PQ es paralela a BC.

Solucion del problema 12. Sea m un entero positivo. Dividimos en dos casos.
Caso 1. m es impar. Claramente, 1 = 42 + 72 — 82, 3 =42+ 6% - 72, 5 =
42 + 52 — 62y 7=10% 4 14% — 17%. Supongamos que m = 2n + 3 con n > 2.
Entonces, m = (3n + 2)? + (4n)?2 — (5n + 1)? y como n > 2, tenemos que
3n+2<4n <dn+1.

Caso 2. m es par. Claramente, 2 = 52 + 112 — 122. Supongamos que m = 2n
con n > 1. Entonces, m = 2n = (3n)% + (4n — 1) — (50 — 1)2 y como n > 1,
tenemos que 3n < 4n — 1 < 5n — 1.

Solucion del problema 13. Sean A y B dos puntos separados a distancia
maxima d, con d < 1. Con centro en estos puntos, trazamos un par de circunfe-
rencias de radio d. Es claro que el resto de los puntos estan en la interseccién de
ambos circulos (si hubiera un punto fuera de la interseccién de ambos circulos,
la distancia entre ese punto y alguno de A o B seria mayor que d, contradicien-
do el hecho de que d es la distancia méaxima).

Con centro en el punto medio del segmento AB, trazamos una circunferencia de
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radio @d. Dicha circunferencia intersecta a las otras dos y encierra completa-
mente la interseccién de ambos circulos. Como d < 1, tenemos que @d < ?

Por lo tanto, podemos encerrar a los puntos en un circulo de radio @

Solucién del problema 14. Tenemos que /BAL = ZCAL. Como /ZMAL =
/M BL por subtender el mismo arco,y /M AL = /C AL, entonces /M BL =
ZBAL. Similarmente, como ZNCB = ZN AB por subtender el mismo arco, y
/NAB = ZBAL, tenemos que ZNCB = Z/BAL. Luego, ZMBL = ZNCB
y por lo tanto M B y C'N son paralelas. Finalmente, como los tridngulos BN M
y BMC' comparten el lado BM, se sigue que sus dreas son iguales.

Solucién del problema 15. Tenemos que & = (§)°+1y & = (§)* + 1.
Entonces, por una parte tenemos que:

p p  pld-b?
ETET R (34)

y por otra parte tenemos que:

p D (a)2 B (0)2 _ a’d® —b?c>  (ad — be)(ad + be)

b2 dz

b

d

b2d2 b2d? '

(3.5)
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Luego, de (3.4) y (3.5) se sigue que (ad—bc)(ad+bec) =0 (mod p). Como p es
primo, tenemos que ad — bc = 0 (mod p) o ad + bc = 0 (mod p). Supongamos
que ad — be = 0 (mod p). Es facil verificar que:

p? = (a® 4 b*) (2 + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)?. (3.6)

Dividimos en dos casos.
Caso 1. Supongamos que ad = be. Entonces de (3.6) se sigue que ac+bd = £p
y por lo tanto:

+ap = a’c + abd = a’*c + b%c = pe.

Luego, a = +cy b = +d.

Caso 2. Supongamos que ad # bc. Como ad — be = 0 (mod p), tenemos que
(ad — bc)? = 0 (mod p?) y de aqui (ad — be)? > p?. Como (ac + bd)? > 0,
entonces la expresién (3.6) implica que (ac + bd)? = 0y (ad — be)? = p?, es
decir ac+ bd =0y ad — bc = £p. Luego:

+ep = acd — be? = —bd? — be® = —bp,

de donde b = %c. Entonces, ac + bd = ac £ cd = 0, de donde a = +d. El caso
ad + bc = 0 (mod p) se prueba de manera similar y se deja al lector.

Solucién del problema 16. Observemos primero que para formar un rectangulo
con estas piezas sin dejar huecos, necesitamos poner en el borde del rectangulo,
piezas en forma de U con la base de la pieza (la parte que tiene 3 cuadritos)
pegada al borde, o bien piezas en forma de cruz con una U a cada lado formando
bloques rectangulares de 3 x 5 como se muestra en la figura.

....................

Por lo tanto, n es de la forma 3a + 5b con @ > 0y b > 0 enteros. Como los
valores mds pequefios de la forma 3a+5bcona >0y b>0son 3-0+5-0=0,
3:145:0=3,3-0+5-1=5,3-24+5-0=6y3:-1+5-1=38, sesigue que
no se pueden construir rectangulos de 15 x n sin =1,2,4 o 7. Demostraremos
que para cualquier otro entero positivo n si se puede. En efecto, con 3 bloques
de 3 x 5 se puede formar el rectdngulo de 15 x 3, y con 5 bloques de 3 x 5 se
puede formar el de 15 x 5. Con dos rectdngulos de 15 x 3 se forma el de 15 x 6.
Sin > 8, entonces consideremos los siguientes casos:
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1. n = 3k. Entonces, con k rectangulos de 15 x 3 formamos el de 15 x n.

2. n =3k + 1. Entonces, n = 3(k — 3) + 10 y con k — 3 rectdngulos de 15 x 3
y dos rectangulos de 15 x 5 formamos el de 15 x n.

3. n =3k +2. Entonces, n =3(k—1)+5y con k — 1 rectdngulos de 15 x 3 y
uno de 15 x 5 formamos el de 15 x n.

Solucién del problema 17. Como el més pequefio de los niimeros es 3% — 3 =
24, el maximo comun divisor es a lo mas 24. Cada nimero es de la forma n"* —n
con n impar y mayor que 1. Sea n = 2k + 1. Entonces:

nt—n = n ((712)]C — 1) = n(n2 — 1)(n2k—2 NI R 1)

= nn—1)n+1)n*24+n? 4. 41).

Como alguno de los nimeros n, n — 1 o n + 1 es divisible entre 3, entonces
n(n —1)(n + 1) es divisible entre 3. Ademas, (n —1)(n + 1) = 4k(k + 1) es
divisible entre 4 - 2 = 8 ya que k(k + 1) es divisible entre 2. Luego, n™ —n
es divisible entre 3 - 8 = 24 para cada n = 3,5,7,...,2007. Por lo tanto, el
maximo comun divisor es 24.

Solucién del problema 18. Sean a, b, ¢, d, ey f los colores. Denotemos por
S1 a la secuencia a,b,c,d,e y por Sy a la secuencia a,b,c,d,e,f. Sin > 0
se puede escribir en la forma 5x 4+ 6y, con x,y > 0, entonces n satisface
las condiciones del problema: podemos poner x secuencias S7 consecutivas,
seguidas de y secuencias S consecutivas, alrededor del poligono. Si y es igual
a0, 1,2 304, entonces n es igual a bz, 5z + 6, bz + 12, 5z + 18 0 ba + 24
respectivamente. Los (inicos niimeros mayores que 4 que no son de estas formas
son 7, 8, 9, 13, 14 y 19. Mostraremos que ninguno de estos nimeros satisface
el problema.

Supongamos que existe una coloracién de este tipo para n igual a alguno de los
nimeros 7, 8, 9, 13, 14 y 19. Sea k el residuo que se obtiene al dividir n entre
6. Por el principio de las casillas, al menos k + 1 vértices del poligono tienen
el mismo color. Entre cualesquiera dos de estos vértices hay al menos otros 4,
ya que cualesquiera 5 vértices consecutivos tienen distinto color. Luego, hay al
menos bk + 5 vértices, y n > 5k + 5. Sin embargo, es fécil verificar que esta
desigualdad no se cumple para n = 7,8,9,13,14 y 19 (por ejemplo, si n = 7,
entonces k = 1, pero 7 no es mayor o igual que 5(1) + 5 = 10).

Por lo tanto, dicha coloracién es posible para todo entero n > 5 excepto para
n="7,8913,14 y 19.

Solucién del problema 19. Sea O’ el centro de la circunferencia de los nueve
puntos del tridngulo ABC (es decir, O’ es el punto medio de la recta de Euler
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que va de H a O, donde O es el circuncentro del tridngulo ABC. Véase el
Teorema 37 del Apéndice). Sean D, E' y F los pies de las alturas desde los
vértices A, B y C, respectivamente. Entonces los pies de las alturas de los
tridngulos ABH, BCH y C AH desde el vértice H coinciden con D, E'y F.
Luego, la circunferencia de los nueve puntos de los tridngulos ABH, BCH vy
C AH es la misma que la circunferencia de los nueve puntos del triangulo ABC,
ya que todas deben pasar por D, E'y F.

A

O/

B 5 c

Entonces, la recta de Euler del tridngulo ABH pasa por su ortocentro (que en
este caso es (') y por el centro O’ de la circunferencia de los nueve puntos del
tridngulo ABH. Luego, la recta de Euler del tridngulo ABH es la recta CO'.
Andlogamente, la recta de Euler del tridngulo BCH es la recta AO' y la recta
de Euler del tridngulo CAH es la recta BO'. Luego, las tres rectas concurren
en el centro de la circunferencia de los nueve puntos del tridngulo ABC.

Solucion del problema 20. Sean a,b,c,d, e, f y g los siete nimeros colocados
en ese orden en el sentido de las manecillas del reloj. Consideremos la factori-
zacién de n como producto de primos. Si n = p® con p primo, entonces a = n
oc=n.Sia=nyc+#n, entonces e = n, lo cual no es posible. Sic=ny
a # n, entonces f = n que tampoco es posible. Por lo tanto, n no puede ser
potencia de un primo.

Supongamos que n = p®¢® con p y ¢ nimeros primos distintos. Como el minimo
comtn miultiplo de a y c es n, entonces a o c es miltiplo de p®, y a o ¢ es miltiplo
de ¢®. Sin pérdida de generalidad supongamos que a = p®¢®' y ¢ = p* ¢®. En-
tonces, e = p®¢®2, g = p*2¢®, b= p¢™, d = p*3¢®, f = p*¢®* y a = p*1q°,
donde aq, 9,3 y a4 son enteros distintos entre si con 0 < «; < « para
1=1,2,3,4, y B1,P2,03 y B4 son enteros distintos entre si con 0 < 3; <
para i = 1,2,3,4. Se sigue entonces que a = p®¢®, a > 2y [ > 3. Por lo
tanto, en este caso n > 23 .32 = 72.

Supongamos que n = pqr con p, g y r ndmeros primos distintos. Es claro que
sobre la circunferencia no puede aparecer el nimero 1 (;por qué?). Como los
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divisores de pgr son 1,p,q,r,pq, qr,p y pqr, entonces los niimeros sobre la cir-
cunferencia deben ser precisamente los divisores de pgr distintos de 1. Si a = p,
entonces c = qry f = pqr oc =pqry f = qr. En el primer caso, tenemos
que e = p lo cual no puede ser. En el segundo caso, tenemos que d = p que
tampoco puede ser. Por lo tanto, n no puede ser igual a pgr.

Supongamos que n = p2qr. El menor nimero de esta forma es n = 22-3-5 = 60
y una solucién en este caso es a = 22 h=122.3.5¢=3-5d=2%2.5 e =22.3,
f=2-3-5yg=5.

Si n tiene cuatro o mds divisores primos, entonces n > 2-3-5-7 = 210.

Por lo tanto, el menor valor que puede tener n es 60.

Solucién del problema 21. Sean n—1,n,n+ 1,n+ 2 cuatro enteros positivos
consecutivos. Es facil ver que:

N=n-nn+1)n+2)=n*+n-2)(n*+n)=n*+n-1)>-1.

Luego, si N = m? para algiin entero positivo m, entonces (n? +n — 1 —
m)(n*+n—1+4+m) =1 Luego, n®+n—1-m=n*+n—-1+m=154¢
nP4+n—1—-m=n>4+n—14+m=—1, y es facil verificar que en cualquier
caso m = 0, lo cual no puede ser. Por lo tanto, N no puede ser un cuadrado.
Supongamos ahora que N es un cubo. Dividimos en dos casos.

Caso 1. n es impar. Entonces n es primo relativo con el producto M = (n —
D(n+1)(n+2) =n>+2n% —n—2 (;por qué?), de modo que M debe ser un
cubo también. Pero esto es imposible, pues n3 < n3 +2n? —n —2 < (n+1)3
sin > 2.

Caso 2. n es par. Si n = 2, entonces N = 24 que no es un cubo. Supongamos
que n > 2. Entonces n+ 1 es primo relativo con el producto M = (n—1)n(n+
2) = n3 +n? — 2n (ipor qué?), de modo que M debe ser un cubo. Pero esto
es imposible, pues n3 < nd3 +n? —2n < (n+1)3 sin > 2.

Soluciéon del problema 22. Sea () el otro punto de interseccién de las cir-
cunferencias C; y C3. Demostraremos que () pertenece a Cy. Es facil ver que
O, M y X son colineales y que OX es paralela a BC, y BX es paralela a
CO. Luego, BCOX es un paralelogramo y como Y es el punto medio de BO,
también lo es de C'X, es decir, Y es el centro de C;. Ahora, como C'X es
didmetro de C3, tenemos que ZCQX = LZCQM 4+ ZMQX = 90°. Como el
cuadrilatero MY QX es ciclico, tenemos que ZMQX = ZMY X. Ademds,
LXMY = LXMB + ZBMY = 90° + 45° = 135°. Luego, ZXQY =
180° — ZXMY = 45°, y como Y es el centro de Cq, el tridngulo XY Q es
isésceles y por lo tanto ZXY Q) = 90°. Como LXMQ = £ZXYQ (por subten-
der el mismo arco), y ZXMB = 90°, tenemos que los puntos M, By @ son
colineales.
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D

Por otro lado, las rectas MY y BX son paralelas, ya que BX es paralela a
AO (por ser lados opuestos de un cuadrado) y MY es paralela a AO (por ser
M y Y los puntos medios de los lados AB y OB en el tridngulo ABO), de
modo que ZMY X = ZY X B. Tenemos entonces que % = % % = % y
/XBY = ZCBM = 90°. Entonces, % = g—g y los tridngulos X BY y CBM
son semejantes con /BMC = Z/BY X =90° — ZYXB =90° — ZMQX =
ZCQM. Luego, el tridngulo CMQ es isésceles y CM = C'Q. Por lo tanto, @)

pertenece a Cs.

Solucion del problema 23. Es claro que una casilla se puede cubrir. Si cubrimos
las casillas de una fila de una en una, cumplirdn las condiciones. Luego, hemos
cubierto de 1 a 10 casillas. Si cubrimos un cuadrado de 2 x 2, es claro que
cumplird las condiciones. Sobre una de las filas del cuadrado de 2 x 2, podemos
cubrir de una en una todas las casillas de esa fila, y también cumplirdn las
condiciones. De igual manera se pueden cubrir las casillas de la otra fila del
cuadrado de 2x 2. De esta forma, hemos cubierto de 4 a 20 casillas. Continuando
de esta forma, utilizando cuadrados de 3 x 3, 4 x 4, ..., 9 X 9, podemos cubrir
de 1 a 90 casillas. Ahora, supongamos que podemos cubrir de 91 a 99 casillas.
Entonces, hay una fila con a lo mds 9 casillas cubiertas. Pero también, por el
principio de las casillas, hay una columna con 10 casillas cubiertas, y esto no
puede ser. Por lo tanto, no se pueden cubrir de 91 a 99 casillas. Finalmente,
es facil ver que se puede cubrir toda la cuadricula. Por lo tanto, sélo se puede
cubrir de 1 a 90 casillas y toda la cuadricula.

Solucion del problema 24. Procederemos por induccién en n. Claramente para
n = 1 se cumple. Supongamos que N = ajas ... a, es divisible entre 5" y tiene
puros digitos impares (la barra denota que los nimeros debajo de ella son los
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digitos de N). Sea N = 5"M y consideremos los niimeros:

N = Taiaz. o ap=1-10"+5"M = 5"(1- 2" + M)
Ny = 3ajaz...an=3-10"+5"M =5"(3-2" + M)
N3 = Bajag...an="5-10"+5"M =5"(5-2" + M)
Ny = Tajag...an="7-10"+5"M =5"(7-2" + M)
N5 = Oajag...an=9-10"+5"M =5"(9-2" + M)

Afirmamos que los ndmeros 1-2" + M, 3-2" 4+ M, 5-2"+ M, 7-2"+ M vy
9-2" + M dejan distinto residuo cuando se dividen entre 5. En efecto, si dos de
ellos dejaran el mismo residuo cuando se dividen entre 5, entonces su diferencia
también seria miultiplo de 5, lo cual es imposible puesto que 2™ no es miultiplo
de 5 ni tampoco lo es la diferencia de cualesquiera dos de los nimeros 1, 3,
5, 7, 9. Se sigue finalmente que uno de los nimeros N1, No, N3, N4, N5, es
miltiplo de 5" - 5 = 5"t |o que completa la induccién.

Soluciéon del problema 25. La respuesta es n = 4 o n > 6. Primero demos-
traremos que cada n € {4,6,7,8,9, ...} satisface la condicién.

Sin = 2k > 4 es par, hacemos (a1, as,...,a;) = (k,2,1,...,1). Asi, a; + a2+
cetap=k+24+1(k—2)=2k=nya;-a---ap =2k =n.
Sin=2k+3>9esimpar, hacemos (a1, az,...,a;) = (k+ %, %,4,1,...,1).
Asi, ay +as+ - +ap = k+3+14+4+ (k-3 =26+3 =ny
ap-ag---ap = (k‘+%)-%-4:2k’+3:n.

Un caso muy especial es n = 7, en el que hacemos (a1, as,a3) = (%, %, %) Es
facil ver que a1 +as+a3=a1-as-a3=7=n.

Demostraremos ahora que n € {1,2,3,5} no satisface la condicién. Supon-
gamos por el contrario, que existe un conjunto de £ > 2 ndmeros racionales
positivos cuya suma y producto son ambos iguales a n € {1,2,3,5}. Por la
desigualdad media aritmética - media geométrica, tenemos que:

nl/k _ YarTarar < a1 +ag+ -+ ag :E’
k k
de donde: . )
n> k1 =k TR
Luego:

k=3 = n23\/§>5,
k=4 = n>4v4>5,
k>5 = n>5"ET S5
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y asi, ninguno de los enteros 1, 2, 3, 0 5 se puede representar como la suma, y al
mismo tiempo, como el producto de tres o mds nimeros positivos a1, as, . . . , Gk,
racionales o irracionales.

Falta ver el caso k = 2. Si a1 + ag = aj - ag = n, entonces n = afil de
modo que a7 satisface la ecuacién cuadratica a% —nai; +n = 0. Como aj es
racional, el discriminante n? — 4n debe ser el cuadrado de un entero positivo.
Sin embargo, es facil verificar que esto no es asi paran =1,2,3,5.

Nota: De entre todos los enteros positivos, sélo n = 4 se puede expresar como
suma y producto de los mismos dos niimeros racionales. En efecto, (n — 3)? <

n?—dn=m-22-4<(n—-2)72%sin>5yn? —4n<0sin=1,2,3.

Solucion del problema 26. Sea P el punto de interseccién de ABy C'D. Por la
potencia de P con las circunferencias C; y Co, tenemos que PC? = PA-PB =
PD?, por lo que PC = PD. Por el Teorema de Ceva en el tridngulo DBC,

tenemos:
DJ BI CP _

JB 1C PD "

de donde % = %. De aqui que IJ es paralela a CD.

Co

Por otra parte, tenemos que ZGEC = ZGCD (ya que subtienden el mismo
arco). Como CD y EF son paralelas, tenemos que % =/ACD = /FAC =

@, de donde AC = EC. Luego, ZEGC = ZCGA y por lo tanto los tridngulos

GEC y GCD son semejantes, pues tienen dos angulos iguales, y por lo tanto
GE _ GC

GC B GD' . . . -7
Como /GEB = /GCB por estar inscritos en el mismo arco, los tridngulos
GEK y GCI también son semejantes. De esta semejanza concluimos que
GE _ GK

N GE _ GC , GE _ GK

GC _ GK . .
Ahora, tenemos que G5 = G5 Y éc = a1 dedonde Z5 = &1 lo que implica
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que K1 es paralela a C'D. Analogamente se obtiene que JL es paralela a CD.
Como sélo hay una paralela que pasa por I tenemos que K1 e I.J estan sobre
la misma recta. Analogamente, sélo hay una paralela a C'D que pasa por J, y
por lo tanto IJ y JL estan sobre la misma recta. Entonces los tres segmentos
KI, 1Jy JL estan sobre la misma recta paralela a C'D, de donde los puntos
K, I, Jy L son colineales y estan sobre una recta paralela a CD.

Segunda Solucién. Tenemos que Z/DCA = ZCBA por subtender el mis-
mo arco. Andlogamente, tenemos que ZOCDA = ZDBA. Y como LDCA +
LODA+ LZCAD = 180° y LOAD = /IAJ, tenemos que el cuadrildtero

—

IAJB es ciclico. Entonces, ZJIB = ZJAB = 180° — ZBAC = 8¢ =
/ZDCB de donde IJ es paralela a CD. Como en la primera solucién se prue-
ba que AC = EC. Luego, ZCBE = ZCGA vy asi el cuadrildtero KIBG es
ciclico. Como el cuadrilatero EABG también es ciclico, se sigue entonces que
/FEAG = ZEBG = ZKIG, de modo que K1 es paralela a EF y a su vez a
CD. Andlogamente se demuestra que JL es paralela a C'D y terminamos como
en la primera solucién.

Solucién del problema 27. Tenemos que 17 divide a 22 —3zy+2y°> +z—y =
(x —y)(z — 2y + 1). Como 17 es primo, entonces z —y = 0 (mod 17) o
x—2y+1=0 (mod 17). Veamos cada caso.

Caso 1. z—y = 0 (mod 17). Como 22 —2zy+y>—5x+Ty = (z—y)?—5(x—y)+
2y = 0 (mod 17), entonces 2y = 0 (mod 17) y por lo tanto y = 0 (mod 17).
Luego, z =y =0 (mod 17) y asi zy — 12z + 15y = 0 (mod 17).

Caso 2. x—2y+1 =0 (mod 17). Tenemos que z—y = y—1 (mod 17), de donde
22 —2xy+y? —br+Ty = (x—y)? —5(z—y)+2y = (y—1)>—5(y—1)+2y = 3> —
5y+6 = (y—2)(y—3) = 0 (mod 17). De aqui se sigue que y =2 (mod 17) oy =
3 (mod 17). En el primer caso, tenemos que x = 2y—1 = 2(2)—1 = 3 (mod 17)
y en consecuencia zy — 12z + 15y = 3(2) — 12(3) + 15(2) = 0 (mod 17). En el
segundo caso, tenemos que z =2y — 1 =2(3) — 1 =5 (mod 17) y por lo tanto
xy — 12z + 15y = 5(3) — 12(5) + 15(3) = 0 (mod 17).

Solucién del problema 28. Consideremos dos rombos iguales de lado 1, di-
gamos ABCD y EFC'G cada uno con un dngulo de 60°. Supongamos que
/C = £C" = 60°. Luego, empalmamos los dos rombos haciendo coincidir los
vértices C'y C’, y giramos uno de ellos alrededor de C' de tal manera que la
distancia entre los vértices mas alejados de C' (uno en cada rombo) queden a
distancia 1. En este caso, los vértices mas alejados de C son A y E. Es facil
verificar que los puntos A, B,C, D, E, F y G satisfacen el problema.
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60°

b0

60°
c=c G

Solucién del problema 29. Demostraremos mds generalmente que si m y n
son enteros positivos y n es par, entonces existe un entero positivo N tal que:

(W F1-ym) = VN - VN 1.

En efecto, tenemos que:

VT vy = 3o ()T v

k=0
n_q
1 2 -
—W-Z< i ><m+1)km
vm = \2k 11

Andlogamente:

(Vm+1+ym)" = Y

k=0 (k
% n k n—2k
= Z(2k)<m+1) m*
k=0
m-+1 371 —2k
+ Jm -Z<2k+1>(m+1)km 2 .
k=0

Haciendo:
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Szzx/j——Jr izol(%+1>(m+1) B

tenemos que:

1 = (Wm+1—vVm)"(Vm+1+ym)"
(S1— S2)(S1 + 52)
= S} 52

Finalmente, haciendo N = S? tenemos que S3 = S7 — 1 = N — 1, de donde:
(Vm+1—ym)" =8, -8 =vVN—-VN—1,
y claramente N es entero porque S; es entero.

Solucién del problema 30. Sea d el maximo comun divisor de = e y. Entonces
= da, y = db, donde a y b son primos relativos. Es claro que a y b son
impares y que a” 4+ b" = 2F para algin entero k < m. Supongamos que n es
par. Como a? = b? = 1 (mod 8), tenemos que a™ = b = 1 (mod 8) y por lo
tanto 2% = a" + b = 2 (mod 8). De aquf se sigue que k = 1 (ipor qué?) y en
consecuencia a = b =1 (ya que n > 1). Luego, x = y = d. Por lo tanto, la
ecuacioén se convierte en 2" = 2! y tiene solucién si y sélo si n es divisor de
m—1yen estecasomzyzQ%.
Supongamos ahora que n es impar. Usando la factorizacion:

A"+ b= (a+b)(a" t—a" 2+ a" P — 4

se sigue que a + b = 2 = a™ 4 b" (ya que el segundo factor siempre es impar
porque n es impar, a y b son impares y hay un ndmero impar de sumandos
impares). Como n > 1, tenemos que a = b = 1y el resto de la prueba es como
en el caso anterior.

Por lo tanto, la ecuacién dada tiene solucién si y sélo si mT_l es un entero y las

. m—1
soluciones son xt =y =2"n .

Solucién del problema 31. Sean Py @ los puntos medios de BC'y BD res-

pectivamente. Entonces, % QD = 2 de modo que QP y DC son paralelas.
Andlogamente, como f,g =2 —E%B_f,g entonces NPy BD son también paralelas,
B

y por lo tanto ﬁg =2.Como g =2= BD , entonces QM es paralela a DE.
Luego, como los tridngulos BQP y BDC son semejantes, y DFE es bisectriz

del dngulo BDC, se sigue que QM es bisectriz del dngulo BQP. Entonces,
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por el teorema de la bisectriz tenemos que % = PQ Por otra parte, de la
semejanza de los tridngulos BQP y ADB tenemos que % = gg, y de la
semejanza de los tridngulos BFM y PNM tenemos que ﬂ = ]B_f,% Por lo
BF _ BQ _ AD AD
tanto, xp = 6 = = snp de donde AD = 2BF.
A
D
Q N
B
M E P C
F

Solucion del problema 32. Estamos buscando un entero N > 3 y enteros
positivos n, m y t cada uno de los cuales divida a N + 1 y que:

1 1 1
(——I——+—>(N+1):N,
n m t

o de manera equivalente:

n ' m t N+1

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 5 < n < m < t. Entonces, % <

1 < 1 < é,dedondeNLH:l+ L —I-1 S% Esdecir,NS%, lo que
contrad|ce que N > 3. Por lo tanto, 2 < n <4 (si n = 1, entonces n dividiria
a NyaN+1). Dividimos en casos.

P 1 3N—1 1 1 1
Caso 1. Sin = 4, entonces E+— INTi- Oim > 5, entonces 3 < .- < zyen

3N— 2 13
consecuencia 4N+4 < £, de modo que N < > < 2 lo cual no es p05|b|e. Por lo

tanto, m = 4 ya que m > n. Entonces, t = 2]@712 =2+ ﬁ de donde N — 1
debe dividir a 4. Es fécil ver que las lnicas posibilidades son N =5y N = 3.
Si N =5, entonces t = 3 < 4 = m que es una contradiccién. Por lo tanto,
N =3, t =4y la dnica solucién en este caso es (n,m,t, N) = (4,4,4,3), es
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decir, cada uno recibe un camello.

Caso 2. Si n = 3, entonces un argumento similar al caso anterior muestra que
m=40m =3.Sim =4, entonces t = % de donde 5N — 7 debe dividir a
12N +12. Luego, 5N —7 debe dividir a 5(12N +12) —12(5N —7) = 144. Como
N+1 es miltiplo de 3y 4, entonces NV > 11. Es facil ver que la tinica posibilidad
es BN — 7 = 48, de modo que N = 11 y t = 3. Esto contradice nuevamente
que m < t. De manera anédloga, si m = 3 entonces N =5 o N = 11, de donde
(n,m,t,N) =(3,3,6,5) y (n,m,t, N) = (3,3,4,11), respectivamente.

Caso 3. Si n = 2, de manera similar a los casos anteriores encontramos que m =
6,5,4 o 3, lo que nos da 9 soluciones més: (n,m,t, N) = (2,6,6,5), (2,4,8,7),
(2,5,5,9), (2,3,12,11), (2,4,6,11), (2,3,9,17), (2,4,5,19), (2,3,8,23) y
(2,3,7,41).

Solucién del problema 33. Usando la identidad m = % — n%rl tenemos
que:
1 1 1 1 1
A = |14 _ 4=
2+3 4+ +2007 2008
S R I +L—2<3+1+ +L)
N 2 3 4 2008 2 4 2008
I I I I !
N 2 3 4 2008 2 1004
ey () (L Sy
N 2 2 1004 1004 1005 2008
S I
1005 1006 = 1007 2007 = 2008
Entonces:
24 = (ot 5o )+ (5 +5007) ++ (55 + 705 ) + (50 + 7o
- 1005 = 2008 1006 = 2007 2007 1006 2008 ~ 1005
1 1 1
= 3013< 7>
1005 - 2008 + 1006 - 2007 Tt 2008 - 1005
= 3013 B.
Finalmente, es claro que % = % no es entero.

Solucién del problema 34. Sea P el punto de interseccién de las diagonales
AC vy BD.

)
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E
E
P \
A B
Es suficiente demostrar que % = %. Como BC' y AF son paralelas, los

tridngulos PBC'y PF A son semejantes. Entonces, % = g—é de donde PF =

P?‘D’gB. De manera similar, como AD y BE son paralelas, los tridngulos BPE
. PE _ PA _ PA-PB
y APD son SSLnﬁjBantes. Luego, 55 = pp de donde PE = ~55=. Por lo
PE ‘ PC
tanto, PFE = PEA?)B = PD-
PC

Solucion del problema 35. Aplicando la desigualdad media aritmética - media
geométrica a los nimeros % yb+ % + % obtenemos:

1(b+1+1)<1+b+§
2 a 2/ 2

. . , -1 1 1 . . , -1
y la igualdad se da siy sélo sig = b+ - + 5, es decir, si y sélo si - = —b.
Como a y b son positivos, la igualdad nunca se alcanza, y en consecuencia:

1<b+1+1><1+b+§
2 a2 2

es decir:

1 - V2
b i+1 T 1+b+ L
De manera similar, tenemos que:
1 2
- V2

C—|—%—|—l 14+c+

N
=

1 2
L V2

a—l—l—l—% 14+a+

o L
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Sumando las dltimas tres desigualdades anteriores tenemos que:

1 1 1
+ - >
Vb+i+3 etttz ati+s

V(1 ! 1%)=¢§,

+ +
1+b+2 14c+i 1+a+

ya que:
1 n 1 n 1 _ a n b n c
1+b+2 1+c+1 1+a+l — a+ab+1 b+be+1 c+ac+1
B a n b n c
©atab+1l b+i+1 el
_ a n ab n bc
 a+ab+1 ab+1+4+a be+1+0b
_ a n ab n é
T a+ab+1 ab+1+a %—i—l—i—b
B a n ab n 1
 a+ab+1 ab+14+a 1+a+ab
= 1.
Solucidén del problema 36. Como a; > 1, a3 > 1,...,a, > 1, tenemos que
1 1 1 )
aslL&<1l...,.-<L Entonces:
1 2 n n(n+1)
-+ 4+ —<142+--+n=———".
ar a2 an 2
Demostraremos que cualquier entero k € {1,2,...,%} se puede escribir
en la forma requerida.
Para k = 1, hacemos alzagz---:an:"("2+1).
Para k = n, hacemos a1 = 1,a2 =2,...,a, = n.

Para 1l < k < n, hacemosak_lzlyai:%—k—i-lsii#k—l. En este
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caso, tenemos que:

1 2 n k—1 i
P r s D Dl
itk—1
= i
= k—1+ )
 ntl) g4
ik—1

n(n+1)

n(n+1
o) k41

—k—1+1=k

Paran < k < Mescribimosk:n+p1+p2+---+pi, conl<p <---<

Py <p1 <n-—1,1<mn,y hacemos:

Upy+1 = Opytl = =+ = Apip1 = 1

ya; =jparaj#p+1,p2+1,...,p; +1. En este caso, tenemos que:

1 2 n
—t—tot— = it D+ A+ it DAL+ D)
1 2 n —
= pr+pet-+pi+ Q4+ )+ (1 +14-4 1)

= (k—n)4+i+(n—1)
= k.

Solucién del problema 37. Notemos primero que 120 es 3-partito, ya que:
1200=60+40+20=14+2+34+4+5+6+8+ 10+ 12+ 15+ 24 + 30.

Supongamos ahora que n es un entero 3-partito y sea p un nimero primo que
no divide a n. Demostraremos que pn es 3-partito. Supongamos que:

di1+“‘+dirzdj1+“‘+d‘s:dk1+"'+dkt7

donde d;,,...,d;, ,dj,,...,d;,,dy,,...,dg, son todos los divisores positivos de
n. Entonces:

pdiy + -+ pdi, = pdj, + -+ pdj, = pdy, + -+ + pdy,,
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y por lo tanto:

diy +- -+ di 4 pdyy + oA pdi, = djy + o+ dy, +pdy, o pdj,
= dy, + -+ dy, +pdiy £ -+ Py,

Como cada divisor de pn es de la forma d; o pd;, tenemos que pn es 3-partito.
Como esto lo podemos hacer para cada nimero primo que no divide a n, tenemos
una infinidad de enteros positivos 3-partitos.

Solucién del problema 38. Sea L el punto de interseccién de CK y BD.

Aplicando el Teorema de la bisectriz en el tridngulo M C D tenemos que eD

DL
HE  de donde OD = MEDL | ego:
MB-MD = MA.MC+MA-%
ML+ DL MD
— MA'MC'iML _MA-MC-—ML,

de modo que MA - MC = MB - ML. Como el punto M esta dentro del
cuadrildtero ABC'L, tenemos que los puntos A, B,C' y L son conciclicos. Por
lo tanto, /LBA=/LCAy /DBK = /LCA=/DCL = /DCK, de donde
el cuadrildtero DC'BK es ciclico y por lo tanto /BKC = ZBDC.

D

K AN__B

Segunda Solucién. Sea M’ el punto sobre M C tal que CM’ = CD. Entonces,
MM = MC +CM' = MC + CD vy por lo tanto, MA- MM' = MB -
MD. Luego, el cuadrildtero ABM'D es ciclico y por lo tanto o = ZAM'D =
ZABD. Luego, en el tridngulo isésceles DC' M’ tenemos que ZDC M’ = 180° —
2ac y de aqui tenemos que a = lgoo_éDCM/ = 4A2CD = /ZKCD. Por lo tanto
LABD = ZKCD vy asi el cuadrildtero DC'BK es ciclico, de donde se sigue el
resultado.
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Solucion del problema 39. Supongamos que un entero se puede escribir en la
forma a? — b2 = (a +b)(a —b). Si a y b tienen la misma paridad, entonces el
producto (a + b)(a — b) es divisible entre 4. Si a y b son de distinta paridad,
entonces (a + b)(a — b) es impar. Reciprocamente, un entero de la forma 4n se
puede escribir como (n + 1)2 — (n — 1)2, mientras que un niimero de la forma
2n + 1 se puede escribir como (n 4 1)2 — n2. Por lo tanto, un entero no se
puede escribir como a? — b? si y sélo si es de la forma 4n + 2 (;Por qué?). La
tnica forma en que un producto de enteros sea de la forma 4n + 2, es cuando
exactamente uno de los factores es de la misma forma y el resto son impares.
(a) Supongamos que una cantidad par de los 2007 enteros es de la forma 4n+2.
Entonces, existe un entero que no es de esta forma y, de los restantes 2006
nimeros no hay exactamente un entero de la forma 4n + 2. Luego, el producto
de estos 2006 nimeros se puede escribir en la forma a? — b?. Similarmente, si
una cantidad impar de los 2007 enteros es de la forma 4n + 2, elegimos uno de
ellos y entre los 2006 niimeros restantes no hay exactamente uno que sea de la
forma 4n + 2, de modo que el producto de estos 2006 enteros se puede escribir
en la forma a? — b2,

(b)Si hubiera un entero N de la forma 4n+2 distinto de 2006, entonces podemos
elegir cualquiera de los otros 2005 ndmeros (distinto de N y de 2006), digamos
M, de tal manera que el producto de los 2006 niimeros restantes (distintos de
M) no sea de la forma 4n + 2. Luego, la eleccién no seria tnica. Por lo tanto,
2006 es el tnico nimero de la forma 4n + 2, y debe ser el nimero elegido.

Solucién del problema 40. Como AM y BN son alturas del tridngulo ABC,
tenemos que tanto A, M y R como B, N y S son colineales. Por otra parte,
como /PCR = /PAR = 30° tenemos que A, P, Ry C son conciclicos.
Como la suma de los dngulos opuestos de un cuadrildtero ciclico es 180° y
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/ZPAC = 60°, tenemos que ZPR(Q = 60°. También tenemos que B, @, S
y C son conciclicos puesto que ZS5CQ = Z5BQ = 30°. Entonces ZSQC =
ZSBQ = 30°. Finalmente, en el tridngulo QRO, donde O es el punto de
interseccién de PRy @S, tenemos que ZQOR = 180° — ZOQR — ZORQ =
180° — Z5QC — ZPRQ = 180° — 30° — 60° = 90°, que es lo que queriamos.

Soluciéon del problema 41. La demostracién la haremos por induccién en n.
Denotemos por P,, n > 3, a un n-dgono convexo incluyendo todas sus diago-
nales. Llamaremos “arista” a un lado o a una diagonal de P,,, y diremos que un
vértice “u es incidente con la arista €” si u es un extremo de e. Si n = 3, enton-
ces P53 es un tridngulo vy, si se pinta con 3 colores distintos, tenemos un tridngulo
con sus tres lados de distinto color. Supongamos que, para algin n > 3, si P,
se pinta con al menos n colores, entonces P,, contiene un tridngulo con sus tres
lados de distinto color. Supongamos que P, 1 se pinta con n + 1 colores. Sea
v un vértice de P, 1. Entonces, o bien, v es incidente con al menos dos aristas
e1 y ex de P41 tales que e; es la Unica arista pintada con el color ¢; y €3 es
la dnica arista pintada con el color ¢y (¢1 # ¢2), o bien, v es incidente con a lo
mas una arista e de P, tal que e es la (nica arista de un color particular.

En el primer caso, supongamos entonces que los vértices v1 y v2 son los otros
extremos de e; y es, respectivamente. Entonces, el tridngulo con vértices, v, vy
y v es un tridngulo con sus tres lados de distinto color, ya que la arista que
une v con vy no puede tener el color ¢; ni el color cs.

En el segundo caso, borremos v junto con todas las aristas incidentes con v,
para obtener una copia de P,,. Como v es incidente con a lo mds una arista e
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de P, 41 tal que e es la tnica arista de un color particular, entonces la copia
resultante de P,, estd pintada con al menos n colores distintos. Luego, por la
hipétesis de induccidén, hay un tridngulo con sus tres lados de distinto color en
esta copia de P,, y por lo tanto en P, 1. Esto completa la induccién y termina
la demostracién.

Solucién del problema 42. Supongamos que 3" + 5" = k(3" ! + 5"71) para
algin entero positivo k. Es facil verificar que:

33" 45" < 3" 4 5" < 5(3"L 45
para todo entero positivo n. Luego, k = 4 de donde:
345t =43" 45 e 33 —4) =574 - 5) o 3 =5l

Por lo tanto, la dnica posibilidad es n — 1 = 0, es decir, n = 1. Finalmente,
tenemos que n = 1 es la dnica solucién ya que 3 + 5 = 8 es miiltiplo de
30 4+ 50 =2

Solucién del problema 43. Construyamos el tridngulo equildtero ABQ con @
del mismo lado de AB como C. Como AB = AC (ya que ZABC = ZACB =
80°) y AB = AQ (ya que el tridngulo ABQ es equilatero), tenemos que AC' =
AQ de modo que el tridngulo ACQ es isésceles. Como ZC AQ = 40°, entonces
JACQ = ZAQC = 70°. Similarmente, como ZABR = 60° tenemos que
/CBQ = 20° = Z/BAC, de manera que ZACP = /BPC — Z/BAC = 10°.
Luego, ZCBQ = LZPAC = 20°, ZCQB = LACP = 10° y BQ = AC,
es decir, los tridngulos BC'Q y APC son congruentes, de donde se sigue que
BC = AP.
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Solucién del problema 44. Claramente los niimeros 2 y 5 deben estar entre
los nimeros que buscamos, y debe haber al menos un niimero mas. Sean p; <
P2 < -+ < p, los primos que faltan. Tenemos entonces que:

pr+p2rt-+pn+T7T=pip2- pn. (3.7)

Por otro lado, para cualesquiera nimeros = > 2, y > 2 tenemos que 0 <
(x—=1)(y—1)—1=2y—x—y, es decir, zy > x —y. Aplicando repetidamente
esta desigualdad, tenemos que:

T1T2 - T 2 1T Th—1 + T =2 -+ 21+ T2+ -+ + T,
para cualesquiera nimeros x1, X2, ..., X} mayores o iguales que 2. Luego:

pr+pet- o+ T=pip2-pn > (P1+p2+ -+ Pne1)Pn-

Haciendo s = p; + p2 + - -+ + pn_1, tenemos que s + p, + 7 > sp,, es decir,
(s —1)(pn —1) < 8. De aqui que 1 < p, — 1 < 8. Luego, las posibilidades para
pnoson 2,3,5y 7. Si p, = 2, entonces de (3.7) se sigue que 2n+7 = 2" lo cual
no puede ser porque 2n+ 7 es impar y 2" es par. Si p,, = 3, entonces p, —1 = 2
y s —1 < 4. Luego, las posibilidades para p1,p2,...,Ppn_1 SOn que haya un solo
2, o un solo 3, o dos 2, o un 2 y un 3. Es facil verificar que ninguna de estas
posibilidades satisface (3.7). Si p, = 5, entonces p, —1 =4y s—1 < 2. Luego,
las posibilidades para pi1,p2,...,pn—1 son que haya un solo 2 o un solo 3. Es
facil verificar que no se cumple (3.7) si hay un solo 2. Si hay un solo 3, si hay
solucién, ya que 3+ 5+ 7 = 3 - 5. Finalmente, si p, = 7, entonces p, — 1 =6
y s — 1 = 1. Luego, la lnica posibilidad para p1,p2,...,pn—1 €s que haya un
solo 2, y es facil verificar que no se cumple (3.7). Por lo tanto, los primos de la
coleccién son 2,3,5,5.

Solucién del problema 45. Sea a; el nimero de estudiantes del pais i. Como
cada uno de los a; estudiantes puede saludar a los n — a; estudiantes restantes,
hay a lo mds a;(n —a;) saludos en los que participan estudiantes del pais 7. Sea:

R = ai(n—ai1)+az(n—ag)+ -+ ann—ap)
= nlay+az+ - +ap) — (@l +a3+--+d2).

Como cada saludo se ha contado dos veces, tenemos que 2N < R. Ademis,
como ai +ag + -+ ay, = N tenemos que:

2N <n?—(a} + a3+ - +d2).

m
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Por otra parte, por la desigualdad de la media aritmética - media geométrica,
tenemos que a? + a? > 2a;a;. Entonces:

m(ai +a3+---+aj,) = (af+a3+---+a},)+ (ai+a3)+ (al +a3)+
-+ (a2, +a2,)
> (af+a§+---+a3n)+2(a1a2+a1a3+---+am_1am)

n?,

2y
de donde af + a3 + -+ + a2, > %2 Por lo tanto, 2NV §n2—%2 = % de
donde se sigue el resultado. Note que la igualdad se da si y sélo si a1 = as =

- = a,, y cada estudiante de cada pais saluda a todos los participantes que

no son de su pais.

Solucion del problema 46. La prueba la haremos por induccién en n. Sin = 0,
tenemos que 741 =8=222esel producto de 2(0)+3 = 3 nlmeros primos
iguales. Sea A(n) = 77" 4 1 y supongamos que A(n) satisface el problema.
Demostraremos que A(n + 1) es el producto de al menos 2(n + 1) + 3 primos
no necesariamente distintos.

En efecto, notemos que:

An+1) = (An)—1)7"+1
= A()[(A(n))® = 7(A(n))° + 21(A(n))* - 35(A(n))* +
+ 35(A(n))? — 21(A(n)) + 7]
= A()[(A(n))® = 7(A(n) — 1)((A(n))* — A(n) + 1)*].

Como 7(A(n) —1) =7(77") = 77"+ y 7" + 1 es par, tenemos que 7(A(n) — 1)
es un cuadrado, y en consecuencia 7(A(n) — 1)((A(n))? — A(n) +1)? también.
Luego, (A(n))® — 7(A(n) — 1)((A(n))? — A(n) + 1)? es la diferencia de dos
cuadrados, digamos 22 — y2. De aqui que cada uno de los factores z +y y  —y
aporta al menos un ndmero primo, y junto con los 2n + 3 factores primos no
necesariamente distintos de A(n) tenemos que A(n+1) = A(n)(x +y)(x —y)
es el producto de al menos 2n+3+2 = 2(n+ 1)+ 3 primos no necesariamente
distintos.

Solucién del problema 47. Observemos que / XAl = /XHC = /ZHCJ.
Luego, los tridngulos X AT y HC'J son semejantes y por lo tanto §—§ = A—g.
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X

v

J H

Similarmente tenemos que los tridngulos Y C'J y H Al son semejantes, de donde

% = %. Luego, ﬁ—f, = % Como JHIZ es un rectdngulo, tenemos que
HJ=ZIy HI = ZJ. Entonces, % = % y asi los tridngulos XZI'y ZY J

son semejantes. Finalmente, como ZJZI = 90° se sigue que LY ZX = 180°,
de modo que los puntos X, Y, Z son colineales.

Solucién del problema 48. Demostraremos primero que:
Sy = QkCLk + 2k+1ak+1 +--+2"%, <0

para k = 0,1,...,n. En efecto, supongamos por el contrario que S > 0 para
algtin k. Entonces, como S}, es divisible entre 2* tenemos que S;, > 2*. Luego:

0=ag+2a1+2%a0+ - +2Flap 1 +8,>-1-2-22—... — 2kl L ok — 7

lo cual es un absurdo. Por lo tanto, tenemos n desigualdades y una igualdad:

—anp 2 ’

—0n—1 — 2an > O,

—ay1 —2ay — - — 2772 —2" q, > 0
al a9 te an—1 an = )

ag + 2a; + 2%ag + -+ 2" ta, 1 + 2%ay,

Como al menos uno de los a; es distinto de cero, tenemos que al menos una
de las desigualdades anteriores es estricta. Finalmente, es facil ver que al sumar
todas las desigualdades anteriores (tomando en cuenta la desigualdad estricta)
junto con la igualdad, se sigue que a3 +as + -+ -+ a, > 0.
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Solucién del problema 49. Construiremos una sucesién de soluciones (a;, b;)
de la ecuacién a®? + b2 +1 =3ab, conay =1, 1 =by =a; < by = as <
by = asz y asi sucesivamente. Claramente (ag,bp) = (1,1) es una solucién.
Supongamos que (a;, b;) es una solucién. Consideremos la ecuacién cuadrética
a2—3bia+b22+1 = 0. Una solucién es a;. Supongamos que la otra solucién es r.
Entonces, r+a; = 3b; y ra; = b?—kl. Como a; < b; tenemos que r = b?atl > b;.
Luego, hacemos a; 1 = b; y b;y1 = r. Para cada solucién (a;,b;), a; divide a
3a;b; y en consecuencia a; divide a a? + b? + 1. Por lo tanto a; divide a b? + 1.
De manera similar tenemos que b; divide a a? + 1.

Solucion del problema 50. Sea n el nimero de equipos africanos. Entonces el

. - - . - ny _ n(n—1)
niimero de equipos europeos es n+9. Los equipos africanos jugaron () = 55—
partidos entre ellos, y por lo tanto ganaron en total w + k partidos, don-
de k es el nimero de partidos ganados por los equipos africanos a los equi-
pos europeos. Similarmente, los equipos europeos jugaron (";9) = w
partidos entre ellos y ganaron n(n + 9) — k partidos contra equipos africa-

nos, de modo que en total ganaron w +n(n+9) — k partidos. Luego,

9 (M) 4 ) = 90D 4 (54 9) — k de donde 3n? — 220+ 10k —36 = 0.
Como n es un entero positivo, el discriminante de la ecuacién cuadritica debe
ser un cuadrado perfecto, es decir, 4(229 — 30k) = m2. Como m2 > 0, tenemos
que k < 7. Es facil ver que las tnicas soluciones son k =2y k=6.Si k=2,
entonces n = 8 y por lo tanto el mejor equipo africano sélo pudo haber ganado
7 partidos contra equipos africanos y 2 contra equipos europeos. Si k = 6, en-
tonces n = 6 y el mejor equipo africano pudo haber ganado 5 partidos contra
equipos africanos y 6 partidos contra equipos europeos. Por lo tanto, el maximo
nimero de partidos que un equipo africano pudo haber ganado es 11.

Solucién del problema 51. Como p es primo y divide a n® —1 = (n —1)(n% +
n+ 1), entonces p divide an —1 0an?+n+ 1. Si p divide a n — 1, entonces
p<n-—1(yaquen—1>0)ycomo n divide a p—1, tenemos que n < p— 1.
Luego, p < n—1<n < p—1Ilo cual es un absurdo. Por lo tanto, p divide
an®+n+1. Supongamos que p—1 =jnyquen®+n+1==kpconjyk
enteros positivos. Despejando p de la primera ecuacién y sustituyéndolo en la
segunda, tenemos que n? +n+1 = k(jn +1). Como n?+n+1=1 (mod n)
y jn+1 =1 (mod n), tenemos que £k = 1 (mod n). Demostraremos que
k < n. En efecto, si kK > n entonces k¥ = ng + r con ¢, r enteros positivos
y 0 <r < n.Luego, k = ng+r =r (mod n) de donde r = 1 (mod n).
Luego, la dnica posibilidad es que 7 =1, ya que 0 < r <n y n > 1. Entonces,
k=ng+1yasin?+n+1=(ng+1)(jn+1). Simplificando tenemos que
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n((¢gj—1)n+q+j—1)=0. Comon > 1, entonces (¢gj —1)n+qg+j—1=0.
Sigj—1=0,entonces g = j =1yn?>+n+1= (n+1)? lo cual no
puede ser porque n > 1. Si ¢j — 1 > 0, entonces n = lq_jq__lj > 1 implica que
0>1—qg—j>qj—1>0, locual es un absurdo. Por lo tanto, £ < n. Como
k=1 (mod n), la tnica posibilidad es k =1 yaque 0 <k <nyn>1. Porlo

tanto, n”2+n+1=pydp—-3=4n2+n+1)-3=2n+1)>2%

Solucién del problema 52. Haremos la demostracién por induccién en n. Si
n = 2, sea Ay el vértice sobre el cual estd escrito el menor de los nimeros
escritos sobre los vértices del cuadrildtero. Llamemos Ao, A3 y A4 a los otros
vértices del cuadrilatero, segtin su orden alrededor del perimetro del cuadrilatero.
En general llamaremos a; al nimero escrito sobre A;. Por la eleccién de Aj,
tenemos que as = a4 = a1 + 1. Tenemos dos casos.

Caso 1. ag = ay. En este caso, las lomas son Ay y Ay, y los valles son Ay y As,
de dondeL—V:ag—l—a4—a1—a3:2(a1+1)—2a1 =2=n.

Caso 2. ag = a1 + 2. En este caso, la tnica loma es A3 y el (nico valle es A7,
dedonde L — V = a3z — a1 :(a1—|—2)—a1:2:n.

Esto completa la base de induccién. Supongamos ahora que para cierto entero k
mayor que 1, el resultado es cierto para n = k. Dado un poligono P de 2(k+1)
lados que cumpla las condiciones del problema, sea Ag el vértice sobre el cual
estd escrito el menor de los niimeros escritos sobre los vértices de P. Llamemos

Ay, As,y ..., Aggao, A1y Ag a los otros vértices de P seglin su orden alrededor
del perimetro de P. Por la eleccién de A3, tenemos que as = a4 = ag + 1. Ob-
servemos que el poligono @) formado por Ay, As, As, Ag, ..., Asgy1 Y Aogyo, €5

un poligono de 2k lados que cumple las condiciones del problema. Sean Lp y
Vp, Lgy Vg los valores de L'y V para Py @, respectivamente. Notemos que
todos los vértices de P salvo Ay, A3 y A4 son lomas en P siy sélo si son lomas
en @, y son valles en P si y sélo si son valles en ). Entonces basta analizar
cémo son a1, az,as,as y as para relacionar Lp — Vp con Lg — V. Tenemos
cuatro casos.

Caso 1. a; = a5 = ag. En este caso A es loma en (Q y es loma en P, A3 es valle
en Py Ay eslomaen P. Porlotanto, Lp = Lg —as+az+as = Lo +az +1,
Vp=Vg+asy Lp—Vp=Lg—Vg+1=k+1 por hipdtesis de induccién.
Caso 2. a1 = ag y a5 = az + 2. Por un andlisis similar al caso anterior, tenemos
que Lp = LQ—I-(IQ = LQ—I—a3+1, Vp = VQ—I—(Lg yLp—Vp = LQ—VQ—I-l = k+1.
Caso 3. a1 = a3 + 2y as = a3. En este caso tenemos que Lp = Lg + a4 =
LQ—I—CL3—|—1, VPZVQ—I—CL3pr—Vp:LQ—VQ+1:]{7+1.

Caso 4. a1 = a5 = a3z + 2. En este caso tenemos que Lp = Lg, Vp =
VQ—a2+a3=VQ—1pr—Vp:LQ—VQ+1:]{7+1.

Esto completa la prueba.
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Segunda Solucién. Escojamos un sentido para “caminar” alrededor del peri-
metro del poligono. Llamemos paso hacia arriba a un lado del poligono cuyo
extremo de partida tiene escrito sobre él un nimero mds pequeno que su extremo
de llegada. Un paso hacia abajo se define de manera similar. Sean S el nimero
de pasos hacia arriba 'y B el nimero de pasos hacia abajo del poligono. Como
todo lado del poligono es un paso hacia arriba o un paso hacia abajo, tenemos
que S + B = 2n. Notemos que las lomas del poligono son precisamente los
vértices en los que el camino deja de subir y empieza a bajar, mientras que los
valles son los vértices en los que ocurre lo contrario. Llamemos subidas a las
porciones del camino que van de un valle a la loma subsiguiente (siempre hay
tal loma en vista de que los niimeros sobre los vértices no pueden sélo crecer, o
el camino no regresaria al valle después de dar la vuelta al poligono). Es claro
que el nimero de pasos hacia arriba de una subida es igual a la diferencia del
nimero escrito sobre la loma en el extremo final de la subida menos el niimero
escrito sobre el valle en el extremo inicial de la subida. Ademads, es evidente que
todas las lomas son extremos finales de una y sélo una subida, mientras que
todos los valles son extremos iniciales de una y sélo una subida. Por lo tanto,
S = L — V. Andlogamente, analizando las bajadas del poligono tenemos que
B = L—V. Sumando, obtenemos 2(L—V) = S+ B = 2n dedonde L—V = n.
Esta misma idea se puede desarrollar geométricamente. Numeremos los vértices
del poligono en cualquier sentido a partir de un valle (siempre hay un valle,
por ejemplo el vértice cuyo niimero es el menor de los nliimeros escritos sobre
los vértices). En un plano cartesiano, identifiquemos el vértice A; con el punto
(i,a;) donde a; es el nimero escrito sobre A;. Agreguemos el punto (2n+1,a;)
asociado al vértice Ay. En la grifica que se obtiene al unir puntos consecutivos
con segmentos de recta, las lomas son los picos que apuntan hacia arriba,
mientras que los valles son los picos que apuntan hacia abajo y los extremos de la

linea quebrada. Sean Py, P, ..., Po;11 los puntos de la gréfica que corresponden
ya sea a lomas o a valles en el poligono, segtin su distancia horizontal al origen.
Sean Hy, Ho,...,Hok 1 las proyecciones de Pj, Ps, ..., Py,1q sobre el eje z,

respectivamente. Observemos que la diferencia del ndmero escrito sobre la loma
Py; menos el nimero escrito sobre el valle P»;_1 es la distancia vertical entre
Py Poi—1, que es igual a Ho;Ho; 1, por el tridngulo rectdngulo isésceles
que se forma al trazar la paralela al eje x por P;_1 y la paralela al eje y
por Py;. Entonces, L — V = H{Hy + H3Hy + --- + Hop_1Hy;. De manera
analoga, analizando paralelas de puntos consecutivos de la forma Po; y Po;11q
obtenemos que L — V = HyHs + HyHs + --- + HopHop 1. Por lo tanto,
2(L — V) = H1Hy + HyH3 + -+ + HopHopy1 = Hi1Hopr1 = 2n de donde
L-V =n.
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Solucién del problema 53. Supongamos que si es posible y que cada cuadri-
to estd cubierto k veces. Entonces el nimero de fichas usadas para cubrir la
cuadricula es % Pintemos las columnas de la cuadricula que estdn en posicién
impar, es decir, alternadamente comenzando pintando la primera. Es facil ver
que para cubrir cada cuadrito pintado exactamente una vez, necesitamos 12
piezas, de modo que para cubrir cada cuadrito pintado k veces necesitamos 12k
piezas. Por lo tanto, % > 12k, es decir, k < 0 lo cual es un absurdo. Luego,

no es posible hacer lo que se pide.

Solucién del problema 54. Sean O y O’ los centros de los circuncirculos
de los tridngulos APQ y ABC, respectivamente, y sea r el radio del cir-
cuncirculo del tridngulo APQ. Aplicando la potencia de B respecto al cir-
cuncirculo del tridngulo APQ), tenemos que BP - BA = (BO —r)(BO +r) =
BO?—72. Similarmente, aplicando la potencia de C respecto al circuncirculo del
tridngulo APQ, tenemos que CQ-CA = (CO —7)(CO+r) = CO? — 2. Por
otra parte, como los tridngulos ABC' y BPC comparten el angulo ZABC, y
/BAC = ZPCB, se sigue que son semejantes, de modo que BP-BA = BC?.
Andlogamente, como los triangulos ABC'y Q BC comparten el dngulo ZACB,
y ZBAC = £QBC, estos triangulos son semejantes y CQ-CA = BC?. Luego,
BO? — 1?2 = CO? — 1?2 de donde BO = CO. Asi, O estd en la mediatriz del
segmento BC. Como O'B = O'C, tenemos también que O’ estd en la mediatriz
del segmento BC, y por lo tanto O, O’ y el punto medio de BC son colineales,
es decir, OO’ es perpendicular a BC.
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Solucion del problema 55. Sea:
s(a,b,c) =(a+b+c)(b+c—a)(c+a—b)(a+b—rc).

Aplicando la férmula de Herdn (ver Teorema 34 del Apéndice), tenemos que el
area de un tridngulo de lados a > 0, b >0y ¢ > 0 es %\/s(a, b, c). Sin pérdida
de generalidad, supongamos que a > b > ¢ con a,b y c enteros positivos.
Entonces, b=c+z, a=b+y=c+z+yconz,y>0y:

s(a,b,c) = (3c+ 2z +y)(c —y)(c+y)(c+ 2x +y).

Luego, y < c. Por otro lado, es facil ver que si ¢, z,y son nimeros reales con
x>0,y >0, y<cyc>0, entonces hay un tridngulo de lados ¢ + = + v,
c+ x y ¢, ya que se cumple la desigualdad del tridngulo. Demostraremos que
todo entero menor que 63 no se puede escribir, de dos formas distintas, en la
forma s(c+x+y,c+x,¢),conc> 0,z >0,y >0y y<ec.

Notemos primero que cuando x aumenta, también aumenta s(c+z+y, c+z,c).
Tomando esto en cuenta, consideremos las siguientes posibilidades para c.
1.Sic=1, entonces y =0, y para z =0, 1,2, 3, tenemos que s(c+z +y,c+
x,c) = 3,15,35,63, respectivamente.

2. Sic= 2, entonces y = 0 o y = 1. En el primer caso, tenemos que s(c +
x4y, c+x,¢) = 48,148 para x = 0,1, respectivamente. En el segundo caso,
tenemos que s(c+ x + y,c+ xz,¢) = 63 para z = 0.

3.Sic >3, entonces s(c+x +y,c+x,¢) >3c-1-c-c=3c>> 81 > 63.
Hemos considerado todos los casos en los cuales s(¢+x +y,c+ x,c) es menor
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que 63. Finalmente, como s(4,4,1) = s(3,2,2) = 63, tenemos que el valor de

r buscado es —Vf?’ = 34ﬁ.

Solucién del problema 56. Dibujemos las alturas K.S y KT de los triangulos
KBLy KCM, respectivamente, desde el vértice K. Prolonguemos el segmento
AK hasta intersectar el circuncirculo del tridngulo ABC en el punto P.

A

Como AP es diametro del circuncirculo de ABPC, los triangulos ABPy AC'P
son rectangulos. Ademas, los tridngulos ASK y ABP son semejantes (KS'y
BP son paralelas), al igual que los tridngulos ATK y ACP (KT y CP son
paralelas). Luego:

AS AK AT

AB ~ AP AC’
de donde se sigue que los tridngulos AST y ABC son semejantes, y por lo
tanto ST y BC son paralelas. Como LS =SBy MT = TC, se sigue por el
Teorema de Thales que LM y BC son paralelas.

Solucién del problema 57. Como la cuadricula tiene 9 casillas en la diagonal
principal, tenemos que los 10 nimeros primos 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73
y 79 no pueden estar todos en la diagonal de la cuadricula. Supongamos que p
es el primo que estd fuera de la diagonal y que estd en el renglén k, 1 < k < 9.
Tenemos entonces que el producto de los nlimeros en el renglén k es miltiplo
de p, mientras que el producto de los nidmeros de la columna &k no es miltiplo
de p. Como p es primo, se sigue que el producto de los niimeros en el renglén
k es distinto del producto de los nimeros de la columna k.

Solucién del problema 58. Sean x, y dos de los nueve enteros dados. De los

restantes siete enteros tenemos (;) = 21 parejas posibles. Luego, por el principio
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de las casillas, hay dos parejas con la misma suma mddulo 20. Tenemos dos
Casos.

Caso 1. Las parejas son (a, b), (¢,d) con a, b, c,d distintos entre si. Como a+b =
¢+ d (mod 20), se sigue que a + b — ¢ — d es miiltiplo de 20.

Caso 2. Las parejas son (a, z), (¢, z). Como a+ z = ¢+ z (mod 20), tenemos
que a = ¢ (mod 20). De los nueve enteros dados borremos por el momento a
los enteros a, c. Nuevamente, de los restantes siete enteros, hay dos parejas,
digamos (b, q), (d,s), con la misma suma médulo 20. Si b, ¢, d, s son distintos
entre si, terminamos como en el caso 1. Si ¢ = s, entonces b = d (mod 20), y
por lo tanto, a + b — ¢ — d es miltiplo de 20.

Finalmente, es facil ver que la coleccién de ocho enteros 0,1,2,4,7,12, 20, 40,
no satisface (a).

Solucion del problema 59. Diremos que un tridngulo es bueno si contiene a
C'. Sea v un vértice fijo de P y numeremos los restantes vértices (empezando
a la derecha de v) por vy, va,. .., vy,. Procedemos a contar cudntos tridngulos
buenos tienen a v como uno de sus vértices. Para esto contaremos primero
aquéllos que tienen al segmento vv; como uno de sus lados. Sean [ y [; los ejes
de simetria de P por v y vy, respectivamente. Es claro que el vértice v,,, 11 es
el dnico que forma un tridngulo bueno y también es el (nico vértice que estd
en la regién de P delimitada por [ y l; y que no intersecta al segmento vv;. De
manera general, al considerar el vértice v, 1 < k < m, los Unicos tridngulos
buenos que tienen al segmento vv como uno de sus lados, son precisamente
aquéllos cuyo tercer vértice cae en la regién de P delimitada por [ y I y que no
intersecta al segmento vvy. Es facil ver que hay exactamente k de ellos. Como
cada tridngulo bueno que contiene a v tiene exactamente un vértice a cada lado
de [, tenemos que el nimero de tridngulos buenos que contienen a v es:

m
m(m + 1)
Ny=> k= —
k=1
y por lo tanto, al variar v obtenemos un total de:

2m+1)N, (2m+1)m(m+1)

3 B 6

tridngulos buenos (note que al variar v cada tridngulo se cuenta tres veces, por
lo que es necesario dividir entre 3).

Solucién del problema 60. Si ¢ > 1, entonces b2* es un cuadrado. Los niimeros
a,a+1,a+2, a+3 tienen la forma 4k, 4ky+1, 4k3+2, 4k4+3, no necesariamente
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en este orden. Por lo tanto, tres sumandos del lado izquierdo son divisibles entre
4 y el cuarto es de la forma 4k + 2. Luego, el lado izquierdo de la ecuacién no
es un cuadrado. Por lo tanto, a < 1. Si a < —4, el lado izquierdo es un
nimero negativo y el lado derecho es positivo. Finalmente, verificando los casos
a = —3,—2,—1,0, obtenemos las soluciones (a,b) = (—2,16), (0,6).

3.2. Soluciones de los ultimos tres Concursos
Nacionales de la OMM

Soluciéon del problema 1. Primero veamos que OQAR es un cuadrildtero
ciclico. Como ORBP y OPCQ son ciclicos, tenemos que ZROP = 180°— 4B,
ZQOP = 180°—ZC. Luego, ZROQ = 360°—ZROP—-/ZQOP = /B+/C =
180° — ZA, y por lo tanto OQAR es ciclico.

A
=

Veamos ahora que ZP = ZA.

Como ORBP es ciclico, ZOPR = ZOBR = ZOAB, y como OPCQ es
ciclico, ZOPQ = /20CQ = Z0OAQ. Luego, /P = ZOPR + ZOPQ =
LOAB 4+ ZOAQ = ZA. Andlogamente, /Q = /By ZR = ZC. Por lo
que PQR y ABC son semejantes.

Como OQAR es ciclico tenemos que ZOQR = ZOAR = 90° — ZC', y como
/ZPRQ = ZC, QO es perpendicular a RP. Andlogamente, RO es perpendicu-
lar a PQ, por lo que O es el ortocentro del tridngulo PQR.

Notemos que los radios de las circunferencias circunscritas a BPO y COP son
iguales, ya que dichas circunferencias tienen como cuerda comin a PO y se
tiene que ZOBP = ZOCP. De igual manera, las circunferencias circunscritas
a los triangulos BPO y PQR tienen el mismo radio, ya que estas dltimas tienen
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la cuerda PR en comun y los angulos ZRBP y ZPQR son iguales.

Otra manera de resolver (ii) es usando la ley de los senos generalizada. La cir-
cunferencia circunscrita a BPO cumple que el doble de su radio es ser&% y
el doble del radio de la que circunscribe a COP es %. Pero OB = OC
y sen ZOPB = sen ZOPC, por ser angulos suplementarios. El doble del radio
de la circunferencia circunscrita a PQQ R estad dado por RE RE

_ ! ¢ ©© POl sen ZPQR — sen ZRBP
que es igual al doble del radio de la circunferencia circunscrita a BPO.

Solucién del problema 2. (i) Sea C una cuadricula 2n-balanceada. Construya-
mos primero dos cuadriculas idénticas A y B poniendo en cada casilla la mitad
del ndmero correspondiente en C. Observemos que A+ B = (', y ademds, tanto
en A como en B, nimeros escritos en casillas que comparten un lado tienen
diferencia menor o igual que n. Sin embargo, los niimeros de A y B pueden
no ser enteros. Para corregir esto, ajustemos A redondeando sus nimeros ha-
cia abajo, y ajustemos B redondeando sus nimeros hacia arriba. A 4+ B sigue
siendo C. La diferencia de dos nimeros en casillas que comparten lado en A
pudo haber aumentado, por culpa del ajuste, maximo en % Pero después del
ajuste la diferencia es un nimero entero. Si este entero fuera mayor o igual que
n + 1, antes del ajuste la diferencia era mayor o igual que n + % lo cual es
una contradiccién. Esto muestra que A es n-balanceada. Andlogamente, B es
n-balanceada.

(i) Sea D una cuadricula 3n-balanceada. Construyamos tres cuadriculas idén-
ticas A, B y C poniendo en cada casilla la tercera parte del nimero corres-
pondiente en D. Entonces A+ B+ C = D, yen A, By C nimeros escritos
en casillas que comparten un lado tienen diferencia menor o igual que n. Para
hacer el ajuste, nos fijamos en el residuo médulo 3 de un nidmero escrito en D.
Si este residuo es cero, no hay nada que hacer (ya tenemos nimeros enteros en
A, By C). Siel residuo es 1, redondeamos los nimeros correspondientes hacia
abajoen Ay By hacia arriba en C'. Si el residuo es 2, redondeamos hacia abajo
en Ay hacia arriba en By C. Es claro que A+ B + C sigue siendo D. Ademds,
en A, By C, la diferencia entre niumeros escritos en casillas que comparten
lado pudo haber aumentado, por culpa del ajuste, mdximo en % (por ejemplo,
en B, un nimero de la forma b—l—%, con b entero, cambia a b, y uno de la forma
b+ % cambia a b+ 1, de forma que el ajuste aumenta o disminuye el valor de
un ndmero de B en a lo mas %) Pero después del ajuste la diferencia es un
nimero entero. Si este nimero fuera mayor o igual que n + 1, antes del ajuste
la diferencia era mayor o igual que n + % lo cual es una contradiccién. Esto
muestra que A, B y C son n-balanceadas.

Solucién del problema 3. Si a es positivo, pongamos z = a y y = —1. Con
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estos valores, para toda n impar se tiene que a + zy” = 0, y por lo tanto
todos los términos impares de la sucesion son enteros. Para poder tomar x = a
necesitamos que a y b sean primos relativos.

Si a es negativo, pongamos z = —a y y = 1. En este caso todos los términos de
la sucesién son enteros (y también es necesario que a y b sean primos relativos).
Ahora supongamos que a y b no son primos relativos y sea p un primo que divide
a ambos. Tomemos un entero positivo k tal que b* divide a a + zy*. Como p
divide a b*, p divide a a + zy*, y como divide a a, divide zy*. Pero como x es
primo relativo con b, p divide a y*, y por lo tanto divide a y. Sea M la méxima
potencia de p que divide a a. b no puede dividir a a + xy™ para ningun valor
n > M porque p" divide tanto a "™ como a xy", pero no divide a a.

Por lo tanto, la respuesta es /as parejas tales que a y b son primos relativos.

Solucién del problema 4. Para n < 3, ninguna reordenacién tiene una terna
aritmética. Para n = 3, la lista 2,1, 3, cumple.

Vamos a construir un ejemplo para n utilizando los ejemplos para los valores
anteriores. De un lado de la lista pondremos los niimeros pares entre 1 y n, y del
otro, los impares. Si son j nimeros pares, para ordenarlos utilizamos el ejemplo
para j simplemente multiplicando sus nimeros por 2. Si son k niimeros impares,
para ordenarlos utilizamos el ejemplo para k multiplicando sus nimeros por 2 y
restandoles 1. De esta forma obtenemos una reordenacién de los nlimeros del 1
al n. Si en la parte par, 2a, 2b y 2c son una terna aritmética, entonces a, by ¢
lo eran en el ejemplo para j. Si en la parte impar 2a—1, 2b— 1y 2¢— 1 son una
terna aritmética, a, by ¢ lo eran en el ejemplo para k. Si tomamos un término
de la parte par y otro de la parte impar, su suma es impar, y no hay un tercero
en medio de ellos cuyo doble sea esta suma. Esto muestra que la ordenacién
que conseguimos no tiene ternas aritméticas.

Solucién del problema 5. Tomemos una de las colecciones que queremos con-
tar. No puede ser una coleccién vacia, porque una colecciéon de una sola carta
no es completa (N > 1).

Fijémonos en los colores que aparecen: no pueden estar todos. Supongamos que
faltan dos, digamos A y B. Tomemos una figura F y un ndmero n de los que si
aparecen. La carta de color A, figura F y niimero n no est3 en nuestra coleccién.
Sin embargo, al afiadirla, la coleccién no se vuelve completa (pues no estamos
agregando figuras nuevas ni nimeros nuevos, y aunque estamos agregando el
color A, adn falta que aparezca el color B), en contradiccién con la carac-
teristica de las colecciones que queremos contar. Entonces falta tinicamente un
color. Anidlogamente, aparecen todas salvo una de las figuras y todas salvo uno
de los niimeros.
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Es claro ademas que en la coleccidn estan todas las cartas que usan estos co-
lores, estas figuras y estos niimeros (de lo contrario, al afiadir una de éstas, la
coleccién no se volveria completa).

Reciprocamente, todas las colecciones que se construyen eligiendo N —1 nimeros,
y poniendo en la coleccidn todas las cartas que resultan de combinar estos colo-
res con estas figuras y estos nlimeros, son colecciones incompletas que se vuelven
completas si se anade cualquier otra carta de la baraja.

Por lo tanto, la respuesta es N (elegir N — 1 colores, por ejemplo, equivale a
elegir el color que no va a aparecer, y hay N formas de hacer esto).

Solucién del problema 6. Sean @@ y R las intersecciones de [ con AB vy
C A respectivamente. Sean K y N los puntos donde BG y CF cortan a AD,
respectivamente.

Seaa=24BAD = /DAC. Comoly AD son paralelas, tenemos que ZARQ =
/ZDAC = «, y entonces el tridngulo AQR es isésceles con AQ = AR. También,
por ser [ y AD paralelas, tenemos que ZADB + Z/REC = 180°, ZADB =
/QFEBy /ERC = /BAD = /BQF = «.

Por otro lado, como BD = EC, se tiene que BE = CD. Sea E’ sobre la
prolongacién de AD (con D entre Ay E’) y tal que DE' = ER. Por el
criterio LAL, los tridngulos BDE' y CER son congruentes, lo que implica
que ZBE'D = ZORE = «, y entonces el tridngulo ABE’ es isésceles, con
BE' = AB, pero BE' = CR (por la congruencia) y entonces AB = CR.
Tenemos también que, BQ = BA+ AQ = RC + AR = AC'. Ahora, del hecho
de que ACRP ~ ACAN y ABAK ~ ABQP, obtenemos:

AK _BA _RC _RP __AK _PQ
QP BQ AC AN =~ RP AN’

y del hecho de que AAFN ~ AQFP y ARGP ~ AAGK, obtenemos:

GK_AK_PQ_FP:>GP+PK_FN+NP:>PK_PN
GP RP AN FN GP  FN GP FN’

y finalmente:

AR PK PN AQ

que es lo que queriamos probar.
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E/

Otra manera de probar que AB = RC' es usando la ley de senos en los tridngulos
ABD vy REC:

AB BD EC RC

sen JADB _ sen ZBAD _ sen ZERC _ sen ZREC ~ 4B = RC:

Otra manera es utilizando la semejanza de los tridngulos CRE y CAD:
RC _EC _BD _AB
AC ~ DC DC AC’

donde la dltima igualdad se sigue por el Teorema de la Bisectriz.

Solucién del problema 7. Dividimos en casos.

(1) Si a =1y n es pariente de ab, entonces la dnica posibilidad es n = 1b, y
claramente 1b divide a 1b.

(2) Si a = 2. Como 2b debe dividir a 110y a 2b divide a 2b, entonces 2b divide a
116 —2b = 90. Los divisores de 90 = 2-32-5son 1,2, 3,5,6,9,10,15, 18, 30,45
y 90. Como 20 < 2b =20+ b < 29, no hay soluciones en este caso.

(3) Si a > 3. Como ab debe dividir a (a — 3)21b y a (a — 3)12b, entonces ab
divide a (@ — 3)21b — (a — 3)12b = 90. Luego, las tnicas posibilidades para ab
son 30, 45 y 90, ya que ab > 30.

Veamos que 30, 45 y 90 dividen a todos sus parientes.

Si n es pariente de 30, entonces n = A0 donde A es un nimero cuya suma de
digitos es 3. Luego, n es miiltiplo de 10 y de 3, y por lo tanto también de 30.
Si n es pariente de 45, entonces n = A5 donde A es un nimero cuya suma de
digitos es 4. Luego, la suma de los digitos de n es 9 y por lo tanto n es miultiplo
de 9. Como n claramente es muiiltiplo de 5, se sigue que n es mdltiplo de 45.
Si n es pariente de 90, entonces n = A0 donde A es un nimero cuya suma de
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digitos es 9. Luego, n es miiltiplo de 9 y de 10, y por lo tanto de 90.

Concluimos que los tnicos enteros de dos digitos que dividen a todos sus pa-
rientes son: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 30, 45 y 90.

Segunda Solucién. Dividimos en dos casos.

(1) a = 1. Este caso es como en la primer solucién.

(2) a > 2. Como ab debe dividir a 1(a — 1)b y claramente ab divide a ab,
entonces ab divide a 1(a — 1)b — ab = 90. Y terminamos como en la primer
solucién.

Solucién del problema 8. Como M es el circuncentro del tridngulo ABC,
el tridngulo AMC' es isésceles, por lo que ZMAC = ZMCA = 3, donde
/ZAMB = «. En el cuadrildtero ABM D, sus dngulos en Ay en M son rectos,
entonces es ciclico y BD es un didmetro de su circunferencia circunscrita. Como
BE es perpendicular a BD, se tiene que BE es tangente a esta circunferencia
en el punto B. Se sigue que ZEBA = Z/BMA = o. Como EM es la mediatriz
de AB (es paralela a C'A 'y pasa por el punto medio de BC'), tenemos que los
triangulos EAM y EBM son congruentes.

Si el tridngulo EBM es semejante al tridngulo AMC, entonces ZEBM =
ZAMC' y de aqui se obtiene la igualdad a + 90° — § = 180° — «, lo cual
implica que @ = 60°. Por lo tanto, el tridngulo ABM es equildtero.

Por otro lado, si el tridngulo ABM es equildtero entonces ZEBA = 60° vy el
tridngulo EBM es isdsceles y semejante al tridngulo AMC.

C

Segunda Solucidn. El cuadrildtero ABM D es ciclico (ya que sus dngulos en
Ay M son rectos) y estd inscrito en una circunferencia de didmetro BD.
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C
M
a\/
D
A ~/B
B
E

Como ME es paralelaa AC' y M es punto medio de BC, se tiene que M E es
mediatriz de AB.

Los tridngulo MCA, ABM y BAFE son isésceles, los dos primeros por ser M
el circuncento del tridngulo ABC'y el tercero por ser M E mediatriz de AB.
Como EB es perpendicular a BD, se tiene que F'B es tangente al circuncirculo
de ABMD.

El dngulo semi-inscrito ZABE es igual al inscrito ZAM B, ya que abren el
mismo arco. Sean a« = /ABE = /AMBy = /BFEA.

Como ME y AC son paralelas, ZMAC = ZAME.

Los tridngulos AEM y M C A son semejantes si y sélosi ZAME = /MFEA si
y sélo si a = (3.

Si los tridngulos AEM y MC A son semejantes, entonces o = 3 y como 2a +
B = 180° (éngulos en ABE) se tiene que o = 60°. Luego, el triangulo ABM
es equilatero y ZABC = 60°.

Si ZABC = 60°, entonces el tridngulo ABM es equilatero, por lo que o = 60°
y como 2« + 3 = 180°, tenemos que 8 = 60° = a.

Solucién del problema 9. Contemos, equivalentemente, la cantidad de caminos
que visitan cada casilla de la cuadricula exactamente una vez y en los que cada
paso es a una casilla adyacente.

Contemos primero cudntos de estos caminos empiezan en la casilla de la esquina
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superior izquierda de la cuadricula. Llamemos a,, a esta cantidad. Por simetria,
hay a,, caminos que empiezan en cada una de las otras esquinas.

Supongamos que el primer paso de uno de dichos caminos es hacia la derecha.
Entonces el camino continda hacia la derecha hasta llegar a la orilla de la
cuadricula. En efecto, un paso hacia abajo divide a la cuadricula en dos partes;
la porcién final del camino no puede visitar ambas partes. Es claro entonces que
hay una sola forma de completar el camino. Si el primer paso es hacia abajo, en
cambio, el siguiente es hacia la derecha y el camino puede completarse de a,,_1
formas.

Por lo tanto, a,, = a,_1 + 1 y como ay = 2, se sigue que a,, = n.

Ahora contemos cuantos caminos empiezan en la casilla superior de la j-ésima
columna, con 1 < j < n. Si el primer paso es hacia la derecha, entonces el
camino continda hacia la derecha hasta llegar a la orilla de la cuadricula (de
nuevo, un paso hacia abajo divide a la cuadricula en dos partes; la porcién final
del camino no puede visitar ambas), luego baja y regresa hasta llegar a la casilla
inferior de la j-ésima columna. El camino puede completarse de aj_1 = j — 1
formas. Analogamente, si el primer paso es hacia la izquierda, el camino puede
completarse de a,,—; = n — j formas. En total, son (j — 1)+ (n—j) =n—1
caminos. Por lo tanto, la respuesta es:

n—1
4n—|—22(n—1):4n—|—2(n—2)(n—1):2n2—2n—|—4.
j=2

Segunda Solucidn. Pintemos la cuadricula como tablero de ajedrez de blanco
y negro. Supongamos que el 1 estd en una casilla blanca. Entonces, el 2 tiene
que estar en una casilla negra, y asi cada nlimero par estara en una casilla negra.
En particular, el 2n estard en una casilla negra. Dividimos en dos casos.

(i) Numeremos las columnas de izquierda a derecha del 1 al n y supongamos
que el 1y el 2n estan en la columna ¢ con 1 < ¢ < n. Supongamos que el 2
estd a la izquierda del 1. Entonces, todos los nimeros del 3 al 2i — 1 estaran
también a la izquierda de la columna 4, y por lo tanto el nimero 2¢ tendrad que
quedar a la derecha de la columna 4, lo cual no puede suceder. Por lo tanto, si
el 1y el 2n estan en la misma columna, necesariamente deberan estar en las
columnas 1 o n. Luego, en este caso sélo hay 4 formas de colocar al 1y al 2n,
y es facil ver que en cada una de estas 4 formas sélo hay una manera de colocar
al resto de los ndimeros.

(ii) Supongamos ahora que el 1y el 2n no estan en la misma columna. Dividimos
en dos subcasos.

(a) Si el 1 estd en una esquina y el 2n estd en la columna 4, entonces es facil
ver que el 2 tiene que estar en la misma columna del 1. Luego, si consideramos
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ahora la cuadricula que se obtiene quitando esta columna, entonces el 3 estd en
una esquina de esta nueva cuadricula y andlogamente, el 4 tiene que estar en la
misma columna del 3. Continuando de esta forma, tenemos una tnica manera
de acomodar a los nimeros entre 1y 2; — 2. Ahora, como el 2¢ — 1 debe estar
en la misma columna del 2n, completamos la cuadricula como en el caso (i),
tomando el 2¢ — 1 como si fuera el 1. Por lo tanto, sélo hay una tnica manera
de llenar la cuadricula en este subcaso, como se muestra en la siguiente figura.

o e
(b) Supongamos que el 1 estd en la columna j y que el 2n estd en la columna ¢
con 1 < j < i < n. Entonces, es facil ver que los nimeros 2,3, ..., j tienen que
estar en las columnas j — 1,5 —2,...,1, respectivamente, dejando como Unica
posibilidad que los nimeros desde j + 1 hasta 25 4+ 1 estén en la misma fila.
Luego, el 25 + 1 estd en la columna j + 1 y ahora completamos la cuadricula
como en el subcaso (a), tomando el 25 +1 como si fuera el 1. Por lo tanto, sélo

hay una dnica manera de llenar la cuadricula en este subcaso, como se muestra
en la siguiente figura.

WH m

Luego, en el caso (i) hay 4 formas de llenar la cuadricula. Y en el caso (ii), hay
2n(n — 1) formas de llenar la cuadricula, ya que hay 2n maneras de colocar el
1 y como la casilla del 2n tiene distinto color que la del 1, entonces hay n — 1

maneras de colocar el 2n. Por lo tanto, hay 2n(n — 1) +4 = 2n? — 2n + 4
formas de llenar la cuadricula.

Solucién del problema 10. Llamemos construibles a dichos nlimeros n. Tome-
mos un n construible y fijémonos en los cuadritos marcados con X.
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En total tenemos n de estos cuadritos. Si consideramos un cuadrado de los que
no se salen de la figura, éste puede cubrir a lo mds un cuadrito de los marcados
con X. Como sélo tenemos n cuadrados para cubrir la figura, concluimos que
cada cuadrado ocupard uno y sélo uno de estos cuadritos (de los marcados con
X).

Ahora nos fijamos en el cuadrito marcado con Y. El cuadrado que lo cubra,
debera también cubrir a un cuadrito marcado con X, y por lo tanto, este cuadrito
marcado con X tiene que estar a la mitad de la escalera. Luego, n es impar (ver
figura).

[asry

n—

Este cuadrado separa a la escalera original en dos escaleras, cada una de

escalones. Por lo tanto, "T_l es construible. Continuando de esta forma, "Tl

| D)

n—1
. nol g _ . , .
es impar y —5— = "T3 es construible, y asi sucesivamente hasta llegar al

1 que es el menor construible. Ademas, si m es construible entonces también
lo es 2m + 1. Entonces concluimos que todos los niimeros construibles son:
1,3,7,15,..., es decir son todos los nimeros de la forma 25 — 1 para k > 1.

Solucién del problema 11. Sea H el punto de interseccién de las alturas del
tridngulo ABC. Dado que AD es didmetro de la circunferencia, tenemos que
/DMA=/DNA =90°. De aqui tenemos que DN es paraleloa BE'y DM
es paralelo a CF, lo que a su vez implica que é—ff = % = %, es decir,
MN es paralelo a F'E. Sea L el punto donde F'D intersecta a M N. Como
el cuadrildtero AFDC es ciclico entonces ZMFL = ZACD; también, como
BFEC es ciclico tenemos que ZAFE = ZECB, y como MN es paralela a
FE tenemos que ZFML = ZAFE. Hemos probado que ZMFL = ZFML,
y como el tridngulo F'M D es rectangulo entonces L es el punto medio de F'D.

Dado que F'E es paralelo a M N entonces % = % = 1, es decir, Q es el
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punto medio de PD.

A
P
F
\
\
M, L\Q
\
B D C

Segunda Solucion. Al reflejar el pie de la altura D sobre los lados AB y
AC' obtenemos los puntos S y T, respectivamente. Sea H el ortocentro del
tridngulo ABC. Como MF' es la mediatriz del segmento SD, tenemos que
LSFM = ZDFM; ademads, como el cuadrilitero BF HD es ciclico, tenemos
que /DFB = /DHB. A su vez, tenemos que /DHB = /AHE = /AFFE
(esta dltima igualdad se sigue de que el cuadrildtero AF'HE es ciclico), de aqui
se sigue que S, F' y FE son colineales. Andlogamente se prueba que T, E y F
son colineales y obtenemos que S, F, E' y T son colineales. Como M y N son
los puntos medios de los segmentos SD y T'D, tenemos que M N es paralelo a

ST. Como % = % = 1 se concluye que Q es punto medio de PD.

T
//l
F
S _-~7 [/
<Z \
M
B C

Tercera Solucion. Sean S y R los puntos donde F'D y FC intersectan a
M N, respectivamente. Probaremos que FM DR es un rectdngulo y de aqui
se seguird que S es el punto medio de F'D. Para esto, como el cuadrilatero
AMDN es ciclico entonces /ZMAD = ZMND. Ademds, como LMAD =
/FCB tenemos que el cuadrilitero DRNC es ciclico. Se sigue que ZDRC =
ZDNC = 90° y entonces FM DR es un rectangulo (tiene tres dngulos rectos
y por tanto el cuarto también). Sea T el punto donde ED intersecta a M N.
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Andlogamente se prueba que T es el punto medio de £D. Concluimos entonces
que ST es paralela a F'/E. Como 55 = 5 = 1 se sigue que @ es el punto
medio de PD.

Solucién del problema 12. Sea n la suma de los digitos del entero positivo A.
Si 1,2,...,8 se obtienen como suma de digitos de A, entonces n > 8. Sin =38
no hay nada que hacer. Supongamos que n > 9.

(1) Veamos que el 9 se puede escribir como suma de digitos de A.

Si 9 es un digito de A, entonces se puede escribir el 9.

Si algin 1, de entre los digitos de A, no se utilizé en la escritura del 8, sumando
a estos digitos el 1, obtenemos 9.

Si todos los unos que aparecen como digitos de A se utilizaron en la escritura
del 8, sea j el menor de los digitos del nimero A que no se utilizé en dicha
escritura. Entonces en ésta se utilizan todos los digitos de la escritura de j — 1,
(en efecto, la expresién de j — 1 como suma de digitos de A utiliza digitos
menores que j y cada uno de ellos debe aparecer en la escritura del 8, ya que
j es el menor de los que no aparecen en la escritura del 8). Ahora sustituimos
estos por j y obtenemos 9.

(74) Veamos ahora que si m (9 < m < n), es un entero positivo que se puede
escribir como suma de digitos de A, entonces m + 1 también.

Si un 1, de entre los digitos de A, no se utilizé en dicha suma, agregamos 1y
obtenemos m + 1.

Si todos los unos que aparecen como digitos de A, se utilizaron en la escritura
del m, sea j el menor de los digitos del nimero A que no se utilizd en dicha
escritura. Entonces, en la escritura del m, se utilizaron todos los digitos de la
escritura de j — 1. Sustituyendo estos por j, obtenemos m + 1.

Luego, (i) y (i7) garantizan que cada uno de los nimeros 1,2,...,n, es suma
de digitos de A.
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El nimero A = 1249 no es surtido y cumple que 1,2, ..., 7 son sumas de digitos
de A.

Solucién del problema 13. Supongamos que NN tiene esa propiedad. Entonces
existe un entero positivo n tal que n,n+1,...,n+9 son divisores de N. Sea k un
entero tal que 1 < k < 10. Como en la listan,n+1,...,n+9 tenemos al menos
k enteros consecutivos, uno de ellos debe ser miiltiplo de k y por transitividad
k es un divisor de N. Luego, los nimeros 1,2,...,10 son divisores de N y
por lo tanto 11 no divide a N. De aqui que N debe ser miltiplo de 2520 (el
minimo comun miuiltiplo de 1,2,...,10) pero no de 11. Supongamos ahora que
N = 2520k con k y 11 primos relativos. Claramente, los nimeros 1,2,...,10
son 10 divisores consecutivos de N. Si tuviéramos 11 divisores consecutivos,
uno de ellos seria miiltiplo de 11 y N seria mdltiplo de 11, lo cual no puede ser.
Por lo tanto, todo IV de esa forma cumple el problema.

Solucién del problema 14. Los puntos P que cumplen que ZAPB = /BPC,
son los que se encuentran en:

(i) el arco C'A del circuncirculo de ABC (sin incluira C'y A),

(i) los puntos de la mediatriz de C'A (sin incluir a B),

(iii) los puntos sobre la recta por A y C sin incluir al segmento cerrado C'A.

Primer caso. De los puntos del circuncirculo es claro que los puntos P sobre
el arco CA cumplen que ZAPB = Z/ZBPC =60°. PerosiP=Co P =A
entonces uno de ZAPB y /BPC es de 60° pero el otro dngulo no queda bien
definido.
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Los puntos sobre los arcos AB y BC cumplen que uno de los angulos es de 60°
y el otro de 120°, salvo cuando P es uno de A, B o C en cuyo caso uno de
ellos no queda bien definido.

Segundo caso. Si P esta dentro del cono pequefio que determinan las rectas AB
y BC. Sean oy = ZAPBy o = ZBPC y sea (Q el punto de interseccién de
BP con el circuncirculo de ABC' (distinto de B). Por el primer caso ZAQB =
/ZBQC = 60°.

Luego a1 = « si y sélo si los tridngulos APQ y C'P(Q son congruentes (tienen
dos dngulos iguales y un lado comdn) si y sélo si AP = CP (los tridngulos
tendrian los tres lados iguales).

Luego P dentro del cono pequeino cumple la condicién si y sélo si P estd sobre
la mediatriz de C'A, sin incluir el caso P = B ya que en este punto no estdn
bien definidos los dngulos.
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Tercer caso. Si P se encuentra sobre el cono grande que determinan las rectas
AB y BC. Si P estd por abajo de la recta BC' y a la derecha de la recta CA,
se tiene que ay = LAPB > Z/BPC = « (ya que C queda dentro del tridngulo
APB). Y si P estd por abajo de la recta BC'y a la izquierda de la recta CA
se tiene que a1 = LAPB < ZBPC = « (ya que C queda fuera del tridngulo
APB).

Por tanto a; = «a si y sblo si P se encuentra sobre el rayo que parte de C en
—
direcciéon AC.
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Algo andlogo ocurre para los puntos de la otra parte del cono grande.

Segunda Solucién. Observemos que P tiene que ser distinto de A y de C. Mas
autn, P no estd en alguna de las rectas AB y BC. Si P esta en el arco AC
que no contiene a B, entonces LZAPB = ZACB = 60°, por abrir ambos el
arco AB. Andlogamente, /BPC = ZBAC = 60°. Por tanto, P cumple con la
condicién.

Sea P un punto en el interior de un dngulo de 60° determinado por las rectas
AB y BC tal que ZAPB = /BPC. Sea @ la interseccién de la recta PB
con el arco AC' (que no contiene a B). Observemos que () es distinto de A y
de C, por tanto, (Q cumple que ZAQC = £ZBQC. Como LAPB = /ZBPC,
se sigue que LZAPQ = ZQPC. De aqui que los tridngulos APQ y CPQ son
congruentes, pues comparten el lado PQ y los dngulos respectivos sobre este
lado son iguales. Concluimos que AP = PC. Por tanto P estd sobre la mediatriz
de AC.

Ahora sea P un punto en el interior de un angulo de 120° determinado por las
rectas AB'y BC, tal que ZAPB = ZBPC'. Observemos que |ZAPB — Z/BPC| =
ZAPC. Ademds, ZAPC = 0 si y sélo si P estd en la recta AC y no en el
segmento AC.

Solucién del problema 15. Por la desigualdad entre la media geométrica y la
media aritmética, se tiene que:
(b+c)? _(1-a)?

< =
be < 1 1 ,
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donde se ha usado que a + b+ ¢ = 1. Luego:

4 4

—a)? _ 2 2
a+bc§a+(1 a) _datl-2a+a (a+1)

de donde va + be < %1
Andlogamente, para los otros sumandos se tiene que vb + ca < I’JFTI yve+ab <
%1. Por lo tanto:

2.

1 b+1 1 b 3
\/a+bc+\/b+ca+\/c+ab§a+ pottetl_atoreds
2 2 2 2
Segunda Solucién. Usando el hecho de que a + b+ ¢ = 1 tenemos que:
at+bc=1—-b—c+bc=(1-0b)(1-c).

Por la desigualdad media geométrica - media aritmética, tenemos que:

(1-b)+(1-¢c) 2-b-c
2 N 2

Va+bc=1/(1-0b)(1—-c) <

Andlogamente, para los otros dos sumandos tenemos que:

2—c— 2—a—0»
\/b—i-cag#, \/c+ab§+.

Por lo tanto:

2—b—c+2—c—a+2—a—b
2 2 2
6—2(a+b+c)

= =2.
2

Va+be+ Vb + ca+ Ve + ab

IA

Hay varias variantes de la segunda solucién. En ellas, la idea es hacer uso de a+
b+ c =1y después aplicar la desigualdad media geométrica - media aritmética.
Por ejemplo, se puede llegar a cualquiera de las siguientes 3 identidades:

a+bc = ala+b+c)+bc=(a+b)(a+c),
a+bc = a+bl—a—>)=(a+b)(1-0),
a+bc = a+(l—a—c)c=(a+c)(l—rc),

y después aplicar la desigualdad media geométrica - media aritmética a cual-
quiera de ellas.
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Solucion del problema 16. Como 2007, = 9, 20072 = 9 y 20073 = 9, quere-
mos que mg+nz = 9. La restriccién m+n = 2007 implica que 0 < m,n < 2007.
Ademds, 0 < n; < 28 ya que n; se maximiza cuando n = 1999. Luego,
0 < m9 < 10, ya que no se maximiza cuando n; = 19 6 28. Finalmente,
0 < ng < 9. Como al sumar los digitos de un nimero se preserva su con-
gruencia médulo 9, tenemos que si n = r (mod 9) con 1 < r < 9, entonces
n3 = r. Andlogamente, si m = s (mod 9) con 1 < s <9, entonces mg = s. Si
m+n = 2007, entonces ng+ms3 = 0 (mod 9). El hecho de que 0 < n3,m3 <9
nos dice que n3 +mg =9 6 18. Pero m3 + ng = 18 si y sélo si ng = mg3 = 9.
Por lo tanto, las parejas que cumplen el problema son (a,2007 — a) donde a es
cualquier entero positivo menor que 2007 que no sea divisible entre 9.

Solucion del problema 17. Primero nos fijamos en dénde esta la luciérnaga
encendida, y usamos alguna de las siguientes cuatro coloraciones de tal manera
que la luciérnaga se encuentre en un cuadrado coloreado (lo que siempre es
posible porque cada cuadrado estd coloreado al menos alguna vez en una de las
cuatro coloraciones).

Si nos fijamos en una coloracién en particular, al aplicar una movida se cambia
de estado una cantidad par de cuadrados coloreados (ya sea cero o dos), por lo
que la paridad de luciérnagas encendidas se mantiene invariante en los cuadra-
dos sombreados. Puesto que escogimos una coloracién en donde la cantidad de
luciérnagas encendidas en los cuadrados coloreados empieza impar, siempre sera
impar, por lo que no puede ser cero. Y como no puede ser cero en los cuadrados
coloreados, no puede ser cero en el total de los cuadrados. Esto completa la
demostracion.

Segunda Solucién. Como en cada movida se cambian tres luciérnagas de esta-
do, tenemos que se cambia una cantidad impar de luciérnagas de estado. Luego,
la cantidad total de luciérnagas encendidas cambia de paridad cada movida, y
como se empieza con una cantidad impar de luciérnagas encendidas, se necesita
una cantidad impar de movidas.

Escojamos una de las siguientes coloraciones, de tal manera que el cuadrado
con la luciérnaga encendida no quede coloreado.
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Puesto que en cada movida se cambia de estado exactamente uno de los cua-
drados coloreados, la paridad de cuadrados coloreados encendidos cambia cada
movida. Como se empieza con una cantidad par de cuadrados coloreados en-
cendidos, entonces sélo al aplicar una cantidad par de movidas la cantidad de
cuadrados coloreados encendidos es par (con la posibilidad de ser cero). Por el
primer argumento, para que la cantidad de luciérnagas encendidas sea cero, es
necesario aplicar una cantidad impar de movidas, y por el segundo argumento
es necesario aplicar una cantidad par de movidas, lo cual no es posible. Por lo
tanto, no se puede hacer cero la cantidad de luciérnagas encendidas.

Solucién del problema 18. Sea /BAC = 2a. Prolonguemos el segmento
BM hasta un punto B’ tal que BM = M B’. De este modo tenemos que el
cuadrildtero AB’C'D es un paralelogramo, de donde se sigue que B'C' = AB.
También sabemos que DC' = BC = AB’, de modo que el cuadrilditero ADC B’
es un trapecio isésceles. De aqui que DB’ = AC'. Por lo tanto, los tridngulos
B'CD y ABC son congruentes. Se sigue que ZDB'C = 2a. Luego:

BD =DB' = AC < /DB'B = /DBB' & /DB'B = /BB'C = a,
es decir, BD = AC' si y sélo si /ZBAC =2/ABM.
A

B/
: 7

Py
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Segunda Solucion. Tracemos primero la altura C'F desde C. Sean 2a =
/BAC, 3 = ZABM y 0 = /FMB. Como el tridngulo CF A es rectangulo,
tenemos que FM = %. Ademads, también tenemos que ZMFA = 2a. Por
otro lado, como el dngulo M F A es exterior al tridngulo M F B tenemos que
8+ 60 = 2a. Por lo tanto, BD = AC & BF = FM & =0 (8 = a.

A
4
D
F AA .
Vs

B C

Tercera Soluciéon. Sea P un punto sobre BM tal que /PAM = /MBA = a.
Los tridngulos M AP y M BA comparten el dngulo BM A y por construc-
cion LZPAM = /ZMBA, de modo que son tridngulos semejantes. Luego,
]]\V/[Tﬁ = %. Como M A = CM, tenemos que % = %. Luego, los tridngulos
MCP y MBC tienen lados proporcionales y comparten el dngulo CM B, de
modo que también son semejantes. Por lo tanto, ZMCP = ZMBC = f.

Ahora, observemos que ZAPC = 180° — (a + f3) y como oo+ 3 = LABC =
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ZCDB, tenemos que ZADC = 180°—(a+3) = LAPC'. Luego, el cuadrildtero
CPDA es ciclico. Esto implica que Z/PDB = /PCA = (3, de modo que los
tridngulos CPA y DPB son semejantes. Por lo tanto:

BD =AC & ACPA=ADPB<& PA=PB
& /LPAB =/PBA=/PAC & ZBAC =2/MBA.

Cuarta Solucién. Sea C’ el punto donde la paralela a M B por A intersecta a la
recta BC, y sea D’ el punto sobre el lado AB tal que AD’ = BD. Observemos
que C'B = BC =CD y que BD' = AD. Ademis, como el tridngulo BC'D es
isésceles tenemos que ZC'BD’ = ZADC'. Con esto, obtenemos que el tridngulo
C'BD' es congruente al tridngulo CDA, de donde se sigue que C'D’' = AC.
Denotemos por 2« a los dngulos DAC y C'D'B.

2a

o4 B C

Supongamos primero que BD = AC, es decir, AD" = AC'. Entonces, C'D’ =
AD’ y de aqui obtenemos que ZAC'D' = ZC'"AD'. Ademds, como ZAC'D' +
LC'AD' = ZC'D'B = 2« obtenemos que ZC'AD’ = o. Como C'Ay BM
son paralelas, concluimos que ZABM = Z/C'AD' = «.

Ahora, supongamos que ZABM = «. Entonces se sigue que ZC'AD’ = a.
Como LAC'D' + /C'AD' = ZAC'D' + o = ZC'D'B = 2q, tenemos que
LAC'D' = a, es decir, el tridngulo AC'D’ es isésceles. De aqui obtenemos que
AD' = (C'D" = AC, y como AD' = BD, se sigue que BD = AC.



Capitulo 4

Soluciones de las Olimpiadas
Internacionales

4.1. XIX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico

Solucion del problema 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que S
contiene sélo enteros positivos. Sea:

S = {2ai3bi|ai7bi € Za aivbi > 07 1<i< 9}

Es suficiente demostrar que existen enteros i1, 42,73 con 1 < i1,149,13 < 9, tales
que:

aj, +ai, +aiy = bi1 + biQ + big =0 (mod 3).

Para n = 293" € S, diremos que (a (mod 3),b (mod 3)) es el tipo de n.
Claramente hay 9 posibles tipos:

(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2).

Sea N(i,j) el nimero de enteros en S de tipo (i,j). Obtenemos 3 enteros
distintos cuyo producto es un cubo perfecto cuando:

1. N(i,7) > 3 para algunos i, j, o
2. N(i,0)N(4,1)N(4,2) # 0 para algin i =0,1,2, o
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3. N(0,7)N(1,5j)N(2,j) # 0 para algin j =0,1,2, o

4. N(il,jl)N(iQ,jg)N(ig,jg) 75 0, donde {il,ig,ig} = {jl,jg,j3} = {0, 1, 2}
Supongamos que ninguna de las condiciones 1 a 3 se cumple. Ya que N (7,j) < 2
para todo (7,j), tenemos al menos cinco N (i,7)'s distintas de cero. Ademas,
de entre las N (4, j)'s que no son cero, no hay tres que tengan la misma i ni la
misma j. Usando esto, es facil concluir que la condicién 4 se debe cumplir. (Por
ejemplo, si uno escribe cada N (i, j) distinta de cero en la posicién (i, j) de una
cuadricula de 3 x 3 (renglén i, columna j) cuyos renglones y columnas estan
numerados con 0, 1 y 2, entonces podemos encontrar tres casillas, ocupadas
por al menos una N (i, j) distinta de cero, cuyos renglones y columnas de tales
tres casillas son todas distintas. Esto implica 4).

Segunda Solucién. Como en la primera solucién, tenemos 9 posibles tipos para
n=23b¢§S.
Notemos que:

1. Entre cualesquiera 5 enteros, hay 3 cuya suma es miltiplo de 3.

2. Sii,j,k €{0,1,2}, entonces i +j+ k=0 (mod 3)siysdlosii=j==k
o {i,j,k} ={0,1,2}.

Sean T el conjunto de tipos de enteros en S; N(i) el nimero de enteros en S
de tipo (4,-); y M(i) el nimero de enteros j € {0, 1,2} tales que (i,7) € T.
Si N(i) > 5 para algin 1, el resultado se sigue de 1. Si no, para alguna permuta-
cién (4, j, k) de (0,1,2), tenemos que N (i) > 3, N(j) >3y N(k) > 1. Si M (7)
o M(j) es 1 o 3, el resultado se sigue de 2. Si no, entonces M (i) = M(j) = 2.
Luego, o bien (i,x), (i,y), (7, ), (j,y) € T o bien (i,x), (i,y), (4, x),(j,2) € T
para alguna permutacién (z,y,z) de (0,1,2). Como N(k) > 1, al menos uno
de (k,x),(k,y) y (k,z) estd contenido en T. Por lo tanto, en cualquier ca-
so, el resultado se sigue de 2. (Por ejemplo, si (k,y) € T, entonces tomamos

(i,y), (4, v), (k,y) o (i,2), (4, 2), (k,y) de T).

Solucion del problema 2. Sea D el punto de interseccién de las rectas AH y
BC'. Sea K el punto de interseccién del circuncirculo O del tridngulo ABC' con
la recta AH. Consideremos la recta por I perpendicular a BC' y supongamos
que intersecta a BC'y al menor de los dos arcos entre B 'y C' (del circuncirculo
O) en los puntos E y N, respectivamente. Tenemos que:

/BIC = 180° — (L/IBC + ZICB) = 180° — %(AABC’ + ZACB)

1
= 90° + iéBAC’ = 120°
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y también ZBNC = 180°—ZBAC = 120° = £ZBIC'. Como IN y BC son per-
pendiculares, el cuadrildtero BIC'N es un trapezoide y por lo tanto IE = EN.
Ahora, ya que H es el ortocentro del tridngulo ABC, tenemos que HD = DK.
También, como ED 1 IN y ED 1 HK, tenemos que ITHK N es un trapecio
isésceles con TH = NK. Luego, ZAHI =180°— ZIHK = 180°— ZAKN =
/ABN. Como IE=EN y BE 1 IN, los tridngulos IBE y NBFE son con-
gruentes. Luego, /NBFE = /IBE = ZIBC = /IBA = %4ABC y por lo
tanto ZAHI = ZABN = 3$/ABC.

Segunda Solucién. Sean P, (Q y R los puntos de intersecciéon de BH, CH
y AH con AC, AB y BC, respectivamente. Entonces, Z/IBH = ZICH. En
efecto:

/IBH = ZABP — ZABI = 30° — %AABC

LICH = LACI — LZACH = %AAC’B —30° =30° — %AABC’,

ya que ZABH = ZACH = 30° y ZACB + ZABC = 120°. (Note que
LABP > /ABIy ZACI > ZACH porque AB es el lado mayor del tridngulo
ABC' bajo las condiciones dadas). Por lo tanto, BIHC es un cuadrildtero
ciclico, de modo que /BHI = /BCI = %AAC’B.

Por otra parte:

/BHR=90°—- ZHBR =90° — (LABC — ZABH) = 120° — ZABC.
Por lo tanto:
JAHI = 180° —4ZBHI - /BHR = 60° — %AAC’B + /LABC

= 60° — %(1200 — LABC) + LABC = gAABO.

.. —1)(n—2

Solucién del problema 3. La respuesta es %

Diremos que un conjunto de n discos que satisface las condiciones del proble-
ma es una n-configuracion. Para una n-configuraciéon C = {Cy,...,Cy}, sea

Sc = {(4,7)|C; contiene propiamente a C}}. Luego, el resultado de una n-
configuracién C es |S¢|.
Demostraremos que:

(i) Hay una n-configuracién C para la cual |S¢| = (n=1)(n=2)

2
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(i) [Sc| < W para cualquier n-configuracién C.

Sea C; cualquier disco. Entonces, para i = 2,...,n — 1, tomemos C; dentro
de C;_1 de tal manera que la circunferencia de C; contenga el centro de C;_1.
Finalmente, sea C,, un disco cuyo centro estd sobre la circunferencia de C7 y
cuya circunferencia contenga el centro de C),_1. Esto implica que el nimero de

elementos de Se = {(i,j)|[1 <i<j<n-—1} es W lo que prueba (i).
Para cualquier n-configuracién C, S¢ debe satisfacer las siguientes propiedades:

—_

(Z>Z) ¢SC
2. (Z + 17’5) ¢ SCv (1,71) ¢ SC-
. Si (i,7), (j, k) € Sc, entonces (i,k) € Sc.

w

~

. Si (i,7) € Sc, entonces (j,1) & Sc.

Demostraremos que un conjunto GG de parejas ordenadas de enteros entre 1 y n
que satisface las condiciones 1 a 4, no puede tener mas de W elementos.
En efecto, supongamos que hay un conjunto GG que satisface las condiciones 1
a 4 y que tiene mas de W elementos. Sea n el menor entero positivo
para el cual existe tal conjunto G. Notemos que G debe contener a la pareja
(¢, + 1) para algin 1 < i < n o a la pareja (n,1), ya que de no ser asi G

tendria a lo mas:

(Z) o n(nz— 8) _ (n- 1)2(n —2)

elementos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que (n,1) € G. Entonces
(1,n—1) € G, ya que de no ser asi la condicién (3) implicaria que (n,n—1) € G
lo cual contradice la condicién (2). Ahora, sea G’ = {(i,j) € G|1 < i,j <
n — 1}. Entonces, G’ satisface las condiciones 1 a 4, con n — 1.

Afirmamos que |G — G’| < n—2. En efecto, supongamos que |G —G'| > n—2.
Entonces |G—G’| = n—1, de modo que para cada 1 < i < n—1, alguno de (i,n)
o (n,i) estd en G. Como (n,1) € Gy (n—1,n) € G (porque (n,n—1) &€ G), se
sigue que (n,n—2) € Gy (n—2,n) € G. Continuando este proceso, tenemos
que (1,n) € G, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto |G —G'| <n—2y
de aqui tenemos que:

y o (=10 —2) _(-2)(n-3)
@z S ey =

Esto contradice la minimalidad de n y con esto queda demostrado (ii).
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x2+yz y2+zx z2+xy
\/2:v2(y+z) \/2y2(z+m) \/222(:v+y) '

Solucion del problema 4. Sea S =

Notemos primero que:

2+ yz - wz—x(y+z)+yz+ z(y + 2)

22y +2) \/222(y + 2) 222(y + 2)
Eoyl—2 ytez
gt |2
@-9@=2)  JI+VE
Slyis |2

v

Andlogamente, tenemos que:

vtz o -2y VEEVE
Wern - i 2
Proy o)y VIV
222(z+y) 222(x + y) 2

Sumando las tres desigualdades anteriores, tenemos que:

—yle—2 H-2y-—2) (-2)(-y
o= V222 (y + 2) " V202 (2 + ) i \/m VIRV
G2, b2y Dy,

) )
V222 (y + 2) \/2y2(z+:1: V222 (z +y)

Por lo tanto, basta demostrar que:

@—yle—2) G-=y-2) -2y,
\/23:2(y—l—z) \/2y2(z—|—:£) 222(x +y)

Sin pérdida de generalidad, supongamos que = > y > z. Entonces:

@—yl-2)
20%(y +2)
y
-o)z—y) W-2)y-—2) _ y-—2)z—2 H-2E-y
V22 (@ +y) 2022+ ) 222(z + ) 2%(2 + )
s W2y @-—2z-y
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Finalmente, tenemos que:

1 1
—z)(x — - >0,
(y—2)(z—y) ( T 2y2(z+m)> >

ya que y%(z + ) = y?z + y2x > y2? + 22w = 22 (2 +y).
Esto completa la demostracién.

Segunda Solucidn. Sea S como en la primera solucién. Aplicando la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz, tenemos que:

< 22 2 2 )
+ + X
V222 (y+2) 2P +a) 222 +y)
x (V20 +2) + 20 +2) + V2w +9) > (VE+ I+ VR =1,

zZr

yz zy
<\/2w2(y+z) " \/2y2(z+x) " \/222(x+y)> )

— 2
X (\/2(y+z)—|—\/2(z+x)+\/2(x+y))2( Z;—z—i- %—i— %)

Sumando las dos desigualdades, tenemos que:

— 2
Sx (V2 +2)+2E+2) +2z+y) > 1+( =4 %Jr w—zy)

z Tz T
2<\/y—+ —+\/—y).
x y z

v

Por lo tanto, serd suficiente demostrar que:

2<\/yxz+ @_1_ %) > \/2(y+z)+\/2(z+x)+\/2(:n+y))'

y z

Aplicando la desigualdad media aritmética - media geométrica, tenemos que:

/yz+ 1 %+1 [Ty 2>4 yz (1 %+1 [Ty 2’y + 2)
z — N — = z — N — = — z
T 2y 2V z - z \2 y 2V z Y ’
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o equivalentemente:

Yz 1 zzx 1 [xy
JE (= 22/ s 2 .
x+<2 y+2 z)_ (y + 2)

Andlogamente, tenemos que:

Kz 1 [z 1 /yz
—+(§ 7y+§ y—)E\/Q(z—Fx),

Y x
Ty 1 fyz 1 zx
JEZ (/s ) > /2 .
z+(2 w+2 y>_ (z+y)
Finalmente, sumando las dltimas tres desigualdades se sigue que:

2( :i_z_|_ Zyz_|_ %)2\/2(y+2)+\/2(2+$)+\/2(w+y)a

lo que completa la demostracién.

Solucion del problema 5. Consideremos las siguientes primeras etiquetas de
las 25 posiciones de los focos:

11170111
0/0(0]0(0
111]0|1]1
0(0(0j0]0
111]0|1]1

Para cada combinacién de encendido-apagado de los focos en el arreglo, de-
finimos su primer valor como la suma de las primeras etiquetas de aquellas
posiciones en las cuales los focos estdan encendidos. Es fécil verificar que al
apagar o encender cualquier apagador, siempre se obtiene una combinacién de
encendido-apagado de focos cuyo primer valor tiene la misma paridad (el resi-
duo cuando se divide entre 2) que el primer valor de la combinacién anterior de
encendido-apagado.

Al rotar 90° las primeras etiquetas, obtenemos otro arreglo de etiquetas (que
llamaremos segundas etiquetas) las cuales también hacen que la paridad del
segundo valor (la suma de las segundas etiquetas de aquellas posiciones en las
que los focos estdn encendidos) quede invariante bajo encendido-apagado.

0101

e k=l

1
0
1
1

1
0
1
1

[es) Rew) Nan) Haw)
[e=) Nen) Nan) an)
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Como la paridad de los primeros valores y segundos valores al inicio es cero, des-
pués de cierto nimero de encendidos y apagados la paridad debe permanecer
inalterada con respecto a las primeras etiquetas y segundas etiquetas también.
Por lo tanto, si exactamente un foco estd encendido después de varios encedi-
dos y apagados, la etiqueta de esa posicion debe ser 0 con respecto a ambas
etiquetas. Luego, de acuerdo con los arreglos anteriores, las posibles posiciones
son aquellas marcadas con *; (i = 0,1,2,3 o 4) en el siguiente arreglo.

*9 *1

*0
*3 *q

Demostraremos ahora que cada una de las cinco posiciones anteriores es posible.
En efecto, al cambiar las posiciones marcadas con t en el siguiente arreglo (el
orden encendido-apagado es irrelevante), tenemos que el centro (k¢) es la tnica
posicién con foco encendido.

t|t
t|t] |¢
t
t|t

Y al cambiar las posiciones marcadas con t en el siguiente arreglo, la posicién
%1 es la dnica con foco encendido.

t t
t|t t|t
t
tit|t
t

El resto de las x;'s se pueden obtener rotando el arreglo anterior apropiadamente.

4.2. IX Olimpiada Matematica de Centroamérica y del
Caribe

Solucidn del problema 1. Sea a(n) el afio en que se realiza la n-ésima olimpia-
da. Entonces, tenemos que a(n) = 1998+-n por lo que n divide a a(n) siy sélo si
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n divide a 1998. Por lo tanto, los n que cumplen con la condicién son los divisores
positivos de 1998. Como 1998 = 2-33.37, se tienen (14-1)(3+1)(1+1) = 16 va-
lores posiblesde n : 1,2,3,6,9,18,27,37,54,74,111, 222,333, 666, 999 y 1998.

Solucién del problema 2. Supongamos que hay una circunferencia tangente a
los cuatro lados del cuadrildtero ADPE y sea O su centro. Como O estd en la
recta APy PO es bisectriz del angulo DPFE, tenemos que los triangulos APD
y APE son congruentes. Luego, /BPA =180°— /DPA =180° - /EPA =
/CPA. Ademds, como los tridngulos APB y APC' comparten el lado AP, y
/ZBAP = ZC AP por ser AP bisectrizde ZDAF, se sigue que son congruentes
y por lo tanto, AB = AC.

Supongamos ahora que AB = AC'. Sea F el punto de interseccién de AP con
BC. Como F es el punto medio de BC' (porque ABC' es isésceles y AF' es
bisectriz) y AF también es altura del tridngulo ABC, los triangulos PCF' y
PBF son congruentes y por lo tanto /ZAPD = /BPF = /CPF = /APE.
De aqui que los tridngulos APD y APFE son congruentes, de modo que AFE +
DP = AD + EP. Es decir, hay una circunferencia tangente a los cuatro lados
del cuadrildtero ADPE (ver teorema 45 del apéndice).

Solucién del problema 3. Demostraremos que el maximo nimero de elemen-
tos que puede tener S es 3. Sea S = {—1,0,1}. Mostraremos que S cumple
la propiedad pedida. Para ello, notemos que el polinomio 22 + 0x — 1 tiene
coeficientes en S'y raices —1,1; el polinomio 2% — x + 0 tiene coeficientes en S
y raices 0,1; y el polinomio 22 + = + 0 tiene coeficientes en S y raices —1, 0.
Esto prueba que el conjunto S cumple la condicién.

Demostraremos ahora que todo conjunto S que cumple la condicién, no puede
tener mas de 3 elementos. Supongamos, por contradiccidn, que hay un conjunto
S que cumple la condicién y que tiene al menos cuatro elementos.
Supongamos que S tiene al menos dos elementos con valor absoluto mayor que
1. Sean 7y s los dos elementos con mayor valor absoluto en S con |r| > |s| > 1.
Segiin la condicién del problema, existen a, by c en S, con a # 0, tales
que el polinomio axr? + bx + c tiene raices r, s. Entonces, rs = 5 de donde
lel = |r||s|lal = |r|(|s| + |a|]) > 2|r| > |r|, lo que contradice que r y s son
los elementos con mayor valor absoluto en S. Por lo tanto, S tiene a lo mas
un elemento con valor absoluto mayor que 1. Luego, S tiene a lo mds cuatro
elementos, siendo estos —1,0, 1, n para algtin entero n con |n| > 1. Sin > 0, el
coeficiente —1 — n del término lineal en el polinomio que tiene raices 1 y n, no
pertenece a S. Andlogamente, si n < 0 el coeficiente 1 — n del término lineal
en el polinomio que tiene raices —1 y n, no pertenece a S. Por lo tanto, S tiene
a lo mas tres elementos y queda demostrado el problema.
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Soluciéon del problema 4. Veamos primero que a partir de una letra dada
podemos producir cualquiera de las otras letras:

a— bc— cdec — d
b—cd— ded — e
c—de —efe— f
d—ef—fgf—yg
e— fg—gag—a
f—ga— aba — b

g — ab — beb — c.

Consideremos dos palabras cualesquiera, nos fijamos en la que tiene menos letras
y le aplicamos la primera regla repetidamente hasta que tenga el mismo niimero
de letras que la segunda palabra (si ambas palabras tienen el mismo nimero de
letras, no hacemos nada). Finalmente, cambiamos letra por letra. Por ejemplo,
como a produce a b, tenemos que  * * @ * ** produce a x x x b xx (donde * es
cualquier letra). De esta forma cada palabra P produce cualquier palabra que
tenga por lo menos la misma cantidad de letras que P. Falta demostrar que
cada palabra P produce cualquier palabra con menos letras que P. En efecto,
ya que una letra dada produce a cualquiera de las otras, tenemos que cualquier
palabra de n letras produce a la palabra formada por n letras a. Supongamos
que P es una palabra con n letras y sea () la palabra de n letras a producida
por P. Sin es impar, aplicamos la segunda regla a () hasta producir la palabra
formada por una sola a, y por lo demostrado antes, esta palabra de una sdla
letra produce cualquier palabra. Si n es par, entonces eliminamos letras de @)
de dos en dos aplicando la segunda regla, para producir la palabra aa. Luego,
por lo demostrado antes, podemos producir la palabra ga a partir de la palabra
aa, y de aqui producimos la palabra a como sigue:

aa — -+ —ga — aba —b— -+ —a,
y nuevamente a partir de a podemos producir cualquier palabra.

Solucion del problema 5. Notemos que si el nimero termina en 0, entonces
el producto de sus digitos es también 0 y por lo tanto cumple la condicién de
terminar en el producto de sus digitos. De esta forma, todos los nimeros de
tres digitos que terminan en O cumplen. De éstos hay 90.

Supongamos ahora que el niimero buscado es de la forma abc, con ¢ # 0.
Queremos que abc = ¢ o que abc = be.

En el primer caso, podemos cancelar ¢ en ambos lados (ya que ¢ # 0) para
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obtener ab = 1, de donde a = b = 1. En total hay diez nimeros de tres digitos
con a = b =1, pero uno de ellos ya fue contado (el 110), por lo que solamente
se agregan 9 posibles nimeros que cumplen la condicién.

En el segundo caso, tenemos que abc = 10b+c de donde a # 0, b # 0y b divide
a 10b + ¢, lo que implica que b divide a c. Andlogamente, se tiene que c divide
a 10b. Luego, las posibles parejas (b,c) son (1,1), (1,2), (1,5), (2,2), (2,4),
(3,3), (3,6), (4,4), (4,8), (5,5), (6,6), (7,7), (8,8), (9,9). De estas parejas,
los nicos nimeros que se pueden construir segln las condiciones del problema
son 612, 315, 324 y 236. De esta forma se obtienen 4 posibilidades mas.

Por lo tanto, el ndmero total de nimeros de tres digitos que terminan en el
producto de sus digitos es 90 + 9 + 4 = 103.

Solucién del problema 6. Como el tridngulo AMG es rectangulo, tenemos que
C es su circuncentro, por lo que CA = CG. Por simetria, si E es la interseccién
de BG con S, tenemos que EG = BE = AC. Como AG y BD son paraleas
y M es punto medio de AB, tenemos que los triangulos rectdngulos AMG
y BM D son congruentes, por lo que AG = BD, y por simetria AG = BG.
Asi, BD = BG. Si F es la interseccién de AG con BP, usando nuevamente el
paralelismo anterior tenemos que /BGF = /DBE,y como /FBG = Z/BDE
(por subtender el mismo arco) tenemos que los tridngulos BDE y BGF' son
congruentes, de donde GF = BFE. Por lo tanto, en el tridngulo ABP tenemos
que G es un punto sobre la mediana PM tal que AG = 2GF. Demostraremos
que esta igualdad implica que G es el punto donde concurren las medianas del
tridngulo ABP. Una manera de argumentarlo es por contradiccién, suponiendo
que G’ (distinto de G) ubicado sobre PM y tal que AG' = 2G'F” es el punto
donde concurren las medianas del tridngulo ABP, donde F’ es la interseccién
de AG’ con BP. Entonces, por el reciproco del Teorema de Thales, tenemos
que GG’ y FF’' son paralelas, es decir, M P y BP son paralelas, lo que es
una contradiccién. Otra manera de argumentarlo es aplicando el Teorema de
Menelao al tridngulo ABF con los puntos alineados P, Gy M:

_BP FG AM _ BP
~ PF GA MB 2PF’

de donde se sigue que F' es el punto medio de BP y de ahf el resultado.

4.3. XXII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Solucion del problema 1. Si m es par, entonces el primer entero que aparece
en la sucesién seria a;. Luego, m es impar. Es claro que todo entero impar
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se puede escribir en la forma 2k(2q + 1)+ 1 con k y g enteros no negativos.
Demostraremos que si m = 2¢(2¢ + 1) + 1, entonces el primer entero en la
secuencia es ax11. Si k = 0, m seria par y a; es entero. Si k = 1, entonces
ay :2q—|—1+%y [a1] = 2q + 2, por lo que ag = (2q+1—|—%)(2q+2) que

2k (2¢+1)+1
2

claramente es entero. Veamos ahora que si a; = con k > 1, entonces

2k=1(2p4+1)4+1
a;11 es de la forma #

a; = ﬂ(%zﬁ = 2F"1(2g + 1) + § tenemos que [a;] = 2871(2¢ + 1) + 1, de
donde:

para algtn entero n > 0. En efecto, ya que

k
aip1 = (%) 2" (2¢+ 1) +1)

22k=1(2g + 1)2 +2k(2¢ + 1) + 281 (2¢ + 1) + 1
2

2k=12n 4+ 1) + 1
2 )

donde n = 2¢ + 1+ 2(2¢ + 1) + 2¥(2¢ + 1)2. Luego, al aumentar de 1 en
1 el subindice de a;, va disminuyendo de 1 en 1 el exponente de la potencia
de 2 que aparece en el numerador en el ndmero resultante. Por lo tanto, si
empezamos en a = Zlﬁ(zqzﬁ, el nimero ay41 serd de la forma w
que es claramente el primer entero en la secuencia. Finalmente, como m es
impar y queremos que el nimero asgpy sea el primer entero en la secuencia,

entonces m = 229%6(2¢ + 1) + 1 con ¢ un entero no negativo.

Solucién del problema 2. Sean X5 # X,y X¢ # X7 los puntos de interseccién
de I' con AC' y AB, respectivamente. Sean, ademas, () el punto de interseccién
de X3Xg con XoX5, 7 el radio del incirculo del tridngulo ABC, R el radio
de I'y P, P, y Ps los puntos de tangencia del incirculo con AB, BC'y AC,
respectivamente. Aplicando el Teorema de Pitdgoras, tenemos que XgP;, =
X1P1 == X2P2 = X3P2 = X4P3 = X5P3 =V R2 — 72, Como BP1 = BPQ,
CP2 = CPg y APg = APl tenemos que BX6 = BXg, BXl = BXQ, CXQ =
CX5, CXg = CX4, AX1 = AX4 Yy AX6 = AX5 Luego, X6X3 es paralela
a X1Xo, XoX5 es paralela a Xy X3 y XgX5 es paralela a X;.X4. De aqui
que QX3K X9 es un paralelogramo y por lo tanto QK biseca a X2X3. Los
tridngulos X¢X5Q y X1 X4 K tienen sus lados paralelos dos a dos, por lo que
son homotéticos. Luego, X7 y Xg son vértices homdlogos, asi como también lo
son X, y X5. Por lo tanto, el centro de homotecia es A. Luego, los puntos A,
Q@ y K son colineales (ver Teorema 41 del Apéndice), por lo que AK biseca al
segmento X5 X35.
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Solucion del problema 3. Un determinado equipo controla un punto P del
circulo (P distinto del centro) si y sélo si controla todos los puntos del radio
del circulo al que pertenece P. Por lo tanto, el problema se reduce a controlar
los puntos de la circunferencia F'. De aqui en adelante, arco significa arco de la
circunferencia F' sin incluir a los extremos.

Supongamos que tenemos k banderas fijadas. Estas descomponen a F' en k arcos
disjuntos, teniendo cada arco una bandera en cada extremo. Un arco delimitado
por banderas azules es un arco azul y un arco delimitado por banderas blancas
es un arco blanco. Si las banderas son de distinto color, se dice que el arco es
neutro.

Un arco es azul (respectivamente blanco) si y sélo si estd controlado por A
(respectivamente por B). En un arco neutro, la mitad es controlado por Ay la
otra mitad por B. Luego, para determinar quién gana o si hay empate, no nos
interesan los arcos neutros.

Si una nueva bandera ocupa un punto de uno de esos k arcos, digamos el arco
«, diremos que la nueva bandera separa las banderas limitrofes de «. Si « tiene
color distinto al de la nueva bandera, ésta descompone a « en dos arcos neutros,
y diremos entonces que la bandera neutraliza a .

Lema. En una configuracién de a + b banderas, con a azules y b blancas,
y 74, T €l nimero de arcos azules y blancos, respectivamente, se tiene que
rTA—TB=0a—0>b.

Asi, en el transcurrir del juego, cada jugada de A deja a B una configuracién
con por lo menos un arco azul. Luego, cada vez que juega B, puede neutralizar
un arco azul. La neutralizacién sistematica conduce al empate. Para lograr que
B gane, después de colocar la primera bandera azul, construimos un n-dgono
regular inscrito en F' que tenga esa bandera como vértice. Denotaremos con V'
a un vértice de dicho n-agono. Estos vértices V' determinan n arcos disjuntos
iguales, a los que llamaremos arcos “grandes” y los denotaremos por G. A
continuacién presentamos una estrategia para B:

1. B va colocando sus banderas en vértices V, hasta que no haya mds vértices
V' disponibles.

2. Después, B neutraliza un arco azul en cada jugada, dando prioridad a los
arcos (G, hasta quedarse con sélo una bandera disponible.

3. La dltima bandera blanca es colocada en posicién, es decir, para ganar.

Si al final del primer paso hay w vértices V azules, entonces hay n — w vértices
V blancos y a lo mas w — 1 arcos G azules, de modo que B tiene w banderas
disponibles. Por lo tanto, en el paso 2, B neutraliza todos los arcos G azules.
(El argumento contempla el caso w = 1, en el cual el paso 2 no existe). En el
paso 2, B no crea nuevos arcos blancos.

Cuando B coloca su ultima bandera, hay por lo menos un arco G, pero ninguno



92 Soluciones de las Olimpiadas Internacionales

de ellos es azul. Luego, el niimero de arcos azules excede en uno al de arcos
blancos y todos los arcos blancos son arcos G. Tenemos dos casos a considerar:
Caso 1. Existe un arco G blanco. B coloca la idltima bandera blanca, de modo
que neutraliza un arco azul y gana.

Caso 2. No existe un arco G blanco. Por lo tanto, no existe un arco blanco, de
donde se sigue que existe un sélo arco azul que no es un arco G, y existe por
lo menos un arco G neutro. Entonces, B coloca la dltima bandera blanca en
un arco G neutro, que no es de A, de modo que crea un arco blanco de mayor
tamaio al del tnico arco azul existente y gana.

Solucidn del problema 4. Identificamos las casillas con pares (i, j) de enteros
con 0 < 4,5 < n. Un salto de (i,5) a (i, ') serda horizontal (respectivamente
vertical) si |i —i'| = 4 (respectivamente |j — j'| = 4).

El dragdn parte de (0,0) y da s saltos, llegando a la casilla (z,y). Escribimos
s = h 4+ v donde h es el nimero de saltos horizontales y v es el nimero de
saltos verticales. Entonces, x = 4h' + v/, y = 4v” + h” donde |W'|,|h”| < h,
||, |v"] < v, h,h/,h" tienen la misma paridad y v,v’,v” tienen la misma
paridad.

Veamos que se puede llegar de C' a V' en 8 saltos: (0,0) — (4,1) — (8,0) —
(7,4) — (6,8) — (2,7) — (1,3) — (5,2) — (1,1). Demostraremos que
existen casillas que distan mds de 8 saltos de C. En efecto, consideremos la
casilla (17,18) (existen 4 casillas elegibles: (15,18), (18,15), (18,17) y (17,18))
y supongamos que 4h' +v' =17, 40" + h"” =18 y h+v < 8. Las I's son pares
y las v's son impares, de modo que Y =4y v = 1. Luego, h >4y v <3
de donde v = 3 y h” = 6. Por lo tanto, h +v > 9 que es una contradiccién.
Luego, la casilla X = (17,18) dista mds de 8 saltos de C. Por lo tanto, la
distancia dragoniana de C a V es a lo mas 8 y la distancia dragoniana de C' a
X es al menos 9, lo que completa la demostracion.

Solucién del problema 5. Sea n un niimero atresvido. Denotaremos por w(n)
al nimero de divisores primos distintos de n, £2(n) al nimero de divisores primos
de n contando repeticiones, y S(n) a la suma de los divisores de n. Como n
es atresvido, sus divisores se pueden dividir en tres subconjuntos cuya suma de

elementos de cada subconjunto es igual a @ Como n pertenece a alguno de
estos subconjuntos, tenemos que n < @ es decir, S(n) > 3n. Ademis, el

ntimero de divisores de n es mayor o igual a 2¢(™).

Observemos que el niimero 120 = 23 x 3 x 5, cuyo niimero de divisores es 16,
es un numero atresvido. En efecto, basta considerar la siguiente particién de
los divisores de 120: {1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,24,30}, {20,40,60} y {120}.
Demostraremos que no existen nimeros atresvidos con menos de 16 divisores.
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Supongamos que n es un nimero atresvido con menos de 16 divisores. Entonces,
2¢(") < 16, es decir, w(n) =1,2 6 3.
Si w(n) = 1, entonces existe alglin primo p tal que n = p® para algln entero

a > 1. Luego, S(n) = p _1 > 3p® = 3n implica que f’;— > 3p?, es decir,

—£- > 3 de donde 2p < 3 Io cual es imposible.

Si w(n) = 2, entonces n = poqb con ayb enteros positivos y p, ¢ nimeros
primos. Luego, S(n) = 1%11_1 qbq T > 3p?q” = 3n implica que +11 ‘f;jll
3p%q®, es decir, 31 . qT > 3. Suponiendo que p < ¢ tenemos que p > 2y

q > 3, de donde fl-%g%.

Si w(n) = 3, entonces n = p?q’r® con a, by c enteros positivos y p, ¢ y 7
ndmeros primos. Para que ©2(n) < 16 debemos tener que (a,b,c¢) = (1,1,1) o
(a,b,c) = (2,1,1), salvo permutacién de los exponentes. Si (a,b,c) = (1,1,1),
entonces n = pqr. Luego, S(n) = (p+ 1)(¢+ 1)(r + 1) > 3pgr implica que

pTJfl-ﬂql-”TH > 3. Suponiendo que p < ¢ < r, tenemos que p > 2, ¢ > 3y

r25demodoquep—;l-%-’%1§5-3-—:%<3|oquecontradice|a

desigualdad anterior. Ahora si (a,b,c) = (2,1,1), entonces n = p?qr. Luego,
. . 2

S(n) = (p* +p+1)(g+ 1)(r +1) > 3p>qr implica que % Lol inI;J,_l'

. q+1 r4+1 _
Suponlendo que ¢ < r, tenemos que ¢ > 2y r > 3. Entonces, =0 =

2
1+ +1 —I-qr §1+%+%+%:2yporlotanto%§2, de donde p = 2.

Como Ios primos p, ¢ y r son distintos, tenemos entonces que ¢ > 3y r > 5.

= 3 lo que contradice la desigualdad anterior.

.Q

3
2
q

Luego, % . % <3 4. g 8 . Por otra parte, usando que p = 2, tenemos que
@ st 32

_ 12
2w = lo que contradice la desigualdad anterior.
Por lo tanto, el minimo numero de divisores que puede tener un nimero atresvido
es 16. (Nota. Véase la férmula para la suma de los divisores positivos, en el
Teorema 8 del Apéndice).

Solucién del problema 6. Vamos a demostrar que v/2 es un valor posible para
[ y después que es el menor valor posible.

Sea H = ABCDEF € F.Si alguna de las diagonales AD, BE, CF, AC, CE
o EA es menor o igual que v/2, es facil (usando el paralelismo de cada par de
lados opuestos) cubrir H con una franja de ancho v/2. Supongamos entonces
que todas estas diagonales son mayores que /2. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que AE > AC > CE > /2. Entonces d(C,AE) < d(E,AC) <
d(A,CE), donde d(X,Y Z) denota la distancia del punto X al segmento Y Z.
Como el tridngulo AC'E puede cubrirse con una franja de ancho 1, la menor de
sus alturas es menor o igual que 1, es decir, d(C, AE) < 1. Usando esto junto
con las relaciones AC' > C'E > /2, tenemos que ZACE > 90°.
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C D

Sin pérdida de generalidad, supongamos que o« = ZFCE > ZACF. Entonces,
/FCE > 45°. Luego, d(F,CE) = FCsena > v/2sen45° > 1. De manera
andloga tenemos que d(E, FC) > 1. Como el tridngulo FCE puede cubrirse
con una franja de ancho 1, entonces d(C, FE) < 1. Por lo tanto, H puede
cubrirse por la franja delimitada por las rectas F'EE y BC, la cual tiene ancho
d(C,FE) <1< V2. Esto demuestra que cada hexdgono de la familia F puede
ser cubierto por una banda de ancho v/2.

Falta demostrar que [ > V2. La idea de la demostracién es considerar un
cuadrado ABC'D de lado 1 visto como un hexagono “degenerado” ABBCDD.
Es claro que en este hexagono degenerado, cada tres vértices pueden cubrirse por
una banda de ancho 1 y que cualquier banda que lo cubra debe ser de tamaiio
v/2. Como en este hexdgono degenerado hay lados de tamafio cero, hacemos
que esos lados midan € > 0, estirando los tridngulos ABD y BCD. De esta
forma tenemos un hexagono no degenerado con lados opuestos paralelos. Como
en este nuevo hexdgono ya no se cumple que cualesquiera tres vértices son
cubiertos por una banda de ancho 1, le aplicamos una homotecia hasta obtener
el resultado. Finalmente, tomando & pequefio tenemos que /2 es el minimo.

4.4. 48" Olimpiada Internacional de Matematicas

Solucidn del problema 1. (a) Sean 1 < p < ¢ < r < n indices tales que:
d=dy, ap=méx{a;:1<j<gq}, a, =min{a; : ¢ <j<n}

Luego, d = a;, — a,. (Estos indices no son necesariamente tinicos).
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ap
O Ty
OO

@ G-mo T

-7 Qn,

T
o --O
X1 a,
b q r
Para nidmeros reales arbitrarios 1 < 29 < ... < z,, consideremos las dos

cantidades |z, — ap| y |z, — ar|. Ya que:

(ap — xp) + (zr — ar) = (ap — ar) + (¥, — xp) 2 ap — ay =,

[\ClisH

tenemos que o bien a, — x, > 5 o bien z, —a, > %l. De aqui que:

méx{|z; —a;| : 1 <i<n} max{|z, — apl, |z, — a,|}

>
> méax{ap, — Tp, T, —a}

v
N R

(b) Definimos la sucesién (z) como:

d , d
T = a1 — 3 T = MaX (Tp_1,a) — 3 para 2 <k <n.
Demostraremos que se cumple la igualdad en (2.1) para esta sucesidn.
Por definicién, la sucesién (x) es no decreciente y x — aj > —%l para todo

1 < k <n. Demostraremos que:
d
T — ap < 3 para todo 1 <k <n.
Consideremos un indice arbitrario 1 < k < n. Sea | < k el mds pequefio indice
tal que x = x;. Tenemos que o bienl =1 o bienl > 2y x; > z;_1. En ambos

Casos:

T =T =0a] — —=. (4.1)
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Ya que:

a; —ap <méx{a;: 1 <j <k} —minfa; : k<j<n}=d, <d,
la igualdad (4.1) implica que:
d

d
wk—ak:al—ak—igd— =

N

Luego, —%l <z —ap < g para todo 1 < k < n, de donde:

max{|z; —a;| : 1 <i<n} <

N

Ademds se cumple la igualdad ya que |71 — a1| = 4.

Segunda Solucién. Presentamos otra construccién de una sucesién (x;) para
la parte (b).
Para cada 1 <i < n, sean:

M; =méx{a; : 1 <j <i} y m; =min{a; : i < j < n}.
Para todo 1 < ¢ < n, tenemos que:

M; = méx{a,...,a;} <max{ay,...,a;,ai41} = M4

m; = minf{a;, a;y1,...,0,} <min{a;iq,...,a,}F = mit1.

Por lo tanto, las sucesiones (M;) y (m;) son no-decrecientes. Ademds, ya que
a; aparece en ambas definiciones, tenemos que m; < a; < M;. Para alcanzar
la igualdad en (2.1), hagamos z; = % Ya que las sucesiones (M;) y (m;)
son no-decrecientes, la sucesién (z;) es no-decreciente también.
Haciendo d; = M; — m;, tenemos que:

di _mi— M; M;—m; d;

g = 5 =r-Miswmi—assi-omi=—F— =1

Por lo tanto:
, . . [d; , d
max{\xi—ail:1§z§n}§max{5:1§z§n} =3

Como la desigualdad opuesta se demostré en la parte (a), tenemos la igualdad.
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Solucién del problema 2. (Solucién de Isaac Buenrostro). Sean H e I los
puntos medios de F'C'y GC', respectivamente. Entonces HI y F'G son para-
lelas por Thales, y como F'H = HC, tenemos que HI intersecta a AC en su
punto medio (otra vez por Thales aplicado al tridngulo ACF'). Como ABCD es
un paralelogramo, sus diagonales AC'y BD se bisecan, de modo que el punto
medio de AC' es el punto medio de BD. Ahora, si E esta en el circuncirculo
del tridngulo BC' D, las proyecciones de E sobre BC, DC'y BD son colineales
(recta de Simson). Como la proyeccién sobre BC' es I y la proyeccién sobre DC'
es H, tenemos que la proyeccion sobre BD es la interseccién de HI y BD, que
es el punto medio de BD, por lo que la altura desde E sobre BD es también
mediatriz de BD. Asi, EB=FEDy /EBD = /EDB.

Ahora, como DBCFE es ciclico, tenemos que /ZDCE = /DBE = ZEBD =
/EDB =180° - ZECB = ZECG, de donde se sigue que /ZFCE = ZECG.
Como F es el circuncentro del tridngulo F'CG, tenemos que /ECF = /EFC =
a. Luego, ZFEC = 180° — 2a de donde ZFGC = 90° — a. Andlogamente,
tenemos que ZCFG = 90° — «. Ademds, ZCFG = ZDF A por ser opuestos
por el vértice y como AB es paralela a CD y AD es paralela a BC', tenemos
que LDAF = /FGC = /DFA = ZFAB y por lo tanto AF' es bisectriz del
angulo DAB.

Segunda Solucién. Si CF = CG, entonces ZFGC = ZGFC, de donde
LGAB = /GFC = ZFGC = LFAD vy asi | es bisectriz.

Supongamos que CF < CG. Sean EK y EL alturas de los tridngulos isésceles
ECF y EGC, respectivamente. Entonces, en los tridngulos rectangulos EKF
y ELC tenemos que EF = EC y KF = % < % = LC, de modo que
KE =+vVEF? —KF?2 > \/EC? — LC? = LE. Como el cuadrildtero BCED es
ciclico, tenemos que ZEDC = ZEBC, de modo que los triangulos rectdngulos
BEL y DEK son semejantes. Entonces, KF > LE implica que DK > BL y
por lo tanto DFF = DK — KF > BL — LC = BC = AD. Pero los tridngulos
ADF y GCF son semejantes, asi que 1 > % = % que contradice nuestra
suposiciéon. Andlogamente, si suponemos que C'F' > GC' obtenemos que K F' >
LC, KE < LE, DK < BLy DF < AD, de donde 1 < #2 = &Y que
también es una contradiccién. Por lo tanto, CF = CG y [ es bisectriz del
angulo DAB.
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Solucién del problema 3. Presentaremos un algoritmo para distribuir a los par-
ticipantes. Supongamos que las aulas son Aula A y Aula B. Comenzamos con
una distribucién inicial, y entonces la modificamos varias veces enviando una
persona a la otra aula. En cualquier paso del algoritmo, A y B denotaran los
conjuntos de los participantes en las aulas, y ¢(A), ¢(B) denotaran los tamafios
de las cliques mas grandes contenidas en las aulas A y B, respectivamente.

Paso 1. Sea M una de las cliques de mayor tamafio, |M| = 2m. Enviamos a
todos los miembros de M a la aula A y al resto de los participantes a la aula
B.

Como M es una clique de mayor tamafio, tenemos que ¢(A) = |[M| > ¢(B).

Paso 2. Mientras ¢(A) > ¢(B), enviamos una persona del aula A al aula B.

ANM BNM
o ° o o} ©
o) o) © o
o} o}

Aula A Aula B
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Note que ¢(A) > ¢(B) implica que el aula A no estd vacia. En cada paso, c¢(A)
disminuye en uno y ¢(B) aumenta en a lo mas uno. Luego, al final tendremos
que ¢(A) < ¢(B) < ¢(A)+1. También tendremos al final que ¢(A4) = |A] > m,
ya que si no tendriamos al menos m + 1 miembros de M en el aula B y a lo mas
m—1en el aula A, lo que implicaria que ¢(B)—c(A) > (m+1)—(m—1) = 2.

Paso 3. Sea k = c¢(A). Si ¢(B) = k, entonces terminamos.

Si llegamos a que ¢(A) = ¢(B) = k, entonces habremos encontrado la distribu-
cién deseada. En los otros casos, tenemos que ¢(B) = k + 1. De la estimacidn
anterior también sabemos que k = |[A| = |ANM|>my |BN M| <m.

Paso 4. Si existe un participante x € BN M y una cliqgue C C B tal que
|C|=k+1yax¢C, entonces movemos x al aula A y terminamos.

ANM BNM o
O
&) C
O © O Oz
(@)
o o ol ©
0 O
Aula A Aula B

Después de regresar a x al aula A, tendremos k + 1 miembros de M en el aula
A, de modo que ¢(4) = k+ 1. Como = ¢ C, ¢(B) = |C| no disminuye, y
después de este paso tenemos que ¢(A) = ¢(B) =k + 1.

Si no hay tal competidor x, entonces en el aula B todas las cliques de tamafio
k + 1 contienen a BN M como subconjunto.

Paso 5. Mientras ¢(B) = k+ 1, elegimos una clique C C B tal que |C|=k+1
y movemos un miembro de C'\ M al aula A.
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ANM o| BNM . o
o ° o © o
o o © o
o /O
Aula A Aula B

Note que |C| = k+1 > m > |BN M|, de modo que C'\ M no puede ser
vacio. En cada momento movemos una séla persona del aula B al aula A, de
tal manera que ¢(B) disminuye en a lo mas 1. Luego, al final de esta rutina
tenemos que ¢(B) = k.

En el aula A tenemos la clique ANM de tamafio |[ANM| = k. Luego, c(A) > k.
Demostraremos que no hay ninguna clique de tamaiio mayor que k en A. Sea
@ C A una clique arbitraria. Demostraremos que |Q| < k.

ANM
BNM
@]
O-= 33- O
@) O
O
s=» O
O_: o
Q
Aula A Aula B

En el aula A, y especialmente en el conjunto @), puede haber dos tipos de
participantes:

(a) Algunos miembros de M. Como M es una clique, ellos son amigos de todos
los miembros de BN M.

(b) Participantes que fueron movidos al aula A en el paso 5. Cada uno de ellos
ha estado en una clique con BN M, asi que ellos son también amigos de todos
los miembros de BN M.

Luego, todos los miembros de () son amigos de todos los miembros de B N M.



Olimpiada Internacional 101

Los conjuntos Q y BN M son por si mismos cliques, de modo que QU (BN M)
es también una clique. Como M es una clique de mayor tamafio, tenemos que:

(M| >]QuU(BNM)|= Q| +[BNM|=|Q[+[M]—[ANM],

de donde |Q| < |[AN M| =k.
Finalmente, después del paso 5 tenemos que ¢(A) = ¢(B) = k.

Solucién del problema 4. (Solucién de Aldo Pacchiano). Como los tridngulos
rectdngulos C'LQ y C' K P son semejantes (por tener dngulos iguales en el vértice
(), tenemos que ZRQL = 180° — ZCQL = 180° — ZCPK = ZRPK. Luego,
/RPK = ZRQL = 90° + 0 donde 8 = ZLC(Q. Tenemos que las areas de los
tridngulos RPK y RQL estan dadas por:

(RPK) = RP-PK -sen(90° + ),
(RQL) = RQ-QL-sen(90° +0),

y son iguales si y sélo si RP- PK = RQ - QL.

Notemos que PK = %tan@ y QL = ATCtan 0. Luego, basta demostrar que
RP-BC =RQ- AC.

Tenemos que AQ = QC y BP = PC. Luego, ZQAC =0y /PBC = 6.
Como /RAB = /RCB por subtender el mismo arco, y ZRCB = 6, tenemos
que ZRAB = 0 de donde ZRAQ = ZBAC. Andlogamente, como ZRBA =
Z/RC A por subtender el mismo arco, tenemos que /RBP = /ABC.
Aplicando la ley de senos en el tridngulo RAQ, tenemos que:

RA RQ

sen(ZAQR)  sen(Z/RAQ)’

es decir:
RA RQ

sen(20)  sen(£ZBAC)

Andlogamente, aplicando la ley de senos en el tridngulo RPB tenemos que:

RB RP
sen(20)  sen(ZABC)’
Luego:
RQ = A -sen(£/BAC) y RP = RB -sen(ZABC).

sen(260) sen(26)
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Finalmente, como ZRAB = ZRBA tenemos que RA = RB y por lo tanto:

RQ _ sen(£BAC) _ BC

RP ~ sen(ZABC) AC’

donde la dltima igualdad se sigue aplicando la ley de senos en el tridngulo ABC'.
Por lo tanto, RQ - AC' = RP - BC' que es lo que queriamos demostrar.

Segunda Solucion. Si AC = BC, entonces el tridngulo ABC es isdsceles, los
tridngulos RQL y RPK son simétricos respecto a la bisectriz C'R y el problema
es trivial. Si AC' # BC, entonces podemos asumir sin pérdida de generalidad
que AC < BC.

Sea O el circuncentro del tridngulo ABC'. Los tridngulos rectdngulos CLQ vy
C K P tienen dngulos iguales en el vertice C, de modo que son semejantes. Asi
que ZCPK = /CQL = Z0OQPy:

QL _CQ
PK ~ CP

Sea [ la mediatriz de C'R. Claramente, [ pasa por el circuncentro O. Debido
a la igualdad de los dngulos en Py en @, el tridngulo OPQ es isdsceles con
OP = 0OQ. De aqui que [ es el eje de simetria en este tridngulo también. Por
lo tanto, los puntos P y @) son simétricos en el segmento C'R con respecto a la
recta [, de modo que RP =CQ y RQ = CP.
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Como ZRQL = 180° — ZCQL = 180° — ZCPK = ZRPK, tenemos que:
drea(RQL)  5-RQ-QL-senZRQL ~ RQ QL

2
drea(RPK) L.RP.PK-sen/RPK RP PK’

Por lo tanto:

drea(RPK) RP PK CQ CP
de donde se sigue que area(RQL) = drea(RPK).

drea(RQL) _ RQ QL _CP CQ _,

Tercera Solucién. Supongamos como en la segunda solucién que AC < BC.
Denotemos por O al circuncentro del tridngulo ABC, y sea « el dngulo en C.
De manera andloga a la segunda solucién, usando los tridngulos rectdngulos
CLQ y CKP obtenemos que ZOPQ = ZOQP = 90° — 1. Luego, el triangulo
OPQ) es isésceles, OP = OQ) y ademas ZPOQ = .

Es un resultado conocido que R es el punto medio del arco AB y ZROA =
/ZBOR = 7.

Consideremos una rotacién alrededor del punto O por un dngulo ~y. Esta trans-
formacién mueve el punto A al punto R, el R al By el Q al P. Luego, los
tridngulos RQA y BPR son congruentes y tienen la misma area.

Como los tridngulos RQL y RQA tienen a R() como un lado comlin, la razén
entre sus dreas es:
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donde d(X,Y Z) denota la distancia del punto X a la recta Y Z.
De manera andloga se demuestra que:

drea(RPK)

CK 1
drea(BPR) CB 2
Por lo tanto:

area(RQL) = %érea(RQA) = %érea(BPR) = drea(RPK).

Solucién del problema 5. Diremos que una pareja de enteros positivos (a, b)
es mala si 4ab—1 divide a (4a® —1)? pero a # b. Para demostrar que no existen
parejas malas, demostraremos primero dos propiedades de ellas.

Propiedad 1. Si (a,b) es una pareja mala y a < b, entonces existe un entero

positivo ¢ < a tal que (a,c) es también una pareja mala.

4a%—-1)2
En efecto, sea r = (4“ab_1) . Entonces:

r=—r-(=1)= —r(4ab — 1) = —(4a® — 1)> = —1 (mod 4a),
de donde r = 4ac — 1 para algtin entero positivo c. Como a < b, tenemos que:

(4a® — 1)?

2_
1ab—1 < 4a 1

dac — 1 =

y por lo tanto ¢ < a. Ademds, por construccién el numero 4ac — 1 es un divisor
de (4a® —1)? y asf (a,c) es una pareja mala.

Propiedad 2. Si (a,b) es una pareja mala, entonces (b, a) también lo es.
En efecto, ya que 1 = 12 = (4ab)? (mod 4ab — 1), tenemos que:

(4b* — 1) = <4b2 - (4ab)2>2 = 16b*(4a® — 1) = 0 (mod 4ab — 1)
y por lo tanto, 4ab — 1 divide a (4b% — 1)2.
Supongamos que existe una pareja mala. Tomemos una pareja mala (a,b) tal

que 2a + b sea minimo. Si a < b, entonces por la propiedad 1 existe una pareja
mala (a,c) tal que ¢ < by por lo tanto 2a + ¢ < 2a + b. Ahora, si b < a,
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entonces por la propiedad 2 la pareja (b, a) también es malay 2b+a < 2a + b.
Como ambos casos contradicen la minimalidad de 2a + b, concluimos que no
existen parejas malas.

Solucién del problema 6. Es ficil encontrar 3n de tales planos. Por ejemplo,
los planos x =i, y =410 z=14,i=1,2,...,n, cubren el conjunto S pero nin-
guno de ellos contiene al origen. Otras colecciones que también cumplen estan
formadas por todos los planos x +y + 2z =k para k =1,2,...,3n.
Demostraremos que 3n es el menor niimero posible.

Lema 1. Considere un polinomio no cero P(x1,...,x) en k variables. Supon-
ga que P se anula en todos los puntos (r1,...,xy) tales que x1,...,xp €
{0,1,...,n} yx1 + -+ + x, > 0, mientras que P(0,0,...,0) # 0. Entonces,
grP > kn (grP denota el grado de P).

Para la demostracién del Lema 1 usaremos induccién en k. El caso base k =0
es claro ya que P # 0. Denotaremos y = x; para mayor claridad.

Sea R(x1,...,2k—1,y) €l residuo de P médulo Q(y) =y(y—1)---(y —n). El
polinomio Q(y) se anulaen y =0,1,...,n, de modo que P(z1,...,xx_1,y) =
R(z1,...,x_1,y) para cada z1,...,2x_1,y € {0,1,...,n}. Por lo tanto, R
también satisface la condicién del lema. Ademds, gr,R < n (gryR denota el
grado de R en la variable y). Claramente, grR < grP, asi que es suficiente
demostrar que grR > nk.

Expandamos el polinomio R en las potencias de y:

R(xly"'a‘rk—lvy) = Rn(x17"'7$k—l)yn+Rn—1($17"'7xk—1)yn_1+
+ -+ Ro(z1, ..., Tp—1).

Demostraremos que el polinomio R, (x1,...,x,_1) satisface la condicién de la
hipétesis de induccién. Consideremos el polinomio T'(y) = R(0,...,0,y) de
grado menor o igual que n. Este polinomio tiene n raices y = 1,...,n. Por otra

parte, T'(y) #Z 0 ya que T'(0) # 0. Luego, grT = n y su coeficiente principal (el
coeficiente del término de mayor grado) es R,,(0,0,...,0) # 0. En particular,
en el caso k = 1 obtenemos que el coeficiente R,, es distinto de cero.

Andlogamente, consideremos cualesquiera nimeros ay, . ..,ax_1 € {0,1,...,n}
con ay + --- + ag_1 > 0. Sustituyendo z; = a; en R(xy,...,25_1,y), obte-
nemos un polinomio en y el cual se anula en todos los puntos y = 0,...,n
y tiene grado menor o igual que n. Luego, este polinomio es el polinomio ce-
ro y por lo tanto R;(aj,...,ax—1) = 0 para ¢ = 0,1,...,n. En particular,
R, (ay,...,ax_1) = 0. De aqui que el polinomio R, (z1,...,z,_1) satisface la
condicién de la hipétesis de induccién. Luego, tenemos que grR, > (k—1)ny
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grP > grR > grR, +n > kn. Esto concluye la demostracién del lema.

Ahora podemos terminar la solucién. Supongamos que hay N planos que cu-
bren todos los puntos de S pero que no contienen al origen. Consideremos sus
ecuaciones a;x + b;y + ¢;z + d; = 0 y el polinomio:

N
P(z,y,z) = H(CLM + by + iz + d;).
i=1

P tiene grado total N vy tiene la propiedad de que P(zo,¥o,20) = 0 para
cualquier (xg,yo0,20) en S, mientras que P(0,0,0) # 0. Luego, por el Lema 1
tenemos que N = grP > 3n, de donde se sigue el resultado.

Segunda Solucidon. Presentaremos una prueba distinta del Lema 1 y el resto
de la demostracién es como en la primera solucién. Demostraremos sélo el caso
k = 3, que se aplica en la solucién, y denotaremos las variables por z,y, z. (La
misma demostracidn funciona para el caso general).

Usaremos el siguiente resultado conocido y presentamos una demostracién del
mismo por completez.

Lema 2. Para enteros arbitrarios 0 < m < n y para cualquier polinomio P(x)
de grado m se cumple que:

Usaremos induccién en n. Si n = 1, entonces P(x) es un polinomio constante,
de modo que P(1) — P(0) = 0y asi el caso base queda demostrado.

Supongamos que el resultado es cierto para n — 1 y definamos P (z) = P(x +
1) — P(z). Claramente grPy =grP —1=m —1 <n — 1, de modo que por la
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hipdtesis de induccién tenemos que:

o = S rw=S e (") e - pe )

o k=0
— :z;::(_nk(” ; 1)P(k) — :z;j:(—l)k <" N 1>P(l<: +1)
— :z;:;(—l)k (” ; 1) P(k) + ké(—l)’“ (Z : 1) P(k)
— PO)+ §<—1>k ((2)+ (")) rwr+ e
= () o
k=0

lo que completa la induccién.
Regresando a la demostracién del Lema 1, supongamos por contradiccién que
grP = N < 3n. Consideremos la suma:

s=nnnr (0 Eres

El dnico término de esta suma que no es cero es P(0,0,0) y su coeficiente es
(M? = 1. Por lo tanto, S = P(0,0,0) # 0.

0
Por otro lado, si P(z,y,2) = Z paﬁﬁxayﬁzv, entonces:
a+B+v<N
n n n o n n n .
5 = ZZZ(_”WM(Z-) ( ) (k:) Y. Papai®i’k
i=0 j=0 k=0 J a+f+y<N

Zre (S () e () (G ()

Consideremos un término arbitrario de esta suma y demostremos que es cero.
Como N < 3n, una de las tres desigualdades o < n, 6 < n é v < n es valida.
Supongamos que « < n. Aplicando el Lema 2 al polinomio z%, tenemos que
Sio(=1)"(")i* = 0, de donde se sigue que cada término de S es cero. Luego,
S =0, que es una contradiccién. Por lo tanto grP > 3n.
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Definicion 1 (Divisor). Un entero a # 0 es divisor del entero b, si existe un
entero ¢ tal que b = a - c. Se denota esto por alb. También se dice que a divide
a b, o que b es divisible entre a, o que b es miiltiplo de a.

Definicion 2 (Nidmero primo y niimero compuesto). Un entero p > 1 es un
numero primo si los tinicos divisores positivos de p son 1 y p. Un enteron > 1
que no es primo, se dice que es compuesto. Por ejemplo, 2 y 3 son nimeros
primos y 6 es compuesto.

Definicion 3 (Maximo Comdn Divisor). Un entero d > 1 es el maximo comtin
divisor de los enteros a y b si:

(1) dla y dlb.

(2) Si cla y c|b, entonces c|d.

Se denota por (a,b). Si (a,b) = 1, se dice que a y b son primos relativos o
primos entre si.

Teorema 4. E/ maximo comiin divisor de a y b es el menor entero positivo que
se puede escribir en la forma am + bn con m, n enteros.

Definicion 5 (Minimo Comtn Mdiltiplo). Un entero m > 1 es el minimo comiin
mdltiplo de los enteros a y b si:

(1) a|m y bjm.

(2) Si alc y b|c, entonces m|c.

Se denota por [a,b].

Teorema 6 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo entero es producto
de primos. Su descomposicién como producto de primos es tinica salvo el orden
de los factores primos.

Teorema 7. Se cumple que:

(1) (a,b)[a,b] = ab.

(2) Sia=p{'ps?---pit yb= p?lpg2 . -pfk con oy, 3; enteros no negativos y
p; ndmeros primos distintos, entonces (a,b) = p{"---p)* y [a,b] = p‘fl e pik
donde v; = min {o;, 5;} y §; = max {ay, 3;}.
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Teorema 8 (Ndmero de divisores y suma de divisores). sin es un entero positivo
cuya factorizacion como producto de potencias de primos distintos es n =
pytps? -+ pir, entonces:

I.dn)=(an+D(ag+1) - (ap + 1),

2.5(n) = (I4pi+pi+- - +p7") A+pa+ps+- - +p5?) -+ (14pr+pi+- 407,
donde d(n) es el nimero de divisores positivos de n y S(n) es la suma de los
divisores positivos de n.

Teorema 9 (Algoritmo de la divisién). Para a y b enteros, con b # 0, existen
enteros tnicos q y r tales que a =bg+1 y 0 <r <|b|.
El nidmero r se llama el “residuo” que deja a al dividirlo entre b.

Teorema 10 (Algoritmo de Euclides). Es un proceso para encontrar el maximo
comtin divisor de dos enteros positivos a y b. Utiliza el algoritmo de la division
como sigue:

a = mngb+ry, O0<ri<b
b = niri+ro, 0<rg<nr
L = MNaorg+rs3, 0<ry <ry
Th—2 = Mg 1Tk—1+ 7Tk 0<rp <71
Tk—1 = MNETrg

Entonces, el dltimo residuo distinto de cero es el maximo comtn divisor de a y
b, es decir, ry, = (a,b).
Ademds, ri, = (a,b) = (b,r1) = (r1,7m2) = -+ = (rg—2,7k—1) = (Tk—1,7%)-

Teorema 11 (Congruencias). Sia y b son enteros y n es un entero positivo,
decimos que a es congruente con b médulo n si n divide a a — b, y se denota
pora =b (modn).

Para a, b, c enteros y n, m,r enteros positivos, tenemos las siguientes propieda-
des:

(1) a = a (modn).

(2) Sia =b (modn), entonces b= a (modn).

(3) Sia=0b(modn) yb=c(modn), entonces a = ¢ (modn).

(4) Sia =0b (modn)yc=d (modn), entonces a + ¢ = b+ d (mod n) y
ac = bd (modn).

(5) Sia = b (mod n), entonces a™ = b (mod n) para todo entero positivo m.
(6) Sia =nc+r con 0 <r <mn, entonces a = r (modn).

Definicion 12 (Funcién ¢ de Euler). Sea n un entero positivo. Se define ¢(n)
como el nidmero de enteros positivos menores que n y primos relativos con n.
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Teorema 13 (Teorema de Euler). Sin es un entero positivo y a es un entero
primo relativo con n, entonces a®™ =1 (mod n).

Teorema 14 (Pequefio Teorema de Fermat). Sia es un entero positivo y p es
un nimero primo que no divide a a, entonces aP~! = 1 (mod p).

Definicion 15 (Orden). Sia y n son primos entre si, el orden de a médulo n,
denotado por O, es el menor entero positivo tal que a® =1 (mod n).

Teorema 16 (Propiedad del orden). Si a y n son primos entre si'y a™
1 (mod n), entonces el orden de a mddulo n es un divisor de m.

Teorema 17 (Férmulas dtiles). (1) 1+2+3+---+n = Mot

(2) 12+ 22432+ %= 7”2”“)6(2”“).
(3) 13425 433 4 ... 4 3 = (ot
()1 +z+22+- - +a"= 1_1“"3_71;1 para cualquier nimero real x # 1.

(5) 2" —y" = (z —y) ("' + 2" 2y + -+ 2y" 2 + y"~ ') para todo entero
positivo n y cualesquiera ndmeros reales x, 1.

(6) 2" +y" = (z +y) (@t — 2" 2y + - —zy" 2 + y" 1) para todo entero
positivo impar n y cualesquiera nimeros reales x, 1.

Teorema 18 (Teorema del Binomio). Para a y b nimeros cualesquiera y n un
entero no negativo se cumple que:

" /n
a+ b)Y = akbn—k’
@y =3 ()

donde (}}) n!

= K(n—Rk)"
Teorema 19 (Desigualdad media aritmética - media geométrica). Para cuales-
quiera ndmeros reales no negativos a1, as, ..., a,, S€ tiene que:
ay+ag+---+ap
> Yaias - ay.
n
La igualdad ocurre si y sélo si a1 = ag = - -+ = ay,.

Teorema 20 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para cualesquiera nimeros
reales x1,...,%n,Y1,.--,Yn, S€ tiene que:

(S) = (5) ()

La igualdad ocurre si y solo si existe un nimero real A tal que x; = \y; para
1=1,...,n.
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Teorema 21 (Principio fundamental del conteo). Si una tarea puede realizarse
de m formas diferentes y, para cada una de estas maneras, una segunda tarea
puede realizarse de n maneras distintas, entonces las dos tareas pueden realizarse
(en ese orden) de mn formas distintas.

Teorema 22 (Principio de las casillas). Sink+ 1 objetos (o mds) se distribuyen
en k casillas, entonces alguna casilla tiene al menos n + 1 objetos.

Definicion 23 (Tridngulos). (1) Triangulo acutdngulo. Es aquel que tiene sus
tres dngulos agudos, es decir, menores de 90°.

(2) Tridngulo rectangulo. Es aquel que tiene un dngulo recto o de 90°.

(3) Tridngulo obtusangulo. Es aquel que tiene un dngulo obtuso, es decir, un
dngulo mayor de 90°.

(4) Tridngulo equildtero. Es aquel que tiene sus tres lados iguales.

(5) Tridngulo isésceles. Es aquel que tiene dos lados iguales.

(6) Tridngulo escaleno. Es aquel que no tiene dos lados iguales.

Teorema 24. (1) La suma de los dngulos interiores de un triangulo es 180°.
(2) (Desigualdad del triangulo) En un tridngulo de lados a, b y ¢, las siguientes
tres desigualdades se cumplen: a +b > c,a+ ¢ > b,b+ ¢ > a, y las igualdades
se cumplen si y sélo si los vértices del triangulo son colineales.

Definicion 25 (Puntos y rectas notables de un tridngulo). Mediana. Recta que
une un vértice y el punto medio del lado opuesto.

Centroide. Punto donde concurren las medianas. También se le llama gravicentro
o baricentro.

Mediatriz. Recta perpendicular a un lado que pasa por su punto medio.
Circuncentro. Punto donde concurren las mediatrices.

Bisectriz interna. Recta que divide a un dngulo interior de un triangulo en dos
angulos de la misma medida.

Incentro. Punto donde concurren las bisectrices internas.

Altura. Recta trazada desde un vértice que es perpendicular al lado opuesto de
dicho vértice.

Ortocentro. Punto donde concurren las alturas.

Definicién 26 (Tridngulos semejantes). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son
semejantes si se cumple alguna de las siguientes dos condiciones:
(1) LZA= /A, /B = /B, £C = /£C".

) AB _ BC _ CA
() AB T BC T OA"

Teorema 27 (Criterios de semejanza). Dos tridngulos son semejantes si se
verifica alguna de las siguientes condiciones:
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(1) Tienen sus lados correspondientes proporcionales.

(2) Tienen dos lados correspondientes proporcionales y el angulo comprendido
entre ellos igual.

(3) Tienen dos dngulos correspondientes iguales.

Definicion 28 (Tridngulos congruentes). Los tridngulos ABC y A'B'C’ son
congruentes si tienen sus tres angulos iguales y sus tres lados iguales.

Teorema 29 (Criterios de congruencia). Dos tridngulos son semejantes si se
verifica alguna de las siguientes condiciones:

(1) (LAL) Tienen dos lados correspondientes iguales y el dngulo comprendido
entre ellos igual.

(2) (ALA) Tienen dos angulos correspondientes iguales y el lado comprendido
entre ellos igual.

(3) (LLL) Tienen los tres lados correspondientes iguales.

Teorema 30 (Teorema de Thales). Si ABC' es un triangulo y D, E son pun-
tos sobre AB y C'A respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son
paralelos si y sélo si ﬁ—g = ﬁ—%.

Teorema 31 (Teorema de Pitdgoras). Si ABC es un tridngulo rectangulo con
angulo recto en C, entonces AB? = BC? + CA?. El reciproco del Teorema de
Pitdgoras también es cierto, es decir, si en un tridngulo ABC se cumple que
AB? = BC? + CA?, entonces el tridngulo es rectangulo con dngulo recto en

C.

Teorema 32 (Ley de los cosenos). En un tridngulo ABC', de lados a (opuesto
al angulo A), b (opuesto al dngulo B) y ¢ (opuesto al dngulo C'), se tiene que:

2 =a®+b%>—2abcosC.

Teorema 33 (Ley de los senos). En un tridngulo ABC', de lados a (opuesto al
dngulo A), b (opuesto al dngulo B) y ¢ (opuesto al dngulo C'), se tiene que:

a b c

senA  senB senC ’

donde R es el radio de la circunferencia circunscrita del tridgngulo ABC'. (La
circunferencia circunscrita o circuncirculo es la que pasa por los tres vértices del
triangulo).

Teorema 34 (Area de un tridngulo). El drea de un triangulo ABC, denotada
por (ABC), de lados a (opuesto al angulo A), b (opuesto al dngulo B), c
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(opuesto al dngulo C'), y alturas hg, hy, he (donde h; es la altura trazada sobre
el lado i) es:

ahg  bhy  che
ABC) = = —— = .
(ABC) 2 2 2
También:
(ABC) = s,
(ABC) = /s(s—a)(s —b)(s — ), (Férmula de Herdn)
abe
AB = —
(ABC) = X
b A
(ABC) = c sen 7
2
donde s = %b“, R es el radio de la circunferencia circunscrita del triangulo

ABC, yr es el radio de la circunferencia inscrita del triangulo ABC'. (La circun-
ferencia inscrita o incirculo es la que tiene como centro al punto de interseccién
de las bisectrices internas (incentro) y es tangente a los tres lados).

Teorema 35 (Teorema de la Bisectriz). Si AP es la bisectriz interna del angulo
en A del triangulo ABC (con P sobre BC'), se tiene que:

BP AB

PC — ACT
Definicion 36 (Colineales). Puntos colineales son los que se encuentran sobre
una misma recta.

Teorema 37. (1) En un tridngulo ABC' el ortocentro, el centroide y el cir-
cuncentro son colineales. La recta donde se encuentran estos puntos se conoce
como la recta de Euler.

(2) (La circunferencia de los nueve puntos) Los pies de las tres alturas de un
tridngulo, los puntos medios de los tres lados y los puntos medios de los segmen-
tos que van de los vértices al ortocentro, estan en una circunferencia de radio
%R, donde R es el radio de la circunferencia circunscrita del triagngulo ABC.

Teorema 38 (Teorema de Ceva). Si L, M y N son puntos sobre los lados

(o extensiones) BC, C A y AB respectivamente, del tridngulo ABC, entonces

- g .+ BL CM AN _
AL, BM y CN son concurrentes si y slo si 77 - 571 * Ng = 1-

Teorema 39 (Teorema de Menelao). Si L, M y N son puntos sobre los lados
(o extensiones) BC', CA y AB respectivamente, del triangulo ABC, entonces

: © sl i BL  CM AN _
L, M y N son colineales si y slo si 75 - 514 -~ = —1-
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Definicion 40 (Triangulos homotéticos). Decimos que los triangulos ABC' y
A'B'C" son homotéticos si AB || A’B’, BC | B'C' y CA || C'A’. Y decimos
que los vértices A y A’ son homdlogos, asi como también los vértices B y B,
y los vértices C 'y C'.

Teorema 41. Si ABC y A’ B'C’ son tridngulos homotéticos, entonces las rectas
AA', BB' y CC' son concurrentes. El punto de interseccion es el centro de
homotecia.

Definicién 42 (Angulos en la circunferencia). (1) Angulo inscrito. En una cir-
cunferencia, es el dngulo formado por dos cuerdas que comparten un punto
comdn.

(2) Angulo semi-inscrito. En una circunferencia, es el dngulo formado por una
cuerda y la tangente a la circunferencia en un punto comdn.

(3) Angulo central. Es el dngulo formado por dos radios.

Teorema 43. (1) La medida de un dngulo inscrito en una circunferencia es
igual a la mitad del angulo central que abre el mismo arco.

(2) La medida de un dngulo semi-inscrito en una circunferencia es igual a la
mitad del angulo central que abre el mismo arco.

(3) El dngulo entre dos secantes trazadas a una circunferencia desde un punto
exterior, es igual a la mitad de la diferencia de los dos arcos subtendidos.

(4) El angulo entre dos cuerdas que se cortan en el interior de una circunferencia,
es igual a la mitad de la suma de los dos arcos subtendidos.

Teorema 44 (Potencia de un punto). (1) Si dos cuerdas AB y CD de una
circunferencia se intersectan en un punto P, entonces PA- PB = PC - PD.
(2) Si A, B y C son puntos sobre una circunferencia y si la tangente en C,

intersecta en un punto P a la prolongacién de la cuerda AB, entonces PC? =
PA .- PB.

Definicion 45 (Cuadrildteros). (1) Un cuadrildtero es un poligono de cuatro
lados. Un cuadrilitero ABC'D es convexo si al trazar sus diagonales AC'y BD,
éstas quedan dentro del cuadrilatero. Un cuadrilatero ABCD es ciclico si sus
Vvértices estan sobre una misma circunferencia.

(2) Un trapecio es un cuadrildtero que tiene dos lados paralelos. A los lados
paralelos del trapecio se les llaman bases. Si los lados no paralelos del trapecio
son iguales, se dice que el trapecio es isosceles.

(3) Un paralelogramo es un cuadrildtero que tiene ambos pares de lados opuestos
paralelos.

(4) Un rombo es un paralelogramo que tiene sus cuatro lados iguales.

(5) Un rectdngulo es un paralelogramo cuyos dngulos son todos rectos.

(6) Un cuadrado es un rectangulo que tiene sus cuatro lados iguales.
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Teorema 46. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) ABCD es un cuadrildtero ciclico.

(2) LA+ £C = 4B+ ZD = 180°.

(3) ZADB = ZACB.

(4) AC - BD = AB-CD + BC - AD (Teorema de Ptolomeo).

Teorema 47 (Teorema de Varignon). Los puntos medios de los lados de un
cuadrilatero son los vértices de un paralelogramo. El perimetro del paralelogramo
es igual a la suma de las longitudes de las diagonales del cuadrildtero y su area
es igual a la mitad del drea del cuadrilatero.

Teorema 48 (Férmula de Brahmagupta). El drea A de un cuadrildtero ciclico
de lados a, b, c y d estd dada por:

A= s —a)s —b)(s — s — ).

a+b+ctd
-

donde s =

Teorema 49. El cuadrilatero convexo ABC D es circunscrito, es decir, sus lados
son tangentes a una misma circunferencia, si y sélo si AB+CD = BC + DA.
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