Soluciones del Examen Semifinal de la 16a Olimpiada Mexicana de
Matematicas

Solucién 1. Hay varias parejas que cumplen con la condicién. Por ejemplo, 54 es un multiplo de 2
y de 3 pero no de 5 ni de 11, asi que tiene exactamente 2 pelotas. Por otra parte, 55 es multiplo de
5y de 11, pero no de 2 ni de 3, asi que también tiene exactamente 2 pelotas. Asi, 54 y 55 es una
pareja de canastas como la que buscamos.

Otra manera de encontrar la pareja que buscamos es considerar el minimo comin multiplo de 2, 3,
5y 11 (que es 2-3-5-11 = 330, pues no tienen factores comunes). Claramente la canasta 330 tiene
4 pelotas y la 331 (lo mismo que la 329) esta vacia.

Solucién 2. Como los numeros 1, 4, 9 y 16 son cuadrados de un nimero entero, al multiplicar dos
de ellos se obtiene otro ntimero cuadrado, asi que hay que tachar de la lista al menos a 3 de ellos.
Como 2 -8 = 16 es un cuadrado hay que tachar también al 2 o al 8. De la misma manera, como
3-12 = 36 hay que tachar al 3 o al 12. Por lo anterior, para no tener cuadrados como producto de
dos niimeros habria que tachar al menos 5 nimeros de la lista.

Solucion 3. Llamemos O al punto de intersecion de BE y AF. Para calcular el area del trian-
gulo OBG es suficiente calcular el area del tridngulo BEG y restarle el area del tridngulo OEG.
Observemos que la distancia de O a EG es la misma que la de F' a EG. Por otro lado, usando el
teorema de Pitagoras tenemos que FG = VED? — GD? = /42 — 22 = /12 = 2V/3. Asi, el area
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Solucién 4. Notemos que, en términos de x9, los términos de la sucesion se ven como sigue:

T3 = X9+ 1
T4 = 2(1}2 + 1)
r5 = 22(.’1}2 + 1)
e = 23(.’1}2 + 1)
T = Qk_3($2 +1)
Tnp1 = 2" %(z9 4+ 1) = 1000.

Asi, tenemos que 2" %(z3 4+ 1) = 1000. Como la sucesién es la mas larga posible, n — 2 debe ser la
mayor potencia de 2 que divida a 1000, o sea que n — 2 = 3 (pues 1000 = 23 - 5%). De lo anterior
Toq1 = 12% = 125 y por lo tanto o = 124.



Solucién 5. En la figura tenemos que el dngulo ZCBE = 30°. Como CB = BE, el triangulo
CBE es isosceles y el angulo /CEB = M = 75°, y de la misma manera /AED = 75°. El
angulo ZCFEO es igual a 36007750;7507600 = 75°, y como el tridngulo OCFE es isosceles (OC = OF
son radios del circulo) tenemos que /ZCOE = 180° — 75° — 75° = 30°, y del mismo modo podemos
obtener ZEOC = 30°. Como el dngulo ZCOD = 60°, tenemos que el sector es una sexta parte del

circulo (pues 6 - 60° = 360°), asi que su area es é.
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Solucién 6. Para cubrir la cuadricula las fichas pueden colocarse de dos maneras: verticalmente
(cubriendo toda una columna) u horizontalmente (cubriendo dos cuadritos de un renglon). Es claro
que, si hay dos cuadritos de un renglén cubiertos por una ficha horizontal, los otros dos cuadritos
que comparten la columna con ellos (arriba o abajo) también deben estar cubiertos por una ficha
horizontal.

El problema equivale a ver de cudntas maneras puede escribirse 8 como suma de 1’'s y 2’s (en
orden). Por ejemplo, en la ilustracion del enunciado, la cubierta corresponde a la suma de los
nameros (1,2,1,1,1,1,1).

* Hay una sola manera de poner las fichas en posicion vertical (corresponde a la suma de 8 1’s).

* Hay siete formas de escribir un solo 2 y todos los demas 1’s (corresponden a cubiertas que tienen
exactamente dos fichas horizontales).

* Para ver las cubiertas que tienen exactamente 4 fichas horizontales hay que considerar las formas
de escribir 8 con dos 2’s y cuatro 1’s. Esas son quince:

(2,2,1,1,1,1)
(2,1,2,1,1,1)
(2,1,1,2,1,1) (°

)’

* Las cubiertas que tienen 6 fichas horizontales exactamente corresponden a las quintetas que tienen
tres 2's y dos 1’s. Es facil ver que son diez.

* Hay una sola cubierta con todas las fichas horizontales.

En total son 1+7+4+15+10+1=34.



