Soluciones de los problemas

Solucién del problema 1. Recordemos que si la descomposicién en primos
de un entero positivo n es pi'py*---pp*, este nimero tendra (a; + 1)(az2 +
1)...(ax+1) divisores. Por este hecho, vemos que hay tinicamente tres opciones
para la descomposicién en primos de n: p7, pq y pgr (donde p, ¢ y  son primos
diferentes). Veamos cada caso.

» n = p’. En este caso se tiene que la descomposicién en primos de n® es
2!, por lo que tiene 22 divisores.

= n= p3q. Tenemos que n? = qu2 tiene 21 divisores.

= n=pgr. Aqui, n3 = p3¢3r? tiene 64 divisores.

Por lo tanto, n® tendra a lo més 64 divisores positivos.

Solucién del problema 2. Primero tomemos una moneda de cada una. Como
llevamos 0.80, basta juntar 1.70 con las otras y ya con esto tendremos al menos
una de cada una. Notemos que si elegimos la cantidad de monedas de 0.50 y de
0.20, sin que se pase de 1.70, el numero de monedas de 0.10 quedard determinado.
Podemos usar 0, 1, 2 0 3 monedas de 0.50. Si usamos 3, podemos usar 0 o 1 de
0.20, es decir, 2 opciones. Si usamos 2 monedas de 0.50, podemos usar 0, 1, 2 o
3 de 0.20, es decir, 4 opciones. De la misma manera, si usamos 1 o 0 monedas
de 0.50, tenemos 7 y 9 opciones. Por lo tanto, el total de opciones de igual a
2444749 =22

Solucién del problema 3. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
e = % y cia = 2y tenemos que encontrar el valor de _%7. Luego, tenemos que
3a =b+cy b= 2c+ 2a. Multiplicando la primera ecuacién por 3 y la segunda
por 4, tenemos que 9a = 3b + 3c y 4b = 8¢ + 8a. Sumando estas dos ecuaciones
tenemos que 9a +4b = 8a +3b+ 1lc¢, de donde a + b= 1lcy 5 = ﬁ
Nota. Para saber por qué numeros tenemos que multiplicar las ecuaciones,
basta considerar que si la primera ecuacién la multiplico por w y la segunda
por v, al sumar las ecuaciones obtenemos (3u — 2v)a + (v — u)b = (u + 2v)c.
Para poder obtener %7, necesitamos que los coeficientes de a y b en esta iltima
ecuacién sean iguales, es decir, 3u — 2v = v — u, o 4u = 3v, de donde podemos

elegiru =3 y v =4.

Solucién del problema 4. Notamos que los tridngulos APD y DPC compar-
ten la altura desde D, por lo que la razén entre sus areas es igual a la razdén
entre sus bases. Luego, el area de APD es el doble del drea de DPC, de donde
el 4rea de DPC es igual a 2u2. De la misma manera, el area del triangulo APB
es el doble que el drea del tridngulo PBC, de donde el drea del tridngulo APB
es igual a 8u?.



B

Luego, el drea del cuadrildtero es igual a 4 +4 + 2 + 8 = 18 u?.
Solucién del problema 5. Notamos que

N = 999999999(1000000001000000001 . . . 1000000001)

donde el segundo factor estd formado por diez unos, separados cada uno por
8 ceros. La suma de digitos de este segundo factor es 10, por lo que este
no es divisible entre 3 y basta buscar la maxima potencia de 3 que divide a
999999999 = 9(111111111). La suma de digitos de 111111111 es 9, por lo que es
divisible entre 9. Dividiendo entre 9 obtenemos que

111111111 =9 - 12345679.

Como la suma de los digitos de 12345679 es igual a 37, este nimero no es
miltiplo de 3, por lo que la maxima potencia de 3 que divide a N es igual a
9.9 =281=23%

Solucién del problema 6. Si el nimero tuviera mas de 4 digitos y comienza
con el digito a, el nimero obtenido después de quitar la suma de los digitos seria
al menos 9999a > 9999, lo cual es una contradiccién y el nimero tiene que tener
cuatro digitos (no puede tener menos pues es mayor que 2016). Digamos que
este nimero es abed en notacién decimal (con a # 0), es decir, el ntmero puede
escribirse como 1000a + 100b + 10c + d. La suma de sus digitos es a +b+c+d,
por lo que

(1000a + 1006 + 10c + d) — (a + b+ ¢+ d) = 2016.

de donde 999a + 99b + 9¢ = 2016. Si a = 1 tendriamos que el maximo valor de
999a 4 990 4 9¢ seria 999 +99-9 +9 -9 = 1971, lo cual es una contradiccién y
a = 2. Sustituyendo tenemos que 99b+ 9¢ = 18. De aqui obtenemos que b =0y



¢ = 2 (notamos que el valor de d no importa). Luego, los nidmeros que cumplen
son 2020, 2021, 2022, ..., 2029.

Solucién del problema 7. Primero, notamos que las tres diagonales principa-
les (aquellas que van de un vértice al opuesto) se intersectan todas en el centro
del hexagono. Esto demuestra que se necesitan al menos 3 colores. El siguiente
dibujo demuestra que el arreglo es posible con tres colores, por lo que 3 es la
respuesta.

Solucién del problema 8. Tenemos que los angulos /BEC y ZCFB son
rectos, por lo que el cuadrildtero BFCE es ciclico (pues la suma de sus dngulos
opuestos es 180°). Luego, LZEFB = ZECB. Por otro lado, los angulos ZECB
y ABX abarcan el mismo arco AB del circuncirculo del tridngulo ABC, por
lo que son iguales. Combinando estas dos igualdades de angulos, tenemos que
/BFE = /ZXBA, por lo que EF es paralela a AB.






